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2.1 Parell ordenat

Si tenim dos elements a i b, podem construir un nou objecte format per aquests
dos elements que I'anomenarem parell ordenat i I'escriurem com

(a,b)

de manera que si tenim dos d'aquests objectes formats de la forma esmentada,
per exemple, (a,b) i (c,d), aquests objectes seran iguals solament en el cas que

a=c i que c=d

D'aqui es despren gue (a,b) no és el mateix que (b,a), i resulta que és important
I'ordre en que estan escrits cada element, d'aqui el seu nom de parell ordenat.

No s'ha de confondre un parell ordenat (a,b) amb el conjunt format per aquests
dos elements {a,b}, ja que en aquest cas si que {a,b} = {b,a}.

A I'element a del parell ordenat (a,b) s'anomena primer element i a I'element b
s'anomena segon element. En algunes circumstancies es diuen primera
coordenada i segona coordenada respectivament.

En moltes ocasions la formacié de parells ordenats s'aconsegueix a partir d'un
primer parell ordenat de dos conjunts: (A,B). Els parells ordenats que es

desprenen en aquest cas, estaran formats per un primer element d'A i un segon
element de B, amb aquest ordre.

Per exemple si el primer conjunt és A= {a,B3,y,0} i el segon és B={1,2,3}, tindrem
que (a, 1), (B, 2) i (3, 3) son parells ordenats despresos de (A,B).

Una ampliacio del concepte de parell ordenat és la de terna ordenada que és el
mateix que s'ha dit per les parelles, pero en tres elements, s‘anoten

(a,b,c)
També és important I'ordre en que s'escriuen els elements; (a,b,c) no és igual a
(a, c, b). De la mateixa forma podem formar quaternes, ..., n-ternes ordenades.
2.2 Producte cartesia
Donat un parell ordenat de conjunts (A,B) s'anomena producte cartesia d'A per B

al conjunt format per tots els possibles parells ordenats que es desprenen de
(A,B). Aquest conjunt s'escriu AxB.
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Si A'i B son els conjunts definits en el paragraf anterior tindrem que:
AxB = {(a,1), (a, 2), (a, 3), (B.1), (B, 2), (B, 3), (v:1), (v 2). (v 3), (3,1). (3, 2),
(6, 3)}

Com gue cada element del primer conjunt s'ha de ‘combinar’' amb tots els elements
del segon conjunt, en el cas de que els conjunts A i B tinguin un nombre finit
d'elements, i considerant el simbol # com a 'nombre d'elements del conjunt’,
tindrem

#(AXB) = #A - #B

Moltes vegades es representa el producte cartesia com les interseccions d'un
tramat de rectes tal es veu a continuacio.
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Cada un dels petits cercles del grafic representa un parell ordenat, el conjunt de
tots els cercles representa el producte cartesia. Com veieu en el grafic, es
presenten els parells ordenats, com els punts en coordenades cartesianes. D'aqui
ve el nom de producte cartesia.

En la representacio grafica d'un producte cartesia, es pot considerar el primer
conjunt com un eix horitzontal on els seus elements estan posat d'esquerra a dreta
si hi ha una ordenacio. | el segon conjunt es pot considerar com I'eix vertical en
ordre ascendent si es que estan ordenats

Un exemple important de producte cartesia és el RxR, on R representa al conjunt
dels nombres reals. Cada element de RxR és un parell ordenat de reals, o sigui les
coordenades d'un punt del pla, i RXR esta compost per tots el possibles punts
(parells ordenats) d'un pla. RxR és la plasmacio algebraica del mateix pla.

Si disposem d'una terna de conjunts es podra desprendre ternes ordenades: Si (A,
B, C) és una terna de conjunts, les ternes que es desprenen estaran formades
aixi:

{(a,b,c)|aD 4, b0OB, cOC }
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El conjunt de totes les possibles ternes d'aquests conjunt s'anota com
AxBxC
| es diu producte cartesia de tres conjunts.

De la mateixa forma es defineix el producte cartesia de quatre conjunts, de cinc,
etc.

Si els conjunts d'un producte cartesia son iguals, al seus productes es solen
escriure d'una forma abreujada, amb exponents, d'aguesta forma:

ZxZ = Z?
RXRXR = R®

Amb aquesta notacié tenim que R? és el pla geométric i que R® és I'espai de tres
dimensions, procés que es pot generalitza a R".

2.3 Relacions

Si es tractés d'una relacié d'amistat entre les persones d'un poble i les d'una altre,
podriem formar parelles de persones, una d'un poble i una altre de l'altre, de forma
gue existeixi amistat entre elles. Segurament no és cert que totes les possibles
parelles formades per una persona de cada poble tenen una relacié d'amistat,
solament algunes d'aquestes parelles tenen aquesta relacié. Aixi pot ser que Maria
i Andreu tinguin una relacio d'amistat, en canvi, Joan i Amalia no la tenen.

Una relacié €s un vincle que el tenen alguns parells ordenats. Aquest vincle que
es complira per algun subconjunt del conjunt de totes les parelles (producte
cartesia).

Generalitzant el concepte explicat, podem dir que una relacié entre els conjunts
ordenats A i B és qualsevol subconjunt del producte cartesia AxB.

Si Ai B son els conjunts definits en el paragraf 2.1, una relacio entre aquests
conjunts podria ser la que esta representada en el grafic
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Una relacié

AXB

Com que la parella (a, 1) pertany a la relacié es diu que a esta relacionat amb 1,
pero a no esta relacionat amb 2 ni amb 3. L'element (3 esta relacionat amb 1 i amb
2, pero no ho esta amb 3. Es dona la circumstancia que & no esta relacionat amb

cap element.

Una relacié es pot indicar per una lletra, tal com es fa amb tots el conjunts. Si R és
una relacio entre A i B es pot escriure que

R U AxB

En aquest cas, per indicar que a esta relacionat amb 1 es pot fer simplificadament
posant el nom de la relacié entre mig dels dos elements:

aR1
Per indicar que un element no esta relacionat amb un altre, com per exemple a no
esta relacionat amb el 2, es pot fer aixi:

aR 2

Una relacié també es pot indicar explicitant les condicions que han de complir les
parelles per tal de que siguin de la relacio. Per exemple, si A={1, 2, 3} i B={1, 2,
3, 4, 5, 6}, una relacid R podria ser "la que relaciona els elements d'A amb els
seus multiples de B", que representada graficament dona:

R N W b~ 01O
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2.4 Relacions binaries

Una relacié entre dos conjunts iguals es diu binaria

O sigui, en una relacié binaria els dos conjunts son el mateix conjunt.

Per exemple, considerem com a primer i segon conjunt els nombres enters Z, i
definim la relaci6 ~ seguent "Un nombre esta relacionat amb un altre si la seva

diferéncia és mdultiple de 3".

Amb aquesta relacio el zero esta relacionat amb el 3, el 6, etc. L'1 esta relacionat
amb el 4, el 7, etc, i també amb el -2, -5, etc. Relacions que es poden indicar com:

3~6, 1~4, 1~7, -2~-5, etc.

En ser Z un conjunt infinit no es pot representar totalment la relacié anterior, pero
si que es pot fer d'una part, tal com es veu en el grafic seguent.

Cada puntet del grafic representa un parell ordenat del producte ZxZ, els puntets
foscos representen els de la relacid. Les coordenades de cada un dels puntets
foscos son parells relacionats. Els altres puntets representen parells de fora de la
relacio.
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2.5 Grafo d'una relacio binaria
Es tracta de fer una representacié grafica de les relacions binaries. Com que en

les relacions binaries els dos conjunts coincideixen només en representarem un,
no els repetirem. Es col-locaran els elements del conjunt de forma arbitraria i
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s'uniran entre ells per una fletxa indicant que aquell parell és de la relacié (que el
parell esta relacionat)

Suposem el conjunt {-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} i en ell hi definim la relacio "dos
nombres estan relacionats si dividint (divisio entera) cada un per 3 déna el mateix
residu".

Recordeu com es fa una divisié entera en el cas que el dividend sigui negatiu:

La forma de col-locar els elements del conjunt per dibuixar un grafo d'una relacio
binaria, hem dit que és arbitraria, encara que variant aquesta col-locacié es poden
formar grafos més facils d'interpretar, fins i tot més estetics.

2.6 Relaci6 binaria simeéetrica

Una relacié binaria R definida en el conjunt A (s'ha d'entendre AxA) es diu que és
simetrica si es compleix:

aRb = bRa

gue es pot traduir com: si un element esta relacionat amb un altre, també aquest
altre ha d'estar relacionat amb el primer.

L'exemple del paragraf anterior de la relacié = és simetrica. En canvi, I'exemple

del paragraf 2.1 de la relacié R que relacionava un valor amb el seu multiples no
és simetrica. La demostracié d'ambdues propietats es deixa com exercici.
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Si els punts d'una relacio binaria en un grafic cartesia s6n simeétrics respecte la
bisectriu dels dos eixos (els dos conjunts) aquesta relacio és simeétrica. Vegeu el
grafic del paragraf anterior.

En un grafo d'una relacié binaria, sempre que hi hagi una fletxa d'anada hi ha
d'haver una fletxa de tornada per tal de que la relaci6 sigui simétrica.

2.7 Relaci6 binaria antisimeétrica

Una relacié binaria R definida en el conjunt A (s'ha d'entendre AxA) es diu que és
antisimetrica si es compleix:

aRb = bRa Ha # b

Per tal de que una relaci6 binaria sigui antisimétrica s'ha de complir que si un
element esta relacionat amb un altre, aleshores aquest altre no pot esta relacionat
amb el primer.

L'exemple de relacio donat en el paragraf 2.1 (relacionar-se amb els multiples) és
una relacio antisimetrica. En canvi I'exemple del paragraf 2.2 (si la seva diferencia
€s multiple de tres) no és antisimeétrica.

Davant d'un grafic cartesia d'una relacié es pot veure que és antisimetrica, si per
cada punt de la relacio, el seu simetric respecte de la bisectriu no és de la relacio.

En un grafo es pot veure que una relacié és antisimeétrica si sempre que hi hagi
una fletxa (anada) no hi hagi la fletxa de tornada

2.8 Relacio6 binaria reflexiva

Una relacié binaria R definida en el conjunt A es diu que és reflexiva si es
compleix:

aRa UTalUA

El que es pot traduir com: Per qualsevol element d'A aquest ha d'estar relacionat
amb si mateix.

Si A és el conjunt de tots els subconjunts d'A, es pot definir una relacié en A de la
seglent forma: "Un conjunt esta relacionat amb un altre si el primer és subconjunt
del segon". Com que tot conjunt és subconjunt de si mateix es pot dir que aquesta
relacio és reflexiva.
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Una relacié reflexiva es pot veure observant el grafic cartesia perque tots els punt
de la bisectriu han d'ésser de la relacio.

Per tal de que un grafo representi una relacio reflexiva tots els elements han de
tenir un 'bucle’ a ells mateixos.

2.9 Relaci6 binaria antireflexiva

Una relacié binaria R definida en el conjunt A es diu que és antireflexiva si es
compleix:

a/é a UalUA
O sigui que no hi pot haver cap element d'A que estigui relacionat amb si mateix.
Per exemple, si definim en els nombre naturals la relacié "un nombre es relaciona
amb un altre si el primer és més petit que el segon”, es tracta d'una relacié

antireflexiva ja que no hi ha cap nombre que sigui més petit que ell mateix.

Una relacié antireflexiva es pot veure observant el grafic cartesia perqué tots els
punt de la bisectriu no sén de la relacio.

Per tal de que un grafo representi una relacio antireflexiva no hi pot haver cap
‘bucle’ d'un element a ell mateix.

2.10 Relacio binaria transitiva

Una relacié binaria R definida en el conjunt A es diu que és transitiva si es
compleix:

aRb i bRc = aRc

gue es pot interpretar com: si un element esta relacionat amb un segon element i
aquest segon element esta relacionat amb un tercer ha de passar que el primer
element també ha d'estar relacionat amb el tercer.

Siguin quins siguin els conjunts on estiguin definides, les relacions d'igualtat sén
relacions transitives, també ho és la semblanca entre figures, la propietat de ser
multiple o de ser submdltiple, etc.

Es dificil veure que una relaci6 és transitiva si es mira el grafic cartesia pero és

molt facil veure-ho en un grafo: si hi ha dues fletxes seguides n'hi ha d’haver una
altre que passi del primer al tercer element.
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2.11 Relacié d'equivalencia

Una relacié binaria és d'equivaléncia si és reflexiva, simeétrica i transitiva.

Imagineu-se el conjunt format per tots el triangles del pla, la relacio de semblanca
entre aquests triangles compleix les tres propietats esmentades, per aixo és una
relacié d'equivalencia.

Si n és un natural major que 1i en els nombres enters es defineix la relacié
seguent "dos enters estaran relacionats si la seva resta és multiple de n". Fixeu-
VoS que aquesta relacio és una generalitzacio de I'exemple del paragraf 2.2. Mireu
també, que és reflexiva, simetrica i transitiva, o sigui és tracta d'una relacio
d'equivaléncia.

Ara considerarem el conjunt format per totes les funcions definides en un interval
(a,b) i la relacio definida en aquest conjunt: " una funcio f esta relacionada amb
una funcié g si existeix una constant k diferent de zero que f = kg". Es facil veure
qgue també és una relacio d'equivaléncia.

| un altre exemple, considerem que Z* és el conjunt dels enters sense el nombre
zero. Construim el conjunt ZxZ* que esta format per tots els parell ordenats
d'enters que el segon terme no és zero. A ZxZ* s'hi defineix la relacié R seguent:
"un parell (a,b) esta relacionat amb un altre (c,d) si ad=cb". Es facil comprovar que
es tracta d'una relacié d'equivaléncia. Que passaria si la relacio s'hagués definit a
ZxZ?

2.12 Classe d'equivaléncia

Suposem que en un conjunt A esta definida una relacié ~ d'equivaléncia. Si x és
un element d'A anomenarem classe d'equivaléncia de x, i ho escriurem com x*, a
un subconjunt d'A format per tots els elements que es relacionen amb x

Tornem al exemple donat en el paragraf 2.3, recordem el conjunt és A= {-4, -3, -2,
-1, 0,1, 2, 3, 4} i larelacio és "dos nombres estan relacionats si al dividir-los per 3
donen el mateix residu”. En aquest cas és facil veure que:

0*={3,0,3}, 1*={2,1,4}, 2*={-4,-1,2}

Totes les altres classes que es poden formar coincidiran amb alguna d'aquestes,
per exemple
1¥={-4,-1,2}=2*=-4% 4 ={214}=1*=-2% efc.

Fixeu-se que aquestes tres classes que surten son els tres grup 'independents'
gue s'han format en el seu corresponent grafo.
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El grups de totes les classes d'equivaléncia formen una particié del conjunt A
(vegeu el paragraf 1.15), o sigui compleixen que:

No hi ha cap element que pertanyi a dues classes diferents
No hi ha cap element que no estigui dins d'alguna classe

Demostrem que es compleix la primera condicio:
Suposem que hi ha un element a que pertany a dues classe x* i y*, o sigui
aex* i agy*

Pel fet de ser de cada classe tindrem que a ~ X ique a~Yy, iperla propietat simétrica x ~
a i y~a. Suposem que z és un element qualsevol de x*, per aixd z ~ x i com que X ~ a,
per la propietat transitiva z ~ a. Perd a ~y, i per la propietat transitiva z ~y, cosa que ens
diu que z £ y*. Hem vist que qualsevol element de x* també ho és de y*. Aixo ens diu que
X* és subconjunt de y*.

De la mateixa forma es demostra que y* és un subconjunt de x*, i per tant han d'ésser
iguals x*= y*.

O sigui, si hi un element comu entre dues classe, aquestes han d'ésser les mateixes, i
gueda demostrada la condici6 1.

La demostracié de la segona propietat és encara més facil ja que tot element
pertany com a minim a la seva classe.

Amb aquestes dues propietats es demostra que les classes d'equivaléncia formen
una particié (paragraf 1.17) del conjunt on estan definides. O sigui formen una
col-leccio de subconjunts de forma que entre tots engloben a tot el conjunt
(condicié 2) i no n'hi ha cap subconjunt que tingui alguna part comd amb un altre
(condici6 1).

Pensem ara amb el tercer exemple del paragraf anterior, a veure si podem veure
per quins parells esta formada la classe del (0,1).

Si (a,b) O (0,1)* vol dir que
(a,b) esta relacionat amb (0,1), o sigui
a.1l =b.0, que és el mateix que
a=0

Es dedueix que la classe del (0,1) esta formada per tots el parells que tenen com a
primera component el O.

I la classe (1,2)? De quins elements esta formada?
Si (a,b) U (1,2)*, vol dir

(a,b) esta relacionat amb (1,2), o sigui

2a=Db
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Que ens diu que la classe del (1,2) esta formada per tot els parells que el segon
element és el doble que el primer.

En lloc d'escriure aquestes classe de la forma general es sol fer en forma de
trencats, aixi:

(0.1)" = ‘1)—= 0

. 1
1.2 = —
(1.2)" = 3

2.13 Conjunt quocient

Suposem que en A esta definida una relacié d'equivaléncia r, naturalment, pel que
s'ha dit en el paragraf anterior en el conjunt A hi ha d'apareixer una particio
formada per totes les classes d'equivaléncia.

El conjunt que els seus elements son les classes d'equivalencia d'A per la relacio r
es diu conjunt quocient i s'indica per
Alr

Tornem a lI'exemple del paragraf 2.5 en que el conjunt A={-4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3,
4} i la relacié r = "dos nombres estan relacionats si dividint-los per 3 donen el
mateix residu". Per tot el que ha estat explicat tindrem

Alr = {0, 1*, 2%}

Mirant 'exemple donat en els paragrafs 2.12 i 2.13, en el que es definia la relacio
d'equivaléncia ~ =" un parell (a,b) esta relacionat amb un altre (c,d) si ad = bc" en
el conjunt ZxZ* es pot comenca a entendre que el conjunt quocient és precisament
els nombres racionals.

ZXZ*~=Q

Si al conjunt de totes les rectes del pla L es defineix la relacié d'equivaléncia
p = "una recta esta relacionada amb una altre si son paral-leles" resulta que el
conjunt quocient L/p sén totes les direccions del pla!

En molts llibres de text defineixen entre els 'segments orientats' del pla la relacio
seguent e = "un segment orientat esta relacionat amb un altre, si existeix una
translacio que transforma el primer amb el segon”. Aquesta relacio compleix totes
les propietats d'equivaléncia. | el seu conjunt quocient esta format per tots els
vectors del pla.
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2.14 El conjunt Zn

Ja s'ha vist anteriorment la relacié en els nombres enters ~ = "dos enters estaran
relacionats si la seva resta és multiple de n". Es pot comprovar que aquesta relacio
divideix els nombres enters en n classes d'equivaléncia, la del classe del 0, la del
1, ... ,iladeln-1.

Per demostrar I'asseveracié anterior, demostrarem primer que entre les classes 0%,
1*, 2*, ..., (n-1)*, no n'hi cap de repetida, o sigui no hi ha cap parella, d'aguestes
classes, que coincideixin. Si hi hagués dues classes repetides els seus nombres
haurien d'estar relacionats, o sigui que restant-los hauria de donar multiple de n,
I'nica possibilitat és que la resta doni 0 (la maxima diferéncia és n-1), i aixo no és
possible ja que tots el nombres son diferents. Podem afirmar doncs que totes les n
classes son diferents.

Abans de comprovar que no hi ha més classes que les n explicitades, vegem que
per un nombre m qualsevol tots els membres de les successions:

m, m-n, m-2n, m-3n, .....
m, m+n, m+2n, m+3n, ......

estan relacionats per ~ (tots sén de la classes del m), ja que la diferéncia entre
gualsevol parella d'ells és un mdaltiple d'n.

La distancia entre cada terme de les successions anteriors és n, per aixo no hi pot
haver un interval de Z de n, o de més , elements que no tingui un element
d'alguna de les successions anteriors. En particular l'interval 0, 1, 2, 3, ... , n-1, ha
de tenir, a la forga un element d'alguna de les succions, o sigui ha de tenir algun
element que esta relacionat amb m (que és qualsevol enter). O sigui, la classe m
és una de les classes 0*, 1*, 2* 3* ...., (n-1)*. O sigui, no es pot trobar cap més
classe diferent que les esmentades.

Per tot el que s'ha vist, es pot dir que

Z/ ~ ={0*, 1*, 2* 3* ..., (n-1)*}
Moltes vegades a aquest conjunt s'indica com Z,. Molt sovint a les classes
s'indiquen, per simplificar, simplement amb el nombre, sense indicar que sén

classes, aixi:

Z,=10,1, 2,3, ... n-1}
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2.15 Relaci6 d'ordre

Si una relacié binaria és antisimétrica i transitiva es diu que és una relacio
d'ordre.

Indiquem per P(A) al conjunt de tots els subconjunts d'A. Definim en P(A) la relacio
seguent, r ='X estarelacionatamb Ysi X Y". [

Es tracta d'una relaci6é antisimetricajaque siX O Y i YO X, es que X=Y, tal
com s'ha vist en el paragraf 1.11.

També és una relacio transitiva jaque si XU Y i YU Z, passaque X U Z, ja que
tot element de X és de Y, i perserde Y és de Z.

En el nombres natural positius N* es defineix la relacié r = "n esta relacionat amb
m si m és multiple d'n". Es facil comprovar que €s una relacié antisimeétrica i
transitiva. O sigui és tracte d'una relacio d'ordre.

Les relacions de "major que”, "menor que”, "major o igual que" i "menor o igual
gue" definides en el enters, racionals o reals també sén relacions d'ordre.

2.16 Grafo d'unarelaci6 d'ordre

Les relacions d'ordre son relacions binaries, per aixo, els grafos es poden fer de la
mateixa forma que s'ha explicat en el paragraf 2.5. Tot i aixi, €s una costum
presentar el grafos de les relacions d'ordre més simplificats que els binaris en
general.

La simplificacio consisteix en treure algunes fletxes, amb el criteri que es dona a
continuacio: si hi ha una fletxa de x a 'y, i una altre de y a z, segur que n'hi haura
una altre de x a z, doncs bé, aquesta Ultima no cal dibuixar-la, ja es dona per
suposada.

Per exemple, si P(A) fos el conjunt explicat en el paragraf anterior i el conjunt A fos

A={a,b,c,d}, passaria que P(A) = { @, {a}, {b}, {c}, {d}, {a,b}, {a,c},{a,d}, {b,c}, {b,d},
{c,d}, {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}, A}ilarelaci6 d'ordre "ser subconjunt"
guedaria:
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{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

{ab}  {ac} {ad} {bc} {bd}  {cd}

|

{a} {b {c} {d}

T

¢

2.17 Relacio6 d'ordre total

Una relacié # d'ordre definida en un conjunt A és diu d'ordre total si

a,bd ACa#zb= a#bC b#a

O sigui, que per qualsevol parell d'elements diferents, ai b d'A, ha de passar que a
esta relacionat amb b, o bé, que b esta relacionat amb a.

La relacio de subconjunt no és una relacio d'ordre total, ja que hi ha moltes
parelles d'element, per exemple {a} i {c,d} que no estan relacionades, ni amb un
sentit ni amb l'altre.

Pel mateix motiu tampoc és total la relacié de submdltiple on les parelles de
nombre primers entre si, no estan relacionades de cap forma.

Si que son ordres totals les relacions "menor que", "major que"”, etc., expressades
en el paragraf 2.14.

Ara penseu, com quedaria el grafo d'una relacié d'ordre total? Podeu veure per
gue es diu total?
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