3 LIMITS T OPERACIONS
ENTRE FUNCIONS

3.1- Operacions entre els reals ampliats

Com que els limits en funcions es tradueixen a limits de successions, convindra
tenir present totes les propietats del limits en operacions entre successions. Per
aixo és important que repassis aquests conceptes vistos en la lli¢o ...... :
Recordeu que hi ha alguns casos que el limit queda indeterminat.

Per simplificar el lexic considerarem que podem fer operacions dins del conjunt
dels reals ampliat, que és R D{+oo,—oo} , 0 sigui els numeros reals junt amb dos

nous elements, el +co i el —oo. Les operacions, dins d’aquest nou conjunt, entre
reals son les mateixes que ja coneixem, i les operacions entre reals i infinits, o
bé les operacions entre infinits, son les indicades entre els limits de les
successions, tal com es veu en les taules del capitol corresponent i que a
continuacié mostrem.

Algunes operacions no es poden fer, recordeu que en els limits de successions
deiem que eren un casos indeterminats, aquests casos sén semblants a la
operacio de “dividir per zero” que encara que és una operacié entre reals també
€s un cas dindeterminacio.

Suma a real + 00 -00
b real a+b + 00 - 00
+ 00 + 00 + 00 ?
.00 .00 2 .00

| Primer terme |

Resta ‘ ‘ areal +00 - 00 ‘
b real a-b + 00 .00
c o
gg +00 .00 2 .00
Qg
0w + - 00 + 00 + 00 ?
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Producte + 00 a>0 0 a<o -00
+ 00 + 00 + 00 ? -00 -00
b>0 + 00 ab 0 ab -00
0 ? 0 0 0 ?
b< 0 - 00 ab 0 ab + 00
.00 .00 .00 2 + 00 + 00
Numerador
Quocient + 00 a>0 0 a<o -00
+ 00 ? 0 0 0 ?
g b>0 +00 alb 0 a/b - 00
S |[of +00 +00 ? - 00 _00
g 0 _00 _00 ) +00 + 00
g b<0 00 a/b 0 alb + 00
-00 ? 0 0 0 ?
Exponent
Potencia + 00 e >0 0 e<0 - 00
+ 00 + 00 + 00 ? 0 0
b>1 + 00 b® 1 b® 0
[¢)
g |1 e’ 1 1 1 el
©10<b<1 0 b° 1 b° L0
0" 0 0 ? + 00 +00

Els casos 1 elevat a més, o menys, infinit, d’aquesta ultima taula, s6n casos
especials i ja estan tractats en el tema de les successions. Com que els limit en
funcions s’han reduit a limits en successions, aqui donara el mateix resultat.
Recordem que la A dels dos casos es calculava per:
A =lim (b, - 1)e,
gue traduit a funcions sera :
lim (base —1)-exponent

X-a

3.2- Limit en un punt d’'una sumai una resta de funcions
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Considerem dues funcions fi g que en el punt x =a per la dreta tenen els
limits:

lz'm+ f)=A4 i lz'm+ gx)=u
Tal com hem definit aquests limit tindrem:
Xp: a+l a+1/2 a+1/3 a+1/n - a
SXn): flatl) | f(a+1/2) | f(a+1/3) fla+l/n) | .. - A
| per la funci6 g:
Xp: a+l a+1/2 a+1/3 a+1/n - a
2(Xp): g(a+l) |g(at+l/2) | g(a+l1l/3) g(a+l/n) | .. - u

| recordant la definicié de suma de funcions i el limit d’'una suma de
successions tindrem:

F

Xn: a+l a+1/2 a+1/3 a+l/n - a
(+8) (xn): f(a+1)+ | f(a+1/2)+ | f(a+1/3)+ f(a+1/n)+
g(a+l) | g(a+1/2) | g(a+1/3) g(a+1/n) - AU

Aqui hem de fer notar que si un limit és +o i 'altre és -, no quedaria definit,
de moment, el limit de la suma, veure I'estudi de successions.

Exactament igual podriem fer amb el limit de I'esquerra i com a consequencia
amb el limit en general, atenint-se a la taula de I'operacié suma del paragraf
anterior podem dir que:

lim (f +g)(x)= lim f(x)+ lim_g(x)

X-a X-a X—-a

lim (f+g)(x)= lim f(x)+ lim g(x)

X-a X—-a X-a

lim(f+g)x)=1Iim f(x)+ Ilim g(x)

X-a X-a

| exactament per la resta de funcions, i d’'acord amb la taula de la resta del
paragraf anterior, resulta:

lim (f —g)x)= lim f(x)= lim g(x)

X-a X-a X-a

lim (f =g)x)= lim_{(x)= lim_g(x)

X-a X-a X-a

lim(f —g)x)=Ilim f(x)— lim g(x)

X-a X-a

Limit en un punt d’una suma de funcions
El limit (tant per la dreta com per [’esquerra com el general)
d’una suma de funcions és igual a la suma dels limits de cada

funcio , sempre que aquesta estigui definida.




Limit en un punt d’una diferéncia de funcions
El limit (tant per la dreta com per [’esquerra com el general)

d’una diferéncia de funcions és igual a la diferéncia dels
limits de cada funcio, sempre que aquesta estigui definida.

Exemple:
lim (D(x)+x )— llm D(x) + lzm x> =0+1=1
x—'l x—»l x—»l
lim (D(x)+x )— lzm D(x)— lim x> =1+1=2
x—»O_ x—»l x—»1+

3.3- Limit en un punt del producte d’una constant per una
funcio

Procedint com en el paragraf anterior i suposant que una funcio fté per limit
per la dreta a A, tindrem:

Xp: a+l a+1/2 a+1/3 a+1l/n a’
fixn): fla+l) | f(a+1/2) | fa+1/3) f(a+1/n) P
| per la funcié kf, essent k un real, tindrem:

Xn: a+l a+l/2 a+1/3 a+1l/n a’
(kx| | Ki(a+l) | kf(a+1/2) | kf(a+1/3) kf(a+1/n) %

Aqui hem de dir que si el limit és infinit, aleshores el limit del producte depén
del signe de £. Si k és positiu, el limit del producte té el mateix signe que el limit

de f. pero si k£ és negatiu el limit del producte canvia de signe respecte del limit
de la funcié.

Igual podriem fer amb el limit de I'esquerra i com a conseqgiiencia amb el limit
en general, i aplicant la taula del producte del paragraf primer, obtindriem que:

lzm (k )=k lzm f(x)
lzm (ke f)(x) =k lzm S (%)

lim (k- £)(x) = k lim f(x)
X-a X-a

Limit en un punt del producte d’una constant per una funcio
El limit (tant per la dreta com per [’esquerra com el general)
del producte d’una constant per una funcio és igual al
producte de la constant pel limit de la funcio, sempre que
aquest estigui definit.




Exemple:

lim (JE-E(x)) =2+ lim E(x)=~/2:0=0

x-0 x-0
lim (ﬁ-E(x)):ﬁ- lim E(x)=~2-(-1)=—/2
x-0" x-0"

3.4- Limit en un punt del producte de dues funcions

Fent exactament igual com ho hem fet en el paragraf 1 per la suma ho podem
fer pel producte de funcions, i entenen que ens els casos de limits infinits es
compleix la regla dels signes convencionals, i en els casos que un limit sigui O i
I'altre infinit no es coneix pel moment el limit resultant, en general i d’acord amb
la taula del producte del primer paragraf, podem dir que:

lim (f-g)(x)= lim_f(x)-lim g(x)

X-a X-a X-a

lim (fg)(¥)= lim f(x)- lim g(x)
i (fg)) = lim £ (x)-lim g(x)

X-a

X

Limit en un punt d’un producte de funcions
El limit (tant per la dreta com per [’esquerra com el general)
d’un producte de funcions és igual al producte dels limits de

cada funcio, sempre que aquest estigui definit.

Un exemple:
lim (ex-ln(x)) =1-(—00) = —00

x-0
3.5- Limit en un punt del quocient de dues funcions

Si el limit per la dreta d’'una funcié f en el punt x =a és Ai el de la funcié g és w.
podem procedir com en els paragrafs anteriors:

Xn: a+l a+1/2 a+1/3 a+1/n - a
(72) (xx): f(a+1)/ | f(a+1/2)/ | f(a+1/3)/ f(a+1/n)/
g(a+l) | g(a+1/2) | g(a+1/3) g(a+1/n) - A

Es evident que si el limit & fos 0 el limit de /g no existiria. També s’ha
d’observar que si algun terme de la successié g(a+1/n) dels denominadors fos
0, no es podria construir la segona successi6 de la forma que esta feta, Pero
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aquest cas no és una restriccié pel calcul del limit del quocient, doncs si I'tGlItim
terme nul és g(a+1/r)=0, hauriem de comencar la primera successio amb el
terme a+1/(r+1) , aixi:

a+1/(r+1), a+1/(r+2), a+1/(r+3), ....

i el procés es pot acabar exactament igual.

Tampoc queda definit el cas en que els dos limits siguin infinit, tal com s’havia
dit en successions, en aquests casos s’haura d’intentar calcular el limit per
altres metodes.

Aixi doncs, sempre d’acord amb la taula de divisio del paragraf 1, tindrem:

lz’m+ f(x)
lim (f/g)(x)= %

lim_f(x)
lim_(f/g)(x) = %

lim f(x)
Lim (f18)(x)= —”l;; )

X-a

Limit en un punt d’un quocient de funcions
El limit (tant per la dreta com per [’esquerra com el general)

d’un quocient de funcions és igual al quocient dels limits de
cada funcio, sempre que aquest estigui definit.

Un exemple:
lim (tan(x)) = lim [m] :i_ =—0 |
xq%+ xq%+ cos(x)) 0
lim (tan(x))= lim [ s1n(x)] = % = 400
xq%‘ xq%- cos(x)) 0
| un altre:
x2 +oo
lim —=—=+00
Yo —00 ex O+

3.6- Limit en un punt d’'una poténcia de funcions

Exactament igual que en el anteriors casos, el limit d’'una poténcia entre
funcions queda reduit al limit d’'una poténcia entre successions, ja estudiat i que
respondra a la taula de poténcia del primer paragraf.
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Recordeu que per aquests limits puguin existir €s necessari que la funcié que
fa de base ha d’ésser positiva. Aixi doncs, tenint en compte la taula de
poténcies esmentada, podem dir:

- ll’m+e(x)
, e(x) _| g, Xoa
lzm+ (b(x)) (vlszr b(x))

X-a X-a

ll’m_ e(x)
lim (b(x))" :( lim_ b(x))x ~a

X-a X-a

lim e(x)
lim (b(x))"™ = (lz’m b(x))x ~a
X-a X-a

Es a dir:

Limit en un punt d’una poténcia entre funcions
El limit (tant per la dreta com per [’esquerra com el general)
d’una potencia de funcions és igual a la potencia del limit de
la funcio base elevat a al limit de la funcio exponent, sempre
que aquesta operacio estigui definida.

Un exemple:
] ]

lim (x2 )/‘ =(0")"™ =0 encanvi lim (x2 )/‘ =(0")™ =+

x—»0+ x—»O_
O, un altre:

X

lim | X =(tipus1°°)= e =e, jaque A= lim X le=oim [ 2=
X — too x_l X — +oo x_l X — +00 x_l

3.7- Suma, resta i producte de funcions continues

Suma, resta i producte de funcions continues
La suma, la resta i el producte de dues funcions continues en

un punt també és una funcio continua en aquest punt.

Si fi g s6n dues funcions continues en el punt x = a, es que
lim f(x)=f(a) i finz g(x)=g(a)

X-a
Pero, tal com s’ha dir en paragrafs anteriors i per la definicié de suma de
funcions:

lim (/ + £)(x) = lim [ (x)°+ lim g(x) = /(@) + (@) = (f +g)(a)

X-a
ens dona que el limit de la funcié suma coincideix amb la seva imatge, resultant
gue f + g també és continua en el punt a.

De la mateixa forma observariem que la resta i el producte de funcions
continues en un punt també és continua.

Departament de Matematiques
1ES Jaume Balmes



El producte d’'una constant per una funcié continua en un punt també és
continua en aquest punt, ja que la constant es pot considerar com una funcio,
la funcié constant, que evidentment és continua en tots els punts.

Evidentment, si fes funcions que es sumen, o resten, o multipliques, sén

continues en una zona meés gran que un punt, la funcié resultant de I'operacié
també sera continua en la mateixa zona.

3.8- Quocient de funcions continues

Quocient de funcions continues
El quocient de dues funcions continues en un punt és una

funcio continua si la funcio divisor no s’anul-la en aquest
punt.

Si fi g sbn dues funcions continues en x = a es que
lim f(x)=f(a) i fl’nz g(x) =g(a)

X-a
pero tal com s’ha dit en paragrafs anteriors si g(a) no és zero i per la definicié
de quocient entre funcions:

lim f(x)
lim (ij(x):xlﬁ i (“):(ij(x)
x-a\ g flﬁ gx) gl \g

ens dona que el limit de la funcié quocient coincideix amb la seva imatge, o
sigui la funcié quocient també en continua en el punt a.

Generalitzant, si les dues funcions son continues en un espai més ampli que el
d’un punt, resultara que la funcié quocient de les dues primeres funcions sera
continua en tot I'espai excepte en els punts en que la funcié divisor s’anul-li.

3.9- Limit en un punt d’'una composicio de funcions

Per simplificar suposarem que la funcié g és continua en x = a, i que f és
continua en el punt x = g(a).

. . 1 . .
Considerem les successions a*— que tendeixen a, una per la dreta i I'altre
n

per I'esquerra.

Per ser g continua tindrem: lim g(ail) = g(a), aixo ens diu que g(ail) €s
n n

una successio (per la dreta o I'esquerra) que tendeix a g(a), per aixo, com que f
és continua, tindrem:
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f(ll’mg(ai%)) = lim (/(g(x)) = lim (f 0 £)(x)

Pero tal com acabem de dir lim g(ail) = g(a), que substituint a I'Gltima
n

igualtat:

lim (f 0g)(x)= f(lim g(x))= f(g(a))

X-a

Podem dir que si f és continua el limit pot entrar dins el primer paréntesi, i si g
és continua el limit pot passar dins el segon paréntesi ( limit de x és a). | si les
dues funcions son continues la composicié també ho sera.

3.10- Continuitat de les funcions polindomiques i racionals

Es molt facil demostrar que la funcio identitat f(x) = x és continua per a
gualsevol punt. Com que les imatges de qualsevol successié del domini déna la
mateixa successio, els limits de les dues coincidiran, i coincidiran amb la
imatge de la funcio. Per aixo el limit per la dreta, i per I'esquerra, en un punt
qualsevol coincideixen amb el valor de la funcié, o sigui f és continua en
qualsevol punt.

La funcié f(x) = x" (n natural) també sera continua en tots el punts, ja que es pot
considerar com el producte de n funcions continues: x" = x-x- . . .-x i pel que
acabem de dir en el paragraf 15.7 aquesta també sera continua.

La funcié f(x) = a x" (n natural) en ser el producte d’'una funcié continua per una
constant també sera continua, paragraf 15.7.

Una funcié polindmica , f(x) = anx" + an.1 X" + . .. + aix + ag, és pot considerar
com la suma de funcions, vistes a dalt, continues en tots els punts. Pel que s’ha
dit en el paragraf 15.7, les funcions polindmiques també seran continues en
tots els punts.

ax" +a, x"t +. . +ax+ag
by x™ + b, x™ + ..+ bx+ by
de dues funcions polinomiques, per aixo i en vistes del que s’ha comentat en el
paragraf anterior, es pot dir que les funcions racionals sén continues en tots els
punts en que no s’anul-la el denominador.

Una funcio racional, f(x)= , €s el quocient

3.11- Continuitat de les funcions potencials, exponencials i
logaritmiques.

Les funcions potencials simples son les que tenen per férmulaa f(x) =x", onr
€s un numero real. Aquesta funcié es pot considerar que € la poténcia de dues
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funcions la x i la constant r, ambdues continues, per aixo i pel que s’ha vist en
el paragraf 15.6, es compleix
lim r
lim x" = lim x*~9 =q
X-a X-a

i resulta que la funci6 potencial és continua en tot el seu domini.

r

Per exemple les funcions: f(x)=+/x, f(x)=%x, obé f(x):’\’/x7m son

continues en tots els seus dominis.

Exactament igual procediriem per les funcions exponencial, recordem que sén
les que f(x) = r*, on r és un real. Resultant que les funcions exponencials també
son continues en tot el seu domini.

Per exemple les funcions f(x) =2, f(x)=e* obé f(x)= (\/5)v =+/3" s6n
funcions continues.

Es pot demostrar que la inversa d’una funcié continua també és continua en els
seu corresponen domini, aixi la funcié logaritme que és la inversa de la funcié
exponencial també és continua

Per exemple les funcions: f(x)=Inx, f(x)=logx obé f(x)=Ilog,x son
funcions continues a R".

3.12- Continuitat de les funcions trigonometriques

Es pot demostrar que la funcio sinus és continua en tot el seu domini, com que
cos(x) = sin(x + p/2) es tracta d’'una composicio de funcions continues, per aixo
la funcio cosinus també és continua en tot el domini.

sin(x)
cos(x

la funcié tangent és continua en tot el domini excepte en els punt on s’anul-la la
funcié cosinus ( cos(x) = 0) que son els punts

£ 3O Tk kDOZ
2’2772 2

Com que tan(x) = es tracte d’'un quocient de funcions continues, per aixo
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