SELECTIVITAT FINS A 2004

Matrius

Q1.- [Juny de 2004]. Considereu les matrius A=
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 i B=
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. Trobeu una matriu X que compleixi A · X + A = B.

Sistemes d’equacions lineals

Q1.- Expliqueu què vol dir que un sistema d'equacions lineals sigui compatible i què vol dir que sigui indeterminat. Poden haver-hi sistemes que siguin a la vegada incompatibles i indeterminats? Digueu finalment per a quins valors del paràmetre a el sistema d'equacions següent és indeterminat, i per a quins valors de a és incompatible:
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Q2.- Resoleu el sistema següent per als valors de k que el facin compatible:
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Q3.- Donat el sistema d'equacions: 
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a) Afegiu-hi una equació lineal de manera que el sistema resultant sigui incompatible.

b) Afegiu-hi una equació lineal de manera que el sistema resultant sigui compatible indeterminat. Resoleu el sistema que s'obtingui.

Q4.- Se sap que el sistema d'equacions 
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té més d'una solució. Calculeu a i digueu quina és la interpretació geomètrica que té el conjunt de totes les solucions d'aquest sistema.
Q5.- [Juny de 2003]. Per a quin o quins valors del paràmetre real ( el sistema d’equacions 
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 és compatible i indeterminat?

Q6.- [Juny de 2003]. Considereu el sistema d’equacions 
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 on a és un paràmetre.

Si x=1, y=-1, z=2 és una solució, quin és el valor del paràmetre a?

Q7.- [Juny de 2004]. La matriu ampliada d’un sistema d’equacions lineals, un cop reduïda pel mètode de Gauss, és


[image: image9.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

0

0

0

0

1

2

1

0

0

1

2

1


a) El sistema, és compatible o incompatible? Raoneu la resposta.

b) En cas que sigui compatible resoleu-lo.

Geometria de l’espai

· Vectors de l’espai (I)
Q1.- a) Si A, B i M són tres punts de l'espai que compleixen la relació 
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 digueu quin serà el valor de r a l'expressió 
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Si la relació anterior entre vectors s'hagués produït al pla i les coordenades de A i B fossin respectivament (3, –5) i (–5, 7), quines serien les coordenades del punt M? Justifiqueu la resposta.

Q2.- [Juny de 2004]. Els punts A(k –3, 2, 4), B(0, k + 2, 2) i C(–2, 6, k + 1) són tres dels vèrtexs d’un rombe ABCD (vegeu la figura). 

a) Calculeu el valor de k.

b) Demostreu que el rombe és un quadrat.
· Vectors de l’espai (II)
Q1.- Un vector de l'espai 
[image: image12.wmf]v

 forma un angle de 60 graus amb l'eix de les x i de 30 graus amb l'eix de les y. Sabent que les seves dues primeres coordenades són positives i que el seu mòdul és 7, calculeu les seves tres coordenades.

Q2.- Donats els vectors 
[image: image13.wmf]u

=(1,–1,4), 
[image: image14.wmf]v

=(2,1,3) i 
[image: image15.wmf]w

=(1,0,0).

a) Determineu si són vectors linealment dependents o independents.

b) Calculeu la relació que hi ha d'haver entre els valors de a i b per tal que el vector (a,1,b) sigui combinació lineal de 
[image: image16.wmf]u

 i 
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.

· Geometria afí en l’espai
P1.- Donat el tetràedre de vèrtexs A = (0, 0, 0), B = (1, 1, 1), C = (3, 0, 0) i D = (0, 3, 0)

a) Calculeu l'equació del pla que conté la cara BCD i la del pla que conté la cara ACD.

b) Calculeu les equacions de dues de les altures del tetràedre, la que passa pel vèrtex A i la que passa pel vèrtex B, respectivament. (Nota: altura d'un tetràedre és la recta que passa per un vèrtex i és perpendicular al pla que determina la cara oposada.)

c) Comproveu que les dues altures anteriors es tallen en un punt P.

d) Comproveu si la recta que uneix qualsevol vèrtex del tetràedre amb P és perpendicular a la cara oposada (i és, per tant, una altura del tetràedre).

P2.- Donats el pla  d'equació x+2y+3z–1=0, la recta r d'equacions 
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  i el punt P=(2,1,1), calculeu:

a) Unes equacions de la recta que passa per P i és perpendicular a .

b) L'equació del pla que passa per P i és perpendicular a la recta r.

c) Unes equacions de la recta que passa per P i talla perpendicularment r.
d) Unes equacions de la recta que passa per P, és paral·lela al pla  i tal que el seu vector director és perpendicular al de r.
P3.- [Juny de 2002]. Considereu les rectes r i s amb les equacions següents:
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a) Calculeu, de cada una de les rectes, un punt i un vector director.

b) Determineu si existeix cada un dels objectes següents i en cas afirmatiu calculeu la seva equació:

i) El pla paral·lel a la recta s que conté la recta r.

ii) El pla perpendicular a la recta s que conté la recta r.

iii) La recta perpendicular a les rectes r i s que passa per (0, 0, 0).

P4.- [Juny de 2004]. Donat el sistema:
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on m és un paràmetre:

a) discutiu el sistema segons els valors de m;

b) resoleu els casos compatibles;

c) en cada un dels casos de la discussió de l’apartat a), feu una interpretació geomètrica del sistema.
Q1.- Estudieu la posició relativa de les dues rectes r i s de l'espai donades per les equacions següents:

r : 
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s : 
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Q2.- Estudieu, segons els diferents valors que pot tenir el paràmetre m, les posicions relatives del pla ( i de la recta r que es donen a continuació:

(: mx – 3 y + 2 z = 1        r: 
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Q3.- Considereu les rectes r : 
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 . Comproveu que aquestes dues rectes són paral·leles i calculeu l'equació del pla que les conté.

Q4.- Considereu la recta r de l'espai d'equacions 
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Trobeu l'equació cartesiana del pla que conté r i que passa pel punt P = (1, 1, 1) (equació cartesiana vol dir la de la forma ax + by + cz = d).

Q5.- Si el rang de la matriu d'un sistema de tres equacions amb tres incògnites és 2 i el de la matriu ampliada és 3, quines interpretacions geomètriques podeu donar a aquest sistema? Doneu un exemple de sistema amb aquestes característiques i la seva interpretació geomètrica.

Q6.- Donades les rectes r1: 
[image: image28.wmf]î

í

ì

=

-

-

+

=

-

-

0

1

2

2

0

4

z

y

x

z

y

x

  i    r2:  
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Calculeu l'equació del pla paral·lel a les dues rectes que passa per l'origen.

Q7.- Calculeu el peu de la recta perpendicular a la recta (x,y,z)=(1,–1,1)+(0,1,1) traçada des del punt (1,0,–1).

Q8.- [Setembre de 2001]. Determineu per a quins valors del paràmetre a el pla ( : ax + 2y + z = a  és paral·lel a la recta r: 
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Q9.- [Juny de 2002]. Considereu els plans d’equacions: (1: x+2y-z=3 i (2: ax+(a-2)y+2z=4. a) Hi ha algun valor del paràmetre a per al qual la intersecció dels plans (1 i (2 no és una recta? b) Calculeu un vector director de la recta que s’obté quan es fa la intersecció de (1 i (2 per al valor del paràmetre a=0.

Q10.- [Juny de 2003]. Considereu el punt P=(5,-2,9) i la recta r: 
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a) Calculeu l’equació de la recta s que talla perpendicularment r i que passa per P.

b) Calculeu el punt de tall T entre les rectes r i s.

Q11.- [Juny de 2003]. Determineu l’equació del pla que conté a la recta
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i passa per l’origen de coordenades.

Q12.- [Juny de 2004]. Considerem els punts de l’espai A(1, 1, 0), B(0, 1, 2) i C(–1, 2, 1). Ens diuen que aquests tres punts formen part del conjunt de solucions d’un sistema de tres equacions lineals amb tres incògnites. Es demana:

a) aquests punts, estan alineats?

b) podem saber el rang de la matriu del sistema d’equacions?

Raoneu adequadament les respostes.

Q13.- [Juny de 2004]. Considereu els punts de l’espai A(0, 0, 1), B(1, 1, 2) i C(0, –1, –1).

a) Trobeu l’equació del pla ABC.

b) Si D és el punt de coordenades (k, 0, 0), quant ha de valer k per tal que els quatre punts A, B, C i D siguin coplanaris?
· Geometria mètrica en l’espai
P1.- Donats els punts de l'espai A = (2, 1, 0), B = (0, 2, 0), C = (–3, 0, 0) i D = (0, –1, 0).

a) Són coplanaris? Formen un paral·lelogram?

b) Calculeu l'àrea del polígon ABCD.

c) Calculeu el punt simètric del punt E = (1, 1, 2) respecte del pla que determinen A, B i C.

d) Calculeu la distància entre la recta que passa per E i A i la recta que passa per B i C.

P2.- Un quadrat de l'espai té tres dels seus vèrtexs consecutius situats en els punts de coordenades enteres 

P = (3, –2, 4), Q = (a, –1, a + 1) i R = (2, –3, 0).

a) Tenint en compte que els vectors 
[image: image33.wmf]QP

 i 
[image: image34.wmf]QR

 han de ser perpendiculars, calculeu el valor del nombre enter a.
b) Calculeu l'equació del pla que conté aquest quadrat.

c) Calculeu el quart vèrtex d'aquest quadrat.

d) Calculeu l'àrea d'aquest quadrat.

P3.- Considereu la recta 
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 i el pla 2x–y+az+2=0, on a és un paràmetre.

a) Per a quin valor de a la recta i el pla són paral·lels? Quina serà llavors la distància entre el punt P = (1,0,–1) de la recta i el pla?

b) Existeix algun valor de a per al qual la recta i el pla siguin perpendiculars?

c) Determineu el valor de a perquè la recta i el pla formin un angle de 30º.

P4.- Considereu la recta r de l'espai que passa pel punt P = (1, 1, 3) i té per vector director 
[image: image36.wmf]v

 =(1(a,a,1). Sigui  el pla que té per equació 2x+y–z=1.

a) Determineu per a cada valor del paràmetre a la posició relativa de la recta r respecte al pla  (paral·lela, continguda o amb un punt d'intersecció).

b) Hi ha alguna de les rectes r que sigui perpendicular al pla ?

c) Calculeu la distància que hi ha entre el punt P i el pla .

P5.- [Juny de 2001]. Considereu a l'espai la recta r d'equacions 
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 i la recta s d'equacions 
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a) Determineu el punt de tall de la recta r amb el pla z = 0.

b) Comproveu que les rectes r i s són paral·leles i calculeu la distància entre elles.

c) Quina és l'equació del pla que conté les dues rectes?

d) Calculeu la distància del pla anterior a l'origen de coordenades.

P6.- [Setembre de 2001]. Sigui ( el pla d'equació x – y + 2z = 3 i P el punt (1, 1, 0).

a) Calculeu la distància d de P a (.

b) Determineu l'equació de l'altre pla (' paral·lel a ( que també dista d del punt P.

c) Determineu l'equació de la recta r perpendicular a ( que passa per P.

d) Calculeu la intersecció de la recta r amb el pla (.

[image: image44.bmp]P7.- [Setembre de 2002]. Considerem el cub de vèrtexs A, B, C, D, E, F, G, H que té l'aresta de longitud 4 dm.

a) Determineu l'equació del pla inclinat EHBC si prenem com a origen de coordenades el vèrtex D i com a eixos de coordenades DA, DC i DH en aquest ordre, tenint en compte que el sentit positiu de cada un d'ells és el que sortint de l'origen D va cap a A, C i H, respectivament.

b) Calculeu les equacions de les diagonals CE i AG i utilitzeu-les per calcular les coordenades del seu punt d'intersecció.

P8.- [Setembre de 2003]. Un segment d’extrems A = (5, 3, 1) i B = (4, 2, –1) es divideix en tres parts iguals mitjançant dos plans perpendiculars a aquest segment. Calculeu les equacions dels dos plans i la distància entre ells.
P9.- [Juny de 2004]. Tenim quatre punts a l’espai: A(0, 0, 0); B(0, 0, 2); C(0, 2, 0) i D(2, 0, 0). Es demana:

a) representeu gràficament els quatre punts;

b) calculeu el volum del tetràedre (piràmide de base triangular) ABCD;

c) trobeu l’equació del pla que passa per B, C i D;

d) calculeu la distància de l’origen al pla de l’apartat anterior.
Q1.- Considereu els punts de l'espai O (0, 0, 0), A (1, 1, 2) i B (1, –1, 3). Expresseu el vector 
[image: image39.wmf]OA

 com a suma d'un vector de la mateixa direcció que 
[image: image40.wmf]OB

 i d'un vector perpendicular a 
[image: image41.wmf]OB

. Calculeu la distància del punt A a la recta determinada per O i per B.

Q2.- [Juny de 2001]. Donats els punts de l'espai A = (2, 0, 0), B = (0, 1, 0) i C = (0, 0, 3),

a) Determineu l'equació del pla ( que els conté.

b) Calculeu l'equació de la recta r perpendicular al pla ( i que passa per l'origen.

Q3.- [Juny de 2002]. Considereu la recta r d’equacions: 
[image: image42.wmf]4
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. Calculeu els punts d’aquesta recta situats a una distància 3 del punt A=(1,0,1). 

Q4.- [Juny de 2002]. Calculeu l’angle que forma el pla x-2y+z=1 amb la recta determinada per les equacions 
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Q5.- [Setembre de 2002]. Comproveu que la recta que passa pels punts A = (4, 0, 0) i B = (0, 2, 2) és paral·lela al pla d'equació x – 3y + 5z = 2, i calculeu la distància entre la recta i el pla.
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