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Sobre limits de funcions.
Continuitat i asimptotes

RamMoN NoLrLA

Departament de Matematiques
IES Pons d’Icart

1 Introducci6

La necessitat d’introduir el concepte de limit apareix en l'estudi dels valors f(x) d’una
funcié f quan la variable z pren valors en l’entorn d’un punt zyp € R o quan x creix (o
decreix) per damunt (o per sota) de qualsevol valor real. Aixd passa en el tractament, entre
d’altres, de problemes que es poden resoldre amb funcions tals que un punt xy € R no
pertany al seu domini, pero hi pertanyen els punts que es troben al voltant de x( i interessa
esbrinar el comportament de la funcié en aquests punts.

B |x3—1|

Exemple 1.1 Estudi de la funcié f(z) T
Tz —

Observem que no existeix f(1) = 3. En canvi podem estudiar el comportament de f(z) quan
x pren valors molt proxims a 1, en unes altres paraules, “quan x tendeix a 1”. Utilitzarem
la notacio

ilgll f(x), la qual es llegeix limit de f de x quan x tendeiz a 1.

Observem que

0
: >
(z =) (2*+2+1)] [(@-D|@?+z+1)
rz—1 rz—1
—(z-1D(@@*+x+1)
B r—1 <l @Pyet1) w<d
- (x—1)(2®> +2+1) I ey | ,x>1

, x> 1
r—1 v

Llavors, si estudiem la “tendencia” de f(z) per 'esquerra i dreta de 1, obtenim

lim f(z) = lim (-2°-2—-1)=-1-1-1=-3.
r—1 rz—1

<l <1

lim f(z) = lim (@*4+24+1)=1+1+1=3.
r—1 rz—1

<1 z>1

Aixi, tot i no existir f(1), sabem que passa a la vora de 1. Con-

cretament, les imatges s’apropen a -3 i 3, depenent del costat

de 1 que consideri. Amb el grafic dels dos trossos de parabola 3
que descriuen la funcié es visualitza 'estudi fet. En aquest

exemple, també trobem una primera aproximacié al concepte

de continuitat. Observem que per tragar aquest grafic no n’hi

ha prou amb una sola tragada. L’estudi del limit ens informa

que calen dues tragades. O sigui que el grafic presenta un punt -3¢
en que es trenca la continuitat del trag.
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Aixi una funcié serad continua en un punt zg si, quan la variable = tendeix a xg, la seva
imatge tendeix a f(xp). En la figura inferior, trobem una funcié continua en tots els seus
punts i una que no ho és en un punt xg, en no coincidir el limit amb la imatge.

2 Limits de funcions

Formalitzarem el concepte de limit d’una funcié i en presentarem algunes propietats.
Préviament, hem de definir el limit d’una successié x, de nombres reals.

Definicié 2.1 Una successio x,, € R tendeix a A € R, si per a qualsevol entorn de A trobem
un nombre infinit de termes de la successio dins de I’entorn i un nombre finit de termes de
la successié fora de I'entorn. Aixo es presenta amb la notacié

lim z, = A.

n—roo
En el cas que per a qualsevol K € R trobem infinitat de termes de la successié x, més grans
que K i un nombre finit de termes de la successié més petits que K, diem que la successié
té limit igual a més infinit. Es representa,

lim z, = +oo.
n—oo

D’una manera semblant podem definir el limit igual a menys infinit; només cal intercanviar
en la definicié anterior les paraules “grans” i “petits”.

2 3
. . . n®—4n+3 n° +1
Exemple 2.1 Calcul de lim z,, per a les successions x,, = —— I Thn=—F .
n—00 n n* 45
Podem representar les successions en un pla amb uns eixos de coordenades, utilitzant 1’eix
d’abscisses per representar el lloc n que ocupa el terme z,, en la successié, i I’eix d’ordenades

per representar el valor z,, i observar la tendencia dels valors x,, quan n creix.

. :kmn 1 A_Z’,,,/
0.8;— PR 0.8 b
0.6 + Lo 0.6 |
] °
04+ . 04 F o
] ° ° *
0.2 1 . 0.2 | ‘el
éA . |““|““|““|;n I ..7"..?".’771;
02;1 5 10 15 20 09 5 10 15 20
021, 02 L
04 F 04 F

Sembla que, en el primer cas, x, creix a partir del segon terme, que cada vegada creix més
a poc a poc i que tots els seus valors es mantenen per sota del 1 i s’apropen a 1. En el segon
cas sembla que la successio z, tendeix a 0. Fem una comprovacié amb I’ajut de I’algebra:

2 _4n+3 4 3

it L TS [ AR ) )

n—00 n n— o0 n n
lim@ = lim%—lim%+%—o+o_0
n—oo n4 + 5§ © nSoo 245 o 1+% 140 '
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Definicié 2.2 Una funcié f té limit A € R quan x

tendeix a x(, si per a qualsevol successio de punts x,, f(f) ———————— =\

que tendeix a xg es compleix que la successio de les AT/

seves imatges f(x,) tendeix a A. Aix0 es presenta I \

amb la notacié @17 T |
mlig:lo f(z)=A. T—Te—

Definicié 2.3 Una funcié f té limit +o00 quan x ten-
deix a xq, si per a qualsevol successié de punts x,, que
tendeix a xg i per a qualsevol K > 0, es compleix que
existeix un terme de la successié de imatges f(x,) a
partir del qual, els que el segueixen, sén més grans que
K. Aixo es presenta amb la notacié

lim f(z)= +o0.
T—T0

Les definicions de lim f(x) = —o0, i les de limits de
T—T0

funcions quan x tendeix a +ooc o —oo s’establirien
de manera semblant. A la figura adjunta visualitzem
lim f(z)=A.

T—>+00

fcl—> +00
De la mateixa manera es definirien els limits laterals, —per la dreta o per ’esquerra—, en un
punt zg, amb la introduccié de la restriccid que els valors de les successions x,, que tendeixen
a ro només ho fan per un cantd, el dels valors més petits que x o el dels valors més grans.
Aquests limits laterals es presenten amb les notacions:

e Limit per la dreta de f(z) en zo: lim+ f(z).

CE*}[L’O

e Limit per esquerra de f(x) en zo: lim f(x).
T—=T

Una primera propietat que es pot deduir d’aquestes definicions és que si els limits laterals,
en un punt a, coincideixen, llavors existeix lim,_,, f(z) i coincideix amb els limits laterals.
2.1 Algebra de limits

El teorema segiient presenta algunes propietats dels limits, utilitzades en el seu calcul,
les quals no demostrem i es poden percebre intuitivament donant valors a la variable x.

Teorema 2.1 Si lim f(x)=Ae€R i lim g(x) =B € R, llavors:

T—T0 T—rT0

a) lim (f(z)+g(x)=A+B. ¢ lim(f(2)/g(x))=A/B,si B#0.

T—x0 =0
b) lim (f(x)-g(z)) = A-B. d) lim f(x)9@) = AB si A#00B#0.
T—T0 T—x0

Cal tenir en compte que quan A i/o B no satisfan les hipotesis donades i apliquem les regles
anteriors, s’obtenen expressions formals del tipus

0 oo

(e} 0 0
07&700_0071707007
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i el valor del limit, si existeix, és indeterminat. Llavors, cal transformar 'expressié de la
funcid en una altra d’equivalent per tal d’esbrinar-lo. Representem en les taules segiients, les
igualtats del teorema P11 i d’altres, algunes relacionades amb ’aparicié d’indeterminacions.
Els casos determinats es poden demostrar a partir de les definicions de limit donades més
amunt. Notem d’altra banda que sén forca intuitives i que, per tant, no es pretén la seva

mem

Teorema 2.2

oritzacié sind el seu Us de manera raonada.

lim | g(z) 0 B N
) T—a —00 oo
Ihi}}l g(x) —00 B —+o00 f(x) X
fl@) | +
—00 +0o0 Eee) —00
— 00 — 00 —0Q0 oo — OO
0 0 0
A —00 A+ B +00
A +oo 0 A-B +o0
—+00 o0 — 00 —+00 —+00
+0o0 —00 +oco +00
. lim | g(z)
l Tr—ra —
fl(in) g(.x) ool 0 | B 40 | B<0| 0 |B>0| 400
X -
ot +oo | 400 0° 0 0
-0 = +oo | £oo -
0<A<1 +oo | AP 1 AP 0
0 0 0o o
1 L1 |
A 0 |+ 4 0
*| > A>1 0 AP 1 AP | +o0
+oo Foo | oo +oo 0 0 +oo | o0
Exemple 2.2 Calcul d’alguns limits
3 _ 2 2 4
a) lim (32° — 2%+ 422 —8 i u, i xi,
) m—>—oo( ) b) xEToo 223 +1 C) illgl 2 +x—20
2 _ _ 1
d) tim =59 e) lim (Vo —1)T=.
z—9 3 — \/:E z—1t
1 4 8
. 5 .3 2 _Qy_ 1 5(q_ 1 = °)_
a) IEIPOO(&L“ x° + 4z° — 8) xEI_HOOJ: <3 2t 3 $5>
=-00-3-040-0)=—-00-3=—00.
3 2 o 1
— - = 1-0
b) lim u:<f): im =2 = lim L =—— =_.
z—+o0 213 4+ 1 00 z—+00 23;;‘1 z—+o0 2 4 :1:713 240 2
) i 22 — 4x 0 . x(x —4) | T 4
¢)lim————=(-)=lm ————+——=1im = —.
a4 22 +x — 20 0 z—4 (x —4)(x +5) 2=4z+5 9
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d) lim 7 —8r—9 _ (O) — lim (x —9)(x+1)(3 + /)
=9 3-Va 0) @ (B-v2)(B+ V)
~ lim (w—9)(?+1)§3+\/§)

z—9 9 —¢

= lim —(z + 1)(3+ vz) = —10-6 = —60.
T—

o lim (va=1)7% = (0% () = (07) ™ = 4oc.

r—1t

2.2 Exercicis

3. .3
352 — 1 .z +a ., 3a
42 =1 222 -5 f) lim Solucidé: —oo.
b) lim — =T Solucic: 5. ) o T
z——oo 2x + 1 r+3 !
2 — li Solucié: 4.
o) lim 12 goie: L 8) fim g g Soluid
r—3 2.1: - 6 2 z—1
1 . 1132 @7 .y
d) ;11311 \/ — Solucié: No existeix. h) xli%h (a:Q T x) Solucio: +oo.

3 Continuitat en un punt. Tipus de discontinuitats

3.1 Definicié i teoremes

Definicié 3.1 — Una funcié f és continua en un punt xo € R si existeix f(zg) i es compleix

lim f(x) = f(xo).

T—rxo

— Una funcié f és continua en un conjunt A si és continua en tots els punts del conjunt A.

Teorema 3.1 — La suma, el producte i la composicié de funcions continues és una funcioé
continua. El quocient de funcions continues és una funcié continua en tots els punts en queé
la funcié denominador és diferent de 0.

— Les funcions f(x) = a, f(z) =z, f(x) = |z|, f(z) = sinz, f(z) = Jz, f(z) = cosz

son continues.

Unes primeres conseqiiencies d’aquest teorema sén:

Les funcions polinomiques sén continues.

— Les funcions racionals, és a dir les fraccions de funcions polinomiques sén continues en
tots els punta que no anul-len el denominador.

— La funcié f(x) = tanz és continua en els punts = # ’“'7”, en que k € Z.

— Si f(x) és continua, la funci6 ¢ (z) = |f(x)| és continua.

3.2 Tipus de discontinuitats

Els casos segiients presenten algunes situacions en que no es satisfa la continuitat en
algun punt, en fallar I’existencia de limit o de imatge o d’igualtat entre els dos. Llavors, la
funcié s’anomena, discontinua en el punt estudiat.
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— Discontinuitat de salt finit: Esdevé quan

lim+f(x):A€R, lim f(x)=BeR i A#B.

.’L‘*)(EO .’E‘)CEO

— Discontinuitat evitable: Esdevé quan

lim f(z) =K € R 1ilaimatge no existeix, o li_)rn f(z) # f(zo).
T—x0

T—TQ

— Discontinuitat asimptotica: (També, de salt infinit). Esdevé quan algun dels 1imits
laterals en zg és +00 0o —oo. En aquest cas es diu que la corba té una asimptota

d’equacié = = xg

Exemple 3.1 Estudi de les discontinuitats de les funcions

a) f(w):M b) f(x):{

X

sio <0 x> — 42 + 3z

SIS

T

a) Per tots els resultats anteriors sabem que 1'"inic punt de discontinuitat es troba en
x = 0. Estudiem-ne el tipus:

2
- 0 1
lim 2222 () e S A T
z—0~ X 0 z—0t x z—0~
2
- 0 —1
lm 22 <> B e T T
r—0t x 0 z—0t x z—0t

En ser les limits laterals diferents i finits, la discontinuitat en x = 1 és de salt finit.

b) Pels teoremes anteriors, si hi ha discontinuitat es troba en x = 0, perque és el punt en
que la funcié canvia de definicio:

1 1
lim f(z) = lm —=—=-x
z—0~ z—0— T
lim f(z) = lim z=0.

z—0t z—0t

En existir un limit lateral igual a —oco, en = 0 hi ha una discontinuitat asimptotica.
¢) Aqui 'inic punt de discontinuitat es troba en z = 0 perque Af(0) i

x3 — 42?2 + 32 (0) . z(z? — 42+ 3)
=lim ——=

x—0 T

(2 _
5 —}SILI%)(JU dr +3) =3.

lim —— =
z—0 T

Per tant, tenim una discontinuitat evitable en el punt x = 0.

/ Salt finit ‘W Asimptotica Evitable
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3.3 Exercicis

Estudieu la continuitat de les funcions

-1
a) f(x) = \:/Um Solucié: Discontinuitat evitable en x = 1.
1
b) f(z) = 2::21 5" Solucié: Discontinuitat evitable en z = —1 i asimptotica en z = 0.
-3
c) f(z) = |f E _||_ 6 Solucié: Discontinuitat de salt finit en = = 3 i asimptotica en x = 2.

4 Representacié grafica de funcions

La recerca del domini, dels punts de tall amb els eixos i el comportament quan x tendeix a
oo proporciona informacié de cara a la representacié grafica d’una funcié f. La completarem
amb 'estudi d’existencia d’asimptotes i simetries. Per a un estudi més complet caldra I’eina
del calcul diferencial que, de moment, no desenvolupem.

4.1 Asimptotes

En una primera aproximacié direm que una funcié té una asimptota, si té tendencia a
comportar-se igual que una recta quan alguna de les variables = o y tendeix cap a +00 0 —o0.
Aquesta recta rebra el nom d’asimptota. També es diu que una asimptota és una tangent
al grafic de la funcié en el punt de l'infinit. A partir d’aquestes idees i observant el grafic de
I’exemple B2 establim les definicions rigoroses de les asimptotes verticals i horitzontals.

Definici6é 4.1 =z = a és asimptota vertical si lim f(z) = oo o lim f(z) = +oco.
z—at z—a~

y = k és asimptota horitzontal si lim f(x) =k o lim f(z)=k.
T—+00 r—r—00

22 -9

o s =T

Exemple 4.1 Asimptotes de les funcions f(x) =

-5
lim f(z) = < > =—o00oi lim f(zr)=1== 2 =21y =1 s6n asimptotes.

r—2 07"' r—+o00

lim g(z) = (2*1/0_> =27 = tooi lim gz) =2 =1 = 2 = 0iy = 1 s6n
z—0~

asimptotes.

Exemple 4.2 Il-lustracio grafica d’asimptotes verticals i horitzontals.

hm+ f(x) = +00 = x = ay és asimptota vertical. y |
27—)(12 | I
lim f(z) = —00 = = = a1 és asimptota vertical. | |
r—ay | |
lim f(x) = —o0 [ |
z—0t f ky | |

= ¢ = 0 és asimptota vertical.

li = = ki és ast hori L. :
Jim f(z) = k1 = y = k1 és asimptota horitzonta 4{_]{;2— T

lim f(z) = ky = y = ko és asimptota horitzontal. & |
T——00
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Quant a les asimptotes obliqiies, tindran una equa-
cié del tipus y = mxz +n, m # 0. En un llenguatge
poc formal, la funcié f(z) i asimptota “han de ser
una mateixa cosa” en l'infinit. Aix0 es pot expressar
escrivint en el cas +oo, lim (f(x) — max —n) = 0,

r—r+00

d’on deduim:

fl@)—mz—n

T—r+00 xT

— lim (M—m—z>:0:> lim <f<$)—m>:0:> im 1)

T z—400 x z—+oo

I d’altra banda ll)I_’I_l (f(z) — max) = n. Aixo ens du a establir la definici6 segiient.

Definici6 4.2 y = mx + n és asimptota obliqua si

f(x)

o bé
m = lim M, n= lim (f(z)—mx).
r——00 I T——00

2

Exemple 4.3 Asimptota obliqua de la funcié f(x) = 5 x—i— T
x
A
z? 2
_ . 2z+1 L _ Y= 1 €T — 1
mo= IEI:EIOO T o z—1>I:£loo 212 +x 2 4
) 1 1 1
= lim T = =3
z—+too 2 4 z 240 2 >
I T 1 222 — 222 — x
= 1m —_—— = ——-
T 1 2° iz +2
_ o _ 1
C dz+2 4
3 , 1 1
Asimptota obliqua: y = 3 T — T

4.2 Simetries

Estudiarem les simetries respecte de 1’eix d’ordenades i de l'origen de coordenades.
Després d’observar els grafics en que s’il-lustren aquestes simetries establim les definicions
segiients.
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Definicié 4.3 — f és simétrica respecte I'eix OY si f(x) = f(—z), Yo € Dom f. També
es diu que la funcié és parell.

— f és simétrica respecte 'origen de coordenades si f(—x) = —f(x), Yo € Dom f. També
es diu que la funcié és senar.

1‘2

zt =9’
tanx, f(x) =23, f(xr)=1/x, f(xr)=sinz, sén funcions senars.

Exemple 4.4 f(x) = 2% — 4, f(z) = f(x) = cosz, son funcions parells. f(x) =

Efectivament,
2 2
2 2 (—x) €z
—x) —4 =2z —4, = cos(—x) = cos .
(—z) C2i-9 -9 (—z)
tan(—z) = —tanz, (—z)®>=—2%, 1/(-z)=—1/z, sin(—z)= —sinz. O
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