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1 Introduccido

De tots es prou coneguda l’anécdota biografica de CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), en
la que s’explica com, quan encara era un nen, deixa bocabadat el seu mestre en trobar la suma
dels cent primers nombres naturals en pocs segons. Possiblement el seu resultat fou aconseguit
per les consideracions segiients:

Sioo =1+ 2 + 3 +--- 4+ 98 + 99 + 100
S1o0 =100+ 99 + 98 +--- + 3 + 2 + 1
25100 = 101 + 101 + 101 + --- + 101 + 101 + 101

100 - 101
d’on resultava immediatament Sigg = —s = 5050.

Una analisi d’aquesta actuacio ens permet afirmar que, com a minim, es poden sumar seguint
aquest procediment els termes aq, as, ..., a, d’aquelles successions que es poden expressar
mitjancant una recurréncia del tipus

ar =ak—1+d,on k € {2,3,...,n}id € R és constant. (1)

SR 1 Demostreu que en una recurréncia del tipus (Il) la suma de termes aj + ay—_kt1 equi-
distants dels extrems és constant, i trobeu la suma dels n termes.

SR 2 Trobeu la fraccié racional que genera el nombre decimal periodic 2,317 utilitzant la
suma de termes d’una successié definida recurrentment.  Solucié: 1147/495

Tot seguit establirem la definicié de successié recurrent i proposarem alguns problemed que
admetran interpretacions en termes de successions recurrents. Aquests ens permetran adquirir
ofici en la recerca i manipulacié de recurrencies de les quals mirarem, en alguns casos, de
sistematitzar-ne el tractament.

Definicié 1 Una successio a, es diu definida en forma recurrent si satisfa una equacio del
tipus
an = f(n,an—1,an-2,...,an_x), on k<n (2)

és a dir, si esta definida en funcié del lloc n que ocupa cada terme, i dels k termes anteriors.
El nombre k de termes que cal retrocedir per definir a,, rep el nom d’ordre de la successio.
Una solucidé particular de lequacié [2)) és una successid que la satisfa. La solucié general de
Pequacio ([2)) és el conjunt de successions que la satisfan.

Observem que en aquesta equacid la incognita és la successio, i el problema que es planteja és
trobar-li una expressié no recurrent, una expressié “tancada’”.

'En la colleccié de problemes resolts i no resolts que es proposen, estan inclosos, entre d’altres, els de
I’article de J.M. BRUNAT, Successions recurrents, Sessions de preparacid per a I’Olimpiada Matematica, 1997.
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SR 3 El joc de les torres de Hanoi consta de tres pals verticals A, B i C, i de n discos de
radis diferents que, al principi, sén apilats de gran (sota) a petit (dalt), travessats pel pal A.
L’objectiu és col-locar la pila en idéntica posicio pero en el pal B. L’iinica jugada permesa és
passar el disc més alt d’una pila a la posicié superior d’una altra pila, sense cobrir, pero, un
disc més petit. Trobeu una relacié recurrent per al nombre minim de jugades necessaries per
completar el joc i resoleu-Ia.

Sigui z,, = nombre de jugades minim per a n discos. Podriem intentar una resolucié no
recurrent si observem després d’uns quants assaijos que

x1:1,$2:3,$3:7,$4:15,...

d’on es podria conjecturar x, = 2™ — 1, i demostrar-ne la validesa per induccié.
Intentarem calcular z,4; de manera recurrent. Per fer-ho considerem que hem de posar el
disc més gran d’A en B i després la resta damunt, per la qual cosa caldra

a) posar els n discos superiors d’A en C, és a dir fer z,, moviments.
b) posar el disc gran d’A en B, és a dir fer un moviment.
c¢) posar els n discos de C en B, és a dir tornar a fer x,, moviments.

Aix0 ens permet establir la recurréncia
Tn+1 = 22n + 1, essent x1 =1.
D’aqui, si fem iteracié de la igualtat, resulta
Tny1 = 2xp+1 = 2Q2z,1+1) = 222zp—2+1)+1)+1 = -+ =

n
= 2nx1+2n—1+2n—2+._.+2+1:ZQk:2n+1_1'
k=0

Es a dir que z, = 2" — 1. O

SR 4 Trobeu el nombre de paraules de longitud k que es poden fer emprant I’alfabet {0, 1,2, 3}
que tinguin un nombre parell de zeros.

Una resolucié on no utilitzem el llenguatge recurrent podria ser la segiient:

zeros | paraules

Sigui a, el nombre de paraules de longitud 0 3"
n amb un nombre parell de zeros. Segons la 2 7\ gn—2
taula adjunta on considerem )

n — 1, si n és senar

n
. , 4 371—4
9p = { n , sin és parell (4>

n n n
o = 3n 3n—2 L. 3n—2p'
s () G ()
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Ara bé aquests sumands sén els que ocupen els llocs senars en els desenvolupaments dels
binomis (3 +1)" i (3 —1)", d’on surt de forma immediata

Zp: n 3n,2k_(3+1)n+(3—1)"_4”+2n
2k - 2 2

Ay =

k=0

Si optem pel cami de trobar una definicié recurrent per a la successié a,, observem que el
nombre de paraules a,, de longitud n que tenen un nombre parell de zeros es poden classificar
en

— Paraules que resulten d’afegir una de les xifres 1,2,3 a les de longitud n — 1 que tenien
un nombre parell de zeros, d’on surten 3a,,_1 paraules.

— Paraules que resulten d’afegir un zero a les de longitud n — 1 que tenien un nombre
senar de zeros, d’on surten 4”1 — a,_; paraules. Aixd ha resultat de restar el nombre
de paraules que tenien un nombre parell de zeros del total de paraules de longitud n — 1.

D’aqui surt la definicié recurrent
ap = 3ap_1 + g1 _ Ap_1 = 20p_1 + 4”71, sin>1 essent a; =3
Ara aplicant iteradament aquesta definicié

tn = 201 +4"" = 2Q2an_+4" %) 44" =
= 202(--- (201 +4)--) +4" ) 4477 =
= 2n—1a1+2n—2,4+2n—3,424_“._1_2.471—2_’_471—1 _

= 9" lgy g on ol poont2 4 9202 3.2”-1_‘_211(L1_1) _
2—-1
_ 2“+4". 5
2

SR 5 Considerem n rectes al pla en posicié general (dues a dues no paral-leles, tres a tres no
concurrents).

a) En quantes regions queda dividit el pla?
b) Quantes d’aquestes regions sén no fitades?

Observem que cada vegada que una nova recta troba una recta ja tragada el nombre de regions
en que esta dividit el pla augmenta en una unitat, i a més un cop interceptada I'iltima recta
tracada anteriorment encara es crea una regiéo més. Per tant si a, és el nombre de regions
obtingudes amb n rectes

ap=apn1+mn—-1)+1=ap_1+n i a3 =2.

Quant al segon apartat només cal observar que amb una nova recta es creen dues regions
no fitades més, una abans d’interceptar la primera recta i una altra després d’interceptar la
ultima. Les altres interseccions només aconsegueixen augmentar el nombre de regions fitades.
Consegilientment si b, és el nombre de regions fitades obtingudes amb n rectes

bp=bp_1+2 i b =2
Per al calcul de les expressions no recurrents tenim per iteracié de la recurrencia:

n(n+1)
2
bp=01+2(n—1)=2n U

an=ap1+n=ap2+n—-1)4+n=a1+2+3+---+(n—1)+n=1+
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SR 6 Trobeu el nombre de maneres diferents de pujar una escala de n graons si en cada pas
en pujem un o dos.

Sigui z,, =nombre de maneres de pujar n graons.

n T En general z,, es pot descompondre en nombre de maneres
1 1 de pujar les escales amb la tltima passa de:

2 2

3 142 — dos graons, és a dir x,_o maneres.

4124(1+2) — un graé, és a dir x,,_1; maneres.

Per tant la definici6é recurrent és
Ty = Tp—92 + Tn_1, essent x; =1, 9 = 2.

En resulta una petita variant de la coneguda successié de FIBONACCI que apareix en un
problema del Liber abaci, —tractat sobre metodes i problemes algebraics escrit 'any 1202 pel
mercader italia LEONARDO DE PISA conegut pel sobrenom Fibonacci—. En aquesta obra es
proposa:

Quantes parelles de conills es produiran en un any, comencant amb una parella tnica,
si cada mes qualsevol parella procrea una altra parella, que es reprodueix també a
partir del segon mes.

Aquesta successié ha estat molt estudiada, i una de les seves propietats més conegudes és la
seva capacitat de generar el nombre d’or. Efectivament, com es desprén del problema [8d),

. x, 1445
lim = .

n—00 Tp_1 2

Finalment trobem que la recerca del seu terme general en forma no recurrent no resulta tan
immediata com en els casos anteriors. |

2 Recurrencies lineals

Notem que les equacions de recurrencia dels sis problemes exposats tenen algunes carac-
teristiques comunes: Sén lineals en els termes de la successié i tenen coeficients constants.

Definicié 2 Direm que una successio a, esta definida en forma de recurréncia lineal amb
coeficients constants, si satisfa l’equacio

ap = Map—1 + Xop—2 + -+ Agap—p + f(n),

on \; son constants reals.
Si f(n) =0 diem que la recurréncia és homogénia, i en cas contrari és no homogénia.

Moltes recurrencies no homogenies es transformen facilment en homogenies fent combinacions
lineals de la seva equacio.
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SR 7 Expresseu les recurréncies dels problemes B, M| i Bl en forma homogeénia.
Per al problema [3] tenim:

Tp+1 = 21:71 =+ 1

== T —x =2(x —x — T, =3Tp-1— 2T,_9.
xn+2:2$n+1+1} n+2 n+1 (n—i—l n) n n—1 n—2

Actuant de forma semblant tenim per al problema [4t
a, = 6a,_1 — 8an—_9.
I per al problema

ap = 3ap—1 — 3ap—2 + an_3,

bn = anfl - bn72-

O
Quan observem les successions dels problemes que hem resolt veiem que la seva expressio
no recurrent ha vingut donada en alguns casos per una combinacié lineal de progressions
geometriques. Aixo és aixi per a totes les recurréncies lineals homogenies d’ordre n, per a les
quals es puguin trobar n progressions geometriques diferents que les satisfaguin. En el segiient
problema establirem, entre d’altres qiiestions, la veritat d’aquesta afirmacié per a n = 2.

SR 8 Donada la recurréncia a, = Aan—1 + pan—2

a) En quines condicions per a A\ 1 u existeixen dues progressions geometriques of 1 afy que
la satisfan?

b) Comproveu que, en les condicions trobades, totes les successions que la satisfan sén del
tipus
xn = Aal + Bay, on A, BeR,

iy iog sén, com hem comprovat, les arrels de I'equacié x> — A\x — 1 = 0, la qual rep el
nom d’equacié caracteristica de la recurréncia.

¢) Demostreu que si A2 + 44 = 0 totes les solucions sén del tipus

A\" A\"
n=A(Z) +Bn(Z2)
w=a(3) v (3)

essent \/2 I'inica arrel de I'equacié caracteristica.

d) Apliqueu els resultats anteriors a trobar el terme general en forma no recurrent de les
successions d’ordre 2 dels problemes 3|, E [l i [6l

e) Generalitzeu el metode de 'apartat c¢) per a la successié de tercer ordre del problemalbl

Per resoldre el primer apartat només cal imposar que o} i af compleixin la condicié de
recurrencia i s’obté que existeixen

ARV A 4 - A=A+
D

2

diferents, sempre que A2 + 4p > 0. Quant al segon apartat és immediat comprovar que les
Ty alli definides sén solucions. Per veure que totes s’escriuen d’aquella manera cal tenir en

a1
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compte que el conjunt de successions que satisfan la recurréncia s’obté considerant totes les
possibles parelles de valors inicials a; i as. Llavors només caldra veure que existeixen A i B
per a cada parella d’aquests valors inicials. Aix0 ho aconseguim imposant

a1 = Aai+ Bas
2 2
ay = Aaj+ Baj
d’on obtenim
Qaa1 — a2 . Qi1a; — az
A=——5€R i B=—5€R.
Q1 — O Q10 — Q5

El tercer apartat es resol de manera semblant. Quant al quart apartat, per a les successi-
ons d’ordre 2 dels problemes Bl [ i[El cal trobar les raons de les progressions geometriques
implicades, resolent les equacions caracteristiques

22 —3242=0,22—62+8=0, 22 —22+1=0

i imposar el valor dels dos primers termes de cada successio, d’on surten les mateixes expres-
sions ja calculades per altres mitjans. Per al problema [0l la bondat del metode és evident al
poder trobar una solucié que se’ns resistia. Només cal actuar de la mateixa manera i obtenim

n+1 n+1
1 1+5 1-5
Tp = —— —
"5 2 2
En ’'dltim apartat, de la recurrencia de tercer ordre esmentada s’obté una solucié en forma
de progressié geometrica tal que la rad satisfa 'equacio caracteristica

22 =322 +3x—-1=0, ésadir z=1.

Conjecturem, actuant segons ens suggereix l’extensié del resultat del tercer apartat, que les
successions solucié han de ser del tipus

&, = A1" + Bnl1" 4+ Cn*1" = A + Bn + Cn?,

d’on s’obté imposant els valors inicials a; = 2, ao =4 i ag = 7 el resultat que ja coneixiem

1 1 5
xn:1—§n+§n. O

Donarem, sense demostracid, el teorema que valida la conjectura anterior.

Definicié 3 Donada la recurrencia lineal homogénia a, = AMan—1 + Aoan_o + -+ + Apap_i,
el seu polinomi caracteristic ve definit per

p(x) = 2% — \ah =t — hoah 2 — . -\

Teorema 1 La solucid general d’una recurréncia lineal homogénia d’ordre k on el polinom:i
caracteristic té totes les arrels o; reals © simples ve donada per

k
Gp = ZAia?, on A; € R.
i=0
St hi ha arrels reals o de multiplicitat p > 1, per a cada una d’elles apareiz un sumand del
tipus
(By + Ban 4 B3n® + - + BynP~1)a".
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SR 9 En el pla hi ha dos punts pintats de groc i r punts pintats de verd. Només es permet
dibuixar segments que tenen per extrems punts de diferents colors.

a) Proveu que el nombre minim de segments que cal dibuixar per tal que tots els punts
quedin conectats és r + 1.

b) De quantes maneres es poden dibuixar r + 1 segments de forma que tots els punts quedin
conectats?

Observem que:

— Si en dibuixo menys de r algun punt verd queda sense conectar amb algun punt groc.

— Si en dibuixo r cada punt verd queda conectat amb un sol punt groc, de manera que no es
pot establir conexid entre els punts grocs.

— Per aconseguir la conexié que falta cal dibuixar un segment més de manera que un punt
verd quedi conectat amb els dos punts grocs.

Per aconseguir comptar el que ens demanen considerem

a, = nombre de maneres de dibuixar els r + 1 segments,

Considerem que tenim r — 1 punts verds i dos grocs g1, go units de totes les maneres a,_1
possibles.

— D’ajuntar el r-esim verd, primer amb un groc i després amb l’altre, en resulten 2a,_;
maneres d’unir-los tots.

— D’ajuntar el r-ésim verd amb els dos grocs a la vegada, —la qual cosa significa fer
col-leccions de » — 1 elements escollits entre g1, g2 on importa 'ordre—, en resulten
VR, maneres.

Per tant la recurréncia és
ar=1 i ar=2a,_1+2" 1.

D’on surt, si actuem convenientment @, = r2" 1. O

SR 10 Calculeu la suma 12 +22 +32 + 42 + ... + n2.

Aqui la recurréncia és clarament a, = a,_1 + n>.
Combinant convenientment a.,, ¢p_1, @n_2, Gn_3, dn_4, €N resulta

ap = 4ap_1 — 6an_2 +4ap_3 — Gp_4.
D’aqui s’obté
an = A1 + Aon + Asn® + Aund. (3)

I com que a3 =1, ag =5, a3 =14, ag = 30 es conclou de ([B]) que

1 15, 134
ap = -n+-n"+ —-n".
3 2 6 0

Per a I’estudi del cas en que les arrels del polinomi caracteristic sén complexes proposem el
problema [20] en la seccié seglient.
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3 Problemes proposats— I

SR 11 En Ila Historia de la Matematica de CARL B. BOYER, Alianza Editorial, 1986, se’ns
explica que en una tauleta babilonica es troba un escrit que diu que el temps que tardara una
quantitat qualsevol de diners a duplicar-se a un interés del 20% anual és de 3;47,13,20 anys,
(on els anys estan representats sexagesimalment).

a) Trobeu una expressié recurrent per al calcul del capital obtingut en n anys.
b) Justifiqueu el resultat babiloni.

Solucié: ¢, = 1.2 ¢,_1; fent una interpolacié lineal.

SR 12 En cada cas, escriviu els sis primers termes de la successié que compleix la recurréncia
donada, formuleu una solucié hipotética i proveu-la per induccio:

a) x1 =2, Xp==Tp_1+2n.
b) u1 =3, wuy=05, up=3up_1— 2Up_o.

Solucié: x, =n?+n; u, = 2" + 1

SR 13 Donada la successié6  a, = /Gp—1 - Gp—2:
a) Trobeu una expressié del terme general en forma no recurrent.

b) Calculeu lim a,.

¢) Doneu un métode per calcular I’arrel ciibica aproximada de qualsevol nombre a partir
del calcul d’arrels quadrades i multiplicacions.

140 1yn 2,40 1)"
Solucié: a, = aj 3(=2) ~a23+3( 2) ; y/aia3

SR 14 Resoleu per iteracio la recurréncia a, = aa,—1 + G".

2
Solucié: Per al cas a # 0, 3# 0ia # 8 és ap = a1a™ ! + ﬁﬁ—a (ﬁ”_l — a”_l)

SR 15 Una particula es pot moure en viatges d’ana-

da i tornada entre tres punts A, B i C'. Entenem per
desplacament el fet d’anar d’un punt a un altre pel A
cami més curt. Calculeu el nombre de trajectes que \ /
surten d’A i arriben a A, en els quals s’efectuen un

total de n desplacaments seguits. C

B

Solucié: a, = +(2" + 2(—1)")

SR 16 Quantes multiplicacions o divisions cal fer, en el pitjor dels casos, per triangular una
matriun xn ?
2n3 —3n? +n

Solucio: a,, = 3
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SR 17 S’estima que la facturacié d’una empresa és cada any la mitjana entre la de I'any
anterior i la de 'any segiient. Si les vendes el 1990 sén vg i el 1991 sén v1, es demanen les
vendes de I'any 1990 + n.

Solucié: v, = vg + (v — vo)n

SR 18 Segons es diu, el rei King Sirham de I'India volgué recompensar el seu Gran Visir
SissaBen Dahir per inventar el joc dels escacs i li demana quin premi volia. El Visir contesta:
“dona’m un gra de blat pel primer quadrat, dos pel segon, quatre pel tercer, vuit pel quart,
etc. fins acabar amb tots els quadrats del tauler”. Cas de satisfer la demanda, quants grans
de blat Ii hauria donat el rei al visir?

Solucié: a, = 2" — 1

SR 19 Un sistema permet emetre tres senyals diferents, un dels quals dura un segon i, els
altres, dos segons cadascun. Trobeu el nombre de seqtiéncies de senyals diferents que es poden
emetre en n segons suposant que no hi ha cap temps mort entre cada dos senyals.

Solucié: a, = (2" 4+ (-1)")

SR 20 Resoleu la recurréncia a, = 2(an—1 — ap—2).

Indicacio: Les raons de les progressions geométriques resultants de I'equacio caracteristica son
complexes. Actueu com en el cas real, encara que us trobeu amb nombres complexos.
Solucio: a, = 25 (M cos % + N sin %)

SR 21 Calculeu el valor de les sumes
k(k+1)(k+2) i > ka* aeR-{0,1}.
= k=1

k=1

Solucio:
olucio 1 + a—ln (a—l

. nt +6n% 4+ 11n? + 6n . a a a n

1 (a—1)? ( >2> ’
SR 22 Quantes operacions (sumes, diferéncies, multiplicacions i divisions) ens calen, com a
maxim, per resoldre un sistema n X n d’equacions lineals pel métode de Gauss? Qué sera més
avantatjos per un computador utilitzar aquest metode o el de Cramer?
Solucié: n®+n?—n; utilitzar el de Gauss, (per Cramer es necessitarien n!(n-+1)—1 operacions).

4 Un exemple de recurrencia no lineal

Hi ha moltes recurrencies que escapen del model anterior, les quals tenen un tractament variat.
Un exemple ens el proporciona el segiient problema.

SR 23 Apileu maons, un damunt l’altre, tal com mostrem a la figura adjunta, i esbrineu si
podem fer la projeccié d, (sobre I’horitzontal), de la distancia entre 'extrem esquerre del maé
superior i I’extrem dret de l'inferior tan gran com vulgueu sense que es desmunti ’estructura.
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El maxim desplacament a la dreta al que po-
drem sotmetre un mad respecte dels superiors, 0 ¢ Cy Cj
sera tal que la vertical del seu extrem esquerre

coincideixi amb la vertical del centre de masses

dels maons superiors. Aix0 proporcionara a l’es- e

tructura una posicié d’equilibri inestable. Per —e-

corregir aquesta situacié farem coincidir la ver- k \‘\'

tical de l'extrem esquerre de cada mad amb la o

del centre de masses dels superiors desplacada

una distancia k a ’esquerra. Sigui a la longi- 4& .

tud de cada maé. Les posicions dels centres de e —
massa dels successius maons, —ordenats des de « “ >
les posicions superiors a les inferiors—, vindran d

determinades per

a

c1 = 5
a

Ccy = Cl+§—]€

c1+co a

= ——k

s 2 3

c—}—'c +---t+c a
el = 1 2 n—f—f—k’.

n 2

n0n+1=01+~--+cn+ng—nk
Llavors, 2 a
(n—l)cn:cl+-~+cn,1+(n—1)§—

a/2 —k
Si les restem obtenim Cnt+1 = Cp + 7/ ,
n

“a/2-k a a ~ 1
d’on surt que cn+1=01+p21p:2+<2_k);p'

. a
Si agafem el desplacament dels maons a ’esquerra amb valor constant k € (O, 5), I’estructura

(n—1)k.

no caura i, en ser la serie harmonica 2 % divergent (v. problemal[24)), tenim lim ¢, 41 = 0.
n—oo

Per tant, l'estructura es pot estendre sobre I’horitzontal una distancia d tan gran com es

vulgui. O

SR 24 Justifiqueu que la série harmonica és divergent.
1 1 1 3
— 1+E+n7+1 > (Pietro Mengoli (1625—1686) ), o també que si

agrupeu convenientment els sumands, Y poq + > 1+> 3%, 3 (Nicolas d’Oresme (1323 —1382)).

Indicacié: Demostreu que

5 Funcions generadores

Acabem de veure un exemple de tractament de recurréncies no lineals. Hi ha un métode que
ens permet resoldre algunes recurrencies no lineals i també les lineals. L’anomenarem metode
de les funcions generadores. Es tracta d’associar a cada successié (an),, o, Una funcié que la
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“generi” del tipus
o) p
A(z) = Z anz" (: lim Z a,w")
n=0 P =0

i, amb el seu ajut, trobar una expressié no recurrent de la successio.
Introduirem la nova forma d’actuar utilitzant el problema La successié que hi obteniem
era a, = 2a,_92 + a,_1, on convé agafar ag = 1. Si multipliquem per z" podem escriure

anr™ = 2:p2an72ﬂ§n_2 + fmn,lx”_l, onn>2ixzeR.

I per tant,

(0] o0 o0
g ana” = 222 E an_ox™ 2 + 1 g 12"t (4)
n=2 n=2 n=2

o0
per a tots els valors de z tals que existeixi A(x) = Z anx”.
n=0
Llavors de () obtenim ’equaci6
A(x) — ag — ayx = 222 A(x) + z (A(x) —ag), ona; = 1 i ay = 3.

En ser —222 — 2+ 1 = (1 — 22)(1 + ) resulta

1 M N 2/3 1/3
Ax) = 3 = + = / /
22z —z+1 1—-2z 142 1—-2x 14z
Ara bé, com que
1
=14+2z4+42°+823+--- i =l-z+a?—2>+ -,
obtenim
Zanx”:A(x):§(1+2$+4x2+8x3+---)+g(l—$+x2—x3+---).
n=0

I finalment, si igualem els coeficients, sortira el resultat esperat:

1
ap = — ( n+l —+ (—1)”) .
3
Es pot argumentar que en el cas lineal aquest procediment és més complex que el de I’equacié
caracteristica, la qual cosa ens remet a comprovar la seva utilitat en els casos no lineals, o bé

lineals amb coeficients no constants. Abans de seguir resumim el metode:
— Associacio, a cada successié a,, d’una serie de poténcies, també anomenada funcid ge-

o
neradora, A(z) = g a,x". Aquestes series es poden sumar i multiplicar formalment, i
n=0

formen una algebra com la dels polinomis, amb la peculiaritat que totes les A(z) amb
ap # 0 tenen inversa. A més, sempre que puguem trobar una funcié expressada en
termes elementals que coincideixi amb alguna d’elles en algun interval, n’acceptarem la
igualtat, aixi com la igualtat entre la derivada de la funcié i la derivada “formal” de la
funcié generadora.

2 . .
En cada problema concret assignarem a ao un valor convenient.
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— Obtencié d'una equaci6 en A(z) a partir de I'equacié de la recurréncia.
— Resolucié6 de 'equacié en A(x).

— Utilitzacio de 'algebra de les series de potencies i la derivabilitat per trobar els coeficients
d’A(z).
Observem-ne la utilitat en el problema segiient, on apareix una recurrencia lineal amb coefi-

cients no constants, la qual no es pot tractar mitjancant ’equacié caracteristica.

SR 25 Teniu n objectes cada un al seu lloc. Sigui d,, el nombre de maneres de desar els
objectes de manera que no n’hi hagi cap al seu lloc. Establiu una recurréncia per d,, i demostreu
que d, = nd,—1 + (—1)". Trobeu una expressié no recurrent per a d,.

Un cop comptades les maneres de desar n — 1 objectes, el nombre de maneres de desar-ne n
es poden descompondre en:

— Nombre de maneres d’intercanviar I’enesim objecte per un altre qualsevol 7, és a dir
(77, — 1)dn—2-

— Nombre de maneres que l'objecte enesim ocupi el lloc r pero aquest no ocupi el lloc del
n, és a dir (n — 1)d,—1.

O sigui que d,, = (n — 1)(dp—1 + dp—2). Llavors,
do—nduy = (=) ot — (0= Ddns) = (~1)2(dn_s — (n—2)dn_5) =
= = ()" P(d2—2dy) = ()"0 = (=)™
O sigui que  d,, = nd,—1 + (—1)". Ara, aplicant el metode de les funcions generadores
dpx™ = xnd, 12" + (—=1)"x".

El coeficient n de la part dreta de la igualtat anterior és molest. Una manera de eliminar-lo
consisteix en dividir per n! :

dp, n dp—1 2 1 z
g = 1)
" (n 1) +(=1) n!
(o9}
Si considerem la funcié generadora D(z Z z", tenim
oo xn
D(x)—1=xD —1)"—.
(©) =1 =D+ 21"
Llavors,
1 r  x?  23
D _ 12t ) -
(@) 1—x< TRESTIET >

2 3
= (1+x+x2++x3+---)<1—+—+---> =

(] T U SN SR I S B O

Aixi, igualant coeficients, obtenim

1 1 1 (="
p=nlll——=4 == =4 .
d n< 1'4—2 et ] >
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6 Problemes proposats — 11
SR 26 Resoleu la recurréncia del problemald utilitzant el métode de les funcions generadores.

SR 27 Una secretaria té n cartes personalitzades i n sobres personalitzats per guardar-les.
Si les posa, a I’atzar, una en cada sobre, quina és la probabilitat que cap carta arribi al seu
destinatari?

., 1 1 1 (=)™
Solucio: 1—ﬂ+a—§+---+ 1
SR 28 Utilitzeu 'algoritme d’extraccié d’arrels quadrades per trobar els primers termes del
desenvolupament de v/1 — x en série de poténcies . Conjectureu-ne el terme general, genera-

litzant la definicié del nombre combinatori (Z) al casn € Q.
2 3

Solucié: 1 — = — — — — — .

SR 29 [vegeu Anderson — 4.3.2] Si agafem n objectes en linia, n’'unim dos d’adjacents
mitjancant un paréntesi i considerem els units com un sol objecte, resulten n — 1 objectes. Si
continuem aquest procés fins a obtenir un sol objecte demostreu que el nombre de maneres a,
de dur a terme aquest procés és
n—1
ap = Z app—k
k=1

Seguidament deduiu que la funcié generadora A(x) satisfa
(A(x))? — A(z)+2=0
i acabeu demostrant que

_ (2n—-2)!
" nl(n—1)!

SR 30 Dibuixeu n ovals en un pla de manera que cadascun d’ells talli els altres exactament
en dos punts i que tres no coincideixin. Trobeu el nombre de regions en qué divideixen el pla.
Solucié: n? —n + 2

SR 31 De quantes maneres es pot enrajolar un passadis rectangular de mides 2 X n si es
disposa de rajoles de mides 2 X 1 i 2 X 2 i no es poden trencar rajoles?
Solucié: (2/3)2™ + (1/3) (—1)"

SR 32 Tot resolent cert problema, es diu que una persona és al nivell n quan li falten n etapes
per arribar a la solucié. A cada nivell té 5 alternatives, dues que el porten al nivell n — 1 i tres
que son millors, en el sentit de que el porten directament al nivell n — 2. Sigui a,, el nombre
de maneres d’arribar a la solucio des del nivell n. Trobeu a, sabent que a; = 2.

1
Solucio: a,, = 1(3"+1 +(—1)")
SR 33 Considereu les paraules de longitud n amb simbols de 'alfabet {0, 1,2}.
a) Quantes paraules tenen els digits cadascun igual o superior a Ianterior?

b) Quantes paraules sén cap-i-cua?

Solucié: <n ;_ 2); ! +2\/§(\/§)n + ! _2\/3(_\/5)71
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SR 34 Considerem les successions ternaries de longitud n.
a) Quantes n’hi ha que continguin dos simbols consecutius iguals?

b) A quantes d’elles no hi ha ni dos uns consecutius ni dos dosos consecutius?

1
Solucic: 3" — 3. 2715 = ((14+ V2™ 4 (1 - v2)™+)

7 Recurréncies en successions dobles

Si volem comptar el nombre ¢, 5, de col-leccions no ordenades de k elements diferents escollits
entre n elements, és immediat trobar una recurrencia descomponent c,, ; en dues parts:

— nombre de conjunts que no tenen ’element n, és a dir nombre de conjunts de k elements
que es poden construir amb n — 1 elements.

— nombre de conjunts que tenen ’element n, és a dir nombre de conjunts de k — 1 elements
que es poden construir amb n — 1 elements.

Per tant Cnk = Cn—1k T Cn—1k—1-
Aix0 ens mostra que, en les successions dobles, les recurréncies es poden definir de manera
semblant a com ho feiem en la definicid [II

Definicié 4 Una successio an i es diu definida en forma recurrent si satisfa una equacio del
tipus
Qn k. = f(n, k, Qp—1,ky Ank—15 - - - 7anfp,k:fq)' (5)

Tots coneixem el terme general (Z) en forma no recurrent de la successié ¢y j definida més
amunt per a les condicions inicials ¢, 0 =11 ¢, = 1, les quals la determinen com es despren
de la construcci6 del triangle de Tartaglia mitjancant la definici6 recurrent. Hi ha recurréencies
que s’hi assemblen, fet que podem aprofitar per trobar expressions no recurrents del seu terme
general. Un exemple senzill el tenim a continuacié.

SR 35 Considereu la recurréncia amb dos indexs

o A 0 k<0 o k>n
0,0 = mk = %(anq,k—l +an-1k),0<k<n

Calculeu uns quants a, i, conjectureu una férmula i proveu-la per induccio.

Per a 0 < k < n tenim

CLO’O - 1
1 1
aij 5 5
1 2 2 2 1
azj; — — - —
’ 4 4 4
1 3 3 1
an i — = 2 2 -
57 8 8 8 8
Si observem ’exemple que ens ha servit d’introduccié podem conjecturar

1 (p
ap’k:27pk.

1/0
— Per a és cert perque app = 1 = 20 (O)
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— Ho suposem cert per a , és a dir
L (p
Clp7k;—2p<k), Vk’E{O,l,,p}
— Caldra provar-ho per a :

1 1 1 1/(p 1 /p+1
® apr10 = 5ap1tapo) = cmo =5 5\ ) =5l o )

e Si es compleix per a1 ; llavors

L/ p
Uptlj+1 = Q(Gp,j+ap,j+1)2{2p(j>+{ 20 \j+1 j -
0 s pP=7J
! Yo ? p=J
_ 2r+1 j1 ji+1)) =0 1 (p+1
p iy op+1 j+1
2p+1(j yP=1]

a

SR 36 En una bossa hi ha n boles numerades des d’1 fins a n. Si traiem k boles d’aquesta
bossa, totes a la vegada, demostreu que la probabilitat de que no surti cap parella de nombres

consecutius és
n—k+1
AN

n
k
Sigui ay, ;. el nombre de col-leccions de £ boles que no tenen cap parella de nombres consecutius
on n > k. Aquestes es poden descompondre en dos grups:
— Nombre de col-leccions de k boles on no hi hagi el nombre n, és a dir a,_1 .

— Nombre de col-leccions de k£ boles on hi hagi el nombre n, és a dir a,—2 ;1.

Aix{ tenim que la successi6 es pot representar™
Onk = -1k + Gn—2k—1; Ano = 1, Vn > 0; a1 = 1; apn = 0, Vn > 1.

La recurrencia anterior déna a la successié una estructura semblant a la del triangle de Tar-
taglia i facilment transformable en ella.

3Les condicions inicials es poden escriure alternativament com aan—1., = 1 ¥n > 1; ano =1 VYn > 0.
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aop,0 1
(+'1)/
a1,k 1 1
a2,k 1 2 0

as 1
N
aak 1 4 0 0
/
=]

ask 1 5 6] 1 0 0
b1,k 1 1
ba.k 1 2 1
b3,k 1 3 3 1
ba k 1 4 6 4 1
bs 1 5 10 10 5 1

Efectivament, s’observa que si a,j es trasllada 1 — k llocs (vegeu les fletxes del esquema
adjunt), la qual cosa significa fer una transformacié del subindex n en n + (1 — k), obtenim
I'estructura del triangle de Tartaglia. Aixi els termes de la successi6 a, ; passen a ser termes
de la successi6 b, tal que

ank =bp_pi1p €sadir bygp = apir—14k,

d’on tenim

bk = Qnyk—1k = Ontk—2k + Opnpk—3 k-1 = bp—1k + bp—1,k—1,
bn,O = 0p-1,0 = I i bn,n =ag,-1 = 1.

n—k+1

Aixo implica que by, = k

i) iper tant a, = bp—py1.6 = ( ), la qual cosa implica

la probabilitat donada en I'’enunciat.

8 Problemes proposats — III

SR 37 De quantes maneres es poden pintar k pilotes de golf si disposem de n colors, cadascuna
d’elles ha de ser pintada d’algun color i podem deixar colors per utilitzar.
Indicacié: Siay, ) és el nombre de maneres de pintar-les, justifiqueu que

Un k= An—1,k + Qp —1-

Observeu I'arquitectura de la recurréncia i transformeu els termes de la successio ay, ) en els
d’una successio by, j, amb I'estructura del triangle de Tartaglia.
n+k— 1)

Solucié: Si fem ay, j = bpqp—1,% surt a, = ( i
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SR 38 La recurrencia del problema 37, a, j, = an—11 + anr—1, també es pot tractar amb el
métode de les funcions generadores.

a) Associeu a cada successio (an )ren la funcié

o0
An(z) = Z anpt
k=0

1
establiu una equacié en A, (z) i deduiu-ne A, (z) = A=
-
b) Si partim de T =1+x+22+ 23+, demostreu per derivacié formal successiva
—x
queVneNin>1
(0.0
-n
1— -n _ _\k
(-ay =3 (),

k=0
on (7,6") s’obté generalitzant per n € Z~ la definicié de (Z) onn € N.

n+k‘—1>

c¢) Apliqueu els resultats anteriors a demostrar que a, j = ( i

SR 39 Trobeu el nombre de solucions z; enteres no negatives de
21+t 22+ + 2z =k

Indicacio: Només cal trobar per un cantoé el nombre de solucions tals que z, = 0, i després les
que tenen z, > 0, és a dir considerar les solucions enteres no negatives de

y1+y2+--+yp=%k on y==z,Vi<n—-1 1 y,=2z2,—1L
E—1
Solucio: <n * f >

SR 40 Una altra manera de tractar el problema[39 és observant el producte

n
A

Q+z4+22+23+ - H)Q+a+22+2°+ ) Q+z+22+23+--1). (6)

a) Raoneu que el coeficient de z* és el nombre de solucions enteres no negatives de

21+2z+ otz =k
b) Utilitzeu (@) i I'apartat a) per resoldre el problema 31l

SR 41 Troba les solucions enteres positives i no nul'les de z1 + zo + -+ + z, = k, (k> n).

Solucié: <k B 1)
n—1

SR 42 Voleu pintar els costats d’un poligon de n vertexs de forma que costats contigus tinguin
colors diferents. Disposeu d’una caixa de k colors. De quantes maneres ho podeu fer?
Indicacié: Numereu els costats consecutivament, 1,2,...,n i considereu separadament les
coloracions en qué 1 i 3 es pinten del mateix color i les que no.

Solucié: (k—1)(—=1)" + (k. —1)"
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SR 43 Sigui A(n, k), onn > 1, el nombre de k-subconjunts de {1,2,3,...,n} que no contenen
dos enters consecutius. Segons el problema 36l sabem que

An, k) = <”_Z+1>.

Calculeu el nombre u(n, k) de maneres d’escollir k persones d’entre n assegudes en una taula
rodona sense agafar-ne dues de veines.

Solucic: p(n, k) = A(n — 1,k) + A(n — 3,k — 1) = — K <n K k)
n_

SR 44 Sigui t,, el nombre de formes de dividir en triangles un poligon regular de n costats
mitjancant diagonals que no es tallin. Comproveu que ts = 1,t4 = 2,t5 = 5 i establiu una
recurréncia per a t,.

Solucio: ty,_1 = tot, +tst,_1 + - +tn_1t3 +tpte, ambitg=t1 =0ity =1

SR 45 [Una recurréncia especial. Les fraccions continues| Es tracta amb una succes-
si0 que no es defineix recurrentment tal com ho entenem fins aqui, sind que la recurréncia
s’expressa partint d’una successié donada préviament.

a) Trobeu q1, qa2, -+, qn € Z* tals que
283 _ 1
77 " q2 + !
q3 +
1

+ I
dn—1 + —
dn

La segona part rep el nom de desenvolupament en fraccié continua de 233/177.

b) Aquesta fraccié genera la successio de fraccions

Py n 1
AT q
Qk q2 +
1
+ I
k-1 + —
dk
que es representa amb la notacié [q1,qa, .. .,qx] per al <k <n.

Comproveu que per a la fraccié continua de I'apartat a), es compleixen les recurréncies:
Po=Pe1qp + P2 1 Qr=Qr—1qx + Qr—2.

¢) Comproveu per a la mateixa fraccié que B — Pt = (=1)* .
Qr  Qr-1  QrQr—1
d) Apliqueu la igualtat de l'apartat c), per al cas k = n, a la resolucié de l'equacié que
resulta del problema segiient:
Un comprador ha pagat una factura de 15161 PTA amb monedes que al canvi valen 233
PTA i 177 PTA. Quantes n’ha utilitzat de cada classe?
Solucié: 40 monedes de 233 PTA i 33 monedes de 177 PTA.




IES Pons d’Icart Successions recurrents — 19

e) Demostreu les igualtats dels apartats b) i ¢) per a qualsevol fraccié continua finita.

SR 46 Disposem de dos rellotges de sorra, un només pot mesurar intervals d’lm 57s, i altre
d’lm. 10s. Hem de cuinar un plat per dinar, ja preparat, que necessita estar exactament 10m.
al foc. Tenim molta gana i a la una del migdia ens posem a la feina comencant a manipular els
rellotges per tal de poder establir exactament aquest temps. Quina sera com a minim I’hora
a la qual ens posarem a dinar?

Solucio: A les 13h. 49m.
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9 Apendix

A Problema en que s’introdueixen els nombres de Catalan.
[Novembre 99]

Enunciat. Sigui un poligon convex de n + 2 costats. Es tracta de calcular el nombre
de maneres de partir-lo en n triangles mitjancant el tragat de n — 1 diagonals que no es
tallin en 'interior del poligon. Es considera que les particions iguals pero orientades de
manera diferent, son diferents.

Sigui a,, el nombre de maneres de partir el poligon de n+ 2 costats. Llavors és immediat
que a; =1, ag =2, a3 =5, ag =14, ...

/N

Donat el poligon A1 A, ... Apto, Triem un costat, per exemple el A;As. Aquest costat
formara part d’algun triangle en cadascuna de totes les possibles particions del poligon.
Per tant fent el recompte de les particions que contenen respectivament els triangles
A1AsAy per a 3 < k <n+ 2, les obtindrem totes.

P
D
v,

Si, en la taula adjunta, N.P. representa el nombre de particions que inclouen el triangle
A1AsAL, 1 definim ag = 1. Llavors:

Triangle N.P.
A1 Az A3 apQn—1
A1AxAy a1Gn—2
A1A2A5 ag0n_3

A1A2 A2 41 | an—2aq
A1As A2 19 | an—1a0

Per tant, a, = apan—1 + a1an—2 + a2a,_3 + -+ + ap_3a2 + ap_2a1 + a,_1ao.
Multiplicant per z” i sumant per a n > 1:

apx” = x(aoan_lsc"_l + a1xay 92" 2+ -+ ap_ox" 2arx + an_lx"_lao).

[e'e) ') n—1 00 2
E apt” = = E E ApQn—p—1 =g E anx” | .
n=1

n=1 \ p=0
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o
Si anomenem A(x) = g anz"™, obtenim

n=0
Alz) —ag = 2 (A(2))’ = 2 (A(2))” — Al2) +1=0= A(z) = HQU_W N
> 1/2
1= > (M)
- n o~ (=) 12N L
= — :Z2<n>4x =

n=1

A=Y = (nli 21> grHign

n=0

Finalment podem obtenir 'expressié de a,,,

ey 266 )

2 (n+1)!
_ (Dt oA (C1)(=3) (A =2n)
2n+l (n+1)!

—1n L1:2:3..2n—1)-(2n
:(2) 2 (D) 2-4-6---((2n)-(7)z+(1)!):
_ (=)™ gntl (2n)! _ (2n)!

2 2nl(n+ 1) nl(n+1)!

Els termes d’aquesta successié s’anomenen nombres de Catalan (1814-1894), qui els
va utilitzar per fer el recompte del nombre de maneres de collocar parentesis en una
seqiiencia de n simbols.
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B Demostracié per induccio

Aquest tipus de demostracié es basa en el principi d’induccid. Aquest principi estableix la
veritat d’una propietat p, Vn € N. Permet establir el terme general d’algunes successions, de
forma alternativa al tractament recurrent.

“

Sigui p(n) = “ n compleix la propietat p 7. Concretament, el
principi d’induccié estableix que afirmar la veritat de p(n), Vn € N,
equival a afirmar les dues proposicions segiients:

a) p(1) és certa,

b) Vk € N, p(k) és certa = p(k + 1) és certa.

n(n—i—l)'

Exemple 1 Demostracié per induccid de la igualtat 1 +24+34+---+n = 2

1-(1+1
a) Per an =1 és certa perque 1 = (7+)

2
b) Si la suposem certa per a n = k € N, llavors també és certa per a n = k 4+ 1 perque,

1+2+ - +k+(k+1)= 5 -

Exemple 2 Calcul de la suma s, =1-114+2-214+3-3!+---+n-n!

Observem les primeres sumes:

s1=1-1! = 1=2'-1
sp=1-11+2-2! = 5=3—-1 | (Conjectura) |
s3=1-1142-214+3-3! = 93=41_1 = sn=(n+1)!-1.

sg=1-114+2-2143-31+4-41=119=5! -1

a) Per amn =1 és certa perque s; =1-1'=1=(1+1)! —1.
b) Si la suposem certa per a n = k € N, llavors també és certa per a n = k 4+ 1 perque,

Sep1 = spt(k+1)-(k+D)=Fk+D) =1+ (+1) (k+1)! =

= 4D+ (k+1)]—1=CFk+Dk+2) —1=(k+2) —1. .

Exemple 3 Els primers termes de la successio a, = 5" +2-3""1 41 séna; =8, ay = 32 i
as = 144. Observem que tots son multiples de 8. Demostrarem que Vn € N, a,, és multiple de

8.

a) Per a n =1 és certa perque aixi ho hem vist en I’enunciat.
b) Si és cert per a n = k € N, llavors també és cert per a n = k + 1 perque,

np1 =5" 4+2.3" 4+ 1=5-5"4+6-3""1 +1=(5"+2-3""1 4 1)+ (4-5" +4-3"71).

En ser el primer sumand multiple de 8, només cal demostrar que 4-5" +4-3"~! és multiple de
8. Aix0 equival a demostrar que 5" + 3"~ és muiltiple de 2, la qual cosa és immediata perque
la suma de dos nombres senars és un nombre parell. O
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1 n
Exemple 4 Ezisténcia del limit de a, = <1 + )
n

Sabem que en les successions a,, de nombres reals el creixement i I’existencia de cota superior
de a, implica l'existencia de limit de a,,.

e a, és creixent: Veurem que Antl > 1.
n
n+2 n+1
n+1 (n+1> _ n2+4+2n1" n—i—2_ 1 1 " n—|—2>
B L+ 1)2] 41 (n+1)2] n+1°

an n+1\"
n
(*) [1_ n 1" n+2 n*+3n2+3n+2 (n+1)°+1
(n+1)2

> . = = >1
- n+1 n+1 (n+1)3 (n+1)3

(%) Aix0 és cert, en ser (1—z)" > 1—nx, Vo < 1, i considerar z = m Aquesta desigualtat
la, demostrem per induccié:

a) Peran=1¢scertaperque (1 —z)!=1-2=1-1-=.

b) Si la suposem certa per a n = k € N, llavors també és certa per a n = k + 1. Perque, en
ser x <1, tenim 1 — x > 0 i per tant,

1—x)**t = -2 -2)>0—-ke)Q—2)=1—ke —x+ka? =
= 1—(k+Dax+ke?>1—(k+1)2

e a, és acotada superiorment: Veurem que a, < 3.

1\" n—1 (n—1)(n-2) (n—1)!
T <1+n> TP O et =
1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
= 24— (1-=)+=(1-=)(1-2)++=(1-=)(1=2)--(1-
2! n 3! n n n! n n n
, L1 1L_, 1.1 L0y,
< +5+§+“'+m< +§+27+"‘+W< +1=

() Aixo és cert perque

s = syl L il b Ly
= 5 22 on—1 " 9 2 92 on—2
1

n

1
e Conclusi6é: Existeix el lim <1 + ) i és un nombre real. KEs pot demostrar que és
n—oo n

irracional. Les seves primeres xifres sén 2.718281828459 i rep el nom de ntimero e. a
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C Problemes proposats. [Novembre 2001]

C 1. Compteu el nombre de triangles de cadascuna de les
figures adjuntes. Trobeu i justifiqueu una expressio pel nom-
bre de triangles que resultarien, si en lloc de tragar 0, 1 o
2 rectes, des de cada vertex inferior, en tracéssiu n.
Solucié: ag =1, a1 =8, az =27, ...,a, = (n+1)3

C 2. Calculeu:

., p
a) Una expressié no recurrent per a agp = 1, ap = ap—1 + (

b) sn:sn_l—l—; i 51:1.
n(n+1) 2
1 1 1 1
o (1-3) (1-2) (1-2) - (1-3)
2 22 23 2n

e) 1-24+2-3+3-44+---+(n—1) n.

p+n+1)

ol c)an:"—*l. d)

Solucié: a) an = ( o
C3. [XXIV Olimpiada Matematica Espanyola, 1987-
1988] Considereu n > 3 punts sobre una circumferencia,
numerats des de 1 fins a n, posats en un ordre qualsevol.
Quantes parelles de punts A i B no adjacents existei-
xen, tals que els punts continguts en algun dels dos arcs
que determinen, tinguin els seus nombres associats, més
petits que els nombres associats a A i B.

Solucié: a, =n — 3

C4. [IX Olimpiada Matematica Catalana, 1971-1972]

1 n
Demostreu la desigualtat n! < <n—2k> ,Vn>1,néeN.

n
>,enquép€N in>1.

C5. Donada la recurrencia a, = Aa,—1 + ftan_2, it # 0, demostreu que si A2 +4u < 0, i
les solucions de ’equacié caracteristica son a1 = Ry, ags = R_y, llavors totes les solucions es

poden presentar com
Zn, = R" (M cos(nf) + N sin(nd)) .

C 6. [Adaptacié d'un problema de la Xl Olimpiada
Matematica Catalana, 1974-1975]

Observeu la trajec/t(‘)@ AgA1AsAs ... A, ..., en
que els angles Ag_1ApAp+1 = 45°. Trobeu les co-
ordenades del punt limit de la successié de punts
Ay, quan n — 00.

Solucio: (%, %)

Thommmre e A (1,1)
v
yoan
8 .
A,
A, ° 4,
1
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C 7. Considereu un poligon convex de n costats tal que tres diagonals no es tallen mai en un
mateix punt interior. Calculeu:

a) El nombre d’interseccions, interiors al poligon, determinades per les diagonals.

b) El nombre de regions en que queda dividit el poligon.
. -1 -1 -1
Solucié: a) (}) b) (") + (") + ("))
C 8. Siguin el pentagon regular A1 A>B>B1C; de cos-
tat unitat, i el punt Co d’interseccié de les diagonals
A1By i AyB;y.
a) Calculeu el valor numeric de la ra6 By As/ B Bs.
b) Si prolonguem BjBs fins By i AjAs fins As,
tals que Ay A3 = B9B3 = By(5y, demostreu que
el pentagon Ay A3ByB3C5 és regular.

c) Sirepetim la construccié un nombre indefinit de
vegades, calculeu el valor de lim AjA,.

Solucié: a) ¢ = HT‘/E c) 1+ o

C9. [BRUNAT, J.M.: Combinatoria i teoria de grafs. UPC, Barcelona, 1997]

Siguin les expressions legals sense paréntesis formades pels digits 0,1,2,...,9 i les tres operaci-
ons binaries +, *, /. Suposem que es respecta la jerarquia de les operacions i les que tenen la
mateixa jerarquia s’efectuen d’esquerra a dreta. Quin és el nombre d’expressions aritmetiques
legals que tenen n simbols?

Solucié: \/% [(5+ V36)" — (5 — V36)™)]

C10. [Grimaldi, R.P.: Matemdticas discreta y combinatoria. Addison-Wesley, México D.F.,
1989] Resoleu el segiient determinant:

o 2 2
Q2 Q
Q2 O
QOO

O O R
(e SIS
Q@ 2 9
2 2 O

Solucié: a"[cos(nm/3) + (1/4/3) sin(nm/3)]

C11. En un aparcament de n places, totes iguals, hi poden aparcar motocicletes i cotxes. Les
primeres necessiten una placa i els cotxes dues places. Quantes possibles maneres d’aparcar
hi ha? (No es fan distincions dins de cadascun dels dos tipus de vehicles i es fa distincié entre
les configuracions cotxe—moto i moto—cotxe.)

Solucié: % [<1+2\/5>"+1 B (1_2\/5)71—%1]

C12. [XVII Olimpiada Matematica Espanyola, 1980-81]

Calculeu la suma dels n sumands

THTT+ 77T+ -+ 777...77.

Solucié: g7 (10"*! —9n —10).
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C13. [XXXV Olimpiada Matematica Espanyola, 1998-99]

Proveu que existeix una successié d’enters positius aq,as,...,an, ..., tal que a% + a% +---a

és un quadrat perfecte per a tot enter positiu n.
p

2
n

Solucié: ay = p, ag = , P senar, a, = an—1 + %a%_l, n > 2.
Exemple concret: 3,4, 12 84 3612, .

C14. [XVI Olimpiada Matematica Catalana, 1979-1980)]

Es considera la successié recurrent
an+1—a —2 amb a1 = 14.
Demostreu per induccié que per a tot n > 1, el nombre
3(az —4),

és un enter divisible per 4. Com a aplicacid, demostreu que existeixen infinits triangles tals
que els costats mesuren enters consecutius i I’area és també un nombre enter.

Indicaci6: L’area S d’un triangle de costats a, b i ¢, i perimetre 2p es pot calcular a partir
de la formula d’Heron:

S =/plp—a)p-b)p—-c).

C 15. [“El problema del mes de novem/99". www.xtec.es/recursos/mates/aqui/index.htm]

Suposem que tenim una corda elastica fixada per un extrem a una paret i que la podem dilatar
a voluntat per I'extrem contrari. Sobre la corda s’hi desplaca una eruga que inicialment es
troba a l’extrem de la corda fixat a la paret. La velocitat de l'eruga és de 1 cm/s. A més,
inicialment, la corda mesura 1 km. i la dilatem de manera discreta 1 km cada segon. (Cal
suposar que cada cop que estirem, la corda “arrossega” 1’eruga, és a dir, si abans de la dilatacié
l’eruga estava ocupant la posicié 1/3 de corda, després d’haver-la estirat també estara en la
posicié 1/3 la corda.)

a) Arriba leruga a ’altre extrem de la corda en un temps finit?

b) En cas de ser aixi, quant trigara? [Dificill Cercar informacié sobre la constant d’Euler.]
Solucié: 1.576 - 1043429 s = 5.067 - 103421 anys

C16. ["El problema del mes d'abril/99". www.xtec.es/recursos/mates/aqui/index.htm]

En una circumferencia c¢; de radi 71 hi inscrivim un triangle equilater P;. Tracem la circum-
feréncia co inscrita a P; i sigui 79 el seu radi. Ara dibuixem un quadrat P, inscrit a co i hi
tracem la circumferencia inscrita cs, la qual té radi r3. En un pentagon regular Ps inscrit a c3
hi dibuixem la circumferencia inscrita ¢4 de radi r4, ... A la circumferencia ¢, li inscrivim un
poligon regular P, de n+ 2 costats i hi dibuixem la circumferéncia inscrita ¢,41 de radi r,41,
etc.

Trobeu el limit r» de la successié

T1,72,T3y ... sTny...

i esbrineu si es compleix:

Solucié: r,, = rp_1 cos ( ) ) Per a la segona part consulteu la web de I’enunciat.
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C17. En el calcul de la derivada eneésima de f(z) = tanz obtenim un polinomi de variable
tan z del tipus

n+1

F () = Z anptan? x.
p=1

Trobeu una expressié recurrent per als coeficients a, p.
Solucié: Els coeficients a,, ;, per als primers valors de la n sén:

Nl alol 1l 2] 3|45 |67
0 0 1

1 1] 0|1

2 ol 210 2

3 2l 08| 0o |6

4 0l16] 0] 40 | 0 | 24

5 6] 0 [136] 0 |240| 0 |120

6 0272 0 |1232] 0 [1680] 0 | 720

en que totes les cel-les buides tenen el valor 0. Llavors,

anp=@P+1)an—1pr1 + (P—1)an—1p-1

en qué ap—1 =0, app =0Vp#1, iap; =1.

dq

2
C 18. Tenim els rectangles, de la figura adjunta, en que ¢; = 1, () =AeNi A>2.

C1

/

Cy

dg dl
z
¢

Expresseu co i dy en funcié de dy i c1.

A partir del segon rectangle construiu-ne un tercer amb les mateixes condicions, —costat
ds + co 1 diagonal resultant de la prolongacié de c¢; +di;—. Repetiu el procés iteradament
i definiu ¢,, i d,, de forma recurrent.

Aproximem el valor de d; fent d; = 1, —no us preocupeu de la bondat de I’aproximacié—.
Demostreu per induccié que d2 — Ac2 = (1 — A)™.

i i = 2z llav Y ix i \Y ix .
Justifiqueu que si x, Ccl”, llavors 22 convergeix a A i, per tant, x,, convergeix a v A
n

fi;"‘ll, i utilitzeu-la per aproximar v/21. Construiu un grafic en
-

R . I , N s . ez 214z

que es visualitzi el procés de convergencia amb I'ajut de la funcié f(z) = % =

Optimitzeu i visualitzeu la velocitat de 'aproximacié anterior observant que

/ b
VA=+Va>+b=a\/1+ = enque AcZiad®> <A< (a+1)>2
a

Justifiqueu que x, =
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dn

Indicacié: Definiu (¢y,d,) com abans, a partir de A1 =1+ a%, i considereu x, = a2™.
n

Amb aixo podreu obtenir la successié recurrent,

. A+ AL p—1

enque A€Zia? <A< (a+1)>%
a—+ Tpn—1

Tn

Solucié: a) ca =c1 +dy, do = Acy +di b)) epy1 = cn +dy, dpt1 = Acy +dy

. . 2142 . . .
e) Apartirdex; =1 i z, = lrf” 11 obtenim les aproximacions
-

1, 11, 2.66666, 6.45454, 3.68292, 5.27083, 4.18936, 4.85403, 4.41644, 4.69245.

Amb l'ajut de la funcié f(z) = 22 els visualitzem en el grafic de sota a 'esquerra.

14
104 10]
8 8
6 6]
\\
4 4
2 2]
1 2 4 6 8 10 1 2 4 6 8 10
. . 21442, 1 . . .
e) Apartirdex; =1 i z, = e obtenim les aproximacions

1, 5, 4.55555, 4.58441, 4.58245, 4.58258, 4.5825751, 4.5825757, 4.582575692, 4.582575695.

Amb lajut de la funcié f(z) = Qiiix, els visualitzem en el grafic superior de la dreta.

C19. Siguin A € N, un sistema de referéencia ortonormal (O; OX,OY) i les circumferéncies
C,, tals que:
— S6n tangents a l'eix OX en el punt T'(v/A,0).

— CoNeix{OY} = {Py(0,p0), Q(0,q0)}, amb pg > go > 0.

~ CuNeix{OY} = {Pu(0.5). Q(0.4,)}, amb p, = Pt E ot

Trobeu una expressié recurrent per a g,.
bo — qo
on

Demostreu que lim p, = lim ¢, = VA.
n—oo n—oo

)

b) Demostreu que 0 < p, — g, < Yn > 1.
)
)

Trobeu una expressié recurrent per a p, que no depengui de ¢,, i una per a ¢, que no
depengui de p,. Utilitzeu aquestes expressions per obtenir dues funcions p(z) i ¢(x),
que permetin visualitzar el procés de convergencia de p, i ¢, cap a VA.

_ 2pn—1qn-1 d) _ P tA _ 2Agqn—1 (l’) _ z24A (x) _ 2Ax

Solucié: a) gn = ™= Pn= "op, = I T 2 o % 22+ A
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