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1 Vectors fixos i vectors lliures del pla

1.1 Vectors fixos

Donats dos punts A i B del pla, anomenem wvector fix d’origen A i extrem B, la parella ordenada
de punts (A, B). Normalment adoptarem per a la seva presentacié la notacié AB . Per a la seva
representacié grafica utilitzarem el segment AB amb una punta de fletxa a l'extrem B, la qual
recordara l'ordre en que s’ha donat la parella (A4, B) i suggereix una idea d’“orientacié”. A partir

de la definicié observem que “quasi” tots els vectors fixos AB queden caracteritzats per:
— La seva posicio en el pla.

— La distancia entre el seu origen A i el seu extrem B, la qual anomenem modul i representem
mitjancant la notacié |AB |.

La direccid determinada per la direccié de la recta suport de A i B.T

— El sentit —o orientacié— determinat per l'ordre de la parella (A, B).
Observacions:

— Existeixen uns vectors fixos que no comparteixen aquesta caracteritzacié, sén els del tipus
AA , en que lorigen i I'extrem coincideixen. Aquests reben el nom de vectors fixos nuls. Es
caracteritzen per la seva posicié en el pla i tenir el modul igual a zero.

I
— Per a cada parella de punts A i B es poden definir dos vectors: AB i BA . Aquests tenen
el mateix modul i direccid, pero diferent sentit, i es diu que tenen sentit oposat.

L’aplicacié que farem dels vectors a la geometria és independent de la seva posicié en el pla.
Amb aquesta finalitat farem una classificacié dels vectors fixos que proporcionara un nou tipus de
vectors, els quals anomenarem vectors lliures del pla.

1.2 Vectors lliures

En el conjunt de vectors fixos definim la segiient relacié R:

[ — —
AB RCD < AB iCD tenen igual modul, direccié i sentit, o bé sén nuls.

Aquesta és una relacid d’equivaléncia, la qual cosa vol dir que satisfa les tres propietats segiients:

!Entenem que totes les rectes paral-leles a una recta donada determinen una mateixa direccié. Aixi podem definir
la direccié d’una recta com aquella propietat que comparteix amb les rectes que li sén paral-leles i només amb elles.



— —_—
— Reflexiva: Per a qualsevol AB es compleix AB R AB .

— Simetrica: Si Z—B_> R C’—D> llavors, CD R 1_4—B_>

~ Transitiva: Si AB R CD i CD R EF llavors, AB R EF .

Aquest tipus de relacié permet “partir” el conjunt sobre el que esta definida, —és a dir, permet
classificar els elements del conjunt—, en subconjunts que anomenem classes d’equivaléncia. Cada
element del conjunt pertany a una i només una de les classes, en que es troben tots els elements
relacionats amb ell. En el nostre cas, cadascuna d’aquestes classes o subconjunts de la particié rep
el nom de vector lliure, el qual es caracteritza pel modul, direccio i sentit dels vectors fixos que el
conformen, perd mai per la seva posicié.

' Vectors lllures

Vectors representants — .~

A partir d’ara treballarem amb els vectors lliures, la qual cosa significa que treballarem amb vectors
sense donar rellevancia a la seva posicié en el pla. A la practica escollirem un vector fix d’entre
tots els que es relacionen entre si, el que més ens interessi en cada qiiestié plantejada; aquest
“representara’ a tots els vectors de la seva classe, és a dir al vector lliure del qual és un element.
Per presentar els vectors lliures utilitzarem la notacié ¥, o bé ﬁ en que AB és un representant
de @. Finalment, representarem la classe dels vectors nuls amb la notacié 0 i Panomenarem vector
Z€ero.

2 Estructura dels vectors lliures del pla

En el conjunt de vectors lliures definirem dues operacions: una interna, —entre vectors—, i una
externa, —entre nombres reals i vectors—. Aquestes operacions permetran expressar o generar
vectors a partir d’altres vectors, la qual cosa s’interpreta com l’existencia d’una estructura en el
conjunt de vectors. Aquesta permetra 1'is dels vectors en el tractament de qliestions geometriques
en que estiguin implicats els conceptes de paral-lelisme i incidencia. Més endavant afegirem elements
a aquesta estructura, de manera que podran ser tractats problemes relacionats amb la mesura de
distancies i angles.

2.1 Operacié interna: Suma de vectors

Donats dos vectors 4@ i ¥, la seva suma es representa per @ + ¥, i es pot definir, en primera
instancia, per un vector representant obtingut pel procediment segiient:

Suma de vectors

— Escollim un representant de cadascun dels vectors @ i # amb l'origen comt.



— Completem el paral-lelogram determinat pels segments suport de @ i 7.

— Considerem com a vector u + v, el representat pel vector que té 1’origen en 'origen comu de
1 1 U, 1 extrem en I'extrem oposat de la diagonal que parteix d’aquest origen.

Una ullada rapida a aquesta definicié descobreix les seves mancances. Concretament, no queda
definida la suma de vectors que tenen la mateixa direccid, ni la suma d’un vector amb el vector
zero. Aixo es pot solucionar amb la definicié segiient, la qual coincideix amb 'anterior per als
vectors ¥ # 0 de direccié diferent:

v Suma de vectors

— Escollim un representant de cadascun dels vectors @ i ¥, de manera que 'extrem de o
coincideixi amb l'origen de v.

— Considerem com a vector @ + ¥, el representat pel vector que té l'origen en l'origen de , i
Iextrem en l'extrem de .

Propietats de la suma de vectors

— —

i) Associativa: Vi, v, es compleix @+ (U+ @) = (4 + U) + .
ii) Commutativa: Vi, v es compleix 4+ ¥ = v+ 4.

)
iii) Existéncia d’element neutre: Efectivament, el vector 0 compleix @+ 0 = @, Vi.
)

iv) Existencia d’element simetric o oposat: Efectivament, Vi el vector Z que té iguals modul i

direccié que 4 i sentit oposat, compleix © + & = 0. Representarem 1’element simetric # de @@
amb la notacié —1.

2.2 Operacié externa: Producte d’un nombre real o escalar per un vector

Donats A € R — {0} i un vector @ # 0, es defineix el producte de A per , el qual es representa
amb la notacié A -4 o A @, com un vector lliure tal que:

— direccié (A - @) = direcci6 ().

sentit (@), si A >0

— sentit (A~ ) = { sentit (—), si A <O.

— modul (A - @) = |A| - modul (@).

—

—2U

34
Producte per un escalar

es defineix \ -0 = 0.

=1

SiA=0, es defineix 0-@=0,1isiad=



Propietats del producte per un escalar

i) VA€R, i Vi, 7 es compleix A\ (d+7)=A-d+ \-7T.
VA, n € R, 1VV, es compleix (A+pu)- 0=\

ii U4 - UL

)
iii) VA, p € R, i V¥, es compleix (A-p)-0=A-(u-7).
)

iv) V¥ es compleix 1.7 = 4.

2.3 Sobre l’estructura d’espai vectorial

Existeixen d’altres conjunts d’objectes matematics en que es defineixen una operacio interna i una
d’externa, les quals satisfan les propietats anteriors. Per exemple, en el conjunt dels polinomis
podem considerar les operacions de sumar polinomis i de multiplicar-los per un nombre. Si les
observem satisfan les mateixes propietats que les operacions interna i externa en els vectors. Es
a dir, els vectors i els polinomis amb les operacions esmentades tenen quelcom en comu. Llavors,
es diu que tenen la mateixa estructura. De la mateixa manera direm que qualsevol conjunt en
que es puguin definir una operacié interna i una d’externa amb els reals, tals que es compleixin
les vuit propietats anteriors, té la mateixa estructura que els vectors. Aquesta estructura rep el
nom d’espai vectorial real i qualsevol propietat que se’'n pugui demostrar és compartida per tots
els conjunts que la tenen definida.

3 Generacio de vectors

L’estructura d’espai vectorial dona pas a la presentacié de vectors a partir d’altres vectors.
e Anomenarem combinacié lineal dels vectors v, o, ..., Uy, al vector A1t + Aot + -+ - + A Un.

Es pot observar que si considerem dos vectors 1w, v dife-
rents de 0, i de diferent direccio, qualsevol altre vector & es
pot expressar com a combinacio lineal de 4 i 7.

Efectivament, només cal tracar dues rectes, per I'extrem
de Z, d’igual direccié que els vectors & i ¥. Aquestes rec-
tes determinen, amb les rectes suport de @ 1 ¥, un pa-
ral-lelogram que indica l'existencia de «,8 € R tals que
T = ail + pv.

e Direm que els vectors v, ¥s,..., U, sén generadors del conjunt de vectors del pla, si qualsevol
vector del pla es pot expressar com a combinacio lineal d’ells.

Es immediat establir que dos o més vectors no nuls, tals que com a minim dos d’ells siguin
de diferent direccié, generen els vectors del pla. Un vector diferent de 0 mai pot generar tots els
vectors del pla, només genera els vectors amb la seva direccié.

e Quan en un conjunt de vectors v%,vs,...,Un, no n’hi ha cap que es pugui escriure com a
combinacié lineal dels altres, diem que aquests vectors sén linealment independents. En cas contrari,
es diu que sén linealment dependents.

e Un conjunt de vectors linealment independents i generadors rep el nom de base.

De tot el que hem dit es conclou que dos vectors diferents del 0 i de diferent direccié, sén
base. També, és immediat que totes les bases estan formades per dos vectors amb aquestes carac-
teristiques. Aix0 permet definir la dimensid de 'espai vectorial de vectors del pla com el nombre
de vectors de qualsevol de les seves bases; amb d’altres paraules, el conjunt de vectors del pla té
dimensié 2.




Exemple FEn el grafic adjunt es presenten les situacions segiients:

v
20" 4 U -
- w=2u+7 o
i u W 0
(a) (b)

Els vectors @, ¥ s6n linealment dependents i no generadors.

<

(a
(

b) Els vectors u, ¥ sén linealment independents i generadors i, per tant, base.

(c) Els vectors @, U, & s6n linealment dependents i generadors.

—

(d) Els vectors u, U, @ sén linealment dependents i generadors.

Observem que quan tenim tres o més vectors generadors, —per exemple el cas (d)—, aquest generen
la resta de vectors de diferents maneres. Aixi, si en el cas citat considerem el vector & = 3u+ U+ 0,
aquest es pot presentar amb infinitat de combinacions lineals de i, ¥, w. Per exemple,

T=0U+204+00 =10+ 004+20=Tu+30—- 10 ="---.

e L’expressié de qualsevol vector com a combinacid lineal de vectors d’una base és tnica. Aixi,
donada una base €7, €2, i un vector ¥ = x1€1 + T2€s, els nombres x1,79 € R estan determinats i
reben el nom de coordenades del vector & en la base €7, €5.

Que l'expressié en una base és unica és de facil demostracié. Efectivament, suposem que hi
hagués dues expressions pel vector &,

T = T1€1 + 2262 = Y1€1 + Y2€2.

Llavors,
(r1 —y1)é1 + (2 — y2)é2 = 0.

Aix0 implicaria que x1 —y; =0 i x93 —yo = 0, perque si x1 — y; # 0 tindriem é&; = %ﬁff €s,
la qual cosa no pot ser perque €1, €s sén linealment independents. De la mateixa manera es pot
argumentar contra el fet que xg — yo # 0. Finalment, tindriem que x1 =y; 1 2 = yo, i que les

dues expressions de & serien iguals.

Exemple Donada la base €1, €5, es tracta de calcular les coordenades de & = 2¢€7 + 3€> en la base
il = 2€1 — €, U = €1 + €.
Plantejament: 2é} + 36> = & = atl + [v.
Resolucio: 2¢€1 + 3¢5 = 04(251 . 52) + ,3(51 + ég) =
= (2a+ p)e1 + (—a+ p)és =
{ 2=2a+p
— — 1 =30 =

3=—a+p
Oé:—% N 1 - ] —
p=3-3=3

e Finalment farem una observacié que afectara a la notacié utilitzada en la presentacié dels vectors
com a combinacié lineal dels elements d’una base. Donada la base €1, €3, els vectors ¥ = v1€7 +v2€5,
W= w1€ +weey i A€ R, a partir de I'estructura d’espai vectorial podem escriure,

v+w = (U1€1 + U2€2) -+ (w1€1 + wzéé) = (’01 + wl)éi + (UQ + w2)€2
N = )\(1)1671 + Uggg) = ()\Ul)gl + ()\UQ)(?Q



Notem que el resultat ha quedat determinat per les operacions entre els coeficients de les com-
binacions lineals. Llavors, en estar determinat cada vector per aquests coeficients, si fem les
identificacions ¥ = (vi,v2) 1 W = (w1, ws) resulta que podem expressar la suma i el producte per
un escalar de la manera segiient:

T4+d = (v1,v2) + (wi,w2) = (v1 + w1, v2 + ws)
AN = /\(7)1,1)2):(/\1)1,)\’1)2).

Amb aquesta notacid, ’exercici resolt més amunt s’hagués desenvolupat aixi:

(2,3) = 7 =oai+pr=a2,-1)+8(1,1) =2a+8,—a+p) =
2=2a+p a:—% S 1~ 8~
— {3:—0¢+B :{522 = I =—3u+ 30.

4 El pla afi. Sistemes de referencia

—
Donat un punt O del pla qualsevol altre punt X queda determinat pel vector OX , de manera que
existeix una relacié biunivoca? entre punts del pla i vectors del pla. La biunivocitat de la relacié
entre vectors i punts permet identificar cada punt X amb el vector OX . Llavors, en poder-se

relacionar dos punts P i @ del pla mitjangant la suma vectorial OQ = OP + PQ , si utilitzem
la identificacié anterior podem definir una operacié entre punts i vectors de la manera segiient:

s
P € plaiv € vectors del pla = P + ¥ = Q € pla, tal que PQQ = 7.

&3P 2] Q P 3 ]
0Q

Aquesta operacié proporciona una estructura al pla que s’anomena pla afi, i permetra abordar
I’estudi dels problemes d’incidencia i paral-lelisme en el pla, després de la introduccié dels sistemes
de referencia afins.

4.1 Sistemes de referéncia

El fet que, fixat un punt O i una base €1, €s, la posicié de qualsevol punt X vingui determinada
pel vector OX = x1€] + x2€5, en que z1,x2 € R, déna pas a la definicid segiient:

Un sistema de referéncia del pla afi és qualsevol conjunt {O, €1, >} format per un punt O del
pl_a)i una base €1, €. Qualsevol punt X queda determinat per les coordenades x1,xo del vector
OX = x1€] + x9€5. Llavors, direm que les coordenades del punt X sén les coordenades (z1,z2)
del vector OX . El punt O rep el nom d’origen de 1 referéncia, les rectes que passen per O i tenen
la direccid dels vectors de la base reben el nom d’eizos de coordenades, eix d’abscisses el que té la
direccié de € i eix d’ordenades el que té la direccié de €.

—
Teorema Si tenim els punts P(p1,p2) 1 Q(q1,q2), lavors PQ = (q1 — p1,q2 — p2).

—
Efectivament, per la identificacié entre OX 1 X, tenim

OP +PQ =0Q — PQ =0Q —OFP =Q - P.

X
2 5 : v " Relacié
) Ca\uda pu.nt X esta relacionat amb un sol \:ector OX , i cada vector o Sl /_Y,
¥ esta relacionat amb un sol punt X tal que v = 00X . o 1=0X

6



Exemple Donats els punts A(1,1), B(3,2) i C(2,3) es tracta - IC%?
de trobar les coordenades del vertex del paral-lelogram ABCQ 140 BQ
tal que @ és el vertex oposat al vertex A. ~ A/ M

er)
Resolucié: Q = B+BQ = B+AC = (3,2)+(2—1,3-1) = (4,4). of &1

P1t+q p2t+q2
2 2 '

Teorema El punt mitja de dos punts P(p1,p2) 1 Q(q1,q2) és M <
Sigui M (z,y), llavors en ser PM = %PQ ,

11— 1
M = P+PM =P+5PQ :(pl,P2)+§(Q1_PlaQQ_P2):

2p1t+q—p 2p2 @2 —p2\ _ (P11 p2tge
2 ’ 2 2 72 ’

5 Equacions de la recta en el pla afi

La introduccié de sistemes de referéncia permet presentar, mitjancant el llenguatge algebraic, les
rectes com a equacions lineals. Concretament, donats un punt P d’una recta i un vector ¢ de la
seva direccid, qualsevol punt X de la recta satisfa

X =P+ X, enqueleR. P AT
—_— X
Aquesta situacié també es podria presentar amb 1’equacid
é.
— = :
OX =O0OP + XU, enquel€R, 0 ¢

o, en llenguatge de coordenades, si X = (x,y), P = (p1,p2) 1 U= (v1,v2),
(z,y) = (p1,p2) + AM(v1,v2), en que A € R.

Aquestes igualtats constitueixen tres maneres de presentar 'equacid vectorial de la recta, i U
s’anomena vector director de la recta.

Si efectuem les operacions indicades en aquesta equacié en resulten les equacions paramétriques
de la recta:

= )\ h A B
{ T =p1+ Av en queé \ és el parametre.

Y = p2 + Aveg,
Si aillem i eliminem el parametre obtenim I’equacid continua de la recta:

r—h _Yy—Pp2
V1 V2 '

Si v1 # 0, aquesta equacié es pot transformar en y —po = Z—f(m —p1), en que si fem m = % resulta
I'equacid punt-pendent:

y—p2=m(x —p1), enquem és el pendent.

Si, en I'equacié continua, eliminem els denominadors obtenim  wvox — v1y + pov1 — vop1, la qual
presentem abreujadament com

Ax+ By+C =0,
i anomenem equacid general o implicita. Si B # 0 i aillem la y obtenim 1’equacid explicita
Yy = —%x — %, la qual presentem com:

Yy =mx +n.



Finalment, si els punts de tall amb els eixos de coordenades sén A(a,0) i B(0,b), llavors els punts
(z,y) de la recta satisfan

., N . . . -
la qual anomenem equacid canonica. Efectivament, podem considerar el vector director AB =

(—a,b) i obtenim

r—a -0 T T
= Tl T
—a b a b a b
e Observacions:
— Sigui un sistema de referéncia tal que |€1| = |éx] =1 i é’l/e:g = 90°. Es immediat comprovar que

el pendent m d’una recta coincideix amb tan a, en que a és ’angle d’inclinacié de la recta respecte
la direcci6 positiva de 1’eix d’abscisses.

— Donada la recta r : Az + By + C = 0, dos vectors directors de la recta sén (—B, A) i (B,—A).
Efectivament, si (zg,yo) € r llavors (xg — B,yo + A) € r, perque

A(wg — B) + B(yo + A) + C = Azg + Byy + C — AB + BA = Azy + By + C = 0.

Aixo implica que (—B, A) és vector director i, per tant, també ho és (—1)(—B,A) = (B, —A).

— —
— Tres punts P, @Q, R estan en linia recta <= els vectors PR , P} sén linealment dependents.

Efectivament,
(=) P,Q,R alineats = {

— P, @, R estan alineats.

PR = \PQ — Q:PJFP——Q: —
R—=P+PR = P+A\PQ

A partir d’aquest resultat, per verificar si tres punts estan en linia recta, només caldra comprovar
que les coordenades de dos dels vectors que determinen siguin proporcionals. Per exemple, A(1,3),
B(2,1) i C(4,—3) estan alineats perque

{ AC = (4—1,-3-3) = (3,-6

AB =(2-1,1-3)=(1,-2)

) Ad —301,-2) =348

6 Posicions relatives de dues rectes

Cercarem condicions sobre els coeficients de les equacions implicites de dues rectes que caracteritzin
les posicions relatives de dues rectes. Per aconseguir-ho discutirem ’existencia de solucions del
sistema, d’equacions de les dues rectes

r:ax+biy+c1 =0 ro : aox + boy + co = 0.

Utilitzem el metode de reduccio:

(><<£>) a1boz + b1bay 4 c1b2 = 0

a1z +by+c =0
—-b
a2 + b2y +c=0 (><<:;) —agbix — bgbly —c9bp =0

(a1b2 — agbl){L‘ = Cle — Clbz




a1z +biy+c1=0 (X<:a2>) a1asx + brasy + craz =0

a2x + by +c2 =0 (g) —ag2a1x — boa1y — coa; =0

(brag — baaq)y = cpa1 — €102

Aixi, hem d’estudiar 'existencia de x,y € R tals que:
(a1b2 — agbl)a: = Cgbl — Clbg (albg — Gle)y = —cCoa1 + c1a9

L’existencia d’aquests nombres depen, en primer lloc, del coeficient a1bs — agb;. Casos:

o aijby—ash # 0‘ Existeix solucié tnica i aquesta és

_ cob1 — c1bo Y= —c2a1 + C1a2
a1by — azby a1by — agbq

Per tant, les rectes tenen un sol punt en comu i es diu que sén incidents o que es tallen.

’ e aijby —ash = 0‘ Es donen dues possibilitats:

’ o oby —c1by #0 0 —coay + crag # O‘ No existeixen punts comuns i es diu que les rectes

sén paral-leles.

’ o (oby —cibg =01 —c9a; +c1as =0 ‘ Existeixen infinits punts en comu i es diu que les

rectes sén coincidents.

Si manipulem algebraicament les condicions trobades en resulten les caracteritzacions segiients:

. . ai bl
r1 1 ry incidents <— — # —.
az © bo
. ap b1,
r1 i rg paralleles <— —=—# —.
az by " c
ap b

r1 1 ro coincidents <= = —= .
ay by e

Una conseqiiencia immediata d’aquest resultat és que si dues rectes sén paral-leles, els seus vectors
directors son linealment dependents, és a dir tenen les coordenades proporcionals. Reciprocament,
si tenen les coordenades proporcionals, les rectes poden ser paral-leles o coincidents.

7 Cinc exercicis

Exercici 1: Demostreu que les mitjanes d’un triangle es tallen en un punt.

Sigui un triangle qualsevol OAB, i considerem la referéncia
{O,0A ;OB . En aquesta referéncia els vertexs del triangle te-
nen les coordenades O(0,0), A(1,0) i B(0,1). Els punts mitjans
L, M, N de OA, OB, OC, seran:

L :0+(ﬁ>:0+;0_A>:(0,0)+;(1,0):(;,0).

M= A+AM = A+ 248 = (1,0)+ ~(—1,1) = (£,
2 2 22
1 1 1

N:0+0T:0+20_B>=(0,0)+2(0,1):<o,2>



Llavors, les equacions de les mitjanes BL, OM, AN seran:

z—0 y-—-1
BL: =" < =2 1
I—0 0-1 ym e
-0 -0
OM: ﬂf = 21/ = Y=z
5—0 5-0
r—1 y—0 1 1
AN: 1_020_% = Y=—353T+3
Si utilitzem el metode d’igualacié obtenim:
Interseccié de BL i OM: y—x——2x+1<:>x—y—%
Interseccié de BL i AN: y=x = —fx+ 5 <> T =Yy=3 1
Per tant les tres rectes es tallen en un matelx punt de coordenades (%, %)

Exercici 2: Trobeu els valors de k tals que les rectes r : kx+y+1=0 1 s:z+ky+1=0
s6n paral-leles.
k 1 9 .
r, s paral-leles <:>I:%¢I<:>k —1=0ik#1l<=k=—
Exercici 3: Trobeu 1’equacié canonica d’una recta paral-lela a r : 3x —y + 2 = 0 que
passi pel punt P(1,2).

La recta buscada, en ser paral-lela a r, sera del tipus 3z — y + k = 0. A més conté el punt P, per
tant 3-1—24k =0. Es a dir, kK = —1. Consegiientment, la recta té equacié 3z —y = 1, i la seva
equacié canonica és:

— 4+ = =1.
1/3 -

Exercici 4: Estudieu pels diferents valors de a, les posicions relatives de (a? + 4a)x —
dy+2a=0 1 2a—1lzx+(a—3)y+a—1=0.

2
4 —4
@t —adra®—da—4#0.
2a — 1 a—3
Es pot comprovar que les arrels del polinomi anterior sén a = —1, a = 2i a = —2. Per tant, Les

rectes es tallen quan a # —1, a # 21 a # —2. Les rectes seran paral-leles o coincidents en els tres
casos citats, per esbrinar-ho haurem de comparar amb la raé —2%:

a—1"

—4 2-(-1) .
a=—1 _1_3—1—_1_1<:>C01n01dents
—4 2.2
a=2: 3-3= 4 = ﬁ <= Coincidents
—4 4 2 (-2)
a=—2 - =5 75 3= 9.1 <= Paral-leles

Exercici 5: Demostreu que en qualsevol quadrilater, el poligon que resulta d’unir
consecutivament els punts mitjans dels seus costats és un paral-lelogram

—
En la referéncia {O,0A", OB} de la figura adjunta tenim L(3,0), M(EEL 2

2 02/
N(§, %), P(0, %) Per tant, LM N P és un paral-lelogram perque
— — 1 1
PL=NM =(3.—3) i LM =PN = (2 _5)
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