IES Pons d’Icart
MATEMATIQUES — 2N BAT A 24/IV /2003
Geometria afi 3.5+3.5+3

1. Estudieu les posicions relatives del pla i la recta segiients, segons els diferents valors del
parametre a:
r—1 y—-5 =z

T = = —.
a— 2 a—1 —1

{W:aar—y+z+2:0

Resolucidl: La recta r té equacions parametriques r : ¢ y =5+ (a — 1)\ .

Llavors, la interseccié ™ Nr vindra determinada pels valors de A € R que satisfan les segiients
condicions equivalents:

a(l+(a—2)N)=5b—(a—1DA=A+2=0
a+a’A—2aA—5—ar+\A—A+2=0
a*X—3al+a—3=0
ala —3)A = —(a — 3).

En resulta una discussid en tres casos:

° <:>O - A = 0« V) és solucid. <

<= tots els punts de la recta r pertanyen al pla T<=
<=>la recta r esta continguda en el pla 7, (r C 7).

. <:>O -\ = 3<= P\ <= larecta r i el pla 7 no tenen punts en comii<=
<=la recta r i el pla 7w s6n paral-lels, (r || 7).

1
° ’a#Oia#B‘ <= A= —— <= larectariel pla 7 es tallen en un punt<=-
a

<= la recta r i el pla 7 sén secants.

Resolucié 2: Si cerquem les equacions implicites de la recta r, per estudiar les posicions
relatives caldra discutir el sistema

r + (a—2)z=1
y + (a—1)z=5
ar — Yy -+ z = -2
0 a=2) 1 Fy—aFy — Fy L0 a—2 Y\ min—n
0 1 a—1] 5 — 0 a—1 5 —
a —1 1(-2 0 -1 —a*+2a+1|-2-a
10 a—2 1
— 01 1 4
00 —a*+3a|3—a

Llavors, en ser —a? +3a = 0 <= a = 0 0 a = 3, obtenim els casos segiients:



o a#0 i a#3
Les matrius A i A|B sén esglaonades de 3 files perqué —a® +3a # 013 —a # 0.
Per tant, r(A) = r(A|B) = 3 =nombre d’incognites i el sistema té solucié tnica.
Consegiientment, la recta r i el pla 7 sén secants.

1 0 =21
El sistema és equivalent a [ 0 1 1|4 |,ir(A)=2#3=r(AB).
00 03

Consegiientment, el sistema és incompatible i la recta r i el pla 7 sén paral-lels.

:
10 11
El sistema és equivalenta [ 0 1 1[4 |,ir(A)=2=r(A|B).
Per tant, el sistema és compatible indeterminat amb grau d’indeterminacié igual a 1.
Consegiientment, la recta r esta continguda en el pla .

vy =0 r=2—-A
2. Considereu les rectes 7 : y= i s: y=14 3\
T+z=2 P

a) Estudieu la seva posici6 relativa.

b) Trobeu I'equacié del pla que conté r i és paral-lel a s.

r: X=A+ M\,

) —
s: X = B+ i, s’encreuen ssi det(AB | i, i) # 0. En ser

a) Recordem que dues rectes {

r=A
les equacions parametriques de r: ¢ y = A tenim que les rectes s’encreuen perque

z2=2— )\,

A(0,0,2) 2—-0 1 -1

B(2,1,0) — L

S = det(AB ,u,,us)=|1—-0 1 3 |=1#0.

ur(1,1,—1) 0—2 -1 9

_'s(_la 37 2)

b) Resolucié 1: Sigui 7 el pla cercat. Els vectors @, i s son de la direccié del pla 7 i
linealment independents. El punt A € r C 7 és del pla 7. Per tant, els punts X € 7 satisfan
I’'equaci6

1 -1 z—-0
0 =det(t,, s, AX)=| 1 3 y—01|, ésadir, |[brx—y+4z—8=0]|.
-1 2 z-2

Resolucié 2: Considerem el feix de plans que conté la recta r, i sigui 7 el pla cercat:
alr—y)+r+2—2=0 o xz—y=0.

La interseccio del pla m amb la recta s no té solucié. Llavors, no pot existir cap A € R que
satisfagui ’equacié

(a+1)(2=XN)—a(l+3\)+2X—2=0, ésadir, A1-4a)=—a.



1
Linica possibilitat que no existeixi A, és que 1 —4a =0, és a dir, a = T Per tant, I'equacié
del pla 7 és

1
Z(x—y)—i—:n—i—z—Q:O, la qual equival a ’5x—y+4z—8:0 .

1
El pla x —y = 0, no és paral-lel perque 2 — A — (1 4+ 3X) = 0 té solucié A = T

3. Considereu el tetraedre ABC'D. Siguin
P: punt mitja de 'aresta AB.
@: punt mitja de 'aresta BC.

{A;AB ;AC , AD }: sistema de referencia.

a) Trobeu les coordenades de A, B, C', D, P i Q.

b) Trobeu I'equacié del feix de plans que conté la recta PQ).

¢) Trobeu I'equacié de la recta que conté I'aresta AC.

d) Demostreu que tots els plans del feix trobat a lapartat (b), sén paral-lels a la recta

trobada a 'apartat (c), amb una tnica excepcid.

—_— —_— —_—
a) Anomenem €; = AB ,é; = AC' ,e3 = AD . Llavors,

AA =08, + 08, + 08, =A = (0,0,0)
AB =16, + 08, + 08, =B = (1,0,0)
ACT =08, + 18, + 08 =C = (0,1,0)
AD =08, + 08, + 18 =D = (0,0, 1)
1P _ 1> - - _ (1
AP =1é + 06, + 063 =P = (3,0,0)
— e —
BQ::%QK?—AB)::Q:f&+B@::
= (1,0,0) + ((0,1,0) — (1,0,0)) =
= (1,0,0)+ (-3,1,0) = (4,3,0)

202
z—z —0 -0 — 1l
b) recta PQ: %:31/ :S 0 o bé, {9;_(2) 0
27 2 2 - -

d) Fem la interseccié de la recta AC amb els plans de
l'apartat (b):

2.0—1+2a-0=—1#0,Va

En no existir solucié per a cap «, els plans sén paral-lels
a AC. Queda un pla del feix per estudiar, el pla z = 0.
Com que els punts de la recta AC' satisfan 'equaci6 del

pla, la recta AC esta continguda en el pla z = 0, és a
dir el pla ABC.




Observacions
1. Sobre ’exercici 1

Si es vol resoldre 'exercici treballant amb les equacions implicites de r, s’ha d’estar segur que
el seu rang és 2. D’aquesta manera, si considerem les equacions

r—1 y-—5
. a—2 a—1
" r—1 =z
a—2 -1’
) : ) N . r—1=0
I'estudi per al cas a = 2 s’ha de fer a part, perque el sistema 7 : v —1=0 que en

resulta, és de rang 1 i no és una recta sin6 un pla.

De la mateixa manera, si considerem les equacions

r—1 y-—5
. a—2 a—1
A P _y_5
-1 a-1

el cas a = 1 s’ha d’estudiar a part.

2. Sobre ’exercici 2a

Quan es pretén estudiar les posicions relatives de dues rectes a partir de les seves equacions
implicites, cal justificar les diferencies dels dos casos incompatibles. Concretament, si les
rectes tenen equacions

. T+ by +cz=d; o T3 1 azr + b3y + 3z = d3
| mo oagx + by + oz = do, | T agx + by 4+ caz = dy,

s’ha d’estudiar el sistema que té matrius associades:

ap b ap by o d

. ar by c . a; by cy dy
A= as by c3 A| b= a3 bs c3 ds
a; by ¢y ay by ¢y dy

r(A) =2,r(A|lB)=3

r(A) =3,r(A|B) = 4.

Hem estudiat que aixo només pot significar que les rectes sén paral-leles o s’encreuen. El
cas paral-lel es caracteritza, a part de la no existencia de punts comuns, per I'existencia d’un
vector U = (vq,v2,v3) # (0,0,0) que és director de les dues rectes. Per tant, ¢ és de la direcci6
dels plans 7, 79, 3, 74 que determinen les dues rectes i haura de ser solucié del sistema

Els dos casos incompatibles sén

a1r + by +ciz=0
asT + boy + coz =0
aszr + bsy + c3z2 =0
asT 4+ byy + ¢4z =0,

Aquest sistema homogeni, per tenir solucié diferent de (0,0,0), ha de complir r(A) < 3, en
que la matriu A coincideix amb la del sistema inicial. Consegiientment, si en el sistema inicial
—r(A) =21ir(A|B) = 3 llavors, les rectes sén paral-leles,

- r(A) =31ir(A|B) =4 llavors, les rectes s’encreuen.



