IES Pons d’Icart
MATEMATIQUES — 2N BAT 19/1V /2006
Algebra — | (3.5+1.5)+(2+41.5)+1.5

1. Sigui el sistema
20 — 2y + az = 12
2 — y — 3z = 5
ar — y — llz=a+1

a) Discutiu-lo, a partir de la comparacié dels rangs de la matriu del sistema i de la
matriu ampliada, per als diferents valors d’a € R.

b) Cerqueu les solucions simplificades dels casos compatibles.

2. =2 a 20 =2 a 12
a) Considerem les matrius A=| 2 -1 -3 iAlB=| 2 -1 -3 5
a —1 —11 a —1 =11 a+1

Farem una primera discussié a partir del calcul de det A. Aquest ens permetra decidir
sobre el valor de rang A.

2a —2 a
detA=| 2 —1 =3 |=22a+6a—2a+a®>—6a—44 = a*>+ 20a — 44
a —1 —11
det A =0 <= a”+200— 44 =0 = a=—10+ VI + A =10+ 12 = { 2_22

~Cas 1l: det A#0<=1(A)=3=1(A4|B)<=a#2 i a# —22.
~Cas 2: det A =0<=1(A) <3 <= a=2 o a= —22. Aquestes dues tltimes
possibilitats s’han d’estudiar per separat:

4 -2 2 |12
e Sila = 2], estudiem el rang a partir dels menors del sistema 2 -1 =3 |5

2 -1 —11| 3
9 5 -2 2 12
=840, detA=01i | -1 -3 5 |=18-104+132—36—11046 =0 =
-1 =3 -1 —-11 3

r(A)=2 i r(A|B)=2.

—44 =2 =22| 12

o Si , estudiem el rang del sistema 2 -1 -3] 5

-22 -1 —-11]-21

o o9 2 —22 12
‘ ’:—16;&0i —1 —3 5 |=-126+110+4132—36 — 110 + 462 =
~1 -3

~1 —11 -21
432 4 0 =

r(A)=2 i r(A|B)=3.

Conclusié: De tot aixo la discussio es resol en tres casos,



o ’a #2 1 a# —22‘ < 1(A) =1r(A|B) =3 <~ ’Compatible determinat |.

o < 1(A) =1(A|B) =2 <~ ’ Compatible indeterminat ‘
o <= 1(A)=2#3=r1(A|B) <= ‘ Inoompatible‘.

Justificacié del procediment: Els teoremes utilitzats son

— El rang d’una matriu coincideix amb 'ordre del major menor no nul.

— El rang és k si existeix un menor diferent de zero, d’ordre k, i tots els menors que
resulten d’orlar-lo son iguals a zero.

— Els rangs de la matriu del sistema i de la matriu ampliada sén iguals si i només si el
sistema és compatible. A més, si és compatible i el rang és igual al nombre d’incognites
és determinat i si el rang és menor que el nombre d’incognites és indeterminat.

b) Resoluci6 del cas compatible determinat mitjangant la Regla de Cramer

12 -2 q
5 1 -3
. a+l -1 —11|  a*+2a—8  (a+4)(a—2) |a+4
(a—2)(a+22) (@a—2)(a+22) (a—2)a+22) |at22]
2% 12 a
2 5 -3
|l a a+1 —11] 3a2—138a+264 3(a—2)(a—44) [3(a—44)
YT T 2@r22)  3@-20@+22)  (a-2)@+22) | a+r22 |
%2 -2 12
2 -1 5
B a =1 a+1| —2a*+14a—-20 —2(a—5)(a—2) |—2(a—5)
T T@—2@+r22)  (a-2)@+22)  (a—2)(a+22) a+ 22

Resolucio del cas compatible indeterminat.

En ser un sistema de rang 2 només cal

considerar les dues primeres files perque sén linealment independents. Llavors,

4
2

(

La incognita z no es pot triar com a parametre o variable lliure, perque les dues primeres

—2
—1

12
5

2
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columnes son dependents.

(

4
0

=\
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2. Donada la matriu

ISEEES IS IS
W = =
W W= =
W w w =

a) Calculeu det M.

b) Calculeu el seu rang segons els diferents valors d’a i, en el cas que rang M < 4,
trobeu una relacié de dependencia entre les seves files.

FQ—F1—>F2
a) Substituirem < F3 — F} — Fj i desenvoluparem per la primera columna:
Fy—F — F4
11| 1|00z [002
33| T 0022:ag§§—0+0—0=.
a 3 3 3 02 2 2

b) Es presenten dos casos,

— Cas 1:<:>—8a7$0<:> r(M) =4].
~Cas 2: [a=0]<= —8a=0+=1(M)<3.

En aquest cas apliquem el metode del calcul de menors i orles per esbrinar el rang,

113
3 3
3 3

':1)) g‘:—67é0:>r(M)22. =—12#0=1r(M) > 3.

1
3

Per tant, quan es compleix que |r(M) = 3.

La relacié de dependencia és immediata, s’observa directament,

(0,3,3,3) =3-(0,1,1,1) <= | Fy = 3F].

3. Trobeu totes les matrius del tipus A = ( Z:j Z ), tals que A = AL

Observem que A=Al A-A=1d, = vy Ty (LY )
Yy x Yy x 01

2 2 _ 1
Si operem, obtenim les condicions { vy

22y = 0.
Les possibilitats que en resulten sén:

e 1=0=1y’=1=y=1 o y=-—1.
e y=0=2*=1=2=1 o z=-1

Per tant, les matrius que satisfan I’enunciat sén

(Vo) (5 0) (or) (o)




