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1. Considereu la hiperbola f(z) = — i el punt P (5 ,O).
T

a) Demostreu que la funcié d(x) que descriu la distancia entre P i els punts (x, f(z)) del grafic
de la hiperbola satisfa la igualtat:

pt = (e-3) + 4

b) Trobeu raonadament la distancia minima entre P i els punts del grafic tals que z > 0. Feu
una representacio grafica del resultat.

a) Per la férmula de la distancia entre dos punts del pla tenim,

o= (s3) () = (3)

b) Derivem per optimitzar la funcié per a = > 0.

2-d(m)-d’(x):2<x—§>—§:2x—3—§

20 — 323 —8 (v —2)(223 + 22 + 22 + 4)
Ll d/ == =
AvOLs, () 223 - d(x) 223 - d(x)
Observem que tots els factors, per a x > 0, sén positius amb 1'ex-
cepcio del factor x — 2. De I'esquema adjunt de I'estudi del signe 0 2 /T2

de f’ concloem que s’obté la distancia minima quan —+ + +

1
x =2 1ielseu valor és d(2):\/1+1:\/—5. d(z) \ /

2

2. La funci6 que descriu la transformacié d’un capital de 10000 euros sotmes a un interes continu
del 6% anual és C(t) = 10000 - %% en que ¢ és el temps transcorregut en anys. D’altra banda
la funcié que descriu la transformacié d’un capital d’11000 euros sotmes a un interes compost
del 6% anual amb perfode de capitalitzacié anual és A(t) = 11000 - 1.06", en que t és el temps
transcorregut en anys. Calculeu, sense utilitzar el tempteig,

a) el nombre d’anys que han de passar perque els capitals obtinguts siguin iguals.

b) el nombre d’anys que han de passar per obtenir capitals iguals, si el capital inicial per a la
funcié C(t) fos de 12000 euros.

a) Igualem les dues funcions i resolem l'equacié exponencial que en resulta,

A 11 1.06" 0.06 !
C(t) = A(t) — ﬂ:“:} 0 =1<:>(e ):11

C(t) 10~ 006t 1.06
e o () St et il (55 anys 20.8 di
In({=— ) =11, = ~ anys 20.8 dies|.
1.06 0.06 — In(1.06) i




b) Repetim l'operacié amb la nova dada,

200N 1]
— A() = e () =22
c) = Aw) (1.06) 12
006 11 In11 —In12
— t-nh({—)|=h—-<=t= ~ —50.26 .
N (1.06) 12 0.06 — In(1.06) e

’Mai son iguals‘ perque s’ha de complir t > 0. També es justifica que mai sén iguals perque

0-06 £0-06 t 11
—=~100173>1—=|—) 21> —, sit>0
1.06 (1.06) =T e

3. Trobeu una funcié polinomica de tercer grau, f(x) = ax®+bx®+cx +d, que tingui un maxim
local en el punt (2,0), talli I'eix OY en el punt (0, —16) i tingui un punt d’inflexié en el punt
d’abscissa x = 4.

Per imposar les condicions utilitzarem f'(x) = 3az® + 2bx +c¢ i f"(z) = 6ax + 2b.

(e Condicié de maxim local en el punt (2,0) :

f(2)=0 <=8 +4b+2c+d=0

f[2)=0 <= 12a+4b+c=0 da+2b+c =38
e Condicié de tall en el punt (0, —16) : — 12a +4b+c¢=0
£(0) = —16 <= d = —16 12a+b =0

e Condicié de punt d’inflexié en el punt d’ascissa x =4 :
[ f"(4) =0 <= 24a+2b=0

8a + 2b= -8 da+b =—4
12a+b=0 12a+b=0

1
:>8a:4:>a:§,b:—6,c:18,d:—16.

1
Per tant, | f(z) = 5 2® — 62 + 187z — 16|.

Entre el 4 1 el 5 trieu-ne un:

4. Considereu la funcié f definida a U'interval [0, 4] determinada
pel grafic adjunt, consistent en un tros de parabola i un segment. Y S

a) Trobeu la primitiva de f que passa pel punt (0, 1).

b) Calculeu I'area del recinte limitat pel grafic de f i els eixos
de coordenades.

La funcié quadratica ha de tenir una arrel doble en x = 1. Per tant, és del tipus y = a(x — 1)%
A més, en passar el grafic pel punt (0,2), tenim 2 = a(0 — 1)? = a = 2. Quant a la funcié aff,
el seu grafic té pendent _72 = —1 i sera del tipus y = —x + b. Llavors, en passar pel punt (2, 2),

tenim 2 = —2 + b = b = 4. Consegiientment, la funcié determinada pel grafic és,
[ 2r—1)? 0<2<2
f(x>_{4—x 2<x<4.

La primitiva P(z) ha de complir P(0) =1, lim P(z) = lim P(z) i ser del tipus

T2~ z—2+

2
g(x—1)3+K1 0<zx<2
P(z) = )

4x—%+KQ 2<r<4.



Imposem les dues condicions

2 5
lim P(z) = li P():>2+5 8—2+ Ky, = K. 1
im = lim 42 =8 -
oo T A W T3 2 2773
Finalment, la primitiva és y
2 5
S(w—-1P+< 0<x<2
P(z) = 3 , 113 _ 2
x
4r — — — — 2<x<A4 1
T Ty =t

a) Area2/022(13—1)2 da:+/24(4—x) dr = FWT_UTJF{%_%T

2 =2 4 10
(3-F)+6-0-3+

4
(1—x)?

a) Representeu-les graficament. (Per a la funcié g feu l'estudi complet.)

5. Considereu les funcions f(x) =10z + 11 i g(z) =

b) Calculeu I'area del recinte que determinen.

a) El grafic de g talla I’eix OY en (0,¢(0) = 4) i no talla 'eix OX. Lesrectesz =1 i y = 0 sén
4 4 4 4
=22 or > LA A7 Foo
24

(1— )"
de més avall que la monotonia canvia en x = 1. La segona derivada
sempre és positiva, excepte en x = 1 que no és del domini. Per tant
f és concava amunt en R — {1}. El grafic de f és una recta que
passa pels punts (—1.1,0) i (0,11).

asimptotes perque lim
r—1

8
Enser ¢'(z) = a—ap i ¢"(x) = veiem a l'esquema y

0 1-\U !
PN B sl ) S o |
9@ + @l —o Z
g(z) |/ N\ £ ;
/-1 1/2 11 z
4
b) Cerquem el recinte: f(z) = g(z) <= 1= = 107 + 11 <= 102° — 92> — 122 + 7 = 0.
-
1 7
En resulten les solucions x = —1, x = 3 T= £ Per tant el recinte queda restringit a 'interval

[—1, %] Llavors
X 3 4 4
Area — / 102411 — —— ) do = 522+ 112 —
-1 (1—2)? L

_ (p 4 T A
S \4 2 1)2 2) |4




Entre el 6 1 el 7 trieu-ne un:

1
6. Calculeu: a) /#—:2 dx b) /el“-sin(Za:) dx
T

r+1 1 8z 1 In(25 + 42?) 1/25
S R (. R de = d
2) /25+4x2 Y78 /25+4.752 er/25+491;2 . 8 +/1+(2%)2 .

dp — In(25 + 42?%) N arctan (233:) x|

1n(25+4x2)+1-5/ 2/5
8 25 -2

L (%) 8 I

*

b) /e$ sin(2x) dz B e sin(2x) —2/€I cos(2x) dx

(s

) % gin(2z) — 2 (e”f cos(2z) — / —2¢” sin(2z) dx)

N

Per tant,

e (sin(2x) — 2 cos(2x))

K.
5 +

5 / e”sin(2x) dx = e” sin(2x)—2¢e” cos(2x) = /ex sin(2x) dx =

(%) w=sin(2z) = du = 2 cos(2x) dx
dv:exdxév:fdv:fexdx:ex

(%) u = cos(2r) = du = —2sin(2z) dz
dv=e"dv=v=[dv= [e"dx =e"

7. Sigui S, =1-24+2-3+3-44+---+(n—1)-n,en quée n > 1.
3 _
a) Demostreu que S, = n 3 n
35, \"
b) Calculeu nlggo (n3+2) :
) . 23 -2
a) @ Per an =2 és cert, perque  1-2=2= T

. ) ) . n+13—(n+1
e Si ho suposem cert per a n també ho és per a n + 1, perque S, 1 = ( ) ( ) .

3
Efectivament,
3 _ 3 _ 3 2 3
Spnn = Seanm+D="""1nm+1)=" ”*3” +on
B n® +3n? + 2n
N 3
(n+1°—(n+1)  n*4+3n*+3n+1-n—-1 n’+3n*+2n
3 N 3 B 3
: . _ 1\"
b) Aplicarem que lim a,, = £oo = lim (1—1——) =e.
n—oo n—00 an,
2 2 2
35, \" n®—n\" n®—n "
i () =t (55) -0 =t (1 )
n+2 5, —n—2
—n—2\—-n—2 n3 + 2 lim =e=20” 1
— hm 1+ = ¢ N0 no+2 —6_1:—
n—o00 n3—|—2 e



