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Batxillerat Determinants. 1

DETERMINANTS

Introduccio

Una de les formules que més utilitzem és la que tenim per trobar les solucions
d’'una equacio de segon grau:

Equacio: ax’+bx+c=0, ona=0, sifos 0 no seria de segon grau.
. - ~-b-+b*-4ac
Primera solucio: x, =
2a
. ~b+4b*-4ac
Segona solucio: x, =
2a

Foérmula molt dtil, funciona encara que b i/o ¢ siguin 0, tot i aixi en aquests
casos no és el millor procediment.

Per trobar les solucions dels SEL, sistemes d’equacions lineals, tenim
procediments molt potents, perd per ara no en tenim cap que es redueixi a
aplicar una formula tant curta i senzilla com la que tenim per resoldre equacions
de segon grau, anem a obtenir-ne una.

A) Solucio d’'un SEL de dues equacions amb dues incognites.

Els podem representar tots amb la notacio:

ax + by = ¢

dx + ey = f}

Les lletres x,y simbolitzen les incognites i les lletres a, b, c, d, e, f simbolitzen
els coeficients o parametres del SEL.

Les uniques restriccions que posem als SEL és que sigui compatible
determinat, solucié unica, i que els coeficients de les incognites no siguin 0, el
resultat que obtindrem comprovarem que també és valid per als valors 0, pero
aixi no hem de vigilar que el Pivot sigui 0.

Utilitzem el métode de Gauss-Jordan.
Matriu ampliada del SEL.:

abc
d e f

- . a b c
Utilitzem a com pivot:
0 ae—bd af-cd
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a
Dividim la segona fila per ae — bd: (0

b o} ab
ae—bd af-cd |= 0 1

ae—bd ae-bd

o}
af —cd
ae —bd

| ja tenim el valor de la incognita y de la solucié del SEL:

y= af —cd
ae —bd

Resultat molt facil de recordar. Observem la matriu del SEL: (Z b]

e

Si multipliquem la diagonal principal tenim: a e
Si multipliquem la diagonal secundaria tenim: bd
Si restem el producte de les dues diagonals tenim: ae — bd, que és el

denominador del valor y de la solucid.

Val la pena definir una nova operacio de les matrius quadrades de segon ordre,

b
el determinant de la matriu G j = ae — bd
e
., . . la b
La notacio de determinant és:
e
a c
f _
Amb aquesta notaci6 tenim y = d = af-cd
a bl ae-bd
d e

Fem el mateix per trobar el valor x de la solucié:

Matriu ampliada del SEL.:
a b c
d e f

Utilitzem e com pivot: (
d e

Dividim la primera fila per ae — bd:

ae—-bd 0 ce—bf}
f

c b
1 EE:EE . ) f e ce_bf
ae—bd|ijatenimlax, x= =
d e f a b ae-bd
d e
a11 a12

Determinant d’'una matriu quadrada d’ordre 2:

=ay@y — a4y

aZ1 a22

A= determinant de la matriu del SEL.
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Batxillerat Determinants. 3

Ax = determinant de la matriu que resulta de substituir a la matriu del SEL la
columna dels coeficients de les x per la columna dels termes independents.

Ay = el mateix peralay.

A
Solucié d’'un SEL de dues equacions amb dues incognites: x = i" ;Y= Xy

REGLA DE CRAMER

Volem aconseguir un procediment per resoldre un SEL de n equacions amb n
incognites que sigui la generalitzacio del que hem obtingut per a dues
equacions amb dues incognites.

ayX, + apX, +..+ a,x, = b,

Ay X, + AxpX, +..+ a,X, = b, X = A,
+ e et . = A

ayX, + a,X, +..+ a,x, = b,

On A és el determinant de la matriu del SEL i AX; el determinant que resulta de
substituir a la matriu del SEL la columna i per la columna dels termes
independents.

Definirem els determinants de les matrius quadrades d’ordre n per a fer
possible aquesta regla.

EXERCICIS | PROBLEMES

A.1) Calcula els determinants seguents:

a)

g b~ 00 W

S
o & ®© ® O &
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f -10 -3
9 -8

) 3 3

¢ 5 8

h) 1 1

5 8

) 1 2

i
) 3 6

i)

k)

%
4

b
6

A.2) Resol els sistemes d’equacions lineals segients amb determinants:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

3x
4 x

3x
4 x

3x
4 x

X
3x

4x
6Xx

4x
6x

+ 2y
+ 3y

— 2y
— 3y

o
;

A.3) Deixant el resultat algebraic calcula els determinants seguents:

a)

b)

c)

4
5

X+
5

X+

Xx+1 x-1

-3
X

3 -3
X

1 x+1
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, L1 X -1
A.4) Resol 'equacio =0
x-4 3
: . 4
A.5) Resol I'equacio L=
1 (x+1)

A.6) Considerant els termes en z com part del terme independent resol el

, , ; X + 2y + z =0
sistema d’equacio lineal seglent:

x + 3y -z =20

) ) X + 2y + z = 2
A.7) Fes el mateix amb el sistema:
X + 3y -z =1

A.8) Escollint una incognita com parametre dels termes independents resol
X + y - 2z = 3
3x + 3y + z =1

A.9) Escollint dues incognites com parametres dels termes independents

3x + 2y - 2z + 3t = 5
resol
4 + 3y + z - 2t = -2
A.10) Resol els sistemes, escollint les equacions convenients per separat:
3x + 2y = 9
2x - 3y = -1
a) X Y
5 + y = 8
6x + 4y = 18
2x - 3y = 6
b) 4x + y = -2
6x - 2y = 3
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B) DETERMINANTS D'ORDRE 3

a11 a12 a13
Partim d’'una matriu quadrada d’ordre 3: A=|a,, a,, a,
a31 a32 a33

En aquestes matrius tenim 3 files i 3 columnes.
Anomenem linia a les files i columnes. Hi ha 6 linies.

Anomenem menor complementari del terme a; al determinant que resulta
d’eliminar de la matriu A lafilai i la columnaj.
Hi ha 9 termes — hi ha 9 menors complementaris.

Menors complementaris de:

a a a a a a
ay - 2 9z an, — 02 %2 a0 %2
83 A 83 Ay 31 9
a a a a a a
ap — 012 B ap > |01 213 aps > |01 A2
83 Ay 83 Az 83 A8y
a a a a a a
as — |02 9 asy > |01 13 ass > |01 22
8y Ay 8y Ay 8y Ay

Els menors complementaris també s’anomenen cofactors.
Sovint el menor complementari del terme aj; es representa amb o

Definim adjunt de I'element a; = (-1)" ay; i el representem amb A;

+ - o+
. i+ .
Els signes de (-1)" sén |- + -
+ - o+
Tenim 9 adjunts:
a22 aZ3 az’l a23 aZ'] a22
A1 = Az = - Az =
332 a33 a31 333 a31 332
a12 a13 a11 a13 a11 a12
Ax1 = - Az = Ags = -
a32 a33 a31 a33 a31 a32
81, Aap a4 8g3 ayp Ay
Azq = Az = Azz =
Ay Ay Ay Ay Ay Ay
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Definim determinant d’'una matriu quadrada d’ordre 3:
[ La suma dels productes dels elements d’una linia pels seus adjunts

Si escollim la fila 1:

ayy 8y Ay a1 8, Aag
Determinantde |a,, a,, a, | =3y, @, a,|=anAn+apAn +ashAi=
a31 a32 a33 aS1 a32 aS3
a22 aZ3 aZ1 aZ3 aZ1 a22
= a1 - a2 + a3 =
a32 a33 aS1 a33 aS1 a32

= a4 (@22 @33 - @23 Asp) - @12 (21 @33 - A3 A31) + 13 (821 @32 - A2 A31) =

|= aqq1 Azp @33 - Aq1 A3 As2 - Aq2 Apq A33 T Aq2aA23 A31 + A43 Azq A32 - 13 A2 A31 |

Si escollim la columna 2:

ay a8 ag

A, A, Ay, =anAntanAxn +aphAp=
aS1 a32 a33
aZ1 a23

a11 a13 a‘11 a13

-ap + ax

a31 a33 a31 a33 a21 a23
-aq2 Az1 Azz + aqz2az3 Az1 + axz2 a4 Asz - Ax2Aq3aAzq - Asz2 a1 A3 T Azz A4z A21.

Observem que el determinant calculat amb la columna 2 dona el mateix que
amb la fila1.

El determinant no depén de la linia, fila o columna, que utilitzem.

No ho demostrem pero es proposa que ho comproveu per una altre linia.

REGLA DE SARRUS

Serveix per calcular un determinant d’ordre 3, sense necessitat de memoritzar
el resultat que hem obtingut a partir de la definicid.

d;1 Qg A
Ay Ay Ayl =
dz; Qz Ay

= aq1 Az azz-aqq Az azz-aqz azq azz + ajzazz az1 + aqz Az Az - a1z az asq.

Es una expressid algebraica de 6 termes, 3 amb coeficient +1 i 3 amb
coeficient —1.

Afegim les dues primeres files a continuacié de la fila 3, files 4 i 5. a,,

IES Arquitecte Manuel Raspall. Cardedeu. Matematiques

7




Batxillerat Determinants. 8

F2  Ha  Hi| Per obtenir el termes amb coeficient positiu utilitzem les tres
a,, 8, @] diagonals dibuixades.
— a1 a8x azz +az a2 aiz+aziaizazs

Per obtenir els termes amb coeficient negatiu fem les tres e, ol 4.
diagonals seguents: - a1z azz asq - az3 asy a11- azz a2 Az

EXERCICIS | PROBLEMES

B.1) Calcula els determinants seglents desenvolupant per una fila o

columna:
3 4 1
a) 2 5 2
3 4 5
171 -1
b) 0 1 1
4 1 0
5 1 -4
c) 7 2 -5
1 3 2
0 5 4
d) |1 30 -6
0O -2 -1

B.2) Calcula els determinants de I'exercici anterior amb la Regla de Sarrus.
a11 a12 813

B.3) Calcula el determinant [a,, a,, a,;|desenvolupant per la segona fila i
a31 a32 aS3

comprova que dona el mateix que el resultat obtingut a I'apartat teoric
desenvolupant per la primera fila.
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C) DETERMINANTS D’'ORDRE N

La mateixa que hem donat per als determinants d’ordre 3.
Definim determinant d’'una matriu quadrada d’ordre n:

[ La suma dels productes dels elements d’una linia pels seus adjunts |

Aquesta definicié també funciona per als determinants d’ordre 2.

PROPIETATS DELS DETERMINANTS

1. El determinant de la matriu transposada | AT| és el mateix que el de la
matriu | Al .

Per demostrar-ho calculem un determinant desenvolupant per files i
I'altre per columnes.

2. El determinant d’'una matriu que té una linia de zeros és zero.

Per demostrar-ho calculem el determinant desenvolupant per la linia de
Zeros.

3. Si tots els elements d’'una linia els multipliquem per un nombre A el
determinant de la matriu resultant és el determinant de la matriu inicial
multiplicat per A.

Només cal calcular el nou determinant desenvolupant per la linia que
hem multiplicat per A.

4. Si permutem dues files, o dues columnes, el determinant canvia de

signe.

Per demostrar-ho:

Calculem el determinant de la nova matriu desenvolupant per les linies
paral-leles a les dues intercanviades fins arribar a determinants d’ordre 2
i comprovem aquesta propietat per a determinants d’ordre 2:

a , d e
=ae—-bd i =db-ea
e a
5. Sidues files, o dues columnes, son iguals el determinant és 0.
Demostracio:

Si permutem les dues linies iguals el determinant canvia de signe per la
propietat anterior i no ha canviat perquée és el mateix, I'unic nombre igual
al seu oposat és el 0, aleshores el determinant és 0.

6. Si una linia es descompon en suma de dues linies el determinant de la
matriu és suma de determinants:

ay+byy ap+by, ap+by| jay @, ag by by by

a21 a22 a23 = aZ1 a22 aZ3 + a21 a22 aZ3

a31 a32 a33 a31 a32 a33 a31 a32 a33
Per demostrar-ho calculem el primer determinant desenvolupant per la
linia que és suma de linies.

Aquest resultat és valid per a tots els determinants, encara que no siguin
d’ordre 3. i per a totes les linies, no només la fila 1.
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7. Si una fila és combinacio lineal d’altres files de la mateixa matriu, o una
columna és combinacié d’altres columnes de la mateixa matriu, el
determinant és zero.

Per demostrar-ho calculem el determinant desenvolupant per la linia que
és combinacié d’altres linies. Utilitzem les propietats 6, 3 i 5 amb aquest
ordre i el resultat és 0.

8. Si a una fila li afegim una combinacié lineal d’altres files de la mateixa
matriu, o a una columna una combinacié lineal d’altres columnes de la
mateixa matriu, el determinant no varia.

Per demostrar-ho utilitzem les propietats 6i 7.

PROBLEMES | EXERCICIS

C.1) Calcula els seguents determinants:

201 3
121 -1
a)

101 0
031 1
2 1 4 1
-10 2 3
b)

32 12
2 1-15
12 3 4
13 6 9
c)

14 10 20
15 15 35

IES Arquitecte Manuel Raspall. Cardedeu. Matematiques



Batxillerat Determinants. 11

D) Regla de Cramer d’'un SEL de tres equacions amb tres incognites.

Els podem representar tots amb la notacié:
apX + apy + apz = b,
Ay, X + Ayy + axZ

|
(o3
N

Ay X + agzy + azZ

|
O
w

Les lletres X, y, z simbolitzen les incognites i les lletres a; , b; simbolitzen els
coeficients o parametres del SEL.

Partirem del métode de Gauss. a,, a,, a,| b,
Matriu del sistema i ampliada:
Representem per A la matriu del sistema.
Multipliquem la primera fila per A44, la segona fila a3 a3 g | by
per Ay i la fila 3 per As4, la nova matriu és:

a11A11 a12A‘l‘l a13A11 b1A11
a2 1A21 a22A21 a23A21 b2A21
a3 1A31 a32A31 a33A31 b3A31

Sumem les tres files i obtenim I'equacio:
(@A + a5 A0 +85A5) X+ (ApA +85A5 +8pAL)Y +(A13Ay +a3A +85A5)Z =
=bAs +byAg +DsA,

Coeficient de la x:
a11Ar + agAzr + aziAszr = |Al perque: aitAq + axAxr +aziAz =

ay a8 Ay
Ay 8 i g3

= a1 + as4

a 32 a 33 a32 a 33

Coeficient de la y:
anA + axhAo +azAiz =0, perque: anAqq + azhAor + azAiz =

a12 a12 a13

dy, Qdy d;, QA di; Ay

= a2 -ax +az =la,, a,, a,|=0, pertenirla

a32 aS3 a32 a33 a22 a23

a32 a32 a33

primera i segona columna iguals.
Coeficient de la z:
azA + azA1 +assAiz =0, perque: a3Aqq + axA21 + azAiz =

a23 a12 a13

dy, Qdy d;, QA d; Ay

= a3 - a3 + az3 =la,; a,, ax|=0,pertenirla

Az, Qdg ds, AQdg Ay, Ay

a33 a32 a33
primera i tercera columna iguals.
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Terme independent: b1A11 + boAz1 + b3Aqz =

b,
a a a a a a
b1 22 23 -b2 12 13+b3 12 13 - b2
a32 a33 a32 aS3 a22 a23
b3
En resum:

a,
Ay Ayl = AX
as

(@14A11 + 85 A5, + 85 A5 ) X+ (1A +85A, +85A5)Y +(813A +8uA, +853A,,)2=

=bA +byAy +DA,

Ax+0y+0z=Ax > Ax=Ax > | x=

A

Per simetria o repetint el procés per a les incognites y i z.
Per aillar la y, hem de multiplicar la primera fila de la matriu ampliada del
sistema per A1, la segona fila per Ay, i la tercera fila per Az, obtenim:

A

y

y=A

Per aillar la z, multipliquem la primera fila de la matriu ampliada del sistema per
A3, la segona fila per Ays i la tercera fila per Ass, obtenim:

PROBLEMES | EXERCICIS

D.1)
Cramer.

X + z =0
a) 2x + 3y + 2z = 1
+ 4y + 3z =7

+ 2y + z =0

b) 3y - z =0

+ 5y - 5z =0

+ 2y + z =1

C) 3y - z =0

5y - 6z = 2

Resol els sistemes d’equacions lineals seguents amb la Regla de
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X + 2y + z = -3
d x + 3y - z = 0
X + % - 5z = 6

3x - 2y - 3z = 1
2x + 4y - 3z = N1
fy <3x - y + 2z = 9
-X + 4y - z = 4
X + Yy - = 3
g) X + y + = 4
X —y - = 1

D.2) Resol, després de trobar les equacions que es poden eliminar i d’escollir

3x - 2y
. _ X + 4y
el parametre de les solucions:
5x + 6y
x — 10y
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E) Regla de Cramer

La solucio d’un sistema d’equacions lineals de n equacions amb n incognites:
a; X, + apX, +..+ a, X, = b,

Ay Xy + ApX, +..+ ayX, = b,
+ e e+ L=
a,. X, + a.,X, +..+

A

Xi

és X, =

On A és el determinant de la matriu del SEL i AX; el determinant que resulta de
substituir a la matriu del SEL la columna i per la columna dels termes
independents.

Nomeés cal repetir el que hem fet per a 3 equacions de 3 incognites tenint cura
dels subindexs.

EXERCICIS | PROBLEMES

2x - 5y - 3z + 2t = 7
2y - -t =1
E.1) Resol Ty z 0
X + vy — 2z - 3t = -1
-2x + 3y - z + 2t = -7
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F) Calcul del rang d’'una matriu amb determinants.

El rang d'una matriu és el nombre de files, o de columnes, linealment
independents.

Quan en un determinant hi ha una fila linealment dependent d’altres files el
determinant és 0, propietat 7 dels determinants.

Si una matriu conté un determinant d’ordre n diferent de 0, el rang de la matriu
com a minim és n.

El rang de la matriu és I'ordre del determinant de més files i columnes diferent
de 0 que conté la matriu.

EXERCICIS | PROBLEMES
F.1) Calcula el rang de les matrius seguents:

1 -2
a)
2 —4j
11
b) |1 1
11
8 -4 20 10
c)
-6 3 -15 8
1 2 3
d) 1 0 1
3 6 9
-1 -2 -3
2 1 3
e) |1 3 -1
3 -1 7
2 1 3
f -1 2 -1
31 1
4 0 2
-2 0 -3 -5
g |-1 4 -9 6
3 -1 -2 1
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F.2)

F.3)

F.4)

F.5)

F.6)

1111 0
4 12 1 -1

h)
-12 12 1
0100 O

Calcula el rang de la matriu seglent segons el valor del parametre a:
1 -3 656 2

2 -4 2 1
5 -11 9 a

Calcula el rang de la matriu seguient segons el valor del parametre a:
1 -3 3
(a a-1 4)
Calcula el rang de la matriu seglent segons els valors dels parametre a i
2 3 8
b:la -1 6
4 -b 0
Calcula el rang de la matriu seglent segons el valor del parametre a:
1 2 -1 6
2 -1 10
3 4 a5

Calcula el rang de la matriu seglent segons el valor del parametre a:
5 -1 9 a

1 -3 5 2
2 -4 2 1
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G) Calcul de la matriu inversa amb determinants.
Ho expliguem per a una matriu quadrada d’ordre 3.
a11 a12 a13
Partim d’'una matriu A= | a,, a,, a, | i hem de trobar la matriu A tal que:

a31 a32 a33

10 0
AA'=lonléslamatriu|0 1 0
0 0 1

La matriu inversa és I'adjunta de la transposada dividida pel determinant.

Ay Ay Ay
A= W A Ay Ay

Az Ay Ay
Demostracio:
d;; d;p, dgs 1 A11 A21 A31
dy,; QA,, dys W A12 A22 Asz -
Ay, Az Ay A Ay Ay

a11A11 +a12A12 + a13A13 a11A21 +a12A22 + a13A23 a11A31 + a12A32 + a13A33
aZ1A11 + aZZA12 + a23A13 a2'IA2'I + 322A22 +323A23 aZ1A31 + 322A32 + a23A33

N

| | Az A T auA, TakA A5A Ta5A, akA, 85A5 T85A takAg
(A0 0y (100

=W 0 |A] 0|=|0 1 0] perqué els elements de la diagonal principal:

0 0 |a) (0 0 1

anAr + a;pAz + asAqz = | Al per la definicié de determinant. EI mateix passa
per els altres dos elements de la diagonal principal.

ai1A11 + a12A12 + as3A43 = 0 perque:

a, a Ay Ay Ay

° + a3
a31 a33

23
-ax»
a32 a33

aztAq + axA1x + axAqz = any

a31 a32

a21 a22 a23
82 8z 8| = Q per tenir dues files iguals. El mateix passa per els altres
a;, az; ag| elements de la matriu que no son de la diagonal principal.

Aquest procediment també és valid per a matrius quadrades d’ordre diferent de
0.
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EXERCICIS | PROBLEMES

G.1) Calculeu i comproveu les matrius inverses de:

a)

b)

e)

f)

G.2) Calculeu i comproveu les matrius inverses de:

a)

5 4

= b~ b
- W w

-~ O O b
o W

A O
w A~ O -

4 1
-2 3

2 2 1
4 4 3
10 1

-1 2 1
1 0 3
2 -1 1

30
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H) La regla de Cramer a partir de la matriu inversa.

Ho fem per a un sistema de 3 equacions amb 3 incognites perd facilment ho
podeu generalitzar a n equacions amb n incognites.

Sistema:

apX + apy + apz = b,
A, X + ayy + a,z = b,
agX + apy + aizz = b

Tenim aquestes 3 matrius:
a11 a12 a13
La del sistema: A= |a,, a, a,|,
a31 a32 a33

X
la de les incognites: X = |y |i
z
b,
la dels termes independents B =| b,
b,

a11 a12 a13 X b1
Utilitzant el producte de matrius tenim: |a,, a,, a, ||y |=|b,
b

a31 a32 a33 z 3

De forma abreujada A X =B
Si A és invertible podem aillar la X

X=A"B
X 1 A11 A21 A31 b1
YI|= W A Ap Agp|lb,
V4 A13 A23 A33 b3
1 ’ b, a, a Ax
X = W (b1 A1+ b2 Az +b3Asr) = Al b, a, ay|= A

El mateix per a les incognites y i z.
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EXERCICIS | PROBLEMES
H.1) Resol amb la matriu inversa el sistemes:

a) 3x + 2y = 7
4x + 3y = 10
b) 3x + 2y = 4
4x + 3y = 5

X + z =0
C) <2x + 3y + 2z = 1
+ 4y + 3z =7

X + 2y + z =1
d ix + 3y - z =0
+ S5y - 5z = 2
+y -z =3
e) + Yy + z =4
-y -z =1

a1 8 8y A Ay Ay
H.2) Tenim les matrius A = |a,, a, a,|iB=]A, A,, A, | onAjés
A3 Az 8g A Ax Ag
I'adjunt de I'element a;; de la matriu A.

C = A B. Demostra que cx»=|A]|.

a11 a12 a13 A11 A21 A31
H.3) Tenim les matrius A = |a,, a,, ay,|iB=|A, A, A, |onAés
a31 a32 a33 A13 A23 A33

I'adjunt de I'element a;; de la matriu A.
C = A B. Demostra que c31= 0.
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