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A fletxes 1 vectors

MAGNITUDS ESCALARS | MAGNITUDS VECTORIALS

Hi ha magnituds com la for¢a o la velocitat que no n'hi ha prou per caracteritzar-les amb
donar un nombre que indiqui la seva intensitat. Si apliquem una forca de 400 N a un
cotxe, per coneixer el seu efecte s'ha de saber com s'aplica aquesta forga, és a dir si la
forca es fa des del darrera, des del davant, del costat, de baix a dalt o de dalt a baix. Un
navegant no en té prou amb saber que esta bufant un vent de 60 km/h, ha de saber en
quina direccio bufa. Aquestes magnituds es diuen magnituds vectorials perquée per
determinar-les de forma completa caldra indicar la direccio i el sentit que tenen. Per
representar-les farem servir fletxes i vectors. En canvi les magnituds que només cal
determinar-les mitjangant un nombre, com la temperatura o el preu, es diuen magnituds

escalars.

FLETXES

Una fletxa és un segment orientat, és a dir un segment en el qual distingim un extrem de

l'altre: un sera el punt inicial i I'altre el punt final que indicarem amb la punta de la fletxa.

fig 1 H

— o > —
En el grafic hi tenim representades 5 fletxes diferents: AB ,CD, EF, GH i

%
IJ. Les fletxes s'anomenen indicant el punt inicial i el punt final amb una fletxa al
damunt. Les cinc fletxes sén totes diferents, perqué dues fletxes per ser iguals han de

tenir el mateix punt inicial i el mateix punt final.
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Direcci6 d'una fletxa: Dues fletxes tenen la mateixa direccio si estan contingudes en

rectes paral-leles o iguals. En el dibuix hi ha quatre fletxes amb la mateixa direccio i

una,la IJ | que té una direccio diferent.

Sentit en una direccié: Una direccio té dos sentits. Aixi, de les quatre fletxes del dibuix

que tenen la mateixa direccid, n'hi ha tres amb el mateix sentit i una amb sentit contrari,

H
la EF .

Longitud o modul d'una fletxa: Un cop fixada una unitat de mesura, la longitud d'una

fletxa és la longitud del segment. Es un nombre positiu o zero. Una fletxa de longitud
zero ve representada per un sol punt, ja que considerarem que un punt és també una

fletxa que no té direccio, i en la qual el punt inicial i final coincideixen. En el dibuix totes

—>
les fletxes tenen la mateixa longitud excepte la fletxa CD .

Fletxes equipol-lents: Dues fletxes es diu que son equipol-lents si tenen la mateixa

direccio, el mateix sentit i la mateixa longitud.

fig 2

A la figura 2 hi podem veure tres fletxes equipol-lents entre si, per un costat i dues altres
també equipol-lents entre si per un altre. Si unim els dos punts inicials i el dos punts
finals de dues fletxes equipol-lents que no estiguin sobre la mateixa recta es formara un

paral-lelogram, o sigui un quadrilater amb els costats paral-lels dos a dos.

VECTORS

Si tenim una fletxa, podem considerar totes les fletxes que siguin equipol-lents amb
ella. Totes aquestes fletxes tindran la mateixa direccié i sentit i la mateixa longitud.
Direm que constitueixen un sol vector. Aquest vector tindra com a representant,
qualsevol de les fletxes que el constitueixen.

No hem de confondre els vectors amb les fletxes perque tot i que es representen igual,
son objectes matematics diferents. La diferéncia esta en que un vector es pot

representar per moltes fletxes diferents, totes elles equipol-lents, i per tant, quan
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representem un vector amb una fletxa, hauriem d'imaginar-nos, no només aquesta

fletxa sind totes les que sén equipol-lents amb ella.

Per aixd0 a vegades als vectors se'ls anomena vectors lliures, perqué els podem
representar amb una fletxa que tingui per origen qualsevol punt que vulguem. | a les
fletxes se les anomena vectors fixes, perqué estan determinades per un unic punt
origen i un Unic punt final.

En la figura 2, hi ha representades 5 fletxes diferents perd només hi ha representats 2

vectors diferents. Les fletxes AB, CD i EF son representants del mateix vector, o
sigui com a fletxes sén equipol-lents i com a vectors sén iguals. Les altres dues

fletxes representen un altre vector. Per aixd quan escrivim les igualtats:

— — — - —
AB-CD -EF -V i HI-K-¢

el signe igual el podem entendre com "equipol-léncia" de fletxes i a la vegada com a
"igualtat" de vectors.

Fixeu-vos que els dos vectors de la figura 2 els hem anomenat respectivament com a

- - . .
vector V i vector t és adiramb una lletra mintscula amb una fletxa al damunt.

A.1. Observa el grafic segiient:

a) Quantes fletxes diferents hi ha representades?.

b) Quants vectors diferents hi ha representats?. Expressa amb igualtats les fletxes que son
representants del mateix vector.

¢) Anomena cada vector amb una lletra miniscula amb una fletxa al damunt i posa en el
dibuix sobre dg cadq fletxa el nom del vector que representa.
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A.2.

a) Donada la fletxa E) representa una fletxa que representi el mateix vector i que tingui
origen en el punt O. Explica com ho fas.

b) Representa una fletxa que representi el mateix vector i que tingui punt final en el punt
F. Explica com ho fas

fig 4

4

SRR ;
e ;
SUMA DE VECTORS
fig 5
9
\

-V

La suma de dos vectors és un altre vector. El resultat de la suma és diu vector suma o
resultant. Per sumar dos vectors ho podem fer de dues maneres que ens donaran el
mateix resultat:

Suma de vectors fent fletxes consecutives: Es dibuixen fletxes representants dels

dos vectors que volem sumar de manera que el punt final d'una coincideixi amb ['inicial

de l'altra. El vector suma té per representant una fletxa amb origen la primera fletxa i
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punt final el final de la segona. Podem veure en la figura 5 que la suma és commutativa,

és a dir que no importa l'ordre dels dos vectors sumands.

Suma de dos vectors pel métode del paral-lelogram. Es dibuixen dues fletxes

representants dels vectors que volem sumar de manera que tinguin el mateix punt
origen. Es tracen dues rectes paral-leles: han de passar pel punt final d'una de les
fletxes i han de ser paral-leles a I'altra fletxa. D'aquesta manera les dues fletxes amb les
dues paral-leles determinen un paral-lelogram. El vector suma té per representant la
fletxa diagonal del paral-lelogram amb el mateix origen que les fletxes que sumem.

Observeu que els dos métodes per trobar el vector suma sén equivalents i que el vector

suma no depén de quines fletxes representants dels sumands hagim escollit.

PROPIETATS DE LA SUMA DE VECTORS

La suma de vectors té unes propietats que sén les mateixes que la suma de nombres:

Propietat associativa. Siguin quins siguin els tres vectors:
- . (7.~ -, ), >
\'% +(t + s):(v + t)+ S

Hi ha un vector neutre en la suma de vectors. Les fletxes de longitud zero, o sigui que

es representen amb un sol punt, considerarem que sén equipol-lents i determinen un sol

—>
vector que en direm vector zero o vector nul i l'indicarem 0. Aquest vector sera

I'element neutre respecte l'operacié suma, és a dir, sigui quin sigui el vector que sumem

al vector zero ens déna el mateix vector :

PO T
O+v=v+0=vV

Cada vector té el seu vector oposat. Sitenim un vectori una fletxa que el representa

, el seu oposat és un vector que té per representant la fletxa de sentit contrari. Tal
com fem amb els nombres per indicar el vector oposat ho farem posant un signe menys
davant del vector. Per tant:

si, AB= V aleshores l'oposat sera —V =BA de manera que si sumem un
vector amb el seu oposat es neutralitzen i déna 6):

V(V)=7

La suma de vectors és commutativa. El resultat de la suma no depéen de I'ordre dels

sumands.
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PRODUCTE D'UN ESCALAR PER UN VECTOR

-

Dibuixa una fletxa representant dels vectors segiients utilitzant els dos métodes per sumar

A.3. Donats els vectors representats per les fletxes:
vectors.
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v+ t,

> (=2
t+(m+n

—>

Es pot definir una operacié que en direm producte d'un escalar per un vector, que
consisteix en multiplicar la longitud de la fletxa que representa el vector per

Un escalar és un nombre. Considerarem com a escalars els nombres reals.
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I'escalar, mantenint la direccié. EIl producte sera del mateix sentit si I'escalar és
positiu i de sentit contrari si I'escalar és negatiu.

Observeu que seguint les convencions del llenguatge algebraic el producte per un
escalar que s'hauria d'indicar amb un puntet - no s'indica amb cap simbol entre
nombres i lletres, entre lletres o entre paréntesis

PROPIETATS DEL PRODUCTE PER UN ESCALAR:

Siguin quins siguin els vectors i els escalars, el producte per un escalar compleix les

quatre seglents propietats fonamentals (observa que els vectors porten la fletxa al
damunt i els escalars no):
Doble distributiva:

KV +7)=kV+kt

(k+m)7:k7+m7

Associativa:
—> —>
(k-m) Vv :k(m V)
Element neutre: el nombre 1

N
lv=yv

A més, si multipliquem un vector per -1 obtenim I'oposat d'aquest vector tal com

podem observar a la figura 6.

A.4. Donats els vectors representats per les fletxes:

Dibuixa una fletxa representant dels vectors segiients:
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%
27, 3V, 0,5p, tm, 427, v-n i 25-1,571

A.S.

Agafem tres dinamometres (o més) i els subjectem entre si estirant en tres direccions de
manera que estiguin en equilibri. Comprova graficament que la resultant de les forces €s
nul-la.

A.6.

Dos cavalls estiren, cadascun des d'una riba, una barca. Quina és la for¢a resultant que actua
sobre la barca si la intensitat de les dues forces €s de 350 N i de 300 N i I'angle que formen és
de 50°. Fes-ho graficament i analitica.

A.7. Troba graficament i analitica la tensio de les dues cordes de la figura que sostenen
un cos de 100 kg, una de les quals és en direccio horitzontal i l'altra forma un angle de
30° amb la vertical.
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A.8.

a) Una canoa navega a maxima poténcia a la velocitat de 24 km/h en aigiies tranquil-les.

La velocitat del corrent d'un riu és de 8 km/h. Si la canoa surt navegant a la maxima
potencia del motor en direcci6 perpendicular a la corrent del riu, calcula la velocitat
efectiva a la qual navega la canoa.

b) Si el riu fa 1 km d'amplada, quina distancia haura recorregut la canoa quan arribi a
l'altra costat?

A.9.

Un avid pot volar a la velocitat de 600 km/h en atmosfera tranquil-la sense vent. Quan es
dirigeix en direccid Est el vent bufa del Nord-est a la velocitat de 60 km/h. Quina és la
velocitat efectiva de 1'avio 1 quin angle es desviara de la direcci6 Est?

TRANSLACIO DE PUNTS MITJANGANT UN VECTOR

?

<

—>
Si AB és un representant del vector 7 , direm que el punt B és el traslladat d' A

mitjangant el vector Vv i s'indica de la manera seglent:
%
B=A+ vV

Observeu que el simbol + aqui vol dir "translacio".

Un vector el podem imaginar com una "maquina" que trasllada punts: el punt inicial el
passa al punt final. Com que hi ha una fletxa representant del vector amb origen
qualsevol punt, un vector trasllada tots el punts del pla.

Traslladar una figura geométrica mitjangant un vector és traslladar cadascun del punts
de la figura mitjangant el vector. Tal com podem veure al dibuix, al traslladar una figura

obtenim una figura igual.
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A.10. Trasllada les figures segiients mitjangant el vector v

<V

VECTOR DIRECTOR D'UNA RECTA

Un vector que tingui la direccié d'una recta es diu que és un vector director de la recta.

Per tant una recta té infinits vectors directors, tots ells amb la mateixa direccié. Dues

rectes paral-leles tenen els mateixos vectors directors.

Donats un punt P i un vector 7 , €ls punts de la recta r que passa per P i té 7 com
a vector director son els traslladats del punt P mitjangant tots els multiples del vector

. -
director k v, essent k un nombre real qualsevol.
Podem escriure que la recta r esta formada pels punts Q :

9
Q=P+ k v expressio vectorial de la recta
on Q és un punt de la recta

P és el punt donat de la recta

+ significa traslladar

-, .
V és un vector director de la recta

k eR  és un escalar qualsevol.
En el dibuix podem veure com a partir del punt P obtenim diferents punts de la recta

traslladant-lo mitjancant multiples del vector director.
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A.11.
a) Dibuixa la recta que passa pel punt A 1 té V com a vector director.
b) Indica sobre la recta els punts: B=A+ 2V i C=A+ -1,5 v )

¢) Escriu l'expressio vectorial de la recta que passa per P 1 té vector director t . Dibuixa
aquesta recta.
d) Dibuixael punt D=P+kv  k=-1.
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B geometria amb

coordenades

INTRODUCCIO:
NAIXEMENT DE LA GEOMETRIA ANALITICA

En la primera meitat del segle XVII, va néixer una branca completament nova de les
matematiques: la Geometria analitica, que va establir un nexe d'unié entre les corbes
del pla i les equacions algebraiques amb dues variables que abans s'estudiaven per

separat.

Fa 2000 anys, els grecs ja estudiaven algunes corbes del pla com: circumferéncies,
el-lipses, hipérboles, paraboles, les quals reben el nom de coniques perqué es poden

obtenir com el resultat de la interseccié d'un con i un pla.

D'altra banda les equacions algebraiques amb dues incognites com, per exemple, 2x+3y
—1=0, no es consideraven importants perqué tenien infinites solucions (si donem el valor
x=0, tindrem 3y-1=0, y= 1/3, per tant x=0, y=1/3 és una solucié d'aquesta equacio; si

anem donant valors a la ics, obtindrem infinites solucions de l'equacio.

Amb la geometria analitica es van relacionar corbes i equacions algebraiques. Quan
relacionem els punts que compleixen l'equacié y=x2-4x+3 amb una parabola, o els
punts que compleixen y=2x+3 amb una recta, estem relacionant el mén de la geometria

amb l'aritmética (els nombres) i I'algebra.

Per poder establir aquesta relacié entre geometria i algebra és essencial poder manejar
els elements geométrics basics, els punts, mitjancant nombres. Aixd es fa assignant
coordenades als punts. Per aixd la Geometria Analitica és la geometria amb

coordenades.
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L'aparici6 d'aquesta nova branca de les matematiques no va ésser accidental, la
transicié a Europa als nous métodes de produccié va requerir el progrés de quasi totes
les ciéncies. Durant el segle XVI, a totes les branques de les ciéncies naturals s'havien
anat acumulant dades empiriques i s'havien perfeccionat els instruments d'observacio i,
en lloc de les teories escolastiques ja antiquades, se'n van comencgar a crear altres de
noves. El rapid desenvolupament de la navegacidé d'altura necessitava urgentment
coneixements més avancgats d'astronomia i mecanica, aixi com la guerra que anava

incorporant els avengos de la mecanica.

En la primera meitat del segle XVII, al principi dels anys 1600, un grup constituit pels
matematics més importants van comencar a preveure la idea d'estudiar les corbes del
pla amb métodes numérics (normalment se'n diu Geometria Analitica). Els que millor
s'adonaren de la possibilitat de crear una nova branca de les matematiques foren: Pierre
Fermat, conseller del parlament de la ciutat de Tolosa del Llenguadoc i matematic famés
arreu del mén, i el conegut filosof René Descartes. Aquest esta considerat com el
principal creador de la geometria analitica i escrivi el gran tractat filosofic: "Discurs del
metode per a dirigir correctament la raé i buscar la veritat en les ciencies amb

aplicacions a la Dioptria, Meteorologia i Geometria”.

L'dltima part d'aquest treball, titulada "Geometria" i publicada I'any 1637, conté una
exposicié bastant completa, encara que no gaire clara, de la teoria matematica que des
d'aquella época s'anomena Geometria Analitica. Descartes, amb aquesta teoria,
desitjava crear un métode general que pogués aplicar-se a la resolucié de tots els

problemes de la Geometria, és a dir que subministrés un métode general de resolucid.

(Aquesta introduccié esta basada en la introduccié a la geometria analitica del libre La matematica: su

contenido, métodos i significado. Alianza Universidad, n°® 68)

SISTEMA DE COORDENADES CARTESIANES

Per a poder aritmetitzar el pla, és a dir poder manejar els punts amb nombres, s'ha

d'establir un sistema de referéncia de coordenades.

Per establir un sistema de referéncia cal:
- Fixar un punt, que en direm 'origen de coordenades.
- Donar dues direccions i un sentit en cadascuna d'elles. Aquestes
direccions les visualitzem dibuixant dues rectes que passin per l'origen de
coordenades. Son els eixos de coordenades. Les dues direccions
s'acostumen a agafar perpendiculars: I'eix d'abscisses i I'eix d'ordenades.
-Establir una unitat de longitud en cada direccié. Es el que en diem agafar

una escala en cada eix.
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Un cop tenim el sistema de referencia cada punt del pla té dos nombres que

s'anomenen coordenades que el determinen i 'identifiquen de forma Unica.
S'anomenen coordenades cartesianes en reconeixement a Descartes pare de la
geometria analitica.

Cal observar que les coordenades d'un punt sén Uniques un cop fixada una referéncia,

perd que si canviem la referéncia és clar que canviaran les coordenades del punt.

A

y

coordenades del punt P

/ abscissa i ordenada
/

eix d'ordenades

/ a X’

origen de coordenades

eix d'abscisses

B.1. Representa en un sistema de coordenades cartesianes els punts:
A:(-2,4); B:(2,4); C:(2,0); D:(6,-4); E:(2,-4); F:(0,-2);
G:(-2,-4); H:(-2,0); 1: (0, 2)
Uneix amb segments de recta cada dos punts consecutius i tanca la figura unint també I 1 A.

COMPONENTS D'UN VECTOR

Si podem manejar els punts mitjangcant dos nombres, les seves coordenades, també
podem manejar els vectors mitjangant nombres si tenim un sistema de referéncia.

Quan treballavem amb els vectors us haureu adonat que eren molt més manejables
quan teniem una quadricula al fons. Perqué, potser sense que us en adonéssiu,
assignaveu dos nombres a cada vector: per anar del punt inicial al final de la fletxa el
nombre de quadrets a la dreta o a I'esquerra que calia avangar i el nombre de quadrets
amunt o avall. Si considerem que cap a la dreta i cap amunt soén els sentits positius de la

quadricula, observa els nombres que assignem a cada vector del dibuix seguent:
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v o 0o
—> B
| | | | |
o Ndt s/
| | | | | n
9 | | | | | | |
_ m | | | | | |
23 o N
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |

B.2.

Aquests nombres son les components del vector i cada vector té dues components.
Quan un vector té la direccio de les linies de la quadricula una de les components sera
zero.
Observa que un sistema de referéncia el que fa és establir una trama en el pla si ens
imaginem linies paral-leles als eixos de coordenades. Per aixd podem considerar que en
el dibuix anterior hi ha un sistema de referéncia de manera que les linies de la
quadricula sén paral-leles als eixos i estan separades per una unitat de l'escala. Per aixo
direm que la component esquerra-dreta és la component d'abscisses o primera
component i la de dalt - baix component d'ordenades o segona component.
Per no confondre els punts i els vectors les components dels vectors les escriurem en
- — L - [ 3] =2 2
columna. Aixi el vector v del dibuix tindra components: v :[ 0 JI t :[ D J
PENDENT D'UN VECTOR

El pendent d'un vector, un cop fixat un sistema de referéncia, és el pendent d'una recta

que tingui la direccié del vector. Les rectes paral-leles tenen el mateix pendent, per tant
el pendent d'un vector no depén de la recta que considerem.
Tal com es defineixen les components d'un vector, el seu pendent es calcula dividint la

segona component entre la primera, si aquesta no és zero:

a
El pendent del vector { b J sera % si a+0 .Si a=0 seraun vector paral-lel a

I'eix d'ordenades i direm que no té pendent. En canvi un vector parallel a I'eix

d'abscisses té pendent 0. No hem de confondre els vectors que no tenen pendent,

0 a
vectors del tipus { ] amb vectors que tenen pendent 0 que so6n del tipus{ 0 ]

b

a) Escriu les components de tots els vectors del dibuix anterior.
b) Dibuixeu un altra fletxa representant dels mateixos vectors i comproveu que per a cada

vector s'obté les mateixes components amb el nou representant.

¢) Calculeu el pendent dels vectors.
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B.3.

a) Escriviu les components dels vectors del dibuix seglient en el sistema de referéncia
indicat. Com que no hi ha la trama hauras de tenir en compte 1'escala dels eixos.
b) Calculeu el pendent de cada vector

m
S S
t
/

oy

—-t

2 \? '’

LES COMPONENTS D'UN VECTOR | LES COORDENADES DEL PUNT INICIAL |
PUNT FINAL DE LA FLETXA QUE EL REPRESENTA

- — a o2
Sitenim un vector v de components representat per la fletxa PQ

b

- a X1 —Xo
P: D0k lesh PQ = -
(Xo,}’o) Q:(xl y1) aleshores Q [b] [y]_yo]
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—
Per tant tenim les seguents relacions entre les component d'un vector i les coordenades

dels punts inicial i final d'una fletxa que el representi:

a=X1; —Xo ; X1 =Xp+a i Xo=X1—a
b=y1-Yo yi=Yo+b Yo=y1—b

Per recordar aquestes relacions podem pensar que la translacié del punt inicial
mitjangant el vector ens déna el punt final:

Q=P+7V
O sigui:

(X1, y1)= (X0, Yoy +[2]= (X0 +a, yo +b)
i per tant per traslladar un punt mitjan¢ant un vector se sumen les coordenades del punt
amb les components del vector. Amb aixd es veu el sentit de I'is del simbol de la suma
per a la translacio.
Cal anar en compte a I'hora d'expressar aquestes relacions perqué aixi com podem
"sumar" a un punt un vector perqué significa "traslladar-lo" no té cap sentit rigorés

restar punts. Per tant encara que a la practica direm que:

coord. PUNT FINAL - coord. PUNTINICIAL = comp.VECTOR

A I'nora d'expressar-ho procurarem restar les coordenades perd no indicarem una
resta dels punts.

Exemple: si tenim el punt P=(-2,3) iQ=(7, 4), posarem:

PQ=(-2.3) (7,4)=[ s J{ ?]

BA4.

Donades les fletxes  (4,1) (0,-2) , (2,4) (6,7) i (1,9) (-3,5)
a) Digues quines son equipol-lents entre si calculant les components del vector que
representen.
b) Comprova-ho fent-ho graficament.

B.S.

—

a) Donada la fletxa (1,1) (3,2), troba analiticament el punt final de fletxes
equipol-lents que tinguin origen en els punts (-1, 4), (3, 5) 1 (2, -3).

b) Troba també¢ analiticament el punt inicial de fletxes que representin el vector anterior
amb punt final a (2,5), (5,-3) i (-4, ).
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¢) Representa les fletxes que has trobat als apartats anteriors i comprova si representen el
mateix vector.

B.6. Donades les fletxes segiients, digues analiticament quants vectors diferents
representen. Comprova-ho graficament.

S TEE— > >
a) (49 1) (353) b) (150) (0,2)C) (29_3) (15_1)
> > —_—>
d) (4,2) (3,5)¢) (2,2) (1,3) f) (0,0) (-1,2)

N N . >
g (1,-3) (0,0) h) (4,-5) G,—4) 1) (3,-D) (-2,-3)

B.7. Completa la taula segiient:

PUNT INICIAL PUNT FINAL COMPONENTS PENDENT
(4’ _3) ('1, 5)
1 1 1
3, 7) (5,-7)

(-9’ 1) 7
-5

(_29 0) -1
-3

(_19 6) 5

B.8. Donats els punts A=(-3, -1), B=(2, 2) 1 C=(-1, 3), quants paral-lelograms podem
construir que tinguin com a tres dels seus quatre vértexs aquests tres punts? Troba en
cada cas el vertex que falta. (Fes-ho graficament i analitica)

B.9. Troba graficament i analitica els veértexs B'1 C' del triangle traslladat del triangle
que té per vertexs A=(-2, -1), B=(2, 0) 1 C=(1, 5), si sabem que el vertex traslladat
d'A és A'=(-7, 4).
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SUMA | PRODUCTE PER UN ESCALAR EN COMPONENTS

b+td b

= a2 ¢ .
SIV—{b]I t—{d]aleshores.

>, 7| are Cokv 2| ka
v | b+d ' V= kb

COORDENADES DEL PUNT MITJA D'UN SEGMENT

— -
Si M és el punt mitja del segment AB aleshores AB =2 AM .
Si les coordenades dels punts sén: A :(ax, a,) , B:(bx by) i M:(mg my)
tindrem:

{bx—ax J—Z{mx_ax ]osigui{bx_ax ]—{Z(mx_ax)}d'aqui'
by —ay my —ay by —ay 2(my —ay) .

by-ax -2 (Mx-ax) => byax-2me-2a; = Dbita-2m =
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ax+b : . ay+b
my = % , i delamateixa manera podem trobar que my = . 5 .

Per tant les coordenades del punt mitja d'un segment sén la mitjana de les

coordenades dels extrems.

B.10.

a) Troba analiticament les coordenades dels punts mitjans dels costats del quadrilater de
vertexs consecutius: A: (-2, 0), B: (4,4), C: (6,2) 1D: (2, -8).

b) Dibuixa el quadrilater i uneix els punts mitjans de costats consecutius. Quin tipus de
quadrilater formen el punts mitjans?

¢) Demostra analiticament que la figura és un paral-lelogram.

B.11.

Creus que el que has observat a l'exercici anterior es complira en un quadrilater qualsevol?
Investiga-ho.

B.12. El baricentre d'un triangle.

A B
M

La recta que uneix un veértex d'un triangle amb el punt mitja del costat oposat s'anomena
mediana del triangle. Les tres medianes d'un triangle qualsevol es tallen en un punt (G) que
s'anomena el baricentre del triangle. El segment d'extrems el vertex 1 el punt mitja del costat
oposat també¢ s'anomena mediana i la seva longitud és triple que la del segment que uneix el
baricentre amb el punt mitja. Considerant vectors podem escriure:

— -
MC =3MG

a) Considera el triangle A: (1,6); B: (9, 4) 1 C: (5, 8). De manera semblant a com hem
trobat les coordenades del punt mitja d'un segment, calcula analiticament les
coordenades (x, y) del baricentre.
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b) Comprova que les coordenades que has trobat del baricentre es poden obtenir amb la

, ax+bxtox . ay+by+c
formula: x:% i y:%

¢) Intenta demostrar les formules de l'apartat anterior
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C equacions d'una recta
rectes que es tallen 1

rectes paral-leles

UNA RECTA: ELS PUNTS QUE SON SOLUCIO D'UNA EQUACIO DE PRIMER
GRAU AMB DUES INCOGNITES

En la geometria analitica les rectes venen expressades per equacions algebraiques.

Una expressio del tipus y=mx+n sabem que és una formula d'una funcié polindmica de
primer grau que té per grafic una recta de pendent m i ordenada a l'origen n. Si donem
un valor a la x de la férmula, variable independent, obtenim un valor de la y, variable
dependent. Si representem en un sistema de coordenades cartesianes el conjunt de tots
els punts (x,y) que compleixen que y=mx+n tindrem una recta. Per aixd es diu que
y=mx+n és una equacié cartesiana de la recta, concretament I'equacié cartesiana
explicita perqué la y esta aillada.

Perd una mateixa recta la podem expressar per diferents equacions cartesianes o d'altre

tipus.

EQUACIO CARTESIANA EXPLICITA: y=mx+n

Com que el pendent, m, i l'ordenada a l'origen, n, soén Unics per a una recta

determinada, I'equacié explicita d'una recta és també Unica. Es a dir una recta té una
sola equacié cartesiana explicita.

El pendent o coeficient angular m ens indica la inclinacié de la recta. Es la tangent
trigonométrica de l'angle que determina I'eix d'abscisses amb la recta.

L'ordenada a I'origen n, ens indica el punt de tall de la recta amb I'eix d'ordenades.

EXEMPLE 1. y=3x-2
Es I'equacié cartesiana explicita de la recta que té pendent 3 i ordenada a I'origen —2. Per a
x= 5, substituint a I'equacid, tindrem y= 13, per tant el punt (5, 13) és un punt de la recta.
El punt (-1, —4) és de la recta? Si substituim en I'equacié de la recta x=—1 i y= —4
obtindriem que —4=-5, que és fals. Per tant el punt (-1, —4) no pertany a la recta.
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Si anomenem o 'angle que formen I'eix d'abscisses i la recta, tan o = 3 (el pendent), per

tant o = arctan 3 = 71,6°.

Podem transformar l'equacio d'una recta i obtenir equacions cartesianes equivalents. Per
exemple, I'equacié 3x—y—2=0 és una altra equacio cartesiana, no explicita, de la mateixa
recta.

EXEMPLE 2.Recta que té pendent 5 i passa pel punt (-2, 1)
L'equacio explicita : y=5x+n
Sipassa per (-2, 1): 1=5(-2)+n
n=1+10=11. L'equacio explicita de la recta és y=5x+11

EXEMPLE 3.Recta que passa pels punts (-4, 1) i (2, 3)

— 6 .
El vector (-4, 1) (2, 3) = [ ) Jseré un vector director de la recta.
El pendent del vector director i per tant de la recta sera m = % = % .
L'equacio explicita sera de la forma y = %x +n

La recta passa pel punt (-4, 1): 1= %(—4) +n (podriem utilitzar I'altre punt)

3=—4+3n
-1
y= %x + % és l'equacio explicita de la recta que passa pels punts (-4, 1) i (2, 3).
Comprovacio: per x=—4 y= _74 + % = % =1 per tant passa per (—4,1)
perx=2 y= % + % = % =3 per tant passa també per (2,3)

EXEMPLE 4.Recta que té per equacio 3x—-4y +5=10

Es una equacio cartesiana d'una recta perqué és una equacié de primer grau amb dues
incognites. Aquest tipus d'equacié cartesiana en direm equacio general de la recta. Si
aillem la y obtindrem l'equacié explicita:

—4y = -3x-5

_ =3x-5
3775 3
y=3xX+7 equacio cartesiana explicita de la recta . Recta de pendent 7 i

ordenada a l'origen %

EQUACIO VECTORIAL D'UNA RECTA (x,y) = (Xo, Yo) + k( ‘; ]

L'expressioé vectorial d'una recta que passa pel punt P i té vector director Y és:
Q=P+kV
| en coordenades i components tindrem:
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(X, ¥) = (Xo0,Yo0) + k[ 2 J equacio vectorial de la recta

on (X, Yy)ésun puntde larecta
(Xo , Yo ) és el punt donat de la recta

+ significa traslladar

a |, .
[ b Jes un vector director de la recta
keR ésel parametre: un escalar qualsevol.
Si donem valors a k en I'equacié vectorial obtindrem punts de la recta.

Podem escriure moltes equacions vectorials diferents d'una mateixa recta perqué

podem agafar qualsevol punt de la recta com a punt inicial i qualsevol vector director.

X=Xg+ka
y=Yo+kb

EQUACIONS PARAMETRIQUES D'UNA RECTA {

De I'equacié vectorial d'una recta:

(x,y)=(xo,yo>+k[ . J

tindrem (X,y¥) = (% + ka, yo +kb) i d'aqui:
X=Xo+ka equacions parameétriques de la recta que passa
y=yo+kb q p q que p

pel punt (X0 , Yo)ité vector director[ z J Donant valors al parametre k obtindrem les

coordenades (x, y) dels punts de la recta.

EQUACIO CARTESIANA CONTINUA  *57° = y—¥o

Si una recta té equacions paramétriques:

X=Xo+ka
y=Yo+kb
un punt (X, y) sera de la recta si i només si hi ha un valor del parametre k per al qual

obtinguem el punt en les equacions paramétriques. Es a dir si aillem el parametre en les
dues equacions:

k:X_aX0 i kzy_—byO (suposemquea=0 i b=0)

el punt (x,y) sera de la recta si les dues expressions sén iguals:

X—Xo _Y—VYo
~ b

3 equacio cartesiana continua de la recta que passa

pel punt (X0, Yo) i t& vector director . En diem una equacio cartesiana perqué és una

a
b
relacio algebraica que compleixen les coordenades (X, y) de la recta.
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L'equacio continua d'una recta no és unica: depen del punt de la recta que escollim i del

vector director.

Si alguna de les components del vector director és nul-la es tractara d'una recta
paral-lela a un dels eixos de coordenades. En aquest cas no podem escriure I'equacié
cartesiana continua: hi haura una parametrica que ja sera l'equacio cartesiana de la

recta.

EQUACIO CARTESIANA D'UNA RECTA A PARTIR D'UN PUNT | EL
PENDENT: y-Yyo=m(X-Xo)

Si l'equacié continua d'una recta és:
X —Xo _Y—VYo

a = b
Aillant y-y, obtenim:
y—Yo= %(x—xo) i siposem el pendent % =m
Y—Yo=m(X—Xo)
Si d'aqui aillem la y:
y=m(X—-Xo)+Yo
y=mX—mxo +Yo i sianomenen -MXo +Yo=n
tindrem y=mx+n que és I'equacio explicita de la recta.

Com ja sabiem, aquesta és la formula de les funcions polindmiques de primer grau que

tenen per grafic una recta.

EQUACIO CARTESIANA GENERAL D'UNA RECTA: Ax+By+C=
0

Si desenvolupem l'equacié continua o explicita d'una recta podem obtenir una equacio
del tipus :

Ax+By+C=0 equacio general de la recta
de manera que si aillem la 'y tindrem I'equacio explicita:

y= __AB X — % que ens dona la relacié entre els

coeficients A i B de I'equacié general i el vector director i el pendent de la recta:
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- A : . B
pendent m = B i vector director [ A J

L'equacié general, com la continua, no és unica. Podem multiplicar I'equacié per un
nombre diferent de zero i obtindrem una altra equacié general equivalent de la mateixa

recta.

-1
EXEMPLE 5. Recta que passa pel punt (2, -3) i té la direccio6 del vector [ 4 J

(x,y)=(2,-3)+k [ 4 J k eR és una equaci6 vectorial de la recta.

Si donem valors al parametre k obtindrem punts de la recta. Per exemple:

pera k=2 xy)=(2,-3)+2 ( 4 J— 0,5)

4 J= (5, -15)
Els punts (0, 5) i (5, -15) son punts de la recta.

per ak=-3 (xy)=(2,-3)-3 [

L'equacio vectorial de la recta no és tnica. Aixi si considerem el punt (0, 5) i un vector

director amb la mateixa direccié com ( g | podem escriure una altra equaci6 vectorial de

la mateixa recta:

(x,y)=(0,5)+t( —28 J teR

Quan hem donat valors al parametre k per obtenir punts de la recta, de fet hem usat unes

equacions parameétriques de la recta:

x=2 -2=0
y = -3 +4-2=5

X 2 -k
i aixi per a k=2
{ y = -3 +4k P {
Per passar de les equacions parametriques a la cartesiana continua hem "d'eliminar el
parametre" és a dir posar la condicio per tal que el punt (x,y) es pugui obtenir amb el mateix
parametre en les dues equacions. Aixo ho fem aillant el parametre en les dues equacions i

igualant:
_ +3
X_ 2_7 7 i desenvolupant aquesta equacié continua:
4x -8 =-y-3

4x+y—-5=0  queésuna equacio general de la recta, i aillantla y:

y=-4x+5 equacio explicita de la recta.
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. . o . . .| -1 ,
Comprovacio a partir de les dades inicials: si el vector director és [ 4 J el pendent és -4

i per x=2 tenim y=-4-2+5=-3, o sigui passa pel punt (2, -3).

Observem que 1'equacié explicita I'hauriem pogut trobar directament a partir de les dades

inicials: si la recta té pendent —4 i passa pel punt (2, —3) tindrem:

y+3=-4(x-2) i d'aqui:
y=—4x+8-3
y=—-4x+5

Una manera d'entendre el significat de les equacions paramétriques en relacié a I'equacid
cartesiana de la recta és pensar que les paramétriques expressen totes les solucions de
l'equacié de primer grau en dues incognites:

Les solucions de I'equacié y =—4x +5 son les parelles de valors (x, y) tal que:

x = 2 -k
{y -3 44k keR

O bé, unes altres paramétriques que podem obtenir directament de I'equacid explicita si
considerem que la variable x és un parametre, donant valors al qual obtenim els punts de la
recta. De manera que si considerem x=q sera y =—4q + 5, i tindrem unes altres
parameétriques de la mateixa recta:

X = q
{y 5 _4q geR

EXEMPLE 6. L'eix d'ordenades.

. . . 0
L'eix d'ordenades és una recta que passa pel punt (0, 0) i té vector director [ | J:

Una equacid6 vectorial (x,y)=(0,0)+k [ (1) J

I
-

Unes equacions paramétriques : { x = 0+0-k { x =0
y =0 +1-k y =

L'equacié x =0 ens indica que els punts de la recta son de la forma (0, y), per tant

x=0 ésjal'equacio cartesiana de I'eix d'ordenades.

Observem que 1'eix d'ordenades i les rectes paral-leles a ell no tenen equacio cartesiana

explicita. Son rectes que no tenen pendent. La seva equacio cartesiana té la forma x = a.
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En canvi les rectes paral-leles a 1'eix d'abscisses son les que tenen pendent zero. La seva
equacio cartesiana explicita sera del tipus y = n. L'eix d'abscisses tindra equacié y =0 .

EXEMPLE 7.Recta d'equacié general 2x+4y-3=0

Aillant la y: 4y =-2x+3
_ —2x+3

4

y= —%x + % equacid explicita de la recta.

. 1 . . .
Per tant coneixent el pendent m =5 podem trobar un vector director i escriure una
equacio vectorial de la recta.

(x,y) = (0, %)H{_zl ] keR

Podem trobar un vector director de la recta directament a partir dels coeficients de l'equacid

4
general 2x +4y -3=0 : ( 5 ]

C.1 Troba l'equacio cartesiana explicita de les rectes seglients:
a) Recta que passa pel punt (-3, 0) 1 té pendent 5.
b) Recta que passa pels punts (1, -2) 1 (4, 4).
¢) Recta d'equacio: 5x—3y+1=0
d) Recta que passa pel punt (0, 4) i forma un angle de 35° amb 1'eix d'abscisses.

C.2 Comprova analiticament quins dels punts pertanyen o no a les rectes dels apartats
seglients:

R: (5, 4) S: (-1,22)  T:(0,5) U: (0, 0) V: (%, 0)

a) y=2x
c) y=—%x+6

C.3 Calcula en cada cas el valor de t per tal que la recta compleixi la condicié indicada:

a) Larectay =t x + 7 passi pel punt (3, —4)

b) Larectay = % sigui paral-lela a la recta y = 2x —5.

¢) Larecta Sy= (3t+2)x-2t+3 passi pel punt (2, —1)

C.4 Troba l'equacio d'una recta que passa pel punt (2, 5) i determina amb els eixos de
coordenades un triangle rectangle isosceles. Només hi ha una recta que compleixi
aquesta condici6?
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CS

a) Representa la recta d'equacio vectorial: (x,y) =(3,-1) + 1{ § J

b) Troba analiticament les coordenades de tres punts de la recta. Comprova en el grafic
que efectivament son punts de la recta.

¢) Escriu unes equacions parametriques de la recta.

d) Troba una equacio6 continua de la recta.

e) A partir de 1'equacio continua troba l'equacié explicita.

f) Troba I'equacio explicita de la recta directament a partir de la informacié de I'equacio
vectorial sense escriure 1'equaci6 continua.

C.6 Escriu una equacio vectorial i unes parameétriques de les rectes:
o : 7
a) Recta que passa pel punt (-3, 5) i té vector director ( | }

b) Recta que passa pel punt (4, —2) i té pendent 3.
¢) Recta que passa pels punts (5, —1) 1 (7, -2).
d) Recta d'equacid y = 2x +6.

=7
e) Recta d'equacio % er 2 _ y_—l .

f) Recta d'equacio 3x + 2y -6 =0.
g) L'eix d'abscisses.
h) Recta paral-lela a I'eix d'abscisses que passa pel punt (1,6).

C.7 Comprova analiticament quins dels punts pertanyen o no a les rectes dels apartats
seglients:

R: (0, 4) S: (-1, 3) T: (0, 5) U:(2,3) V:(7,-7)
x=2-k
M y=3+2
b) x+2y-8=0

3 (x,y)=(5,9)+r[ }]

d)y=3

C.8 Indica un vector director de cada una de les rectes segiients i escriu-ne una equacio
vectorial:

a) y= 2X4+7

b) 3x+5y-2=0

¢) 3x-5y+16=0
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x—2 y-2
d “37="73
0 x=2-3t

y=5t-2

C.9 Escriu en cada cas l'equacio cartesiana de la recta que passa pels punts indicats en la
forma que s'indica:
a) Equacio continua de la recta que passa per (2, 3)1 (5, —-1)
b) Equacio general de la recta que passa per (0, -2) 1 (4, 5)
¢) Equacio explicita de la recta que passa per (-2, 4) 1(0, —3)

C.10 Troba quina equaci6 de la primera columna representa la mateixa recta que una
altra de la segona:

x—1 _y+2 L_y+2
D 37="3 a) 3="7
x=2k+1 x=-5k+2
2){y: k+3 b){ y=3k-2
3 4
3) (XsY)=(37_1)+k[1J C) (XaY)z(_3a 1)+k[2J
4) 3x+5y+4=0 d) x+3y+5=0

POSICIONS RELATIVES DE DUES RECTES

Dues rectes en el pla poden ser paral-leles si no tenen cap punt en comu, o tallar-se
en un punt.

Dues rectes son paral-leles si tenen la mateixa direccio i per tant el mateix pendent.
Comparant el pendent de dues rectes diferents podrem saber de forma rapida si les
rectes son paral-leles o es tallen.

El procediment general per estudiar analiticament la posicio relativa de dues rectes i
trobar el punt d'interseccié consisteix en resoldre el sistema de les dues equacions
cartesianes de les rectes: la soluci6 del sistema ens ddna les coordenades del punt de
tall. Si el sistema no té solucio les dues rectes son paral-leles.

Si les rectes ens venen donades per les equacions vectorial 0 paramétriques per
calcular el punt de tall podem trobar les equacions cartesianes i resoldre el sistema.
Perd també es pot trobar el punt de tall directament a partir de les equacions
parameétriques. A continuacié hi trobaras un esquema de com trobar la interseccié de

dues rectes segons el tipus d'equacio en qué venen donades.
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DUES EQUACIONS CARTESIANES

Cal resoldre el sistema format per les dues equacions cartesianes amb les incognites

x iy pel métode de resolucié que creguem més practic.
- Si el sistema té solucid, les solucions de les incognites x i y ens donaran
les coordenades del punt de tall. Es diu que el sistema és COMPATIBLE
DETERMINAT.
- Si el sistema no té solucié les rectes sén paral-leles (segurament ja ens
n'haurem adonat que tenen el mateix pendent). Es diu que el sistema és
INCOMPATIBLE.
-Atencid: com que una mateixa recta pot presentar la seva equacié cartesiana de
formes diferents, podria ser que les dues equacions corresponguessin a una
mateixa recta. En aquest cas a més de tenir el mateix pendent tindran un punt
en comu i per tant els tindran tots. El sistema tindra infinites solucions: el
sistema es diu COMPATIBLE INDETERMINAT.

- Comprovarem que el punt obtingut pertany a les dues rectes.

EQUACIO CARTESIANA D'UNA RECTA | PARAMETRIQUES DE L'ALTRA

Donant valors al parametre obtindriem tots el punts de la segona recta. Es tracta de

buscar quin d'aquest punts pertany a la primera recta: cal trobar un parametre que ens
doni un punt que compleixi I'equacié cartesiana. Per aixd substituirem la x ila y de
I'equacié cartesiana per les equacions parameétriques de I'altra recta i resoldrem
I'equacié de primer grau que tindra per incognita el parametre.
- Si l'equacié de primer grau amb el parametre com a incognita té solucio,
substituirem aquesta solucié en les equacions paramétriques i obtindrem el
punt de tall.
- Si I'equacié de primer grau no té solucio, les dues rectes seran paral-leles.
Podem comprovar que tenen el mateix pendent.
- Si l'equacié té infinites solucions es tracta de la mateixa recta. Podem
comprovar que tenen el mateix pendent i que un punt qualsevol de la recta en

parametriques pertany a l'altra recta.

EQUACIONS PARAMETRIQUES DE LES DUES RECTES

Es tracta de buscar un valor per a cada parametre (atencio: cal anomenar els dos
parametres amb lletres diferents!) que ens doni el mateix punt en les dues rectes. Per
aix0 resoldrem el sistema de dues equacions amb dues incognites que s'obté a
l'igualar les dues coordenades x iy de les dues rectes. Les incognites del sistema

seran els dos parametres.
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- Si el sistema té solucid, substituint un dels parametres solucié trobats a les
parameétriques corresponents obtindrem el punt de tall. Podem comprovar que
amb l'altre parametre obtenim el mateix punt.
- Si el sistema no té solucio, les dues rectes sén paral-leles. Segurament ja ens
haurem adonat que les dues rectes tenen el mateix pendent.
- Si el sistema té infinites solucions, les equacions parameétriques sén d'una
mateixa recta. Podem comprovar que tenen el mateix pendent i que el vector
determinat per un punt d'una recta i un punt de l'altre esta en la direccié de les

rectes.

EXEMPLE 8.recta 11 y=2x-7 ; recta s: y=-~—",—

Observem que no tenen el mateix pendent (2 i % ) per tant son dues rectes que es tallen.
Plantegem el sistema, que resoldrem per igualacio:

y=2x-17
5% +3 } 2x =7 = 5X4—+3 Resolent I'equacid tenim x= 33—1

Yy="14

Substituint en una de les equacions y = 43—1

£4_1)

El punt de tall de les rectes r i s té coordenades ( 373

x—4 _ y+2

EXEMPLE 9.recta r:  2x + 5y+3=0 ; rectas: 6 3

Observem que no tenen el mateix pendent (—% i %) per tant son dues rectes que es tallen.
Plantegem el sistema que després de desenvolupar I'equacié de la recta s i el resoldrem per

reduccio:
2X+5y+3=g 2x+ Sy =-3 o5 10x +25y =15
224 == 5x —6y=32 [ «(=2) —10x+12y=—64
3y=-19  y=-1

2x+ S5y=-3 e6 12x+30y=-18
5x —6y=32 | «5 25x-30y=160

37x = 142 x=142

37

El punt de tall de les rectes r i s té coordenades (%, —%)

EXEMPLE 10.Rectar y=5x-3 i recta s 10x-2y+7=0
Tenen el mateix pendent 5, per tant son paral-leles o bé son la mateixa recta, la qual cosa
veiem que no és aixi perque tenen diferent ordenada a I'origen.
Si no ens haguéssim adonat que eren paral-leles al resoldre el sistema tindriem:
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y=5x-3 o
Per substitucid: 10x—2(5x —=3) +7=0
10x-2y+7=0 } ( )
0x+13=0
13=0 : el sistema no té solucid

Les rectes r i s son rectes paral-leles.

x= 4+6k
y=-2+5k
No son paral-leles. Podriem trobar una equaci6 cartesiana de la recta s i resoldre el sistema

EXEMPLE 11.Rectar 2x + 5y+3=0 irectas { (rectes de l'exemple 9)

de les dues equacions cartesianes. Pero substituint les paramétriques de la recta s en la
cartesiana de la r:
2(4+6k) + 5(-2+5k)+3 =0
37k=-1
k= —# i substituint en les paramétriques

X = 4+6(—%) X %

102 _19)
37> 37

Les rectes r i s és tallen en el punt (

EXEMPLE 12.Recta r { X2 2K ectas { x=-10+2

y=-3+k y=-2-3t
. . 501 2 . ,
Només comparant els vectors directors L s veiem que no son paral-leles. Per

trobar el punt de tall podriem trobar una equacio cartesiana de cada recta i resoldre el
sistema. Perd ho podem fer directament igualant les equacions paramétriques:
2+5k=-10+2t S5k—-2t=-12 S5k—2t=-12
-3+k=-2-3t } k+3t= 1 } o(-5) —Sk-15t=-5 }
-17t=-17 t=1

i substituint el parametre t=1 a les paramétriques de s:
x=-10+2 Xx=-8
y=-2-3 y=-5

Si haguéssim aillat k en comptes de t hauriem obtingut k =—2 que substituint a les
parameétriques ens hauria donat el mateix punt.

Lesrectesri s es tallen en el punt (-8, —5).

C.11 Troba el punt on es tallen, si es tallen, les seglients parelles de rectes. Fes-ho
analiticament i comprova-ho graficament:

a) y=2x-7 1 y=—x+2

b) 5x-y=4 1 y=-3x+6
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¢) 2x+ty=0 1 (x,y)=(—2,7)+k[_25J

x+3 y—-1. 9—2x

3 o Y773

d)

C.12
a) Troba les equacions de les tres medianes del triangle determinat pels punts A (2, 0),
B (0,4)1C (8, 2).
b) Troba el punt en que es tallen dues de les medianes.
¢) Comprova que aquest punt, el baricentre, també pertany a l'altra mediana.

C.13
Determina el valor de m per tal que les tres rectes segiients es tallin en un mateix punt.
x—-y+2=0
2x+3y—-1=0
(m+2)x+C2m-1)y+m+1=0
C.14

Determina la posicio relativa de les parelles de rectes segiients. Si es tallen troba el punt
d'interseccio:
a) Recta que passa per (0, 0)1(—1,4) 1 recta que passa per (-3, —10)1 (15, —16).
b) Recta que passa per (2, 2) i (5, 1) i recta que passa per (—4, 3) 1 (2, 1).

C.15

Dos costats d'un paral-lelogram tenen per equacions y =2x 1 2y =Xx; si les diagonals es
tallen en el punt (2, 3), troba les coordenades dels quatre vértexs del paral-lelogram.



IES Arquitecte Manuel Raspall MATEMATIQUES BATXILLERAT GEOMETRIA DEL PLA / 35

D distancies
llocs geometrics:

la circumferencia

MODUL D'UN VECTOR. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTS

CALCUL DEL MODUL D'UN VECTOR A PARTIR DE LES COMPONENTS

El moédul d'un vector és la longitud del segment d'una fletxa que el representi. A
vegades també se'n diu la norma del vector. S'expressa de diverses maneres: o bé

simplement traient la fletxa, o posant el vector entre linies verticals o dobles linies.

Longitud o modul o norma del vector V:iov =|7| = ||7||
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a
b
(observa la figura) tindrem:

Si tenim el vector V. =[ J aleshores aplicant el teorema de Pitagores al triangle RST

5]

CALCUL DE LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTS A PARTIR DE LES
COORDENADES

Com que la distancia entre dos punts és el modul del vector que determinen aquest dos

punts, tindrem:

R
d(R,S)= ||Rs ||

- — _
i considerant les coordenades dels punts: RS =(x1,y1)(X2,y2) :( ;2 ;1 J
2—Y1

d(R,S) =dl(x1,y1), (x2,y2)] = \/(Xz — X1 )2 +(y2—Y1)?

D.1

Jz
13 0 - | J3
Calcula la norma dels vectors: { 4 ],{ 1 ], 7 1 [ ) ]

2

[\

D.2
Comprova si el triangle A:(—-10, 3), B:(4, 8) i C:(-7, —2) és o0 no isosceles.

D.3

Demostra que el quadrilater de vertexs (1, -3), (5, —1), (7, 3) 1 (3, 1) és un rombe i troba la
seva area.

D4

Troba la longitud dels costats del triangle determinat pels punts (2, 0), (7, —=2) 1 (6, 10) 1
demostra que és un triangle rectangle.

D.5

3 L .
Busca un vector paral-lel al vector 4 Jque tingui norma 1. Fes el mateix amb el vector

1 . o a
{ _1 } En general escriu les components d'un vector unitari paral-lel al vector { b }
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D.6

Donat el triangle de vertexs A:(—1,0), B:(2,3) 1 C: (8,1). Calcula la longitud dels seus costats i
utilitza el teorema del cosinus per trobar els seus angles.

D.7

Si A:(2,3),B:(8, 1), comprova si els punts ( 6, 5),(4,0),(7,6)i(1,—-10) pertanyen o no a
la mediatriu del segment AB.

D.8

Comprova si els punts (3, 6), (V24 , 3), (4, 4), (5, 2), (=3, 7) i (=2, =3) pertanyen o no a la
circumferéncia de centre el punt (0, 2) i radi 5.

LA CIRCUMFERENCIA

LLOCS GEOMETRICS
Hi ha figures geométriques que es poden definir com un conjunt de punts que

compleixen una propietat. Aleshores es diu que aquesta figura és el lloc geomeétric

dels punts que compleixen la propietat.

Per exemple la mediatriu d'un segment és el lloc geométric dels punts que compleixen la
propietat d'estar a la mateixa distancia dels extrems del segment. Si el segment és AB i
considerem P un punt de la mediatriu, aquest punt haura de verificar que:

d(P, A) =d(P, B)

EQUACIO D'UNA CIRCUMFERENCIA

P:(x,y)

Una circumferéncia de centre el punt O i radi r és el lloc geométric dels punts tal que
la seva distancia al centre O és igual al radi .
Per tant els punts P d'una circumferéncia de centre O i radi r sén aquells punts que
compleixen la condicio:

do,P) =r
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D'aqui podem obtenir la condicié analitica o equacié que hauran de complir les
coordenades dels punts d'una circumferéncia.
Si les coordenades del centre sén O: (a, b), per tal que un punt P : (X, y) estigui a la

circumferéncia haura de complir :

di(a,b), (x,y)I=r

\/(x—a)2 +(y=b)? =r i elevant al quadrat els dos membres:
(x-a)’+(y-b)> =r2 idesenvolupant:

x2 —2ax+a?+y? -2by+b? =r2

x2+y2—2ax—-2by+a+b?-r2=0

de manera que l'equacié general d'una circumferéncia de centre (a, b) i radi r té la

forma:

m =-2a
x2+y2+mx+ny+p=0 on: n=-2b
p=a’+b2-r?

RECONEIXEMENT D'UNA EQUACIO COM EQUACIO D'UNA CIRCUMFERENCIA

Si tenim una equacio de la forma x2+y2+mx+ny+p=0 podem suposar que els
punts (X, y) que en sén solucié formen una circumferéncia.

Per determinar el seu centre (a, b):

E}

m=-2a = a
m=-2b = b

p=aZ+b%2-r2 = r= Ja?+b%2-p

INEEN

| per determinar el radir :

Si a?+b?-p<0 no podrem calcular el radi o sera 0, i per tant I'equacié no sera

I'equacio d'una circumferéncia.

Si considerem la forma general d'una equacioé de segon grau amb dues incognites:
Ax? +By* + Cxy +Dx+Ey+F =0
Per tal que una equacié d'aquest tipus sigui d'una circumferéncia ha de complir:

« 1. No hi ha d'haver el terme en xy. O sigui C=0.
« 2. Els coeficients de x* i y*> han de seriguals: A=B
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Aleshores podrem dividir tota lI'equacié per A i obtindrem una equacié equivalent del

tipus x2+y?+mx+ny+p=0, de manera que podrem trobar: a=-73 i b=-%. 1 per

tal que sigui una circumferéncia haurem de poder trobar el radi, o sigui s'ha de complir:

e 3. a’+b’-p>0

D.9

Donat el segment determinat pels punts M:(0, 0) i N:(2, -2).
a) Escriu la condici6 que han de complir els punts de coordenades (x, y) que equidisten
dels extrems dels segment. De quina figura geomeétrica es tracta?
b) Dibuixa el segment i la figura del lloc geometric.
¢) Desenvolupa la condicid per tal de trobar l'equacié simplificada d'aquest lloc
geometric.
d) Comprova en el dibuix que l'equaci6 que has trobat és correcta.

D.10
Troba 'equacio de les circumferéncies segiients:
a) De centre el punt (0, 0) i radi 2.
b) De centre el punt (0, —2) iradi 3.
¢) De centre el punt (-1, 3) i que passa pel punt (1, 1).

D.11

Donada la circumferéncia d'equacio x* + y* — 2x — 4y— 20 = 0, determina si els punt segiients
estan dins, fora o sobre de la circumferéncia: (5,-2), (-2, 6)1(5, 3).

D.12
Digues si les equacions segiients corresponen a una circumferéncia. En cas que sigui aixi
determina el seu centre i el seu radi 1 representa-la.
a) x> +y*-36=0
b) 2x* +y* +2x-5y —1=0
¢) xX*+y*-2x+6y+9=0
d X*>+y>+8y =0
e) xX+y*+2xy+3y-6=0
f) x>-y*+10x+2y+ 1=0
g) 2x*+2y* - 9=0
h) x> +y* -6x+4y+15=0
i) xX*+y"+x+y =0
D XX +y-5x+625=0

D.13

Troba I'equacio del lloc geomeétric dels punts del pla que la seva distancia al punt (0, 0) és el
doble que la seva distancia al punt (3, 0). Pots identificar a quina figura correspon l'equacié?
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E projeccio ortogonal

producte escalar

PERPENDICULARITAT

Rectes perpendiculars: dues rectes son perpendiculars o ortogonals si es tallen

formant quatre angles rectes.

Vectors ortogonals: dos vectors sén ortogonals o perpendiculars si ho son les rectes

que contenen els seus representants.

Vector ortogonal a una recta: un vector és perpendicular o ortogonal a una recta si ho

és als vectors directors de la recta.

E.1
a) Dibuixa una fletxa representant del vector [ _31 J Dibuixa un vector perpendicular a

l'anterior i de la mateixa longitud: quants vectors hi ha amb aquestes condicions?
Indica les components d'aquests vectors.

b) Fes el mateix amb el vector [ g J

¢) Escriu I'expressié general de tots els vectors ortogonals al vector 2 .
E.2
a) Troba l'equacio vectorial d'una recta que passa pel punt (3, —2) 1 és perpendicular al

[ 4
vector 1

b) Troba l'equacid cartesiana d'una recta que passa pel punt (0, 5) i és perpendicular a la
recta que passa pels punts (3,2)1( 6, —2).

E.3 Troba l'equaci6 de la mediatriu del segment d'extrems A: (-1, 4)1 B: (5, 2).
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PROJECCIONS ORTOGONALS

PROJECCIO ORTOGONAL D'UN PUNT SOBRE UNA RECTA

' xCy

La projeccié ortogonal d'un punt sobre una recta és un punt que esta sobre la recta i
que és la intersecci6 de la recta amb una altra recta que passa pel punt que projectem i
és perpendicular a la recta sobre la qual projectem el punt.
En el grafic tenim que A' és la projeccié ortogonal sobre la recta s del punt A. Ho
indicarem simbolicament:

Projs(A)=A'

| de la mateixa manera tindrem:

Projs(B)=B' i Projs(C1)=Projs(C2)=C'

Observem que:
¢ El punt projeccio és entre tots els punts de la recta s, aquell que esta a distancia minima del
punt projectat. Ens determina la distancia del punt projectat a la recta:
d(A,s)=d (A, A)
¢ Els punts de la recta s es projecten en ells mateixos: B' = B.

¢ Tots els punts que estan en una recta perpendicular a la recta s tenen la mateixa projeccio.



IES Arquitecte Manuel Raspall MATEMATIQUES BATXILLERAT GEOMETRIA DEL PLA / 42

PROJECCIO ORTOGONAL D'UN VECTOR SOBRE UNA RECTA

La projeccio ortogonal d'un vector sobre una recta és un vector que té per representant

una fletxa d'extrems les projeccions dels extrems del vector projectat.

—
En el grafic anterior tenim que la projeccié sobre la recta r del vector v =AB és el

vector V' :ﬁ . Ho podem expressar de la forma simbolica seglent:
Proj(v1) =V De la mateixa manera podem posar que:
Proj:(V1) = Projr(V2) = Proj,(vV3) = V'
Projr(t1) = Projc(t2) = Proj:(3) = Proj:(ts) = Proj:(ts) = '

Observem que:

¢ La projecci6 d'un vector té un modul més petit o igual que el vector projectat. Segons I'angle
que formin el vector i la recta el vector projeccio tindra més o menys longitud. Només sera
igual si el vector projectat és paral-lel a la recta. En aquest cas el vector projeccio6 i el projectat

son el mateix vector. En la figura: T3 =1

¢ Si el vector projectat és perpendicular a la recta, la projeccio és el vector nul. En el dibuix:

Proj(f) = 0.

¢ La projeccié no depén de la fletxa representant del vector projectat: Les dues fletxes

equipol-lents que al dibuix representen el vector V3 ens donen la mateixa projeccio.

+ Siconsiderem una recta paral-lela a la recta r, tindriem les mateixes projeccions.
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MODUL DEL VECTOR PROJECCIO

Del triangle rectangle ABB' tenim la relacié:

cosa=48 = AB'=ABcosa
i per tant VIl =1Vl cosa
Observem que l'angle o és I'angle que forma la recta r amb el vector v . De fet formen

dos angles suplementaris: o i 180—a . Com que cos (180—a) = —cos o , podem
escriure que en general :

IProj.(v)Il = vl lcos(Zr, V)]

on /.r,V significa qualsevol dels dos angles que formen la recta r i el vector v.

PROJECCIO ORTOGONAL D'UN VECTOR SOBRE UN ALTRE VECTOR

La projeccié ortogonal d'un vector sobre un altre vector és un vector. Aquest vector
s'obté projectant el vector sobre una recta que té la direccié del vector sobre el qual

projectem.
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En el dibuix tenim representades les projeccions del vector t sobre el vector v, i les del
vector n sobre el vector m i del vector m sobre el n.

Ho podem indicar en forma simbolica:

Proj; () =t' ; Proj(R)=n' ; Proj:(m)=m’
Observem que:
¢ La direcci6 del vector projecci6 és la direccio del vector sobre del qual projectem. El seu sentit
sera:
- el mateix quan I'angle entre els dos vectors és agut (o, cas de t, V)
- el sentit contrari si I'angle és obtus (B, cas de m,n).

¢ El modul del vector projeccié sera, en general:
IProjy ()| =[] |cos( v, D)

E.4

a) Calcula analiticament al projeccid ortogonal del punt (2, -1) sobre la recta y = 3x-2 .
b) Representa-ho en un sistema de referéncia i comprova el resultat.

E.5 Representa en el grafic segiient el que es demana en cada apartat:
a) La projecci6 ortogonal de A sobre la rectar.
b) La projecci6 ortogonal dels vectors f i n sobrelarectar.
¢) La projeccions: Proj;(t) , Proj:(s) i Proj;(n)

9
t

>
\'%

%

> x

BV

E.6 Representa en el dibuix segiient tres vectors diferents que la seva projeccio sobre la
recta p sigui igual que la projeccié Proj, (v) i que compleixen cadascun una de les
condicions seglients:

a) Que sigui de modul més gran que el modul de v.
b) Que sigui de modul més petit que el modul de v.
¢) Que sigui diferent que v perd d'igual modul.
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N
\'%

E.7
a) Dibuixa un triangle equilater que el seu costat mesuri 5 cm. Anomena els seus vertexs
A,BiC. -
b) Representa les projeccions ortogonals del vector AB sobre les rectes que contenen els
tres costats.
¢) Calcula la longitud de les projeccions ortogonals de l'apartat anterior.

EL PRODUCTE ESCALAR

Hi ha magnituds vectorials que interaccionen amb d'altres magnituds vectorials de

manera que el resultat d'aquesta relaci6 es mesura com una magnitud escalar.

<V

=
Y
> >
S . €
=> >
3 .
9) |
|
v ;
| |
\?1 :
|

—+V

En la figura podem observar, vista des de sobre, una vagoneta que circula per una via i
que ha recorregut un espai indicat pel vector desplagament € . Els altres vectors
representen diferents forces aplicades a la vagoneta. La contribucié d'aquestes forces al

desplagament de la vagoneta, magnitud fisica que s'anomena "treball", depén de la
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longitud del desplagament (modul del vector desplacament) i de la intensitat de la forga

(modul del vector forga), perd també de I'angle entre la forca i el desplagament.

Aixi un vector perpendicular al desplagament, vector t , hi tindra una contribucié nul-la ;

els vectors que tenen per projeccid ortogonal s’ hi tindran tots la mateixa contribucié que
sera negativa: sera la mateixa contribucio que s'; en canvi els vectors que es projecten

com \7’ tindran tots també la mateixa contribucié positiva.

Definirem una operacié entre vectors, el producte escalar, (no ho hem de confondre
amb el producte per un escalar) de manera que el seu "resultat" sigui un nombre que
reflecteixi aquesta contribucié d'una forga a un desplagament. Per aix0 cal que tingui les

caracteristiques seguents:

¢ El producte de dos vectors paral-lels sigui el producte dels moduls, amb signe positiu si sén del

mateix sentit i negatiu si s6n de sentit contrari.

¢ El producte escalar de dos vectors sigui el mateix que el producte escalar d'un d'ells per la
projeccié ortogonal de I'altre sobre d'ell. Es a dir el producte escalar ha de dependre de I'angle

entre els dos vectors, de manera que el producte de dos vectors ortogonals sigui 0.

DEFINICIO DE PRODUCTE ESCALAR

El producte escalar de dos vectors és un nombre que s'obté:

—

v -t =Vl |t]| cos(a)

L'angle o=/ V,t, és l'angle entre els dos vectors.
Per ser cos(a) = cos(—a), tant és que considerem l'angle /. v,t com l'angle oposat

/_ t,V. Per aixd el producte escalar és commutatiu.
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CARACTERISTIQUES DEL PRODUCTE ESCALAR

A partir de la definicié es pot veure que el producte escalar té les caracteristiques

seguents:

v -teR . El producte escalar és un nombre real.
Perque aixi ho hem definit.

*
<

¢ vV .i=t v .El producte escalar és commutatiu.
Perque cos(a) = cos(—a)

¢ Siv=0= v -t=0.Siun dels vector és el vector nul, el producte escalar és 0.
Perqué el modul del vector 0 és 0.

¢ Siv#0, t=0, v -t=0 & Vv Lt. Sielproducte escalar és 0 i cap dels vectors és
nul aleshores els vectors sén ortogonals, i reciprocament: si sén ortogonals el producte
escalar és 0.

Perqué cos 90°=0.

o |V f|=IVll |t]] & Vit sonparallels. Elproducte escalar de dos vectors paral-lels i del

mateix sentit és el producte dels moduls, i si son de sentit contrari el producte dels moduls
canviat de signe.
Perqué cos 0°=1 i cos 180°=-1.

N

¢ vV .t=V 4  essent t'=Proj; (?) El producte escalar de dos vectors és el producte escalar
d'un d'ells per la projeccié de I'altre sobre d'ell.

Perqué ”P” = t] Icosal

E.8 Calcula el producte escalar de dos vectors que estan representats per fletxes amb
origen comu en un vertex d'un triangle equilater de costats de 4 unitats de longitud, i
amb final en els altres dos vertex.

E.9 Dibuixa un quadrat de costat 3 cm. Anomenem v (costat), d (diagonal) i t
(costat), els tres vectors representats per tres fletxes amb origen comu en un dels

N

vértexs del quadrat i amb final als altres tres vértexs. Calcula v .«d , d -f i v -f.

E.10 Calcula I'angle que formen dos vectors unitaris (de modul 1) tal que el seu producte
escalar ¢és 0,15.

E.11 Dibuixa:

a) Dos vectors que el seu producte escalar sigui positiu i igual al producte dels moduls
dels dos vectors.

b) Dos vectors que el seu producte escalar sigui negatiu i de valor absolut igual al
producte dels moduls.

¢) Dibuixa un vector. Dibuixa tres vectors diferents que multiplicats escalarment pel
primer vector ens doni un valor positiu i igual en els tres productes.

d) Dibuixa un vector. Dibuixa tres vectors diferents que multiplicats escalarment pel
primer vector ens doni un valor negatiu i igual en els tres productes.
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E.12 Calcula el producte escalar d'un vector unitari per un altre que la seva projeccid
sobre el primer té per modul 0,5.

E.13 Una barcassa es desplaga 200m per un canal estret estirada per un remolcador que
fa una forga de 7,5-10*N. Per ajudar el remolcador un tractor estira també la barcassa
amb una forga de 2,3-10*N seguint un cami paral-lel al canal amb un cable que forma
un angle de 25° amb la direcci6 del canal. Calcula per separat el treball realitzat per
les forces de traccid dels cables del remolcador i del tractor.

EL PRODUCTE ESCALAR EN COMPONENTS

Si volem treballar amb el producte escalar en la geometria analitica ens cal una formula

per calcular-lo a partir de les components dels vectors. Per aixd veurem primer la relacio

entre les components d'un vector i I'angle que forma amb I'eix d'abscisses.

77777777777777777777 A
Il N |
b y |
b
p :
a ]
0 a 73

Si considerem el triangle OAB, tindrem que :

a=|vllcosa b=|vlsina

On a és l'angle que forma l'eix d'abscisses amb el vector.

L [ a IVl cosa .| cosa
V= = io =|vil| .
b IVl sina sina

Observem que CcoSs o i sin o ens indiquen la direccié del vector: son les

Per tant :

components d'un vector unitari en la direccié del vector v. En podem dir el sinus i el
cosinus directors del vector.
(A vegades es considera l'angle B que forma el vector amb I'eix d'ordenades i com que

sina =cos B , és parla dels cosinus directors cos a i cos f3)

Férmula per calcular el producte escalar en components:

Si vz[z] i ?:(ZJ v-t =(ac+bd)
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Per demostrar aquesta formula considerarem els angles que determinen els sinus i
cosinus directors dels dos vectors i utilitzarem la formula del cosinus de la diferéncia de

dos angles:

Recordem que cos(f—a) = cos fcosa+sinfsina

| si mireu la figura segient:

[a}_[llﬂlcos[f} (CJ_ 1] cosa
b ) [ IVl sing d ) | |t] sina

—+\V/

N

vt =V ||t] cos (B-a)=
= VIl ||t]| ( cos fcos a+singsina) =

= (IV1l cos B)(| t || cos &) + (1N 1l sinp)(| £ || sina) =
aqui tenim les components dels dos vectors:
=ac+bd

que és la formula que voliem demostrar.

CALCUL DE L'ANGLE ENTRE DOS VECTORS

Si considerem la definicié de producte escalar entre dos vectors, podem aillar el cosinus

de l'angle entre els dos vectors:

-
-

vt =Vl |t] costa) = cos(a) = ——L_

It
Si tenim els vectors en components, podrem calcular el producte escalar i els moduls
dels vectors per obtenir el cosinus de I'angle:

. - | a Lo c ac+bd
Si v= i t= cos(a) =
(bJ (dJ @ JaZib? JcZ+d?

| per tant podrem calcular I'angle entre els dos vectors.
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ANGLE ENTRE DUES RECTES

Dues rectes que es tallen determinen sempre quatre angles: dos aguts iguals oposats
pel vértex i dos obtusos també iguals. Quan sén perpendiculars els quatre angle sén
rectes.

Per conveni s'agafa com a mesura de I'angle entre dues rectes la mesura de I'angle
agut que determinen.

Fixeu-vos que l'angle agut i I'obtus son suplementaris: a+p=180° i per tant els dos
angles tenen cosinus oposats: cos o = — cos f.

Per calcular 'angle entre dues rectes ho farem calculant I'angle entre dos vectors
directors de les dues rectes. Si el cosinus de I'angle entre els dos vectors dona negatiu
voldra dir que haurem agafat dos vectors directors (com s i F de la figura) que
formen l'angle obtus. Per tant haurem de quedar-nos amb l'angle suplementari o bé
canviar el signe del cosinus (agafant el valor absolut del producte escalar) perqué ens
doni directament I'angle agut.

O sigui:

Si 8§ i T s6n, respectivament, dos vectors directors qualsevol de les rectes s i T, i

o és l'angle entre les dues rectes:

Is -7l

CcOSs =5
@)= ST

E.14 Calcula el producte escalar dels vectors segiients:
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E.15 Calcula I'angle que forma cada parella de vectors de I'exercici anterior.

E.16 Demostra que el triangle de vértexs (2, 0), (7, —2) 1 (6, 10) és un triangle rectangle
per mitja del producte escalar. (Recorda que aquest mateix exercici el vas resoldre a la
unitat anterior d'una altra manera).

E.17 A la unitat D vas resoldre un problema que deia:

"Donat el triangle de vertexs A:(-1,0), B:(2,3) 1 C: (8,1). Calcula la longitud dels seus costats
i utilitza el teorema del cosinus per trobar els seus angles".

Torna a resoldre el problema del calcul dels angles per mitja del producte escalar.

E.18 Troba I'angle que determinen les segiients parelles de rectes:

a) les rectes: (x,y) =(2,-1) +1{ _25 ]i (X,y)=(4,6)+ k[ _31 J
b) lesrectesy =—4x—1 1 3x-2y=0.

PROPIETATS DEL PRODUCTE ESCALAR EN RELACIO A LES OPERACIONS DE
SUMA | PRODUCTE PER UN ESCALAR: EL PRODUCTE ESCALAR ES BILINEAL

A partir de la formula del producte escalar en components es poden demostrar les

seguents propietats del producte escalar:

-

Siguin quins siguin els vectors v, f, § i keR:
1) v (t+8)=v.-t+V.8
(V+t)8 =v-8+t-8
2) k(V-t)=kv-t = vkt
Pel fet de complir aquestes propietats és diu que el producte escalar és bilineal.
CONDICIO D'ORTOGONALITAT A PARTIR DEL PRODUCTE ESCALAR

Ja hem vist que dos vectors sén ortogonals si i només si el seu producte escalar és nul.

A partir de les components tindrem per tant la condicié d'ortogonalitat seglient:

=N ac+bd=0

ﬁi
I/
T o
—

~|

Il
I/
[oRNo}
_

<!

[

—|

| la relacio entre els pendents ( m; i m;) dels dos vectors ortogonals la podem obtenir

dividint la condicié per ac:
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| d'aqui tenim que si dos vectors son ortogonals els seus pendents compleixen:
mq-my =-1
Observeu que aquestes relacions estan d'acord amb les que ja haviem vist en el primer

apartat d'aquesta unitat didactica quan a través de l'observacio del seu dibuix vam trobar

un vector ortogonal a un altre.

EQUACIO D'UNA RECTA DONAT UN VECTOR ORTOGONAL AL DIRECTOR

(%)

L ., . A
Si r és una recta que passa pel punt (xo,y0) i €s perpendicular al vector B | un

punt (x, y) sera de la recta si:

N .
(X0, yo) (x, y) L g | osigui:

e8] -
AX—-Xo)+B(y—-Yy0)=0 =
= Ax+By-Axpo-Bypo=0 ifent-Axo-Bypo=C
tindrem I'equacié general de la recta r:

Ax+By+C=0

Al vector[ g J se'n hi diu vector associat a I'equacié general de la recta.

Per tant el vector associat a I'equacié general d'una recta és un vector ortogonal a

la mateixa.
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CONDICIONS DE PERPENDICULARITAT | PARAL-LELISME DE DUES RECTES A
PARTIR DELS VECTORS ORTOGONALS A LES RECTES

Quant ens donen una recta amb la seva equaci6 general, de forma immediata podem

veure quin és el vector associat a l'equacié i per tant coneixem un vector ortogonal a la
mateixa. Per aixd és interessant poder establir les condicions de perpendicularitat i

paral-lelisme a partir dels vectors ortogonals, o sigui dels vectors associats a les

)//
>
a
>
r
>
b s
>
S

Si r i s son paral-leles aleshores els seus vectors ortogonals a i b també sén

r
>
a
>
b S

Si r i s son rectes perpendiculars aleshores els seus vectors ortogonals a i b també

equacions.

paral-lels.

son perpendiculars.

EXEMPLE 1.Recta que passa pel punt (7, -1) i és ortogonal al vector [ _23 J

Com que un punt (x,y) de la recta formara amb el punt (7,-1) un vector ortogonal al vector

donat, l'equaci6 d'aquesta recta sera  2(x—7)—3(y+1)=0 = 2x—3y—17=0.
O bé hauriem pogut fer-ho pensant que el vector que ens donen, ortogonal a la recta, sera el
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——————————————————————————————————————————]
vector associat a una equacio6 general de la recta. Per tant 1'equaci6 de la recta sera de la
forma:

2x—3y+C=0
I com que ha de passar pel punt (7,—1): 2-7-3(-1)+C=0 = C=-17
EXEMPLE 2.Recta paral-lela a la recta 5x + 3y —6 = 0 i que passa pel punt (—2, 4).

Podriem trobar 1'equacio de la recta imposant la condici6 que el pendent ha de ser —%, pero
com que per ser paral-leles els vectors ortogonals també han de ser-ho, hauran de tenir el

mateix vector associat en I'equaci6 general. Per tant la recta que busquem sera de la forma:
5x+3y+C=0

I com que ha de passar pel punt (=2, 4): 5(-2)+34+C=0 = C=-2

L'equacio de larecta és Sx +3y—2=0

EXEMPLE 3.Recta perpendicular a la recta 4x—Sy +2 =0 i que passa pel punt (6, 0).

Si dues rectes son perpendiculars també ho son els vectors ortogonals a les rectes, o sigui els

. . | 4 .
vectors associats a l'equacio general. Si [ 5 |6 el vector associat , un vector ortogonal

5 \ . ., o
com ( 4 Jsera associat a l'equacio general de la recta que busquem, que per tant tindra una

equacio del tipus:
Sx+4y+C=0
I com que ha de passar pel punt (6, 0): 56+40+C=0 = C=-30

L'equacio de larectaés S5x +4y—30=0

E.19 Troba I'equacio de les rectes segiients:
a) Recta que passa pel punt (—%, —2)i és perpendicular al vector [ _3 4 J

b) Recta que passa pel punt (-5, 2) i ¢és perpendicular a la recta y = 3x—1.
¢) Recta que passa pel punt (2, 0) i és paral-lela a la recta 2x—5y+4=0.
d) Passa pel punt (1, —1) i és perpendicular a la recta 3x+y—4=0.

E.20 Troba el valor d' s per tal que les rectes 3x—2sy+6=0 1 y= %x — 6 siguin
perpendiculars.
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E.21 Troba el valor de n per tal que les dues rectes siguin perpendiculars:
(n+t)x—ny=0 ; (n-1)x+2y-4=0

E.22 Considera el punt P:(3, 5), larecta r: x-2y+2 =0 1iel punt A:(0, 1) que pertany a la
recta.

a) Representa la recta i els dos punts.
b) Troba analiticament el punt P', projecci6 ortogonal de P sobre r. Comprova-ho en el
dibuix.
2. > .. o
¢) Troba les components del vector AP i d'un vector r director de la recta r. Dibuixa dues
fletxes representants d'aquests vectors amb origen el punt A.
—> - . -
d) Comprova que el producte escalar del vector AP per r €s igual al producte escalar d'r

—> N
per la projeccio ortogonal del vector AP sobre r.
E.23 Troba el punt simétric del punt (7, -3) respecte la recta 5x—2y—12=0.
E.24 Troba el punt de la recta x+4y=0 que esta a distancia minima del punt (1, 3).

E.25 Troba les equacions de les mediatrius dels costats del triangle A:(0, 5), B:(2, 1) 1
C:(6, 3). Calcula les coordenades del circumcentre (punt on es tallen les mediatrius).

E.26 Troba les equacions de les altures del triangle A:(4, —6), B:(1, 3) i C:(6, 3). Calcula
les coordenades de I'ortocentre (punt on es tallen les altures)
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DISTANCIA D'UN PUNT A UNA RECTA

La distancia d entre un punt P i una rectar és la distancia entre el punt P i un punt de la
recta r que es troba a la minima distancia de P, o sigui la distancia entre P i P' projeccio

ortogonal del punt P sobre la recta r.

Si u és un vector unitari (de modul 1) i ortogonal a r aleshores la distancia del
—> N
punt P a la recta és el valor absolut del producte escalar del vector AP pel vector u. En

efecte:

— . = . — > .
|AP -u| = ‘AA’ -u‘ perqué AA' és la projeccio de AP sobre u.

—
AA" .U

unitari. Per tant tenim:

! o ! S . .o,
= ||AA lull = ||[AA"||-1=d perqué els vectors son paral-lelsi u és

; - 5 R
d(P,r)=|AP -u| on Aer, ldll=1i d vr
Si considerem que :
rrax+by+c=0, i P:(x, Yo
a
un vector unitari i ortogonal a r sera: U = Vangz
JaZib?

un punt de la recta sera A:(a,B), pertant aa+bf+c=0= c=—(aa+bB) (*)

- NS Xo—a
el vector AP sera (a,f) (xo,yo):[ Vo B J
0—
Aplicant la relacié que hem obtingut per calcular la distancia d'un punt a una recta:

a

_ [ Xo—a J Jaz+b?2

b

—
d(P, ) = |AP Ky

Yo _,8 Ja?+bZ
y e F T~ E——"
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axo+bypg+cC

Ja2+b2

Tenim per tant una férmula facil de recordar que ens permet trobar la distancia d'un punt

a una recta:
La distancia d'un punt a una recta s'obté fent el valor absolut del valor de
substituir les coordenades del punt en I'equacié general de la recta i dividir pel

modul del vector associat a I'equacié.

axo+byp+cC

Ja2z+Db2

Observem que si el punt (xo, Yoy pertany a la recta aleshores la distancia és zero; i si

dl(xo,Y0), ax+by+c=0] =

apliquem la férmula ens donara zero ja que el punt complira I'equacio de la recta i per

tant axo+byo+c=0.

E.27

a) Calcula la distancia del punt A:(-3, 1) a la recta que passa pels punts B:(2, 0) i C:(4, 3).
b) Calcula I'area del triangle ABC.

E.28 Calcula I'area del triangle determinat per les rectes:
y=2x ; 2y=x; x-5yt9=0

E.29 Calcula m per tal que el punt (m, 3) disti 10 unitats de la recta 3x+4y+9 = 0.

E.30 Un quadrat t¢ dos costats sobre les rectes 3x—4y+1 =0 i 3x—4y+26 = 0. Calcula
l'area d'aquest quadrat.

E.31 Troba I'equacio del lloc geometric dels punts del pla que equidisten del punt (0,2) i
de la recta y=0. Observa I'equacid que obtens, saps de quina figura geométrica es
tracta?



