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El creixement exponencial

F.1  Imagina't que prens un full de paper i el doblegues pel mig unes gquantes
vegades.

a) Si el gruix del full és de 0,Amm, calcula quin és el gruix del plec després de
doblegar-lo cinc vegades i després de deu vegades.

b) Sense calcular-ho, fes una conjectura (una suposicié a ull) de quantes
vegades creus que s'hauria de doblegar el paper perque el gruix superés 1km
(considera que el full és prou gran com per poder anar-lo doblegant moltes
vegades!).

c¢) Calcula els gruixos (en metres) fins que se superi el km. Organitza les dades
en una taula com:

Nombre de doblecs : n 1 2

Gruix del plec en metres : G, (m)

d) Sense calcular-ho, fes una conjectura de quantes vegades creus que s'hauria
de doblegar el paper perque el gruix superés la distancia entre la Terra i la
Lluna (imagina't que el full és prou gran com per poder doblegar-lo
moltissimes vegades!)
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e) Utilitza la tecla x’ de la calculadora per investigar quants doblecs caldria fer
per superar la distancia Terra-Lluna.

) Escriu la formula del gruix del plec en funcio del nombre de doblecs.

g) Quin és el domini d'aquesta funcio?

h) A la practica, quantes vegades pots arribar a doblegar un full DIN A4 ?

i) En quin tant per cent augmenta el gruix del plec cada vegada que el
dobleguem?
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SUCCESSIONS DE NOMBRES

Una col-lecci6 ben ordenada i infinita de nombres direm que €s una
successid. Cada un dels seus elements és un terme de la successio. Si la
successio la simbolitzem com a,, la successio sera:

Aixi en la successié dels nombres parells: 2, 4, 6, 8,...., el nombre 2 és el
primer terme, el 4 el segon terme, etc. Si simbolitzem aquesta successio
com a successio de terme general a, tindrem que el primer terme sera a;=2,
el segon sera a,=4 iel terme del lloc n sera a,=2n.

Observeu que una successio ve donada per una funci6 amb domini els
nombres naturals N. De manera que:

N = R

1 - a
2 2 a
n —=> ap

En una successio no s'acostuma a utilitzar el llenguatge simbolic de les
funcions sind les expressions amb subindex. Com a variable independent,
que només agafa valors naturals, el més habitual és usar la lletra n en lloc
de lalletra x que és la més utilitzada en les funcions de domini els nombres
reals. Aixi en la successié de nombres parells escriurem as=6 i direm que
és el tercer terme en comptes d'expressar-ho com f(3)=6 i dir que és la
imatge de 3.

Recordant les variacions en percentatge

F.2  Resol les qlestions seguents. En cada cas digues com es podria resoldre
efectuant basicament una multiplicacio i indica de forma clara quin és el factor que
cal utilitzar per calcular el resultat:
a) Un poble que tenia 4570 habitants fa 10 anys ha augmentat en un 100% la
seva poblaci6. Quants habitants té ara?
b) Si un partit que va tenir a les ultimes eleccions 756.918 vots ha disminuit en
un 30% el nombre de vots, quants vots ha tingut ara?
c) Si el preu d'una bicicleta era de 370 € i s'ha augmentat un 5%, quin preu té
ara?
d) Si tenim una quantitat x i la variem en un R%, quina quantitat tindrem?
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L'interes simple.

F.3  Una persona col-loca els seus diners, 6000 €, a una Caixa d'Estalvis a un
interes simple del 2% anual.(Interes simple: els interessos no s'acumulen al capital,
aquest es manté constant: només dona interessos el capital inicial)

a) Calcula quants diners tindria (saldo del compte: capital més interessos), al
final de cada un dels 5 primers anys? (Per expressar els saldos pots indicar-
ho com els termes d'una successio S, on n és el nombre d'anys. Aixi el saldo
al final del primer any sera S; i aixi successivament)

b) Calcula S1o i Sis.

c) Quina llei segueixen els nombres de la successié de saldos? Escriu la
férmula del saldo corresponent a n anys (Sy).

d) Si representessis la successid6 de saldos en un sistema d'eixos de
coordenades com la funcié que et dona el saldo segons el nombre d'anys,
quin tipus de grafic et donaria?

L'interes compost.

F.4  Una persona col-loca els seus diners, 6000 €, a una Caixa d'Estalvis a un
interés compost del 2% anual. (Interés compost: els interessos s'acumulen al capital;
per tant els interessos també donen interessos). Si considerem que C, és el saldo al
cap d' n anys:

a) Calcula Cy, Cy, C3, Cs i C5.

b) Calcula C1p 1 Cyg

¢) Escriu una formula del terme general C,, .

d) Compara els saldos de I'interes compost amb els de I'interés simple.

F.5 Imagina't que estas a la sala d'espera del dentista i sents que una dona explica
a una amiga com li van els negocis. Li diu:

"Fa 10 anys vaig muntar un negoci amb una inversié inicial d'un capital de 5000 €, i
la cosa m'ha anat forca bé perqué el negoci ha tingut un rendiment anual aproximat
d'un 25%"

a) Calcula quin és el capital que creus que té actualment el negoci.
b) Compara la teva resposta amb la d'altres companys o companyes i
reflexiona sobre les qliestions segients:
¢ Tothom ha entés el mateix a I'nora d'interpretar qué vol dir un rendiment
anual d'un 25%?
Es possible que hi hagi dues interpretacions:
e que el 25% és sempre sobre el capital inicial del primer any (com en el
model de l'interés simple)
e 0 bé que el 25% és sobre el capital de I'any anterior (com en el model de
I'interés compost).
Per saber com ha anat aquest negoci, creus que és important saber quina
interpretacio és la bona?
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F.6  Considera les cinc successions seglients com a funcions que tenen per domini

els nombres naturals N:

e Funcio f, tal que f(n) = 2n

e Funci6 g, tal que g(n) = n?.

e Funci6 h, tal que h(n) =2"

e Funcid i, tal que i(n) = (1,02)"
e Funcid j, tal que j(n) = (0,75)"

a) Fes una taula i representa en un mateix sistema de coordenades les 5
funcions. (Agafa una escala a I'eix d'ordenades que et permeti representar
tots els punts del grafic de les quatre funcions per a valors d'n entre 1 i 5.
Tingues en compte que sén successions és a dir la variable independent
nomeés agafa valors naturals)

Valorsn | 2n

n2

2n

(1,02)"

(0,75)"

b) Encara que no ho puguis representar intenta ampliar la taula amb els valors
n=10, 20, 100, 300 i 1000 i compara les imatges de les quatre funcions.

Observes alguna cosa que et sorprengui?

c) Observa les successions que has obtingut en cada cas i intenta trobar una
manera de trobar un terme de la successio a partir de I'anterior. Si ho trobes

fes una frase en cada cas del tipus: "Cada terme s'obté de I'anterior
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CREIXEMENT CONSTANT: PROGRESSIONS ARITMETIQUES

Als exercicis i problemes anteriors heu vist successions de nombres com la
dels nombres parells o els saldos de linterés simple en les quals cada
terme de la successié s'obté de l'anterior sumant una quantitat
constant. Aquest tipus de successions son les progressions aritmeétiques.
En aquestes successions el creixement (o decreixement si la quantitat fixa
que sumem és negativa) és un creixement (o decreixement) constant: el
creixement és sempre el mateix quan passem d'un terme al segtient.

La formula o terme general d'aguestes progressions €s un polinomi de
primer grau i el seu grafic cartesia com a funcions de variable natural és un
conjunt de punts alineats en una recta. Per aixo els fenomens que tenen un
comportament d'aquest tipus és diu que tenen un comportament lineal o
en progressio aritmetica.

La formula per tant és del tipus:
ap, =an+b

on la variable ne N, a (seria el pendent de la recta) é€s la quantitat constant
que hem de sumar per obtenir un terme a partir del terme anterior i b (seria
I'ordenada a l'origen de la recta) és el valor del terme que ocuparia el lloc
zero: b = ao.

Aquesta formula correspon al model de la funcio afi: f(x) = mx + n; xeR.
Fixa't que si comparem les dues formules hi ha una lletra que apareix a les
dues, perdo amb una interpretacié totalment diferent! En un cas és la variable
independent i en l'altre I'ordenada a l'origen.

CREIXEMENT EXPONENCIAL: PROGRESSIONS GEOMETRIQUES

En els casos del gruix segons el nombre de doblecs d'un full o el saldo de
l'interés compost, tenim successions en les quals cada terme de la
successio s'obté del terme anterior multiplicant-lo per una guantitat
fixa. Aquest tipus de successions s'anomenen progressions
geometriques.
En aquestes successions el creixement (0 decreixement si la quantitat fixa
gue multipliquem és un nombre positiu més petit que 1) se'n diu creixement
(o decreixement) de tipus exponencial.
Els fenomens que es comporten d'aquesta manera es diu que tenen un
comportament exponencial o en progressio geometrica.
La férmula o terme general d'aguestes progressions €s una expressio no
polinomica del tipus

a,=k-a" neN

on a, la base de la potencia, és el factor pel qual s'ha de multiplicar un terme
per obtenir el seglient de la successio.
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A diferencia del que passava amb les progressions aritmeétiques, no hem
estudiat encara un tipus de funcié com f(x) = a* on xeR que se'n diu
funcié exponencial. Aquesta funci6 de variable real I'estudiarem en el
proper tema. Fixa't que caldra donar sentit a operacions com 5 %% que es
poden calcular amb la calculadora cientifica perd que no signifiquen res des
del punt de vista del calcul elemental, ja que si I'exponent indica el nombre
de vegades que hem de multiplicar el nombre de la base per ell mateix, no
té sentit multiplicar el nombre 5 "0,25" vegades per ell mateix.

Hauras observat que el creixement en progressio geometrica o exponencial
té unes caracteristiques molt diferents que el comportament lineal o en
progressio aritmetica.

Mentre que les progressions aritmetiques tenen un creixement constant i per
tant quan passem d’un terme de la successi6 al seguent la variacié absoluta
(la diferencia) és fixa, en el creixement exponencial el que és fix és la
variacio relativa (el quocient entre dos termes és constant) és a dir hi ha el
mateix percentatge de variacié entre dos termes consecutius.

Si considerem el grafic cartesia, podem dir que quan el comportament és
lineal el pendent és sempre constant: el grafic son punts en linia recta, i en
el creixement exponencial el pendent o variacid per unitat no €s constant
sind proporcional al valor de la funcié o successio.

El model exponencial és el model matematic que cal aplicar als processos
en els quals hi hagi una taxa de creixement constant és a dir un percentatge
d'augment o disminucié constant en cada pas del procés.

Per exemple si una poblacié augmenta cada any amb una quantitat fixa de
100 individus, el creixement de la poblacio sera en progressio aritmeética és a
dir tindra un comportament lineal. En canvi si una poblacié augmenta cada
any en un 8% el seu creixement sera en progressidé geometrica, és a dir
exponencial.
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F.7  Fes un esquema on es puguin comparar les caracteristiques del creixement
constant i el creixement exponencial. Si vols pots usar una taula com aquesta:

CREIXEMENT CONSTANT

CREIXEMENT EXPONENCIAL

Nom del tipus de
progressio

Com s'obté un terme
a partir de l'anterior

Férmula del terme
general de la
successio: a,

Nom del model o
tipus de funci6 de
variable real

Férmula general de
la funci6 de variable
real:  f(x)

Tipus de grafic
cartesia.

Altres
caracteristiques.

Exemples de
processos o
situacions on es
déna el tipus de
creixement.
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Treball de recerca: La musica

Pitagores i els membres de la seva secta consideraven la masica com una
ciencia més. Gran quantitat de coneixements que tenim ara sobre la musica
parteixen dels seus estudis.

Per a la seva recerca inicial, Pitagores va utilitzar el monocordi, un
instrument amb una sola corda lligada per una banda i amb un pes penjant
de l'altra. Amb el monocordi es pot modificar el pes i la longitud de la corda.
L’escala dels harmonics:

F.8  Com que no tenim un monocordi utilitzarem
una guitarra. Assegureu-vos primer, que la guitarra
és ben afinada. Colpegeu una corda qualsevol i
després torneu a colpejar-la prement molt
lleugerament amb un dit la corda just pel mig.
Observareu com sona la mateixa nota perd una
octava més aguda. Si premeu lleugerament la corda
a 1/3, Y, 1/5, etc observareu que sempre sonen
noves notes. Aquestes notes s’anomenen els
harmonics. Colpegeu ara una sola corda sense tocar
cap altra corda. Si atureu la vibracié de la corda colpejada observareu com, per
simpatia les altres cordes estan vibrant. Les notes que sonen son justament els
harmonics de la nota copejada. Si volem construir una escala musical i ho fem sense
incloure els harmonics, com que aquestes sonen per simpatia, el resultat musical
seria desastros perqué ens estaries sonant constantment notes que no formen part de
I’escala musical. Anem a buscar, doncs, 1’escala dels harmonics.

Per crear una escala musical hem de tenir en compte les seglients regles:

e Si multipliqguem o dividim una freqlencia entre 2 (o potencies de 2) obtenim
la mateixa nota encara que tingui una frequéncia diferent. (per exemple la
nota DO té per frequéncia 264 vibracions per segon. La nota amb
2*264=528 també és la nota DO tot i que té una freqliencia diferent i sona
molt més aguda)

Si multipliqguem una freqiiéncia per un nombre enter obtenim un harmonic..
Contra més harmonics tingui una escala, millor.

Una escala sencera seran totes les notes que vulguem incloure entre una
freqiiencia inicial f i el doble d’aquesta freqiiencia 2f (es a dir entre, per
exemple un DO i el DO seglient amb doble freqtiéncia)

Si repetim el procediment entre 2f i 4f hem d’obtenir una escala equivalent a
la primera (amb les mateixes notes) perdo més aguda

a) El primer Harmonic 3f és dins 1’escala de notes que vade f a 2f 2.

b) Com podem crear una nota equivalent a 3f que estigui dins I’escala?

c) El segon harmonic seria 4f. Aporta una nova nota a I’escala que busquem?
Per que?

d) Per al seguent harmonic 5f crea una nota equivalent que estigui dins
I’escala.

e) Crea totes les notes de 1’escala que es poden generar amb els harmonics fins
el 15f
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f) Ordena totes les notes que has creat de menor a major.

g) Es tracta d’una progressio aritmética, geométrica o cap de les dues? per
que?.

h) Calcula les freqiiéncies corresponents si la nota principal és DO = 264
vibracions/segon.

F.9  Pots escoltar aquesta escala amb 1’ordinador (demana-li al professor/a)
F.10 Aquesta escala té dos problemes greus:
a) L’escala té els harmonics de la nota principal f, pero estan els harmonics de
les altres notes?
b) La segona nota de la segiient escala 2f-4f s’ha de poder treure sumant la
diferencia de la progressio aritmetica i també duplicant la segona nota de
I’escala f-2f. Es aixo0 cert?
F.11 Escolta I’escala harmonica en progressio geomeétirca (la podeu trobar dins la
carpeta matematiques de la unitat “s”).
a) Explica la sensacio6 que et produeix.

L’escala Pitagorica

Pitagores es va adonar que no podia construir una escala amb tots els
harmonics de totes les notes. Calia crear una escala en que totes les notes
tinguessin I'harmonic més important 3f, i, si pot ser, algun harmonic més.
Per tant va comencar a encadenar:

f - 3f — 3(3f) — 3(3(3f)) es a dir, cada nota sortia en buscar el tercer
harmonic del tercer harmonic que havia afegit anteriorment.

F.12 Anem a crear I’escala de Pitagores

a) A partir de la nota principal f quina és la nota de ’escala f-2f que genera el
tercer harmonic d’f

b) Fas el tercer harmonic de la nota que has obtingut a 1’apartat anterior i
redueix-la entre f i 2f

C) A partir de la nota anterior torna a crear el tercer harmonic dins I’escala.

d) Repeteix el raonament fins tenir 7 notes inclos la nota principal f

e) Ordena les 7 freqliencies de menor a major.

f) Ha aparegut algun altre harmonic de la nota principal?

0) Es tracta d’una progressio aritmética, geométrica o cap de les dues?

F.13 L’escala de Pitagores es va utilitzar durant molts segles. A les 7 notes que
hem obtingut anteriorment ( DO, RE, MI, FA, SOL, LA, SI) es van afegir 5 notes
més seguint el criteri de buscar els tercers harmonics de les notes anteriors. (no cal
que ho facis). Perd aquesta escala tenia un greu inconvenient.
a) L’escala sera bona si el cicle tanca bé. Es a dir despres de fer tots els 12
tercers harmonics obtenim un altre cop la nota principal pero més aguda 2f.
Comprova si, efectivament 1’harmonic 3'%f coincideix amb 2f.

L’escala temperada

L’escala pitagorica es va utilitzar durant molts anys. Com que [l'ultim
harmonic no coincidia amb la nota principal 2f Els musics a aquest ultim
harmonic 'anomenaven harmonic del llop per qué udolava com un llop
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Joan Sebastia Bach es va adonar que aquesta escala donava
molts problemes a I'hora d’afinar un instrument de teclat.

. Bach va demanar ajut al matematic Johann Bernouilli
(1667, 1748) Tercer fill de Nicolaus Bernouilli, pare de 3
matematics més, avi de tres meés, besavi d'un altre i
rebesavi d’'un altre més.

Bernouilli de seguida es va ajudar a fer el segtent
raonament.

F.14 Observa I’escala pitagorica. Pensa que en realitat té 12 notes

a) Si hem de triar entre progressio aritmética 0 geometrica quina creus que
funciona millor? Per que?

b) Quina ha de ser la ra6 entre dues notes que estan separades per una octava?

¢) Quina haura de ser la ra6 entre dues notes consecutives? (separades per mig
to)

d) Bach va decidir partir del 1a=440 per crear la nova escala que va anomenar
temperada. Completa les freqiiencies de totes les notes de I’escala

e) Escolta ara I’escala temperada

f) Bach va afinar un claveci amb aquesta nova escala i va compondre una serie
de peces anomenades “el clave ben temperat” per aquest nou instrument.
Aquesta serie de composicions comenca amb un preludi que no és més que
una presentacié de I’instrument, despres mostra el seu potencial amb peces
molt complexes. Escolteu-les.

Tot i que Bach utilitzava estructures matematiques per a fer les seves
composicions no era matematic i no entenia massa bé com sortien les notes
d’aquesta escala i li va demanar a Bernouilli que li fes una explicacié visual.
Bernouilli es va adonar que en realitat les notes funcionaven d’'una manera
ciclica com un rellotge (de fet el rellotge té 12 hores igual com les notes de
'escala) perd les notes iguals f-2f tenen duplicada la frequencies. Un
“rellotge” d’aquesta mena tindria el seglent aspecte:

ESpIrolls ormaniac

Ttpm. 199
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G. La funci6 exponencial

Hem vist que les progressions geometriques tenien un férmula o terme
general del tipus:

a, =k-a" neN
Hi ha molts fenomens que tenen un comportament exponencial i que la
variable independent pot agafar valors no naturals: negatius, fraccionaris o
irracionals. Per tant hem d'estudiar quin sentit cal donar a les poténcies
d'exponent no natural. O sigui hem de donar significat a expressions del

1
tipus 23, 45, 32 D'aquesta manera obtindrem una funcid
exponencial que tindra per domini tots els nombres reals.

Concentracio de bacteris en un cultiu: tenen sentit els exponents negatius?

G.1 A lintesti huma hi ha un tipus de bacteri, anomenat Escherichia Coli,
encarregat de sintetitzar la vitamina K (antihemorragica). Aquest bacteri, quan esta
en un cultiu en condicions apropiades, duplica la seva concentracié cada 20 minuts.
Suposem que en tenim una suspensié en un liquid amb una concentracié d'un milio
de bacteris per cm®. Al cap d'un periode de 20 minuts podem preveure que la
concentracio sera de 2 milions i al cap de dos periodes, de 4 milions. En canvi, 20
minuts abans la concentraci6 era només de mig milié, dos periodes abans un quart de
milid.

a) Completa la taula seguent de la funcio y = f(x) que ens déna la concentracid
en milions de bacteris per cm® segons el nombre de periodes transcorregut:

X: temps transcorregut expressat en nombre de periodes | 1 2 3 4

y = f(x) concentracié en milions de bacteris per cm? 2

b) Quin tipus de creixement té la concentracié de bacteris ? Escriu la formula
de la funcio.

c) D'entrada el domini de la funcié podem considerar que és N, o sigui els
valors dels periodes son els nombres naturals 1, 2, 3,.... Per tant, quin tipus
de progressié formaria la successié de concentracions?

d) Pensa en un nombre de periodes zero o nombres negatius (periodes
anteriors) i completa la taula:

X: temps transcorregut expressat | -3 -2 -1 0 1 2
en nombre de periodes

y = f(x) concentracié en milions de 1/2=0.5 2

bacteris per cm® !
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e) Si la formula de la funcidé que has trobat a I'apartat c) ha de continuar essent
valida per a periodes 0 0 negatius, completa les igualtats segiients d'acord
amb la taula anterior.

f0)=2"=
f(-1)=2"=
f(-2) =27°=
f(-3)=2°=

f) Segons aix0, com et sembla logic definir qué significa 2™

Un grafic precis.
G.2 Considera la funcio dels bacteris de I'exercici anterior. Fes un grafic de la
funcio a partir de la taula de I'apartat d) de I'exercici anterior, tenint en compte que el
domini s6n nombres enters i seguint les instruccions segients:

e Utilitza un full de paper mil-limetrat dinA4 sencer.

e Agafa unitats de 5 cm a I'eix d'ordenades i de 2 cm al d'abscisses.

e Posa els eixos de manera que puguis representar tots els punts de la taula.

Té sentit unir els punts del grafic? Quin valor hem de donar a 2*%?

G.3  Continuem amb els bacteris.

Té sentit plantejar-nos quina sera la concentracio de bacteris quan hagi transcorregut
nomeés mig periode (10 minuts)? Quant val aquesta concentracid, o sigui, quina és la
imatge de 0,5 per la funcio f? Per contestar aquesta pregunta pots seguir tres camins.
Segueix els tres camins en I'ordre que estan proposats i digues al final amb quin tipus
d'estudiant et sents més identificat.

a) Qui veu millor les coses a partir d'un grafic.
Uneix amb llapis i a ma algada els punts del grafic que ja has dibuixat a
I'exercici anterior de manera que la linia sigui una corba suau sense canvis
bruscos en el seu pendent. A partir del grafic troba quin valor aproximat
creus que tindria f(1/2).

b) Qui vol saber només el resultat sense preguntar-se el perqué d'aquest
resultat.
Utilitza la formula de la funci6, que de moment només té sentit per a valors
d’x enters, per trobar amb la calculadora, amb la tecla x¥, f(1/2) = 2°°.
Compara el valor obtingut amb el valor obtingut amb el grafic.

c) Qui es pregunta el perque i vol raonar les coses
Raonarem quins calculs ha fet la calculadora per donar-te el resultat
El fenomen que estem estudiant té un comportament exponencial: les
concentracions de bacteris al passar d'un periode al seglient estan en
progressié geomeétrica, augmenten en una taxa o percentatge fix: un 100%,
0 sigui es multipliquen per 2. Si en comptes del periode de 20 minuts
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haguéssim agafat com a unitat de temps un periode de 10 minuts, com que
es tracta d'un creixement exponencial, tindriem també unes concentracions
en progressid geométrica (observeu l'esquema seglient). Per tant en 10
minuts (1/2 periode) la concentracié hauria d'augmentar en un factor fix que
al multiplicar-lo dues vegades (en 20 minuts, o sigui en 1 periode) ens

101 1\2 1
donés el factor 2. Per tant: 22-22 :£22] =2 ,0sigui que 22 =+4/2.

Fixa't que ens hem quedat amb el valor positiu de I'arrel quadrada perqué el
negatiu no té sentit en el grafic, ni en el context del problema.

Comprova que l'arrel quadrada de 2 coincideix amb el valor que has
obtingut abans amb la calculadora.

x periodes | 0 1 2 3

Cada 20 min 1 2 4 8

factor N2 2 (N2 2 [ N2

X periodes | 0 0.5 1 15 2 2.5 3
Cada 10 min 1 205 2 oL5 4 525 8
factor N2 N A N A [N A [N A [N 2

205 205 _ 5 & (20.5)2 _2 = 205_. [

L'ARREL ENESIMA D'UN NOMBRE:

En l'estudi de la funci6 exponencial hem hagut de calcular una arrel. A
continuacio veurem el significat de I'operacié anomenada radicacio.

Quan escrivim una expressio com %/a , essent n un nombre natural i a un

nombre real, volem indicar un nombre que elevat a I'exponent n ens doni el
nombre a. O sigui:

Ya=ror"=a

Pertant %/32=2 perquée 2°=32

En una expressié com Ya :
el nombre natural n, ne N, s'anomena index.
el nombre real a, aeR, s'anomena radicant.

o ¢l simbol\/_,s'anomenaradical.
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Quan l'index és el nombre 2, no cal posar-lo i I'expressio Ja sanomena
arrel quadrada d'a, quan l'index és un 3, s'anomena arrel cubica d'a. Per
als altres indexs parlarem d'arrel quarta, arrel cinquena, etc. Si lI'index és un

nombre generic indicat per n, %/a ho llegirem com arrel enesima d'a.

Quan l'index és un nombre parell, com en el cas de l'arrel quadrada, l'arrel,
o bé té dos valors (dos nombres oposats) en el cas que el radicant sigui
positiu, 0 bé no té valor en el cas que el radicant sigui negatiu. Per exemple:

4/81 =43 o sigui 3 i -3, perqué tant 3* =81 com (-3)* =81

| en canvi /-81 no té cap valor real perqué un nombre elevat a I'exponent 4
sempre ens déna un resultat positiu.

Quan l'index és un nombre senar, com en el cas de l'arrel clibica, l'arrel té
un dnic valor real del mateix signe que el radicant:

Y125=5 [ Y¥-125=-5

En els exemples que hem posat en aquest apartat les arrels tenien valor
enter. Perd en general ja saps que no és aixi. Per exemple /2 ~1,41 és un

nombre no enter i no racional: és el que s'anomena nombre irracional, un
nombre que no el podem expressar en forma de fraccid, és a dir en forma
decimal amb un nombre finit o periodic de xifres. Aixo si, en podem calcular
un valor decimal aproximat, i tan aproximat com vulguem!.

La majoria de les arrels ens donen nombres irracionals. En aquests casos, i
si no ens cal una aproximacio decimal, les deixarem indicades amb el
radical.

A més de la majoria de les arrels, hi ha molts d'altres hombres irracionals.
Per exemple el nombre =n. Tot i que fins ara no has treballat amb gaires
nombres irracionals, a partir d'ara n'usaras molts. Has de tenir en compte
qgue hi ha infinits nombres irracionals, i encara més: entre dos nombres
racionals qualssevol, per petita que sigui la seva diferéncia, per exemple
entre 0,001 i 0,002, hi ha sempre infinits nombres irracionals!

G.4  Calcula per tempteig utilitzant la calculadora, una aproximacio arrodonida a
la segona xifra decimal de les arrels seguents utilitzant només l'operacié de
multiplicar.

a) V10
b) 35
c) 4/361
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ELS EXPONENTS NO NATURALS

D'acord amb el que hem vist anteriorment el significat dels exponents és:
Per a exponents enters positius:
n n factors

a" =a- .a exemple: 3* = 3¢3¢3¢3 = 81

Per a I'exponent 0:

=1
Per a exponents negatius:
a’= 1 exemple: 47 = is _ 1
a' 4° 64
Per a exponents fraccionaris
m 1
an =+{/a" exemples: 252 = +3/25 =+/25 =5

2
73 =3/72 =3/49 ~ 3,66

La justificacio d'aquestes definicions es basa en la logica de I'ampliacié de la funcid
exponencial de manera que tinguin sentit les imatges corresponents, pero la seva
justificacié rigorosa s'ha de trobar en les propietats que compleixen els exponents
naturals i que només amb aquestes definicions es mantenen per a qualsevol tipus
d'exponents.

Tot seguit estudiarem aquestes propietats.

G.5 Troba, usant la calculadora el valor decimal, arrodonit a la cinquena Xxifra
decimal, de les poténcies seglients. Fes-ho en cada cas de dues maneres diferents:
e primer, usant latecla X’ obéla x*
e segon, sense usar aquestes tecles, a partir de la definicid dels exponents
negatius i fraccionaris: pots usar només les tecles de les operacions
elementals, suma, multiplicacio, divisi, les arrels i la funcié 1/x.

Expressa la poténcia de manera que es vegi quines operacions has fet.
1 3 1 2

5%: 72: 0,42; 154 2: 10°
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G.6
a) Intenta trobar amb la calculadora usant la tecla x’ el valor de les
expressions segients:

3/32 3/-32 (-2)° 4-16 416
b) Qué passa quan la base de la potencia és negativa? Comenta amb els teus
companys o0 companyes si han trobat les mateixes dificultats a I'hora de
trobar poténcies amb base negativa.
¢) Calcula els valors de I'apartat a) que tinguin sentit.
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PROPIETATS DELS EXPONENTS

Les poténcies tenen unes propietats que en direm PROPIETATS

FONAMENTALS:
e producte de poténcies de la mateixa base: a'a*=a""
r
e quocient de poténcies de la mateixa base: a_s =a""*
a
e potencia d'una potéencia: (@)’ =a"

Aquestes propietats es pot comprovar que sén certes per als exponents
naturals, pero també per els altres tipus d'exponents. Justament les
definicions que hem donat dels diferents exponents es justifiquen per
tal que continuin essent valides aquestes propietats.

G.7

G.8

G.9

G.10

G.11

Utilitzant les propietats fonamentals dels exponents, posa en forma de
potencia Unica les expressions seguents:

a) en poténcia de base a:

b) en potencia de base 2:

c) en poténcia de base b:

d) en potencia de base a:

e) en poténcia de base 3:
f) en potencia de base 5:

a’-a
2%.2¢
29
b-b”?
1 2
azasd
3243
0,2%/3 (hauras de posar 0,2 com a poténcia
de 5: pensa en els exponents negatius)

Escriu en forma de poténcia Unica de base 3:

A 9+/3

NG

3

Escriu en forma de poténcia Unica de base a :

ada a?a’

a

(i

Escriu en forma de potencia unica:

5 1 4
[22.82]“ 2877 39

Escriu en forma de potencia unica:

4 3\
a3+a2J

[SINN]

4

3
V125540,27?
2

1
Jz
253.0,04°
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RACIONALITZACIO DE DENOMINADORS

De vegades conveé suprimir els radicals que hi ha en un denominador. Per fer-ho, cal
multiplicar-lo per I’expressi6 adequada. Naturalment, el numerador també es
multiplicara per aquesta expressio. Vegem els procediments per suprimir arrels del
denominador.

e Per suprimir una arrel quadrada només cal multiplicar per la mateixa arrel

B3|
)

7 N

T

-
s

v

1

-
r-:|'|| ~

=
r

{1

e En una suma d’arrels se suprimeixen els radicals multiplicant per el seu
conjugat.
7 7.(\W5++/3) 7. (V5 +3)
\."'E -3 (_‘\."'E _ ."E) (\,."'E+ V"E] 2

G.12 Racionalitza

a) '\-";-+ i b) 2 '\.'il— -5 C) 51:?? d) é
e) f) 9) h)
5—3 V2++3 3++5 7
V7 2—3 5—/3 3447

ESTUDI DE LA FUNCIO EXPONENCIAL

FUNCIO EXPONENCIAL DE DOMINI ELS NOMBRES REALS

Ja hem donat significat a les potencies d'exponent un nombre racional, amb
la qual cosa la funcié exponencial f(x) = k « a* té per domini el conjunt Q
dels nombres racionals. Perdo ens falta calcular poténcies d'exponent
irracional per tal de tenir una funcié definida en tots els nombres reals, o
sigui de domini R. Es a dir, ens falta trobar el valor d'expressions del tipus
22027

1
Com abans, quan hem donat significat a 22 , podriem trobar un valor

aproximat de 272 a partir del grafic, o buscar el valor amb la calculadora.
Vegem, pero, com es pot calcular una aproximacioé tan bona com vulguem

de 272 a partir de poténcies d'exponents racionals.
Considerant ,/2=141 tindrem que:
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1<2<2 = 2t < 2V2 92
14<+2 <15 — M V2 15
1,41 <2 <1,42 = 24 V2 142

| aixi successivament. Agafant una bona aproximacié decimal de 2 podem

trobar una bona aproximacié decimal de 2Y2 Observa gue les potencies

com sOn poténcies amb exponent racional, i per tant estan ben definides:
141

21,41 — zm — 1092141 .

Per tant les funcions exponencials del tipus f(x) = k « @ sén funcions
R — N, o sigui funcions de domini tots els nombres reals.

A continuacié estudiarem aquestes funcions, i ho farem a partir de les
caracteristiques del seu grafic.

UNA RESTRICCIO: a>0
Hem vist a I'exercici G.6 que si la base a de la poténcia era negativa hi havia

1
problemes per calcular algunes potéencies; per exemple (— 2)5 =+v—2 no és

cap nombre real. Per aixd0 en les funcions exponencials la base a és
sempre un nombre positiu: a>0.
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Caracteristiques de la funcié exponencial f(x) = a*

G.13 Utilitzant la calculadora grafica (o un programa d’ordinador) dibuixa les
seguents funcions i contesta les preguntes.

a) f(x) = 3*

e Observaquea=3 I:l 1 (posa el simbol > 6 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcido per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacio dels limits).

e ;Com es comporta la funcid per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacio
dels limits).

e ;(Hi ha alguna funcié en aquest mateix exercici que sigui simetrica
respecte a I’eix x a aquesta funcio?

v
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b) (x) = @j

e Observa que a = % I:l 1 (posa el simbol > 0 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcid per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacio dels limits).

e .Com es comporta la funcié per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacié
dels limits).

e ;Hi ha alguna funcié en aquest mateix exercici que sigui simeétrica
respecte a I’eix x a aquesta funcio?

c) f(x) = 2*

e Observaquea=2 I:I 1 (posa el simbol > 0 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcido per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacio dels limits).

e ;Com es comporta la funcié per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacio
dels limits).

e ;(Hi ha alguna funcié en aquest mateix exercici que sigui simetrica
respecte a I’eix x a aquesta funcio?

d) f(x) = 0.5*

e Observaquea=10.5 I:l 1 (posa el simbol > 0 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcié per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacio dels limits).

e ;Com es comporta la funcid per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacio
dels limits).

e ;Hi ha alguna funcio en aquest mateix exercici que sigui simétrica
respecte a 1’eix x a aquesta funci6?
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e) f(x) = 1¥

e Observaquea=1 I:l 1 (posa el simbol > 0 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcido per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacié dels limits).

e ;Com es comporta la funcid per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacio
dels limits).

e ;Hi ha alguna funcié en aquest mateix exercici que sigui simeétrica
respecte a 1’eix x a aquesta funci6?

f)f(x) = ( )* tria tu la funci6 que vulguis. Recorda que a ha de ser
obligatoriament positiu.

e Observa que a = I:I 1 (posa el simbol > o0 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcido per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacio dels limits).

e ;Com es comporta la funcid per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacio
dels limits).

e ;Hi ha alguna funcié en aquest mateix exercici que sigui simeétrica
respecte a 1’eix X a aquesta funcio?

g)f(x) = ( )* tria tu la funcié que vulguis. Recorda que a ha de ser
obligatoriament positiu.

e Observaque a= I:l 1 (posa el simbol > 0 < segons correspongui).

e Quina particularitat té el seu regionament del pla?

¢ En quin punt talla a I’eix y?

e En quin punt talla a la recta x = 1?

e Creix 0 decreix?

e ;Com es comporta la funcido per I’esquerra? (explica-ho i utilitza la
notacio dels limits).

e ;Com es comporta la funcid per la dreta? (explica-ho i utilitza la notacio
dels limits).

e ;Hi ha alguna funcié en aquest mateix exercici que sigui simetrica
respecte a I’eix x a aquesta funcio?
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G.14 A partir de les caracteristiques que has observat a 1’exercici anterior omple el
segiient quadre (si d’alguna de les propietats no n’estas del tot segur fes les proves
que necessitis amb la calculadora grafica o 1’ordinador).

Propietats de la funcié exponencial y =a*

Domini | Tall eix | Tall Branca Branca dreta
y recta esquerra
x=1

Si O<a<1 ©, ) (@ )

©, ) @ ) lima* =

X—>—00

Recorda que aquest cas és absurd, a sempre ha de ser positiva!

G.15 Fes un eshds rapid (en pocs segons) del grafic de les seglients funcions
exponencials utilitzant Gnicament una reflexio sobre les seves propietats. Comprova,
després, amb la calculadora o I’ordinador si ho has encertat.

ay=¢  by=02 oy=(2] ay=[3] ay=s

A

v
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G.16 A partir d’una reflexié sobre les propietats de la funcié exponencial, intenta
endevinar la formula de cada una de les funcions exponencials dels seguents grafics:
(Comprova, després, amb la calculadora o 1’ordinador si ho has encertat)

G.17 Tenint en compte les propietats dels grafics de les funcions exponencials :
a) Digues, sense utilitzar la calculadora ni fer cap calcul, quins dels valors
seguents sén més grans que 1, i quins més petits. Per aixo considera en cada
cas el croquis del grafic de la funcié exponencial corresponent:

(32" (5.2%° 0,7)*

, 3): 2\
02) (z] (EJ

b) Digues també, sense calcular res i a partir del croquis del grafic
corresponent, quin signe tindra la X en les expressions seglients:

2*=100 2=0,3 0,3=7 0,3*=0,005 (g) _®

c) També sense fer cap calcul i pensant en el grafic adient, digues si la base a
és més gran o més petita que 1 en les segiients igualtats:

a’=2 a>%=05 az=5 asd=6
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LA FUNCIO EXPONENCIAL GENERAL f(x) = k-a*

Una primera reflexio

G.18 Abans d’atacar en profunditat aquesta funci6 analitzem com afecta a la funcié
exponencial a* el fet d’estar multiplicat per un parametre K.

Partim d’una funci6 senzilla i coneguda y = 3, dibuixa-la amb la calculadora grafica
o I’ordinador i observa com es va modificant quan I’anem multiplicant per diversos
valors k.

v

a) Comenca provant amb valors de k positius. Prova, per exemple, amb els
valors k =2, 3, 5 10, 0.5 i 0.1 Dibuixa les funcions i contesta a les
preguntes:

e ;On queda desplagat el punt (0,1) de la funci6 original y = 3*?
¢ ;/On queda desplacat el punt (1,3)?
e /Hi ha alguna variacié pel que fa al creixement i les branques infinites?
e /Hi ha alguna variacié pel que fa al regionament del pla?
b) Prova ara amb valors de k negatius, per exemple k = -1, -2, -5, - 0.5 -0.1
Dibuixa les funcions i contesta a les preguntes
e ;On queda desplacat el punt (0,1) de la funcié original y = 3*?
¢ ;/On queda desplagat el punt (1,3)?
e /Hi ha alguna variacié pel que fa al creixement i les branques infinites?
e /Hi ha alguna variacié pel que fa al regionament del pla?
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G.19 Fes un eshos rapid (en pocs segons) del grafic de les seguients funcions
exponencials utilitzant anicament una reflexié sobre les seves propietats. Comprova,
després, amb la calculadora o I’ordinador si ho has encertat.

a)y=-4  b)y=3-05"¢)y=-33" d)yzz{gj e)y:‘%'sx

A

v
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G.20 A partir de les caracteristiques que has observat en els exercicis anteriors
omple el segiient quadre. (si d’alguna de les propietats no n’estas del tot segur fes les
proves que necessitis amb la calculadora grafica o I’ordinador)

Propietats de la funcié exponencial y =k-a*

Compor- Compor-
tament tament

©, )

Absurd

G.21 A partir d’una reflexi6é sobre les propietats de la funcié exponencial, intenta
endevinar la formula de cada una de les funcions exponencials dels seguents grafics:
(Comprova, després, amb la calculadora o 1’ordinador si ho has encertat)
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H. EQUACIONS EXPONENCIALS. ELS LOGARITMES

H.1  Tycho Brahe va ser un astronom
anglés amb una personalitat forta i una
mica despotica. Al segle XVI va construir
un observatori anomenat Uraniburg que
incloia un castell amb un sistema
d’intercomunicacio entre les habitacions i
uns jardins privats amb animals de caca.
En Tycho no tenia nas (I’havia perdut en
una baralla) i en portava un fet d’un aliatge
de bronze. Era alt i gras, feia por només de
veure’l. Al castell, hi vivia un nan que es
deia Jepp al que li llencava trossos de
menjar per sota la taula com si fos un gos .
A en Tycho Brahe li agradava molt fer la !
broma que els matematics eren els éssers |«
amb la vida més curta que hi ha: segons |
Tycho els matematics, per cada minut
d’auténtic avang perden hores i hores de
calculs tediosos que no sén, propiament,
moments de  vida  auténticament
matematica. Per tal d’allargar la seva vida
Tycho tenia uns quants calculistes contractats a Uraniburg. Un calculista era un
treballador assalariat amb pocs coneixements matematics perd0 amb una bona
habilitat de calcul.
Un dia Tycho Barahe va donar als seus calculistes un problema molt especial.
Suposarem que tu ets un dels calculistes de Tycho per0 serem generosos i et
deixarem la calculadora. El problema era:
resol la seglient equacio: 2*=5
a) Resol el problema de Tycho utilitzant, si vols, la calculadora
b) Fes una reflexid escrita explicant els procediments de calcul que van haver
de fer els calculistes de Tycho utilitzant, tant sols, un llapis i un paper i
valora la dificultat d’aquest calcul en aquella época.

EQUACIONS EXPONENCIALS. EL LOGARITME

Una equacié exponencial €és una equacido en la que la incognita és a
I'exponent. L’exercici anterior és un exemple d’equacio exponencial senzilla
(tot i que, en principi, no és gens senzilla de resoldre).

Els logaritmes s6n un concepte matematic que facilita la resolucié
d’equacions exponencials. Per exemple, si tenim I'equacié 2* = 8 , la seva
solucio cal expressar-la utilitzant la notacio de logaritmes. Aixi diem que

X = log,8=3
i ho llegirem dient que 3 és el logaritme en base 2 de 8.

En general es defineix el logaritme de la segient manera:
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X = logsb € a*=b

Per exemple logs81 =4 jaque 3*=81

H.2  Calcula el valor exacte de x en les seglients equacions. Hauras de posar els
dos membres de la igualtat com a potencies de la mateixa base per a poder igualar els
exponents. Dona la soluci¢ utilitzant la notacié del logaritme.

2¥=128,  3*=27; 7%= 343; 2X:%; 9% = 3; 8% = 2;
4%=1; 2=8; 5%=625; 2°=05 6X:2—i6 10* = 1000

H.3  Calcula els valors dels logaritmes segtents i justifica la resposta expressant-
ho en forma exponencial.

log, 64 logs 81 IogZ% logip 100 logip 0,001 logs 125
log; % loge 3 logs 9 log, 0,5 logg 6° loge 81
log; 2 logio 10000 log, 1 log, 64 logz7 1 logs 2

Els logaritmes amb decimals

H.4  En tots els exercicis anteriors el valor del logaritme és exacte, pero no sempre
¢s aixi. Un exemple d’aixo és 1’exercici inicial de Tycho Brahe que I’hem resolt per
tempteig. Una possibilitat de solucié una mica bestia seria fer una taula de resultats
de potencies que després puguem consultar. Veiem un exemple: Omple la taula
seguent utilitzant la calculadora:

X 10* X 10* X 10" X 10*
1 2 3 4
1,1 2,1 3,1 4,1
1,2 2,2 3,2 4,2
1,3 2,3 3,3 4,3
1,4 2,4 3,4 4,4
15 2,5 3,5 4.5
1,6 2,6 3,6 4,6
1,7 2,7 3,7 4,7
1,8 2,8 3,8 4,8
1,9 2,9 3,9 49
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H.5  Consultant la taula anterior calcula els segiients logaritmes.

|Ogj_o 50,118723 = |Oglo794,328234 = |Og10 12589,254 =
logio 5011,87233 = logyo 7943,2823 = logio 12,5892541 =
|Oglo 10000 = |Oglo 3162,27766 =

El logaritme a la calculadora

Encara que sembli una bestiesa, la manera de calcular logaritmes fins fa
molt poques desenes d’anys era la de consultar una taula exhaustiva molt
similar a I'anterior perd amb milers de resultats precalculats. Actualment
tenim les calculadores que ens donen directament els resultats dels
logaritmes en base 10. Al ser aquests logaritmes els més utilitzats, s’ha
decidit no posar el 10 de la base. Aixi si veus escrit, per exemple, log 2
sense cap base entenem que la base és 10 i direm que és un logaritme
decimal. A la calculadora tens el logaritme decimal prement la tecla log.

Recorda que en tots els calculs amb logaritmes a la calculadora és obligatori
agafar, almenys, 4 decimals.

H.6  Utilitzant la tecla log de la calculadora comprova que els logaritmes de
I’exercici anterior sOn correctes.

H.7
a) Calcula log 38 amb la calculadora
b) Comprova que efectivament si eleves 10 al resultat obtingut et déna 38

H.8  Expressa les seglients igualtats en forma de poténcies i comprova que ho has
escrit correctament utilitzant la tecla x’ de la calculadora.

log 25 =1,39794 logl1=0 log 0,15 =-0,8239
H.9  Expressa les seguents igualtats en termes de logaritmes i comprova que ho
has escrit correctament utilitzant la tecla log de la calculadora.

10248 =309 10t =0,1 1003010 =0 5
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PROPIETATS DELS LOGARITMES

De les propietats fonamentals dels exponents :
. a-a*=a"

m. (@) =a
se'n deriven unes propietats dels logaritmes.

I) El logaritme d'un producte és la suma dels logaritmes dels factors:

lloga (m:n) = logam + log, n|

per tant podriem dir que el logaritme transforma productes en sumes.
demostracio: (estara basada en la propietat I. dels exponents):

Si considerem m, n i m-n com a potencies de base a, ho
expressem amb logaritmes i tenim en compte la propietat I. dels
exponents:

m=a © logs m=r

n=a> ** logan-=s

r+s

mn=a-a*=a™ “logs mn=r+s=logs m+logs n

II) El logaritme d'un quocient és la diferencia entre el logaritme del
dividend i el del divisor.

m
loga — = logam - logan
n

per tant podriem dir que el logaritme transforma quocients en restes.

) El logaritme d'una poténcia és el producte de l|'exponent pel
logaritme de la base.

lloga b = r-loga b

podriem dir que el logaritme transforma poténcies en productes. Hem de
tenir en compte que aquesta propietat també serveix per transformar el
logaritme d'una arrel, perqué ja saps que una arrel és una potéencia
d'exponent fraccionari.

H.10 Demostra la propietat del logaritme del quocient seguint uns passos
semblants al cas del producte.
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H.11 Demostra la propietat del logaritme d'una poténcia.

H.12 Utilitza les propietats dels logaritmes per transformar els logaritmes seguents
en sumes, restes i productes.

a) log (1,245 + 3,729)

b) log 345618715
519

¢) log(1,05)%

d) log+/517
e) log3/2,18

/ X
f) log,——
) log X+2

Formula del canvi de base
Tornem al problema original. Resoldre I'equacié 2* = 5. Aquesta equacié no

té una solucié exacta i el logaritme no sembla util per resoldre-la ja que la
solucié x = logz 5 no es pot calcular amb calculadora que té una tecla log
exclusiva del logaritme decimal.
Per resoldre aquest problema amb la calculadora necessitem una férmula
gue ens permeti canviar la base dels logaritmes,
En general suposem que ens interessa trobar

X =logab
o el que és el mateix volem resoldre I'equacié exponencial

a“=b

si calculem el logaritme en una base qualsevol (diguem-li q) de les dues
parts de la igualtat, aguesta es manté i aixi

logq @* = logq b,
utilitzant la tercera propietat podem passar la x al davant i tenim que

x-logq a =logq b

. i} . log,b . .
i ara, aillant la x tenim x = , és a dir, tenim que
log, a
log, b
log, b= amb g un valor qualsevol.
log, a
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En particular si considerem g = 10 ja podem calcular qualsevol logaritme

logh
amb la calculadora: log,b=——
loga

log5 0,69897000043

log2 03010299957
solucio definitiva de I'equacié del nostre amic Tycho Brahe 2* = 5 (comprova
amb la calculadora que efectivament 2232192809 - 5)

Per exemple x=log,5= =2,321928095 és, per fi la

H.13 Resol les segiients equacions exponencials:

¥=7 7*=2 9* =37 6°=0,2 34=62 12°=11

Larevolucié de les matematiques: El Logaritme

Som a lany 1590 i el rei Jaume VI d’Escocia s’havia de casar amb la
princesa Anna de Dinamarca. El rei i el seu séquit van fer un viatge al pais
vei per coneixer a la nova promesa. A mig cami els va caure a sobre una
tempesta tant forta que no van tenir més remei que refugiar-se en algun lloc.
La casualitat i la bona sort van fer que estiguessin a la vora del magnific
castell de Uraniburg, 'observatori del nostre amic en Tycho Brahe, el del nas
de bronze i el nan Jepp que menjava sota la taula.

Després de sopar, al caliu de la xemeneia, en Tycho tenia ganes de petar la
xerrada, no tots els dies tenia convidats amb coneixements cientifics, i el
metge del rei, John Craig, era l'interlocutor idoni. Els reflexos brillants del
nas de bronze el deixaven hipnotitzat i la conversa de caire cientific era la
tematica preferida de John, la nit prometia ser forca interessant.

Tycho, després de llencar-li un os amb un tros de carn enganxada a en Jepp
que el va mossegar d’'un bot com si fos un expert gos, va fer una rialla
maliciosa i va comencar a dir:

- Doncs si, els matematics som els éssers que tenen la vida més curta...

- Com? Va contestar intrigadissim John.

El Baré de Murchiston s’avorria com un carcamal.
Es deia Neper (o Napier) i intentava estabornir el
seu avorriment amb lectures de caire cientific.
Les llargues converses amb el seu bon amic John
Craig eren un autentic plaer per Neper.

- Saps qué? —li va dir en John a Neper tot just
tornar del viatge a Dinamarca —Els matematics
son els éssers que tenen la vida més curta...

Neper no era matematic, els seus coneixements
o de matematiques no eren més que els d’un bon
aficionat a les ciencies en general. Els arguments
de Tycho, explicats amb entusiasme per en John
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Craig, van captivar en Neper que va decidir dedicar una mica del seu tedios
temps a allargar la vida dels matematics.

La primera idea de Neper va ser confeccionar una taula identica a la de
I'exercici H.4, publicar-la i aixi els matematics podrien consultar la taula en
comptes de fer els calculs d’'una manera semblant a I'exercici H.5. Es clar
perqué la taula fos veritablement valuosa hauria de ser molt exhaustiva i
cobrir qualsevol consulta possible.

Immediatament es va adonar que aquesta era una tasca impossible perque
per calcular un sol dels valors de la taula trigaria setmanes, si no mesos
(reflexioneu com podrieu calcular, per exemple 10** sense calculadora sols
amb llapis i paper).

Després de rumiar una mica es va adonar que, utilitzant la formula del canvi
de base no era imprescindible que 10 fos la base de la taula. Qualsevol valor
més senzill de calcular podria ser la base, I'Unic que importava era que les
poténcies no tinguessin decimals que era el que dificultava els calculs.

Per altra banda les poténcies de nombres naturals consecutius de qualsevol
nombre estan molt allunyats un de l'altre. Aixd fa inutil la taula perqué del
gue es tracta és de buscar un resultat qualsevol a la dreta per després mirar
quina poténcia I'ha generat (recorda I'exercici H.5). Neper necessitava un
nombre que en elevar-lo a nombres naturals consecutius, el resultat variés
molt poc.

Podeu comprovar, facilment, que tots els nombres varien molt en elevar-los
a poténcies consecutives excepte I'1 que jno varia gens!. Pero, si I'1 no varia
gens (devia pensar I'avorrit bard) si agafo un nombre molt prop de I'1 variara
molt poc!...

Neper va trobar que el nombre ideal era 1,0000001.

Va comencar la seva tasca fent multiplicacions i multiplicacions. N’havia de

fer tantes que es marejava i
s’equivocava per evitar errors va
inventar la primera magquina
multiplicadora de la historia. j20 anys
després! va acabar la seva taula que
abasta des del 1,0000001' fins
1,0000001199°9°% |5 va publicar i va
generar, pot ser, la revolucié6 més gran
de la historia de les matematiques ja
que veritablement va allargar la vida
dels matematics que van poder
dedicar el seu temps a avangar en

conceptes nous sense perdre temps

amb Cé.lCUlS tEdiOSOS Exemplar de la maquina multiplicadora de Neper fabricat per un

alumne de I'lES EI Sui de Cardedeu en un treball de recerca

H.14
a) Calcula amb la calculadora 1,0000001%°%°% escriu el resultat amb més de
4 xifres decimals.
b) Busca a la calculadora la tecla e* utilitza-la per calcular e* i escriu aquest
misteriés nombre e amb, almenys 4 xifres decimals.
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Neper, sense voler, va descobrir un nombre que és avui en dia un dels
nombres amb nom propi més importants de la matematica (juntament amb
pi). Aquest nombre s’anomena amb la lletra e en honor a un matematic
anomenat Euler.

Després del seu brutal éxit dels logaritmes, Henry Briggs va visitar en Neper
i li va demanar que fes unes taules noves en base 10, Nepper es va negar
rotundament. 20 anys de calculs rutinaris havien esgotat tot el seu
avorriment. La responsabilitat de les noves bases va recaure, doncs, sobre
Henri Brigs que les va calcular a partir de les potencies naturals de les arrels
(quadrada, cubica, quarta,...) del nombre 10 sempre amb 14 xifres
decimals!.

Amb una lleugera variacid, es va reconvertir la taula d’en Neper a base e.
Aquestes dues taules han estat la salvacié dels matematics fins I'actualitat.
Van passar bastants segles fins que no es van revisar i corregir les taules de
Neper. (Hi ha alguns errors de calcul historics a les matematiques fruit de
petits errors de les taules originals).

No seria just que el nom d’en Neper no figurés en el seu invent aixi que al
logaritme en base e se 'anomena logaritme neperia i pots gaudir d’ell a la
tecla In de la teva calculadora.

H.15 Resol les segiients equacions exponencials utilitzant la férmula del canvi de
base perd amb el logaritme neperia. Comprova que el resultat és exactament el
mateix que a I’exercici H.13

¥=7 7*=2 9" =37 6°=0,2 34=62 12'=11

La veritable revolucié

El nan Jepp no va saltar aquesta vegada a
buscar el tros de menjar. Havien passat més
de 20 anys i ja no tenia les cames com
abans. La rialla maliciosa d’en Tycho, pero,
era com el primer dia.

Aqui tens la feina d’avui i la necessito ja! va
dir al nou calculista que acabava d’arribar de
la capital. El nou en tindra per unes quantes
setmanes pensava mentre el so metal-lic del
seu riure sardonic sonava per sota del seu
nas de bronze. La feina encomanada era
criminal:

Calcula x=7 32,29 (la divisi6 no era
28,36
problema, pero l'arrel setena, per tempteig, a |T§

ma era mortal. Calia multiplicar un nombre J

per ell mateix 7 cops, si el resultat era inferior =~ Uraniburg
al desitjat calia provar amb un nombre més
gran i si era meés gran amb un de més petit. Aixi fins encertar-lo. jl tot a ma!)
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Una flamant edicié de les noves taules d’en Neper lluia a sobre la taula del
calculista.
El calculista va agafar el llapis i va escriure:

32,29
X=7|——
28,36
despres va posar In a les dues bandes de la igualtat:
32,29
Inx=In7——
28,36

i va escriure I'arrel amb notacié exponencial:

1
32,297
Inx=1In
28,36

ara no tenia més que aplicar les propietats del logaritme i consultar les
taules de Neper

Inx= % In(%} = %[In 32,29-1n28,36]= %[3,4747575- 3,3449797]

despres el calculista va fer una senzilla resta i una elemental divisié entre 7:

3,4747575 o1 297 77 8|7
- 3,3449797 59 0,0185396
0,1297778 3 7
2 7
6 7
4

8
L6
Amb aixo tenia que In x =0,0185396 i per tant la solucié desitjada era

X = e0,0185396

El calculista va agafar el seu exemplar de les taules d’en Neper va buscar el
resultat d’aquesta operacié que era tabulada obtenint el resultat correcte
amb menys de 5 minuts:

x =1,018712525
Mentre Tycho mirava bocabadat la rapida solucié al entremaliat problema,

en Jepp, per primer cop, reia a queixalada mentre rosegava les restes de
carn d’'un os a sota la taula.
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H.16 Les técniques de calcul utilitzades pel calculista de la historia anterior ha estat
la manera habitual de fer qualsevol operacid6 minimament complicada fins que les
calculadores van estar a I’abast de tothom a la década del 1970. Imagina un altre cop
que ets el calculista de Tycho i troba la solucid de les seglients operacions. Cal que
redueixis les operacions: de poténcia o arrel a producte o divisié i de producte o
divisi6 a suma o resta utilitzant les propietats dels logaritmes. Utilitza
alternativament el logaritme decimal (amb la seva inversa 10) i el logaritme neperia
(amb la seva inversa €*). No cal que facis a ma les sumes, restes o productes o
divisions finals. Comprova al final que el resultat és correcte fent les operacions
directament amb la calculadora

a) 245,342.219,22
b) 36,88%0%%

c) 397,45
698,7\°

d) | 2L
33,58
17,2983

g) 6/—— =
) 61.4

o

EQUACIONS EXPONENCIALS

Fins ara sols hem resolt equacions exponencials basiques del tipus a* = b
que es resolien utilitzant directament la definici6 de logaritme. Pero
qualsevol equacié en que la incognita és a lI'exponent és una equacié
exponencial i s’ha de resoldre.

Per a fer-ho cal utilitzar la mateixa técnica que a I'exercici anterior. Es a dir,
cal posar log a les dues bandes de la igualtat, cal aplicar les propietats de
logaritmes fins que els exponents siguin productes i aillar la x amb les
técniques habituals d’equacions ordinaries.

H.17 Calcula el valor exacte de x en les equacions seguents.

a) 32 =81
b) 5%t =125
c) 10°°= 310
d)2¥*> =05

H.18 Resol les seglients equacions:

a) 45* =13

b) 1,08 =2

c) 0,399° =7943.57°
d) 73X+2 — 2X77
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H.19 Resol les segiients equacions(ampliacio):
a) 5 A 72X+6 — 3 A 75X71

X n2X+1
-7
b) 9

C) VE = ZXJR:VE
d) Y7 —5xt

H.20 Resol les segiients equacions posant totes les potencies com a potencies de la
mateixa base (ampliacio):

2 1

213X

2(}) e —3/g51
b)

8
¢) 5 +5" =6
d) 3" +3* =3~
g) 41 +21 =96

fy 2*-47=0

H.21 Resol els segiients sistemes d’equacions(ampliacio):
241.2V% =32
a) {2* +2Y =20
22 45 =141
b) {2“3 —5t =7

53%-2Y = 3125
c)
117 =14641
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Problemes

H.22 Una persona col-loca 1.000 € en un compte a termini fix al 4% anual
d'interes. Quan temps ha de passar perque disposi d'un capital de 1.250 €?

H.23 (Aquest problema esta basat en personatges i fets reals)

En Sergi ha acabat 4t d’ESO no vol continuar estudiant i ha decidit fer-se pastor. El
seu avi s’ha jubilat i és propietari de terres i quadres per mantenir fins 400 ovelles
productives amb les seves cries. L’avi li cedeix les propietats i a més li deixa diners
per comprar 50 ovelles productives.

Les ovelles tenen una capacitat de reproduccié que dobla el seu nombre en un any
(és a dir, el proper any en Sergi tindra 50 nous animals). Pero la meitat dels nous
animals son mascles i es venen per carn. De les femelles una tercera part s’utilitza
per renovar bestiar improductiu, la resta de femelles passa a incrementar la quantitat
d’ovelles productives.

¢Quant temps trigara en Sergi per disposar de 400 ovelles productives?

H.24 Un inversor professional ha obtingut una filtracié d’una empresa sobre la que
es fara una operacio que fara caure el seu valor en borsa en picat. Pero esperaran a
que el valor en borsa d’aquesta empresa tingui I’index 140. L’inversor professional
sap que aquesta empresa té un ritme de creixement en borsa excepcional, del 4%
mensual, i vol aguantar al maxim els seus diners.

(Quant temps ha d’esperar per treure els diners si I’index d’aquest mes ha estat de
1127

H.25 Un estudi de mercat determina que un nou producte pot tenir un impacte
inicial de vendes de 1000 unitats el primer any amb un creixement del 15% en els
anys successius.

La planta de fabricacié perd diners si les vendes son inferiors a 2500 unitats anuals.
Quant temps estaran perdent diners?

H.26 Col-loquem 12.000 euros a un interés compost anual del 6 %. Quin és el

capital al cap de tres anys?

H.27 Calcula el capital que, invertit al 4% d’interés compost anual durant 10 anys,
es va transformar en un capital de 7300 euros.

H.28 Esbrina el temps que s’ha invertit un capital de 2025 euros al 10,5 %
d’interes anual si el capital final és 3120 euros.

H.29 Una persona col-loca 900 euros durant 3 anys en un fons d’inversio. El
capital final és de 1267 euros. Quin tipus d’interés anual tenia aquest fons.
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l. la funcio logaritmica

Les funcions inverses, en general

Si en una funci6 qualsevol y = f(x) canviem la x per layilay perlax, i aillem
de nou la y obtenim la funci6 inversa a la inicial. Aquesta funcio inversa es
denota pery = f }(x)

Exemple:

Tenim la funcié y = 3x-12

canviem les variables: X = 3y-12

aillem lay: 3y =x+12 idividint per 3 y :%x+4

aixi podem dir que si f(x) = 3x-12, la seva inversa és f *(x) :%x+4

Les funcions inverses tenen la particularitat que, en representar-les
graficament son simetriques respecte la bisectriu del primer quadrant.
Aquesta propietat pot ser de gran utilitat si volem representar funcions de
certa dificultat.

En particular, la funcié exponencial i la funcié logaritmica sén, per propia
definicié, una la inversa de l'altra.

1.1 Dibuixa amb ajut de la calculadora grafica o de I’ordinador les funcions
y=2" i y=log, x (que sén una la inversa de I’altra). Observa la simetria respecte
a la bisectriu del primer quadrant

v
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1.2 Observa el parell de grafics anteriors i completa la taula:

Caracteristiques =P

y=2"

y =log, x

— Caracteristiques

O<a<l1l 6 a>1?

O<a<l 6 a>1?

Domini

Domini

Regionament del pla?

Regionament del pla?

En quin punt talla a
I’eix y?

En quin punt talla a I’eix
X?

Punt de tall a la recta
Xx=17?

Punt de tall a la recta
y=1?

Creix o decreix?

Creix o decreix?

Branca esquerra

Branca esquerra

Branca dreta

Branca dreta

Esbos dibuix

Eshods dibuix

1.3 Dibuixa amb ajut de la calculadora grafica o de 1’ordinador les funcions
y=05" i y=log,sx (que son una la inversa de I’altra). Observa la simetria

respecte a la bisectriu del primer quadrant.

v
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1.4 Observa el parell de grafics anteriors i completa la taula:

Caracteristiques =P y = O,5x y= |0g 05 X +— Caracteristiques
O<a<1l 6 a>1? O<a<l 6 a>1?
Domini Domini
Regionament del pla? Regionament del pla?
En quin punt talla a En quin punt talla a I’eix
I’eix y? X?
Punt de tall a la recta Punt de tall a la recta
x=1? y=17
Creix o decreix? Creix o decreix?
Branca esquerra Branca esquerra
Branca dreta Branca dreta
Esbds dibuix I T Esbés dibuix

| |

I.5  Observa la taula de I’exercici G.13 i, tenint en compte que la funcio6
logaritmica és simetrica respecte a la diagonal principal a la funcié exponencial,
omple el segiient quadre. Comprova després amb la calculadora grafica o 1’ordinador
que ho has fet correctament (inventa’t els exemples que necessitis).

Propietats de la funcié logaritmica y = logax

Domi | Tall Tall Branca Branca dreta
nt eix x recta esquerra
y=1

Si O<a<1 lim log, x= lim log, x =

x—0" X—>+00

limlog, x= lim log, x=

x—0" X—>+00

limlog, x= lim log, x=

x—0" X—>+00

Recorda que aquest cas és absurd, a sempre ha de ser positival
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1.6 Fes un eshds rapid (en pocs segons) del grafic de les segiients funcions
logaritmiques utilitzant unicament una reflexié sobre les seves propietats. Comprova,
després, amb la calculadora o I’ordinador si ho has encertat.

a) y=log, x b) y=log,, X c) y=logsx d) y=log, X

3

.7 A partir d’una reflexi6 sobre les propietats de la funcio logaritmica, intenta
endevinar la formula de cada una de les funcions logaritmiques dels segtients grafics:
(Comprova, després, amb la calculadora o 1’ordinador si ho has encertat).

v
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1.8 Intenta endevinar el grafic de les segilients funcions (n’hi ha d’exponencials i
de logaritmiques barrejades) comprova després amb la calculadora grafica 0 amb
I’ordinador si ho has fet correctament.

Comparem creixements

1.9 Representa graficament les segiients funcions en els eixos de coordenades.
Ajuda’t d’una calculadora grafica o un ordinador. Escriu un comentari en qué
expliquis la diferent manera de créixer que tenen cada una d’aquestes funcions (seria
bo ampliar el rang dels eixos per observar millor la tendéncia de cada funcié al
augmentar forga el valor d’X.

y=2" y=x y = 2X y=+x y =log, X
J. Escales logaritmiques
Quan tenim dades que sospitem que tenen un comportament exponencial o les dades
que hem de representar sén d'ordre molt diferent ens interessa utilitzar una escala

diferent a I'nabitual.

Per exemple si tenim que els cabals de set rius expressats en m*/segon son :

0,016 {154 (6,1 |32|0,07 |1,25 (0,28

I representem aquestes dades en un eix horitzontal, ens queda tant poc expressiu
com:

"GP e
0 20 40 60 a0 100 120 140 160

Provem que passa si fem els logaritmes
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caudal 0,016 |154 |6,1 32 0,07 125 |0,28
log -1,8 2,19 |0,79 151 |-1,15 |0,1 |-0,55

Ll gl L)t 0 gl |10t lgp ULt |l L)l lg il il il igll]
-2,00 -1,50 -1,00 -0, 50 0,00 0,50 1,00 1,50 200

Ara els punts queden diferenciats perd com sabem que 1,5 correspon a 32 m*/s ?

La soluci6 és representar els punts en una escala logaritmica, on nosaltres
representem directament els nostres punts.

IS N I 0 N I S N I S S I I e B R R

1000
0,01 0,1 1 10 100 Canrdal

Observem que les situacions relatives dels punts en les dos darreres representacions
son identiques. Per tant representar punts en una escala logaritmica és equivalent a
representar els logaritmes d'aquests valors en una escala normal.

Podem construir la nostra escala logaritmica calculant els logaritmes de 1, 2, 3, 10,
100, 200,.. i representar-los en paper mil-limetrat. Situarem la marca 1 a l'origen
(doncs log 1 =0) i lamarca 10 a una distancia unitaria (per exemple 1 cm). Els
valors corresponents a 2, 3,... es situaran a 0,301 cm, 0,477 cm, ... de l'origen.

Aixo produeix una escala no lineal, en la que les marques es van acumulant. La
distancia entre 10 i 100 sera la mateixa que entre 1 i 10. EI 20 dista de 10 el mateix
que 2 de 1.

Aqui tenim diversos exemples:

[ Y A A A

10 2 3 4 5 6 78 9H0? 2 3 4 |s & 7890107
11 3z 93 270 460
' ' F 3 F 3

102 z 3] 4 5 6 7 8 g0 z 3 4 |5 6 789100

0,011 0,032 0,08 027 0,46
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Formato de ejes

Tramas  Escala | Fuente |
Escala del eje de valares (¥)

Una altra opci0 és utilitzar un programa grafic, com pot ser un Mot

full de calcul. T
W Undsdmayor: [s0
¥ Unidad mepor: ]m_

Afi i 1 'aiy 1 1 ¥ Eie de categarias (%)
Un cop fet el grafic clicar amb ratoli dret sobre I'eix i escollir ot

guza en: o

formata eix / escala logaritmica. TR

Per que dibuixar en una escala logaritmica?

Hem vist que és util quan els valors son de magnitud diferent. També son
convenients quan ens permet convertir el grafic que relaciona dos variables en una
recta.

S'utilitzen dos tipus de grafics:

Semi logaritmics: un dels dos eixos esta en escala logaritmica i l'altre en escala
aritmética.

Doble logaritmics o logaritmics: els dos eixos en escala logaritmica.

Nivell de pressio sonora

La relacio entre la pressio sonora del so més intens (quan la sensacid del so passa a
ser dolor auditiu) i la del so més debil és al voltant de 1000000. Aixo ha fet que
s'adopti una escala logaritmica.

Si anomenem P¢sa la pressio de referencia d'un to practicament no audible ( es a dir
20 pPa) i P a la pressio sonora, podem definir el nivell de pressié sonora Lp com:

Lp:20-log(Pi)

ref
La unitat utilitzada per expressar el nivell de pressié sonora és el decibel.

El decibel és per tant una unitat logaritmica de mesura que expressa la magnitud
d'una quantitat fisica respecte a un nivell de referéncia. L'Us d'una unitat logaritmica
permet representar magnituds molt grans i molt petites amb ndmeros més petits. Al
ser una relacié respecte a un nivell de referéncia el decibel és una unitat a
dimensional.

Es basa en el bel, una unitat que no s'utilitza a la practica ja que és massa gran. Al
voltant del 1900 el Sistema Internacional de Mesura hi dona aquest nom en memaria
a Alexander Graham Bell. El decibel (simbol: dB) és la desena part del bel. Un bel
representa un augment de potencia de 10 vegades sobre la magnitud de referencia.
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Zero bels és el valor de la magnitud de referéncia. Aixi, dos bels representen un
augment de cent vegades en la poténcia, 3 bels equivalen a un augment de mil
vegades i aixi successivament.

El nivell de pressio sonora dels sons audibles varia entre 0 dB i 120 dB. Els sons de
més de 120 dB poden causar danys auditius immediats i irreversibles a més de ser
bastants dolorosos per la majoria de les persones.

How Loud Is Too Loud?

Noise-induced hearing damage is related to the duration
and volume of exposure. Government research
suggests the safe exposure limit is 85 decibels for
eight hours a day. Some commaon decibel levels:

115 120

Raindrops Normal Busycity Hair Rock  Chain-  AniPod Jack-  Gunshot,
conversation traffic  dryers concerts  saws  at peak hammers fireworks
volumes

105 110

e

Sources: dangerousdecibels.org; WS ressarch

La exposicion a ruidos superiores a 85-90 decibeles durante
varias horas por dia causa dafos irreversibles a nuestros oidos.
L siblioteca 5 M
aZf conversacion suave 40 .
:EE‘.: Lluvia 50 .
%ﬁ}%h Charla 60 -
@y Transito moderado 70 -
T ) Despertador 80 _
*) Motociclista 90 _
EM  camion de basura 100 |
& Discoteca 110 -
\;z/\}y Avién despegando 120 _
‘ Taladro neumatico 130 _
™= Disparos cercanos 140 7-

J.1 Observa les taules anteriors.
a) Quina és la pressio sonora corresponent a cada so de les taules.

b) Amb un full de calcul fes un grafic que relacioni els decibels amb la seva pressio
sonora.

c)Fes un grafic en paper mil-limetrat que relacioni els decibels amb la seva pressio
sonora corresponent. Escull una escala logaritmica per la pressié sonora i una escala
aritmetica per els decibels.

d) Fes el grafic ¢) mitjancant un full de calcul. Qué observes?



