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Series logiques
A.1. Observa els segiients dibuixos, Per a cada série cal que diguis quin dibuix anira a
continuacio i que expliquis per escrit per que
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A.2. Quina fitxa de dominé creus que vindria a continuacio, per que?

(I 1 e v e I R

A.3. Observa les séries de la pagina segiient. Cal que diguis quina és la série que continua. Es
molt important que expliquis per escrit a la teva llibreta per que .
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A.4.Ves a la pagina web http://www.bequiz.net/ i fes el test de series logiques corresponent a
matrius 2. Escriu a la teva llibreta la puntuaci6 que has tret.

A.5. A la pel-licula Los crimenes de Osford de Alex de la Iglesia hi ha un assassi que fa
assassinats deixant endevinalles. Una de les que deixa és la serie segiient. Quin dibuix creus
que ha d'anar a continuacid, Explica per queé:

82 €3

B. Séries numériques: Successions.

B.1. Observa les segiients séries numeriques. Cal que escriguis quin nombre €s el que continua i
quina ¢€s la regla que la genera.

a) 1,2,3,4,5, ...

b) 1,2,4,8, ..

¢) 2,4,6,8, ...

d) 5, 10, 15, 20, ...

e) 6,11, 16, 21,

f)2,4,8, 16,32

g) 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, ...
hi,-1,1,-1,1,-1,..

i) 1,2,4,7,11,16,.....

j) Escriu, de cada una de les séries anteriors quin ¢és el nombre que estaria a la décima
posicid. Explica per que.

NOTACIO
- En matematiques a les séries numeériques les anomenem successions

. Als nombres de les successions els anomenem terme de la successio,
aixi per exemple a la successio 5, 10, 15, 20 diem que 5 és el primer
terme i per resumir encara més podem dir que és el terme a;.
D'aquesta manera escriurem

a:=>5, a>=10,as3= 15, a4s= 20, ... ai1=50
. moltes vegades una successid es pot escriure amb una formula. Per
exemple la successid anterior es pot escriure de dos maneres:

o an= 5-n, efectivament cada terme surt multiplicant per 5 el lloc que
ocupa, per exemple el 3r terme surt multiplicant 5 x 3 = 15. Aquest
tipus de férmula s'anomena terme general.

> 0o també amb la formula de recurréncia a,= a.: + 5, en aquest
cas an-1 vol dir el terme anterior,es a dir qualsevol terme d'aquesta
successié surt sumant 5 al terme anterior.
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B.2. Escriu els 5 primers termes i el terme @,y de cada una de les successions segiients.

a) a,=n+2
b) a,=n-(nt+1)
¢) a,=3n-10
d a,=2-3"

e) a,=5-2n
f) a,= —3n’
g) a,=52"

C. Com trobar el terme general d'algunes successions

Estudi de les diferéncies

Anomenem diferéncia al resultat de restar a un terme el terme anterior. Observa

I'exemple:

Successio: 4

14

19...

Diferencia: 5

En aquest exemple podem veure com I'estudi de les diferéncies ens ajuda a endevinar el

terme seguent que haura de ser 19 + 5 =24,

Si les diferéncies son constants la successié s'anomena progressio aritmeética, en
aquest cas el terme general sempre tindra la forma a, = a; + (n -1) - d ondés la

diferéncia.
Observa I'exemple:

Successio: 4

14

19...

Diferéncia: 5

5

5

5...

Enaquestcasd =5, pertanta,= 4+ (n-1)-56=4+5n-5=>5n -1

C.1. Digues quines de les segilients successions son progressions aritmetiques i, per les que ho

siguin dona la diferéncia d, i I'expressio algebrica del terme general @,

a) 3, 8,13, 18, ...
b)2, 6, 18, 54, 162, ...
©)7,6,5,4,3, ...
d)-6,-1,4,9, 14, ...
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el,-1,1,-1,1, ..
f) 2,4,8,16,32, ...

C.2. A l'eruga Flip li surten 3 anelles el primer any de vida 1 2 anelles més cada any:

Cooo Cocoor @ooocooo

It any 2n any 3r any

a)Escriu la quantitat d'anelles que Flip tindra els 5 primers anys i les anelles que tindra l'any
que fa 10.

b)Escriu el terme general de la successio de les anelles d'en Flip
C.3. Investiga quants cubs fan falta per a fer les successio de la figura.
a) Comencem amb potes d'un cub d'altura, després dos cubs,etc Troba els 5 primers termes.

b) Troba el terme ayy 1 intenta trobar el terme general.

C.4. En un restaurant tenen unes taules per a 4 comensals. Si en venen més han d'ajuntar taules
tal com indica el dibuix. Investiga quants comensals hi caben amb 1, 2, 3, 4, 5 1 10 taules
alineades. Intenta trobar el terme general de la successio.

O O O
O O O O

O O O
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Estudi de les Raons (divisions)

Ara en comptes de restar a un terme ['anterior, el dividirem. Aquestes divisions
s'anomenen raons entre els dos termes.

Si la rad entre els termes sempre és la mateixa direm que la successio és una progressié
geometrica, en aquest cas per trobar un nou terme nomeés cal multiplicar per la raé.
Observa I'exemple.

Successio: 3 6 12 24...
Raod: 2 2 2 2...

El terme general d'una progressié geométrica sera a, = as - "' onr és la raé.
El terme general de I'exemple anterior és a, = 3-2""

C.5. Digues quines de les segiients successions son progressions geometriques i, per les que ho
siguin dona el primer terme @;  larad r 1l'expressio algebrica del terme general @,

a) 2,4,6,8, 10, ..

b) 2, 4,8. 16,32, ...

¢) 625,375,225, 175, 105, ...
d)1,4,9, 16,25, ...

e)0,3, 0,03, 0,003, 0,0003, ...

C.6. Observant les successions anteriors, escriu quina €s la diferéncia entre una progressio
geometrica de rad més gran que 1 i una de rad més petita que 1. (suggeriment: troba amb la
calculadora molts termes de la progressid i ves observant els resultats)

C.7. Escriu a la teva llibreta 2 exemples de progressions aritmetiques i 2 de progressions
geometriques. Explica per que ho son 1 escriu el terme general.

C.8. Una de les situacions de la vida real on es poden aplicar progressions geometriques ¢és al
creixement de poblacio. Imagina que un poble té actualment una poblacié de 15000 habitants.

(a; =15000) suposem que creix amb una ra6 de r = 1,1 cada any (augmenta un 10%).
a) Quants habitants tindra al cap d'un any?

b) Calcula els habitants que tindra els 5 primers anys.

¢) Quants habitants tindra al cap de 10 anys?

d)Escriu la féormula del terme general.

C.9. En Joan té 20000€ a la caixa i els ha posat en un fons que produeix un interes del 3%
anual, és a dir que cada any que passa multiplica el seu capital per 1,03.

a) Quants euros tindra al cap d'un any?
b) I al cap de 5 anys?

¢) Troba el terme general 1 calcula quan diners tindra al cap de 20 anys
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C.10. Analitzarem com va augmentant el gruix d'un full a mesura que I'anem doblegant.

a) En primer lloc, investiga com es pot mesurar el gruix d'un full. Explica la teva estratégia i
digues quin és el resultat.

b) Pren un full de paper i doblega'l pel mig Quin és ara el gruix del paper doblegat?
¢) Torna a doblegar-lo i calcula el gruix del plec.

d) Calcula com va augmentant el gruix del plec mentre 1'anem doblegant fins cinc vegades
(' escriu aquests nombres en forma de successio)

e) Quin sera el gruix del plec després de doblegar-lo 10 vegades?

f) Sense calcular-ho, fes una conjectura (una suposicié a ull) de quantes vegades creus que
s'hauria de doblegar el paper perque el gruix superés 1 km (considera que el full és prou
gran com per poder doblegar moltes vegades!).

g) Calcula els gruixos (en metres)
fins que se superi el km.
Organitza les dades en una taula
que relacioni nombre de doblecs
amb gruix del plec en metres.
Fes els calculs que facin falta
fins trobar el nombre de plecs — nou o peoso

DUQVE| , ARA

per tal d'arribar a 1 Km. TieeaR-10

h) Sense calcular-ho, fes una / PR
conjectura de quantes vegades [ y
creus que s'hauria de doblegar el < \\ “
paper perque el gruix superés la
distancia entre la Terra 1 la

Lluna (imagina't que el full és prou gran com per poder doblegar-lo moltissimes vegades!)
Nota: La distancia entre la terra i la lluna és de 384 400 km)

i) Escriu la formula del gruix del plec en funcié del nombre de doblecs. Qué observes?

j) Utilitza la tecla x” de la calculadora per investigar quants doblecs caldria fer per superar la
distancia Terra-Lluna.

k) A la practica, quantes vegades pots arribar a doblegar un full DIN A4 ?

Algunes successions curioses

En tots els exemples seguents cal que trobis fins el terme 10 i, si pots, el terme general.
Cal estudiar les diferencies o les raons.

C.11. Podem crear la successio dels nombres quadrats si anem omplint quadrats amb fitxes
(podeu experimentar amb pedres o llenties) tal i com es veu al dibuix. Calcula els 5 primers

termes, el terme @, 1 el terme general.
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C.12. Troba els 5 primers termes, el terme @, 1 el terme general de la successio feta amb fitxes
en els segiients cassos:

a)
b)

C.13. Investiga quantes rajoles quadrades o triangulars fan falta per a cada figura, troba els 5
primers termes, el terme @;, 1 intenta trobar el terme general.

a)
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b)

®®%%%

C.14. Si anem omplint triangles amb fitxes tal com es veu en el dibuix, surt una successio

anomenada dels nombres triangulars. Calcula els 5 primers termes, el terme dj 1 el terme
general

C.15. Si plantem un gra de blat surt una planta amb 10 grans de blat, si els tornem a plantar
surten 10 grans de cada gra 1 aixi successivament. Escriu la successio. Quin tipus de successio
€s? Quin és el terme general?

C.16.Cadascu de vosaltres ha d'inventar-se una activitat similar a les anteriors, pot ser amb
escuradents, rajoles, pedres, cubs o qualsevol altre cosa. Cal que trobeu els 5 primers termes 1
el terme 10. El professor en triara alguna que fareu tots els de la classe.

C.17.Escriu un resum explicant clarament queé €s una progressid aritmetica i que €s una
progressio geomeétrica. Posa un exemple de cada.
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D. La successio més famosa, la successio de Fibonacci

Quantes parelles de conills obtindriem al final d'un any, si, comeng¢ant amb una parella, cada
parella produeix cada mes una nova parella que pot reproduir-se al segon mes d'existéncia
suposant que no mor cap conill?

SUCCESSIO DE FIBONACCI

Parella origimal

S
- /)
- ||
- e
AR

Semes

e b b b

A 1'Edat Medieval un matematic anomenat Leonardo de Pissa (1180-1256) més
conegut amb el nom de Fibonacci fou qui va introduir la numeraci6é indoarabica a
Europa. Li agradaven molt els jocs numerics i va plantejar el problema anterior. La
successio formada pel nombre total de parelles de conills que hi ha cada mes
s'anomena successio de Fibonacci.

D.1. Buscar que son els nombre indoarabics 1 per que va ser tan important la seva introducci6 a
Europa.

D.2. a) Escriu els termes de la successio corresponent al nombre de parelles que hi ha cada mes.

b)Troba una formula de recurréncia.

D.3. Observa detingudament el dibuix de la - +
dreta.

a) Comencant des de el centre i prenen com a
unitat la diagonal d'un quadrat de la quadricula
escriu la successid que representa els costats
de la recta poligonal dibuixada.

b) Que observes?
¢) Quina llargada tindria el costat seglient?

D.4. Observa ara la figura anterior i esbrina com s'ha dibuixat l'espiral. Intenta dibuixar-la a la
teva llibreta.

D.S. A Internet pots trobar molts llocs de la natura o l'art on és present la successido de
Fibonacci. Fes una presentacié amb ordinador incloent, almenys 5 diapositives amb imatges
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diferents.

E. Altres recerques
E.1. Els totxos:

a) Només hi ha una manera de disposar un totxo per fer una paret d'un totxo i algada la part
gran del totxo:

b)Si volem fer parets de dos totxos tenim dues possibilitats

¢) Si les parets son de tres totxos tenim tres possibilitats:

d)Quantes possibilitats hi ha, de fer parets de 4, 5, 6 i més totxos?

E.2. Les abelles v &—‘,_5-1- «" “;5'
) = -
Tenim dues files d’hexagons en les que les abelles volen » '.. S "! \
entrar al rusc. Les abelles només poden fer moviments .. " 2N
cap a la dreta, cap amunt o cap avall, pero mai poden I. J s L |
retrocedir.

000

a) Per entrar dins 1’hexagon 1 I’abella sols pot fer-ho d’una manera.

b)Per entrar a la cel-la 2 ’abella pot anar directament a la 2 o passar primer per la cel-la 1
(dues formes)

¢) Per anar a la cel‘la 3 pot fer 1-3; 1-2-3 o bé 2-3 (tres maneres diferents)

d)Quantes maneres diferents té 1’abella per anar ala cel-la4? [ ala5? 11a 67?...
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F. Suma de progressions
Suma de progressions aritmetiques
Volem calcular el nombre de campanades que toca durant un dia un rellotge que només toca a les
hores.

Per aixo n'hi ha prou amb sumar les campanades de mig dia 1 multiplicar per dos, es a dir calcular
Sip = 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12 i després multiplicar per 2.

Aquest calcul és molt facil de fer, perd veurem un procediment que després ens permetra fer calculs
molt complicats.

Observem primer que el nombre de campanades formen una progressio aritmetica de diferencia 1.

Representarem cada terme com un rectangle de base el seu valor i altura 1

. 3

4

s
T
8
e
. (|
- n
- .

Afegim ara a la dreta els rectangles corresponents a la progressio agafada a l'inrevés.

O |10 | Q| N DN |k W N | =

[a—
S

11

12
Observem que S;; coincideix amb la meitat de 1'area del rectangle de base (el primer + 1'altim) 1
d'altura el nombre de termes que volem sumar, en aquest cas 12, per tant:

(12+1)-12

2

Si,= =78 Es adir el nombre de campanades en mig dia és 78.

Generalitzem ara aquest procediment per qualsevol progressié aritmética. Suposem que tenim una
progressio aritmetica de primer terme a; 1 diferéncia d 1 volem sumar els n primers termes:
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a
a1

Observem que l'altura del rectangle és n i la base ( a; + a, ) , per tant:

(a1+an) ‘n

Sh=
2

F.1. Calcula la suma dels 30 primers nombres de les progressions aritmetiques segiients

a)a, =10 d=5
b)ya,=-3 d=4
c)a;=0.5 d=9
d)ya,=12 d=-3

F.2. Calcula la suma dels 10 primers termes d'una progressio aritmetica de primer terme 3 i
diferéncia 5. Calcula també¢ la suma dels 100 primers termes.

F.3. Sabem que una progressio aritmética té el primer terme 5 i el segon terme ¢és 9. Calcula la
diferéncia. Troba la suma dels 15 primers termes.

F.4. En una progressio aritmetica el primer terme és 15 1 els segon terme €s 11. Calcula la
diferéncia de la progressio i la suma dels 20 primers termes.

F.5. La Marta decideix fer tots els exercicis de Matematiques en deu dies. El primer dia fa 3
exercicis, 1 després en fa cada dia dos més que el dia anterior. Esbrina el nombre total
d'exercicis que ha de fer.

F.6. Calcula la suma de tots els multiples de tres entre 0 i 100.

F.7. Un professor decideix col-locar els 36 alumnes en files, de manera que a la primera fila n'hi
ha un, a la segona dos, tres a la tercera, i aixi successivament. Quantes files podra formar?

Suma de progressions geométriques

Hem vist que una progressioé geometrica de primer terme a; i rad r t€ com a terme general

a,=a; - "' Volem calcular ara la suma dels n primers termes S,

—
Se=aitatast ... +ta, = a;+(arn)+(ar Pt +(a1-r‘h)>
~_

('/’//// —
Calculem ara r-S,= (ar1)+(a - )f...... i(ﬁg@jL (ar-r")
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Restemara 1S, - S, observem que els termes —— ———_ séniguals 1 per tant al fer la
resta desapareixen: ~—

r-S, - Su= a;'r"- a; 1per tant resolent I'equacio:

n
Cll'r —Cll

Si=
r—1

Es a dir només necessitem el primer terme 1 la rad per poder calcular qualsevol suma.

F.8. Calcula la suma dels 20 primers termes de les progressions geomeétriques segiients:
a)a, =10 r=0.5

b)ai=4 r=2
c)a, =45 r=-1
d)a;=3 r=0.01

F.9. D'una progressid geometrica sabem que el primer terme €s 5 i la seva ra6 és 2. Calcula la
suma dels 15 primers termes.

F.10. El primer terme d'una progressio geometrica és 4 i els segon ¢és 8. troba la rad de la
progressié i la suma dels 10 primers termes.

F.11. En una progressio geometrica el primer terme ¢és 3 i el segon és 1. Troba la rad de la
progressid. Troba també¢ la suma dels 10 primers termes.

F.12. Resol els problemes segiients, sabent que son progressions geometriques
a) a;=3 r=4in=5, trobaa,iS;s
b) a,=12 r=12in=8,a,1Ss

G. Suma d'una progressio geométrica indefinida. La nocio d'infinit.
Quan la raé d'una progressi6 geomeétrica ¢s més petit que 1, els termes de la progressié son
decreixents 1 cada cop s'acosten més a un nombre. Diem aleshores que la progressio és convergent i
que el limit de la successio és aquest nombre.

G.1 Donada la progressié geomeétrica de primer terme 1 ira6 1/2 .
a)Troba el terme general, busca amb la calculadora aio , @200, 2300 . Que observes?
b)Podries calcular amb la calculadora a;o00?

¢)Quin és el limit d'aquesta successio?

Paradoxa de Zenod ( 489 a.C). Aquil-les i la tortuga.

Aquil-les i una tortuga han de competir en una cursa. Aquil-les com a bon
esportista i donat que és molt més rapid que la tortuga, li déna un tros
d'avantatge. Un cop comencgada la cursa quan Aquil-les arribi al punt on estava
la tortuga aquesta ja haura avancat un tros. Aixi Aquil-les s'acostara cada cop
més a la tortuga perd mai arribara a atrapar-la.
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Aqguesta paradoxa ha estat molt estudiada al llarg de la historia.

G.2 Estudiarem aquesta paradoxa suposant que la velocitat d'Aquil-les és el doble que la de la
tortuga 1 a més que l'avantatge inicial ¢és d'un kilometre.

a) Fer en un mateix eix de coordenades dos grafics (un per Aquil-les i l'altre per la tortuga) que
representin I'espai recorregut segons el temps transcorregut. Atrapara a la tortuga?

Per calcular el cami d' Aquil-les abans d'atrapar la tortuga caldra sumar:

1,11
1+=+—+—+.....
2 4 8

a) Identifica aquesta successio. Existeix el seu limit?

¢) Escriu la formula per calcular S, substituint a, i r per els seus valors.

n
d) Per calcular aquesta suma infinita substitueix ara (E) per el seu limit.

e) Quant val S, quan la n tendeix a infinit? Reflexiona que vol dir aixo.

H. Annex : Exercicis d'ampliacio

La llegenda de l'inventor dels escacs
Fa molt temps regnava a I'India un rei anomenat Iadava. Els seus amics estaven molt
preocupats per ell, doncs Ultimament estava sempre trist i pensatiu. Al llogaret de Lahur
Sessa, un jove brahman, va arribar la noticia de la tristesa del monarca i aquest va inventar un
joc ("els escacs") que pogués distreure al princep i alegrar el seu cor.

Sessa va explicar al rei ladava, als visirs 1 cortesans les regles del joc. Era un gran tauler
quadrat dividit en 64 caselles. Sobre ell es col-locaven dues series de peces, unes blanques i
altres negres. Les formes de les figures es repetien simétricament i hi havia regles curioses per
a moure-les.

ladava va quedar impressionat per l'enginy de Sessa i li va
oferir que tries el que volgués: or, joies, palaus o terres...
pero Sessa "només" 1i va demanar grans de blat:

Un gra per la primera casella del tauler, 2 per la segona,
4 per la tercera, 8 per la quarta, i aixi doblant
successivament fins a 1'altima casella.

Al sentir la peticié de Sessa tots van riure, ladava encara que
estranyat, va cridar als algebristes de la seva cort perque fessin
el calcul del nombre de grans que havia de lliurar al brahman.

a) Quants grans de blat es necessiten per cada casella de la
primera fila?

b) Si sabem els grans que hi ha en una casella com podem
saber els de la casella segiient?

c) Quants grans de blat es necessiten per omplir la primera fila?
d) Quants grans es necessitaran per omplir tot el taulell?

Anem a reflexionar que significa aquest nombre. Busca les dades necessaries per poder
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contestar:

e)Quants kg de blat son necessaris?

f) Quantes vegades el pes de la Terra representen aquests grans de blat?
g) Quina ¢és la produccié mundial anual de blat?

h) Quantes collites serien necessaries?

1) Va poder complir el rei? Com creus que continua la historia?

Les Torres de Hanoi

Una antiga llegenda explica que en el gran temple de Benarés, sota la cipula que assenyala el centre
del mon, reposa una safata de coure a la que estan plantades tres agulles de diamant, més fines que
el cos d'una abella. En el moment de la creacid, Déu va col-locar en una de les agulles 64 discos
d'or pur, ordenades per grandaries, des del més gran que reposa sobre la safata, fins el més petit, a
dalt de tot del munt. Es la torre de Brahma. Incansablement dia rere dia, els sacerdots del temple
mouen els discos fent-los passar d'una de les agulles a un altra, d'acord amb les lleis fixes i
immutables de Brahma, que dicten que el sacerdot en exercici no mogui més d'un disc a la vegada,
ni el posi sobre d'un disc de menor grandaria. El dia en que els seixanta i quatre discos hagin estat
traslladats de 1'agulla a la que Déu els va posar al crear el mén a una altra agulla, el temple i tots els
brahmans s'ensorraran, quedant reduits a cendres i, amb gran estrepit, el mon desapareixera.

Si avui comencen a moure els discos. Quan creus que sera la fi del mon?

Si volem calcular quants moviments calen per canviar els 64 discos és millor que comencem a
estudiar la solucié amb una quantitat més reduida.

a) Comengar, comptant el nimero minim de moviments necessaris per canviar 3 discos.
b) Intentar ara estudiar els moviments necessaris per transferir 4 discos.
c)Estudiar ara quants moviments s’han de fer amb 5 discos.

d) En una taula podem resumir els resultats obtinguts (intentar endevinar els resultats segilients a
partir dels anteriors)

Discos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

‘ Moviments 1

e) Trobar una manera de calcular quants moviments caldran amb qualsevol quantitat de discos?

f) Imaginar que els sacerdots mouen una pega cada segon, sense descansar cap moment. Calcular
quants anys trigaran en canviar totes les peces.
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