LOS SOLIDOS PITAGORICO-PLATONICOS
GEOMETRIA, ARTE. MiSTICA Y FILOSOFIA

Hace falta explicar qué propiedades deberian tener los cuerpos mas bellos, [...],
deben tener la propiedad de dividir en partes iguales y semejantes la superficie de
la esfera en que estdn inscritos.

PLATON. Timeo 54b-55a.

Argumentando como un magnifico gedmetra y profundisimo matematico, Platén
asocio las cinco formas regulares a los cinco cuerpos simples que concurren en la
formacién de todo compuesto creado, es decir, a la tierra, el aire, el agua, el fuego
y el cielo, como aparece en su Timeo, donde trata sobre la naturaleza del universo.
LUCA PACIOLI. La Divina Proporcién. Akal, Madrid, 1991. Cap.LV. p. 103.

El Creador 6ptimo Maximo, al crear este mundo moévil y en la disposicion de los
cielos se atuvo a los cinco cuerpos regulares que han sido tan famosos desde los
dias de Pitagoras y de Platon.

J.KEPLER. El secreto del universo. Alianza Editorial, Madrid, 1992. p.65

El Timeo pasa por ser la obra mas sublime de toda la filosofia antigua.
VOLTAIRE. Diccionario filoséfico.

La exuberante geometria de los poliedros regulares ha fascinado en todas las civilizaciones,
desde los pueblos neoliticos hasta nuestros dias, con un significado de origen geométrico,
estético, simbdlico, mistico y césmico. Los poliedros son el nicleo de la cosmogonia
pitagorica del Timeo de Platon, que los asocia con la composicion de los elementos naturales
basicos, teoria de orden mistico que tendra una decisiva influencia en la cosmologia poliédrica
de Kepler. Euclides situa a los cinco sélidos platonicos como climax final, glorificacion y cenit
de un tratado tan brillante como Los Elementos, en lo que se considera el primer teorema de
clasificacion de la Matematica.

Los poliedros, han sido en todas las épocas, simbolo y expresidon placentera de la belleza
ideal, de ahi su presencia en muchos tratados en los que algunos artistas y teéricos (Piero
della Francesca, Pacioli, Leonardo, Durero, ...) disefian y escriben entre el Arte y la Geometria.

En la modernidad los poliedros han sido un importante nexo que vincula cuestiones de
Matematica superior (Topologia algebraica y Teoria de Grupos) con la resolucién de
ecuaciones algebraicas y la Cristalografia, pero también, por su belleza y misterio, una fuente
inagotable de inspiraciéon que enciende la fantasia de creadores, disefadores y artistas, entre
los que sobresalen Gaudi, Escher y Dali, que como sus antepasados imputan a su geometria
funciones de orden estético, cosmoldgico, cientifico, mistico y teolégico.

Los poliedros en el Neolitico.
La Cosmogonia poliédrica pitagorica.
Los Poliedros regulares en El Timeo de Platon.
El Libro Xlll de Los Elementos de Euclides.
Los sélidos arquimedianos o poliedros semiregulares.
Citas memorables sobre los sélidos platénicos.
Los poliedros: Arte y Geometria en el Renacimiento.
El Libellus De Quinque Corporibus Regularibus de Piero della Francesca.
Poliedros en La Divina Proporcién de Luca Pacioli.
Los disenos poliédricos de Leonardo.
Poliedros en el Underweysung der messung de Durero.
Los poliedros como elemento decorativo en el Arte del Renacimiento.
La Cosmologia y Cosmogonia poliédricas de Kepler.
Los poliedros en los tiempos modernos.
Los Poliedros en en el Arte del sigloXX: Gaudi, Escher y Dali.
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Los poliedros en el Neolitico

La historia de los poliedros regulares y su significado simbdlico, mistico y césmico se
remonta a los primeros estadios de la Cultura. Keith Critchlow en su obra Time Stands Still
(Londres, 1979) da una prueba fehaciente de que eran conocidos por los pueblos neoliticos
de Escocia, al menos mil afios antes de Platon, como muestran las siguientes ilustraciones:

Sélidos regulares neoliticos de Escocia (Ashmolean Museum de Oxford).

Segun Critchlow:
«Lo que tenemos son objetos que indican claramente un grado de dominio de las
matematicas que hasta la fecha todo arquedlogo o historiador de la matematica le
habia negado al hombre nealitico.»

La arqueologia ha exhumado numerosas muestras que demuestran que los sdlidos
platénicos eran conocidos por las culturas historicas europeas. Entre ellas sobresalen las
siguientes:

1. Esfera tetraédrica neolitica (Keith Critchlow: Time Stands Still).
2. Dodecaedro etrusco (500 a.C. Landes-Museum. Mainz, Alemania).
3. Icosaedro romano (Rheinisches Landes-Museum. Bonn)

El origen de estas piezas puede ser de indole estético, mistico o religioso, pero también es
posible que fueran observadas en la naturaleza en la forma de algunos cristales como los de
pirita, o en esqueletos de animales marinos como la radiolaria.

Segun Lawlor (Geometria Sagrada. Filosofia y Practica. Cap.10. Debate. Madrid, 1993.
p.97) Gordon Plummer en su obra The Mathematics of the Cosmic Mind, afirma que la
mistica hindu asocia el icosaedro con el Purusha, la semilla-imagen de Brahma, el creador
supremo, la imagen del hombre cosmico, equivalente al antropocosmos de la tradiciéon
esotérica occidental, mientras que el dodecaedro es asociado con Prakiti, el poder femenino
de la creacion, la Madre Universal, la quintaesencia del universo natural. En la mitologia
hindd, Purusha y Prakiti son la eterna dicotomia creadora, representacion mistica de la
dualidad geométrica entre el icosaedro y el dodecaedro.
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La Cosmogonia poliédrica pitagérica

Diversos historiadores de las Matematicas admiten que las antiguas civilizaciones egipcias y
babilénicas tenian conocimiento del cubo, tetraedro y octaedro y que este saber se
trasmitiria a Grecia a través de los viajes de Tales y Pitdgoras.

Proclo en sus Comentarios al Libro | de los Elementos de Euclides atribuye a Pitagoras la
construccion de «las figuras césmicas», nombre relacionado con su uso en la elaboracion de
una cosmogonia pitagérica que asociaria los cuatro elementos primarios —fuego, tierra, aire
y agua—, con los cuatro soélidos— tetraedro, cubo, octaedro e icosaedro—, respectivamente,
mientras el dodecaedro como simbolo general del universo se relacionaba de forma mistica
con el Cosmos, representacion del universo arménico ordenado por el nimero.

Aecio (basandose en Teofrastro) atribuye a Pitagoras la cosmogonia descrita con estas
palabras (W.K.C.Guthrie. Historia de la Filosofia griega. Vol.1. Gredos, Madrid,1999, p.256):

«Por ser cinco las figuras sélidas, denominadas sélidos matematicos, Pitagoras dice
que la tierra esta hecha del cubo, el fuego de la piramide [tetraedro], el aire del
octaedro y el agua del icosaedro, y del dodecaedro esta compuesta la esfera del
todo.»

También Filolao y en parte Simplicio aseguran lo mismo, mientras que algunos escoliastas
del Libro Xlll de Los Elementos de Euclides aseguran que los cinco cuerpos platonicos no
tuvieron su origen en Platéon, sino que el cubo, la piramide [el tetraedro] y el dodecaedro
derivaban de los pitagoéricos y las otras dos formas de Teeteto.

Los pitagoricos estaban fascinados por los sélidos regulares, sobre todo por el dodecaedro,
debido a la presencia del emblematico pentagono en sus caras, generador al trazar las
diagonales de la estrella pentagonal, llamada Pentagrama mistico, que era el simbolo de
identificacion de los miembros de la secta pitagodrica y responsable, junto con el Teorema de
Pitagoras, de la aparicién de la inconmensurabilidad.

La construccion del dodecaedro era un secreto guardado celosamente, hasta el punto de
que se fue fraguando una leyenda sobre el terrible fin de quien osé divulgar sus misterios,
relatada entre otros autores por Jamblico (Vida Pitagorica, XVII1.88, p.97):

«De Hipasos cuentan que fue uno de los pitagéricos que por haber divulgado por
escrito por primera vez la esfera de doce pentagonos [la construccion del dodecaedro
inscrito en una esfera] perecié en el mar por impio.»

Y también, mas adelante (en Vida Pitagérica, XXXIV, 247, p.141), Jamblico escribe:

Dicen que la divinidad se enoj6é contra quien divulgd la doctrina de Pitagoras,
pereciendo como un impio en el mar por sacrilego el que revelé cémo la estructura del
icosagono (esto es el dodecaedro, una de las cinco figuras llamadas sdlidas) se
inscribia en una esfera.»

Este texto recuerda la descripcidn apocaliptica de muchos escritores acerca de la maldicién
que cayd sobre Hipasos de Metaponto por haber revelado la aparicion de lo
inconmensurable. La analogia entre ambas leyendas avalaria la tesis de que el
advenimiento de la inconmensurabilidad habria tenido lugar a través del pentadgono de las
caras del dodecaedro.

Aunque lo aseguren las fuentes mencionadas, la critica historica considera improbable que
Pitagoras hubiera planteado la cosmogonia descrita, ya que, por una parte, fue Empédocles
de Agrigento el primero que distinguié explicitamente los cuatro elementos primarios —fuego,
tierra, aire y agua—, y por otra, segun mencionan diversas fuentes, los primeros pitagoéricos
habrian reconocido s6lo el tetraedro, el cubo y el dodecaedro, atribuyéndose el octaedro y el
icosaedro al brillante matematico de la Academia, Teeteto, que realizd importantes
aportaciones sobre los inconmensurables y que fue honrado por su amigo Platén con el
nombre de uno de sus Dialogos (142a—210d).
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LA COSMOGONIA POLIEDRICA PITAGORICA

Caricatura alegorica a la vision cosmogonica de Pitagoras con base en los poliedros regulares.
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Los sélidos pitagoéricos en una repisa situada sobre el techo de una cueva localizada en la cima del
monte Kerkis, en Samos, que segtn una tradicién local habria habitado Pitdgoras.

Se especula que el interés de Pitagoras por los poliedros provendria de su observaciéon infantil de
las formas regulares geométricas de los minerales, ya que su padre era grabador de piedras

preciosas. Por otra parte cristales de pirita en forma de dodecaedro son abundantes en el sur de
Italia, donde vivi6 Pitagoras tras abandonar Samos.
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Los Poliedros regulares en El Timeo de Platén

Los poliedros regulares se llaman, a veces, «Cuerpos Platénicos» por el relevante papel que
juegan en el famoso Dialogo de Platén sobre la Naturaleza, Timeo (53a-56e), que es, sin
duda, el mas profundamente pitagoérico de su obra. El principal interlocutor de este Dialogo
es quien le da el nombre, Timeo, un ilustre personaje de la Magna Grecia muy versado en la
Filosofia pitagdrica, como escribe Platon, casi al comienzo del Dialogo (Timeo, 20a):

«Timeo, a quien tenemos aqui, ciudadano de la tan civilizada ciudad de Locria en
Italia, [...] que ha tenido parte en los mas grandes honores de su patria, se ha elevado,
al menos por lo que yo creo, a la cima de toda la filosofia.»

En el Timeo, Platon expone, de forma mistica, la asociacion que presuntamente habria
hecho Pitagoras entre el tetraedro, el cubo, el octaedro y el icosaedro y los cuatro elementos
naturales primarios, que Empédocles habia vinculado con la constitucion de toda la materia;
mientras que la veneracion pitagorica por el dodecaedro conduce a Platon, fascinado por
todo lo pitagérico, a considerar a este sélido como la quintaesencia, el quinto elemento, la
sustancia de los cuerpos celestiales, el simbolo mistico del Cosmos.

Platén construye, con base en Pitagoras y con el auxilio de Teeteto, una de las primeras
teorias matematicas completas: una definicién general junto con una completa clasificacion
de los objetos que la satisfacen. La definicién es (Timeo, 55a):

«[Un sélido es regular si] tiene la propiedad de dividir en partes iguales y semejantes la
supetrficie de la esfera en que esta inscrito.»

En este Dialogo platénico la belleza es un elemento esencial que preside la ordenacién del
cosmos por el Demiurgo —entendido como el Dios artesano— a través del numero, la forma y
la medida, de ahi la intervencién de los poliedros en la configuracidon del universo, por ser
los cuerpos mas bellos, por su regularidad, simetria y perfeccién (Timeo, 53a-53b):

«Ciertamente antes de la formacion del mundo, los cuatro elementos se
comportaban sin razén ni medida. [...] Cuando el Todo comenzé6 a ordenarse [...], fue
cuando todos los géneros recibieron de él [de Dios] su figura por la accién de las
ideas y los numeros. [...] Y en la medida en que era posible el Dios ha hecho un
conjunto, el mas bello y mejor. Tomemos, pues, en todo y siempre esta proposicion
como base.»

La suprema inteligencia divina mas que crear el universo se limita a poner orden en el caos
primigenio, a base de separar las cuatro especies de cuerpos que se componian de
elementos regulares, formados a su vez de elementos regulares mas simples, cuya
geometria intrinseca describira Platén, como veremos mas adelante.

Continua Platon ponderando la belleza y propiedades estéticas de los poliedros (53d-53e):

«Hace falta explicar qué propiedades deberian tener los cuerpos mas bellos y en
numero de cuatro, para ser por una parte distintos los unos de los otros y por otra
parte capaces de nacer uno de los ofros al deshacerse. Si conseguimos esto
tendremos la verdad sobre el origen de la tierra, del fuego y de los otros cuerpos
intermedios entre esos dos, segun relaciones regulares. Y no concederemos a nadie
que sea posible ver en alguna parte cuerpos mas bellos, cada uno de los cuales
constituyendo un género distinto. En consecuencia, esforcémonos por formar una
progresion con la ayuda de estos cuatro géneros de cuerpos distintos en belleza y
demostrar de esta manera que hemos comprendido suficientemente la naturaleza de
ellos.»

Para Platon, con su inveterado idealismo, la belleza de los sdlidos regulares no reside
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realmente en su apariencia fisica, sino que permanece oculta en el ambito ideal del
pensamiento matematico. Tal belleza reside, entre otras razones, en que se puede
demostrar mediante un razonamiento aprioristico —independiente de la investigacion
empirica— que existen cinco y sélo cinco representaciones de la idea de poliedro regular,
uno de los resultados mas famosos en toda la Historia de las Matematicas, que corona a
modo de brillante climax final la ultima proposicion de Los Elementos de Euclides y que
debié ser tal vez demostrado en la propia Academia platénica, seguramente por Teeteto.

La belleza de los poliedros regulares se basa en su significacion filoséfica. La interaccion
entre el concepto general de regularidad y su realizacion en exactamente cinco sélidos sélo
puede aprehenderse a través de la Matematica. De los ejemplos pitagéricos —tetraedro,
cubo y dodecaedro—, Platén asciende —con el concurso de Teeteto— al concepto general de
poliedro y regresa a lo particular, afladiendo el octaedro y el icosaedro, completando asi la
lista. Se trata de un prototipo matematico del procedimiento dialéctico establecido en la
Republica (511b) y un magnifico ejemplo de la concepcion platénica de la forma y la
participacioén:

«cada uno de los cinco sélidos participa en la idea de sélido regular, e inversamente,

esta idea se plasma exactamente en cinco casos particulares.»

Platon pone en relacion los cuatro elementos con los cuatro primeros poliedros. Pero para el
filésofo los cuatro tipos de sustancia no son los primeros principios —el arkhé— del universo
(48b—48c), por eso, en primer lugar, descompone los sélidos regulares en superficies:
considera que el tetraedro, el octaedro y el icosaedro constan de un mismo tipo de superficie
—el triangulo equilatero—, mientras que el cubo se compone de cuadrados. Ahora Platén
realiza una segunda descomposicion, porque las dos clases de superficies que componen
los poliedros se obtienen a partir de dos clases de triangulos que les anteceden en el orden
de los principios (Timeo, 53¢c—53d):

«En primer lugar, resulta evidente para todo el mundo que el fuego, la tierra, el agua y
el aire son cuerpos. Ahora bien: la esencia del cuerpo posee también el espesor. Pero
todo espesor envuelve necesariamente la naturaleza de la superficie. Y toda superficie
de formacién rectilinea esta compuesta de triangulos.

Ahora bien: todos los triangulos derivan su principio de dos tipos de triangulos, de los
cuales cada uno tiene un angulo recto y los otros agudos. De estos triangulos uno
tiene, por una parte y por otra, una parte del angulo recto dividido por dos lados
iguales; el otro tiene partes desiguales del angulo recto divididas por lados desiguales.
Este es el principio que suponemos para el fuego y para los demas cuerpos
elementales. Y de esta manera vamos a avanzar, de conformidad con un
razonamiento cuya verosimilitud va unida a la necesidad.»

He aqui la teoria platénica de composicidn de los cuerpos, que constituye una especie de
atomismo geomeétrico, a la que seguira la descripcion de sus transformaciones y cambios
fisicos —dilatacion, disolucion, congelacion, fusidon, evaporacién— por la accion del aire y el
calor, es decir, un estudio que incluye la Metereologia. Platon indica que toda superficie
rectilinea esta constituida de triangulos o se resuelve en triangulos, lo que no es otra cosa
que la medicion practica de superficies rectilineas. A su vez todos los triangulos tienen su
origen en dos tipos de triangulos rectangulos; el primero isdsceles, que no admite mas que
una especie; y el segundo, escaleno, que tiene un numero indefinido de especies. A estos
tipos de triangulos reconducird la composicion de todos los cuerpos, pero antes, Platon
escribe realiza una manifestacioén teolégica (Timeo, 53d):

En cuanto a los principios superiores atin a estos, solamente Dios los conoce, y entre
los mortales, aquellos a quienes Dios concede su amistad.»
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(A qué principios se refiere Platon? El caracter eminentemente pitagérico del Timeo,
permite conjeturar que los principios aludidos son los numeros, ya que en un recorrido
inverso, los sdélidos derivan de los planos, los planos de las rectas, la recta del punto, que es
la representacion de la unidad, de la que surgen los numeros; todo ello acorde con el
misticismo aritmético—geometrico de los pitagoricos, que al postular la doctrina de que «/as
cosas son numeros», supone que la estructura de los objetos depende de las formas
geomeétricas, que, a su vez, podrian describirse mediante niumeros, basando la generacion
de las figuras geométricas a partir de los puntos, segun el minimo numero de puntos
necesarios para definir cada una de ellas, de acuerdo con alguno de los dos esquemas
siguientes:

AN\
o

Platon considera dos tipos de triangulos rectangulos que corresponderian a los mas bellos,
—el triangulo rectangulo isésceles y el escaleno mitad de un triangulo equilatero— (54a—54b):

«De los dos triangulos el que es isésceles no tiene mas que una especie; el que es
escaleno tienen un numero indefinido de ellas. Nos es pues necesario dar la
preferencia, entre los que tienen un numero indefinido de especies, al que sea mas
bello. [...] Brevemente admitimos que de entre todos los triangulos escalenos, muy
numerosos, hay uno que es el mas bello, y dejaremos de lado los demés. Este
triangulo sera aquel que, utilizado dos veces, nos permita formar el tercer triangulo,
que es el equilatero. Por qué razén ello es asi seria muy largo de demostrar
Escojamos, pues, dos triangulos de los que estan constituidos los cuerpos del fuego y
de todos los demas elementos: uno es isosceles, el otro tiene siempre el cuadrado de
su lado mayor [su cateto mayor] igual a tres veces el cuadrado del menor.»

b b/2

«Los tridngulos mds bellos», segtin el Timeo de Platon (54b).

Platon tomara los triangulos mas bellos como subparticulas bidimensionales que componen
particulas tridimensionales, es decir, reunidos esos triangulos forman otros triangulos y
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tetragonos que al ser, a su vez, reunidos, forman los angulos planos de los sélidos de que
se componen las cuatro especies de cuerpos —los cuatro poliedros regulares: tetraedro,
octaedro, icosaedro y hexaedro o cubo-.

Por eso, a continuacion (Timeo,54d-55c), Platon realiza una curiosa descomposicion de las
caras de los cuatro sélidos a partir de los triangulos elementales que ha descrito como los
mas bellos, es decir, estudia la generacion y composicion de los poliedros regulares
mediante elementos geométricos que en Ultima instancia son cuatro triangulos rectangulos
isdsceles —cada uno de ellos cuarta parte de un cuadrado— para el caso de la cara del cubo,
mientras que para el tetraedro, octaedro e icosaedro, considera sus caras compuestas por
seis triangulos rectangulos —escalenos bellos— con la hipotenusa doble que el cateto menor
—cada uno de ellos mitad de un triangulo equilatero—, obtenidos bisectando los angulos de
triangulos equilateros y combinando seis mitades para formar un nuevo triangulo equilatero.

La representacion grafica de la generacién triangular de las caras de los cuatro poliedros
seria la siguiente:

Generacién de las caras de los poliedros cubo y tetraedro, octaedro e icosaedro, mediante «los
tridngulos mds bellos», segtin el Timeo de Platon (54d-55c).

Asi pues, para Platon el analisis de la multiplicidad de las cosas no se detiene en los cuatro
elementos tradicionales— fuego, tierra, aire y agua—. Bajo la influencia pitagoérica, para Platon
la conformacién de la materia esta determinada en un nivel anterior por su estructura
matematica geométrica que se remonta a dos elementos geométricos basicos —el semi
triangulo equilatero y el rectangulo isésceles—.

Pero Platon debia tener claro que existen cinco cuerpos poliédricos regulares. En cuanto al
quinto poliedro regular —el dodecaedro— resulta que no puede engendrarse a partir de los
«triangulos mas bellos», por eso Platdn no lo asocia con ningun elemento separado, sino
que le concede una importancia muy superior, indicando que Dios lo emple6 no para uno de
los cuatro elementos —el dodecaedro es para Platon la sintesis de los cuatro elementos—,
sino como la forma de la totalidad del cosmos que los contiene, es decir, el Creador habria
utilizado el dodecaedro en la delineacion global del universo. En efecto, Platén menciona al
dodecaedro con una criptica sentencia de corte pitagorico (Timeo, 55c¢):

«Quedaba aun una sola y unica combinacion; el Dios se sirvio de ella para el Todo
cuando esbozo su disposicion final.»

Platén hace otra referencia cosmica al dodecaedro en el Didlogo sobre el alma, Feddn
(110b):
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1.
2.

«Se dice que la tierra se presenta a la vista, si alguien la contempla desde arriba,
como las pelotas de doce pieles, abigarrada, con franjas de diferentes colores, siendo
los que hay aqui y emplean los pintores algo asi como muestra de aquellos.»

Este pasaje platénico compara la tierra esférica con «las pelotas de doce pieles». Platén
presenta estas pelotas como algo familiar, dado que era una practica habitual en la época
de Platon hacer pelotas cosiendo doce piezas pentagonales de cuero, formando un
dodecaedro, que, cuando se hinchaba, adquiria la forma esférica. Parece, pues, que de esta
cita se desprende la identificacion en la practica de la esfera con el dodecaedro, y en otro
orden de cuestiones platdnicas una manifestacién mas del idealismo de Platén al concebir
los colores de los pintores como trasuntos de los auténticos colores ideales, que son los que
se contemplan desde ambitos celestiales.

Con sus explicaciones geométricas sobre la construccién con base en los triangulos mas
bellos de los cuatro cuerpos regulares —tetraedro, octaedro, icosaedro y cubo— mas la
consideracion significativamente especial del dodecaedro, Platén expone una teoria que se
fundamenta en una de las mas recientes conquistas geométricas de su tiempo. Se trata de
la Geometria del espacio, que Aristoteles llamara Estereometria (Analitica Posterior, Libro |,
Cap.13, 78b), aunque también aparece este nombre en el Dialogo platénico Epinomis
(991b), de dudosa autenticidad. Platon se queja, en la Republica, de que su estudio ha sido
hasta el momento muy débil, de modo que deberia ser promocionado por el Estado (528b):

«[...] Siguiendo un orden gradual, después de la segunda dimensién se deberia tratar
la tercera, es decir, lo que se refiere al desarrollo de los cubos y lo que participa de la
profundidad [...]. No existe ninguna ciudad en la que se aprecien debidamente estos
conocimientos en los que se trabaja débilmente por su propia dificultad [...], a pesar de
que tiene un encanto extraordinario.»

Los cinco poliedros regulares son las unicas formas corpoéreas derivables de la geometria
del triangulo que se pueden inscribir en una esfera, y por ello Platén se sirve de ellas para
establecer el arquetipo perfecto del universo, es decir, la esfera.

Vanumdirur fnofficinis lodoei Badii Afcé
fii: Cum gratia & privikgio in tricnniwm

1 . ‘. \ x"“ . f .{' i
Imagen renacentista de Platon.

El Timeo de Platon. Chalcidii luculenta Timaei traductio, et eiusdem argutissima explanatio.
Jodocus Badius Ascensius, Paris, 1520 .
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LA GENERACION TRIANGULAR DE LOS CINCO

SOLIDOS PLATONICOS EN EL TIMEO (54d-55c¢)

54d

54e

55a

55b

55¢

Es necesario explicar cual es la forma propia de cada
uno de los cuerpos, como se produce y de qué
combinacién de nameros procede.

Comenzaremos por la primera especie, aquella cuyos
componentes son mas pequefios. El elemento
matematico de esta especie es aquel cuya hipotenusa
tiene una longitud doble de la del angulo mas pequefio
del angulo recto. Dos de esos tridangulos se pegan segtin
la hipotenusa, y esta operacién se renueva y se repite
tres veces, de manera que todas las hipotenusas y todos
los lados pequefios de los angulos rectos vienen a
coincidir en un mismo punto que es como un centro.
Nace asi un tridngulo equilatero tinico, compuesto de
pequeiios tridngulos en namero de seis. Cuatro de esos
tridngulos equilateros, unidos segin tres angulos
planos, dan lugar a un sélo e idéntico angulo sélido que
tiene un valor inmediatamente inferior al del angulo
plano mas obtuso. Y una vez formados cuatro angulos
de este tipo, nace la primera especie de sélido, que tiene
la propiedad de dividir en partes iguales y semejantes
la superficie de la esfera en que esta inscrito.

La segunda especie se compone de los mismos
triangulos. Ocho de entre ellos se retinen para formar
triangulos equilateros, y esos a su vez forman un angulo
solido tnico, formado de cuatro angulos planos.
Cuando se construyen seis dngulos s6lidos de esta clase,
resulta acabado el cuerpo de la segunda especie.

La tercera especie se forma por la unién de ciento veinte
triangulos elementales, es decir, de doce angulos
so6lidos, de los cuales cada uno esta comprendido dentro
de cinco tridngulos planos equilateros, y tiene bases que
son veinte tridangulos equilateros. Cuando hubo
generado estos tres sdlidos, el primer tipo de tridangulo
acabé6 su funcion.

Por su parte, el tridngulo isdsceles engendré la
naturaleza del cuarto cuerpo elemental. Este cuerpo esta
formado por cuatro tridngulos isésceles: los lados de sus
angulos rectos se une en un centro y forman una figura
rectangular equilatera. Al pegarse seis de estas figuras,
dan lugar a ocho angulos sélidos, de los que cada uno
esta constituido por la unién arménica de tres angulos
planos. Y la figura asi obtenida es la figura ctibica, que
tiene como bases seis superficies cuadrangulares, de
lados iguales.

Quedaba atin una sola y tnica combinacién: el Dios se
sirvi6 de ella para el Todo cuando esbozd su
disposicion final.
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LA COSMOGONIA PLATONICA DEL TIMEO
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Primera pagina del Timeo de Platén. Platonis
Opera Omnia Basilea, 1534. Biblioteca Colombina
de Sevilla.

El Timeo es un Didlogo de raiz pitagorica donde
Platon expone su cosmogonia. Platon describe con
abundancia de detalles cuiles son las formas
fundamentales inteligibles que imponiéndose a
una materia primitivamente informe, han
presidido la concepcion y realizacién del orden
c6smico, en la génesis de todo cuanto nos rodea
en la naturaleza, bajo la accién demitrgica del
Dios gedmetra soberano, que dispuso los cuatro
elementos en la forma y ntiimero que exige la
necesaria y bella armonia matematica.

Cuatro de los poliedros regulares -tetraedro,
octaedro, icosaedro y cubo- que son las formas
geométricas mas bellas, son, respectivamente, los
atomos de los elementos -fuego, aire, agua y
tierra-. Pero los elementos primigenios originales
constituyentes del mundo material no son
propiamente  estos  poliedros, sino sus
componentes geométricos, formados por dos
clases de tridngulos rectangulos -los triangulos
mas bellos-; uno es medio cuadrado, es decir,
isosceles, que compone el cuadrado cara del cubo
e y otro es medio tridngulo equilatero, y por tanto
Wom— escaleno, que compone las caras triangulares
equilateras de los otros tres poliedros.

Platon con el rostro de Leonardo. Fragmento de la
Escuela de Atenas de Rafael. En cuanto al dodecaedro, cuyas caras no se
Platon sostiene en una mano El Timeo y eleva haciael pueden componer con los tridngulos mas bellos,
cielo el dedo indice de la otra mano como indicando  Platon sugiere que es la forma general del
lo ideal y lo sublime. universo.
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EL TIMEO DE PLATON EN LA BIBLIOTECA VATICANA
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Pagina del Timeo de Platon, traducido al latin, en el siglo V, por el helenista hispanorromano Calcidius.
Manuscrito de la Coleccion Vaticana (Reg. lat. 1308 fols. 21 verso-22 recto medbio01 NAN.10).

En el siglo XVI, este manuscrito pertenecia a la Universidad de Leiden, de donde pasaria a la Biblioteca
de la reina Cristina de Suecia, siendo entregado a la Biblioteca Vaticana a su muerte.
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Sigue Platén, en el Timeo, argumentando la identificacion de cada poliedro (de acuerdo con
sus cualidades) con cada uno de los elementos primarios para concluir (55d—56b):

«A la tierra le atribuimos la figura cubica, porque la tierra es el [elemento] mas dificil de
mover, el mas tenaz, el de las bases mas sélidas, [...], la figura sélida de la piramide
[tetraedro] es el elemento y el germen del fuego; la segunda en orden de nacimiento
[octaedro] es el elemento del aire, y la tercera [icosaedro], el del agua.»

Para Platén —bajo una aureola de Filosofia pitagorica—, el hacedor del universo cre6 el orden
a partir del caos primigenio de los elementos por medio de las formas y los numeros
esenciales de los poliedros, en una accion que culmina ese ordenamiento en la disposiciéon
armonica de los cinco elementos en el universo fisico (Timeo, 56¢):

«Y por lo que respecta a las relaciones numéricas que se hallan en su numero, en sus
movimientos y en sus demas propiedades, hay que considerar siempre que el Dios, en
la medida en que el ser de la necesidad se dejé persuadir espontaneamente, las ha
realizado en todo de manera exacta, y asi ha armonizado matematicamente los
elementos.»

He aqui una bella analogia que concede a los cinco poliedros regulares el poder de dar
forma al mundo material, de modo que subyace en Platon una Geometria Sagrada que
actua como metafora del orden universal.

Platon continia en el Timeo explicando una especie de transicidbn entre los diversos
elementos como reflejo de las posibles disoluciones de unos poliedros para formar otros
(Timeo,56¢—56e):

«[...] La tierra nunca puede convertirse en ofro elemento. [...] Si el agua es partida por
el fuego o por el aire, es posible que dé lugar a un cuerpo de fuego y dos de aire. En
cuanto a los elementos de aire, en caso de perder su unidad y deshacerse, daran
lugar a dos corpusculos de fuego. A la inversa, cuando el fuego rodeado por el aire, el
agua o algo de tierra [...] lucha y, vencido, se quiebra, dos cuerpos de fuego se
condensan en un elemento de aire. Si el aire a su vez es dominado y fragmentado, de
dos elementos y medio se forma por aglomeracion, un cuerpo completo de agua.»

A partir de la asociacion de los cuatro poliedros —tetraedro, cubo, octaedro e icosaedro— con
los cuatro elementos —fuego, tierra, aire y agua—, Platéon cifra en la composicion y
descomposicién de los poliedros regulares y su posibilidad de transformarse uno en otro en
virtud de su construccion en base a los mismos tridngulos la explicacion y descripcion de
fendmenos naturales. En concreto saca consecuencias naturales de las siguientes
configuraciones:

o Elicosaedro con sus veinte triangulos equilateros se puede disolver en dos octaedros
y un tetraedro.

e El octaedro con sus ocho triangulos equilateros se puede disolver en dos tetraedros.

e La disolucion de dos tetraedros con sus cuatro triangulos equilateros cada uno se
pueden condensar en un octaedro.

e Ladisoluciéon de dos octaedros y medio se puede condensar en un icosaedro.

Al igual que habia hecho Pitdgoras en forma numérica, mas alld de interpretaciones
mitoldgicas, aunque igualmente fantasticas, Platdn apura la explicacion de las leyes de la
naturaleza en términos geométricos.
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LA FILOSOFIA DE LA MATEMATICA DE PLATON
' e

Platén. Parque de Lezama. Buenos Aires.

Por herencia pitagérica, para Platon la Matematica no sélo es
una realidad perfecta sino la auténtica realidad de la cual
nuestro mundo cotidiano no es mas que un reflejo imperfecto,
una sombra en el sentido del Mito de la caverna del dialogo la
Repiiblica (Libro VII, 514a-519d). Por tanto los conceptos de la
Matematica son independientes de la experiencia y tienen una
realidad propia; se los descubre, no se los inventa o crea. Los
juicios geométricos son eternos y aprioristicos, y corresponden a
una realidad intemporal e inmutable, que es la auténtica
realidad, mas real que la engafiosa, imperfecta e incompleta
realidad sensible. De acuerdo con su idealismo geométrico,
Platon subraya que los razonamientos que hacemos en
Geometria no se refieren a las figuras concretas que dibujamos
sino a las ideas absolutas que ellas representan (Repiiblica,
510d-510e):

«[Los matematicos] se sirven de figuras visibles que dan pie
para sus razonamientos, pero en realidad no piensan en
ellas, sino en aquellas cosas a las que se parecen. Y asi, por
ejemplo, cuando tratan del cuadrado en si y de su diagonal,
no tienen en el pensamiento el que dibujan y otras cosas
por el estilo. Las mismas cosas que modelan y dibujan,
cuyas imdgenes nos las ofrecen las sombras y los reflejos
del agua son empleadas por ellos con ese cardcter de
imdgenes, pues bien saben que la realidad de esas cosas no
podra ser percibida sino con el pensamiento.»

Por ello, para Platon, la Matematica debe ser independiente de
todo pragmatismo, de toda empiria y de la utilidad inmediata, y
debe estar liberada intelectualmente de todo instrumento
material -que son elementos corruptores y degradantes-, como
sefiala Plutarco en sus Vidas Paralelas (Vida de Marcelo. XIV),
cuando nos habla de la indignacion de Platén ante el uso de
artificios mecanicos en la Geometria:

«Platén se indispuso e indigno con ellos [contra Arquitas
de Tarento y Eudoxo de Cnido], porque degradaban y
echaban a perder lo mds excelente de la Geometria con
trasladarla de lo incorpéreo e intelectual a lo sensible y
emplearla en los cuerpos que son objeto de oficios toscos y
manuales.»

El mismo Platén sefiala una y otra vez en la Repiiblica que la
Geometria no debe tener otra finalidad que el conocimiento en
si mismo. Asi lo proclama en 527a:

«[..] Nadie que se dedique a la Geometria, por poca
prictica que tenga en ella, pone en duda que esta ciencia es
todo lo contrario de lo que supondria la terminologia de los
geometras. [...] Dicen muchas cosas que por fuerza resultan
ridiculas. Pues hablan como si realmente actuasen y como
si sus palabras tuviesen tan solo un fin prictico,
adornando su lenguaje de términos como cuadrar,
prolongar, adicionar. Y, sin embargo, en verdad toda esta
ciencia se cultiva con el iinico objeto de conocer.»

De esta vision platonica idealista podria derivar la distincién
que en la Grecia clasica se hizo entre Aritmética y Geometria
como factores espirituales de elevacién hacia la Filosofia y
Logistica y Geodesia como instrumentos materiales y utilitarios
de los artesanos y técnicos. Asi pues, debido a la influencia de
Platén, la Geometria permaneceria a partir de entonces ligada a
un modelo tedrico de la Matematica pura, que rechaza de forma
elitista sus aplicaciones practicas y desprecia el estudio de la
dimension sensible de la realidad. Como consecuencia de esta
Filosofia de la Geometria, puede haber sido Platon el
responsable de la restriccion predominante en las construcciones
geométricas griegas a aquellas que pueden realizarse s6lo con
regla y compas.
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MATEMATICA PARA LA FILOSOFIiA
EN LA REPUBLICA DE PLATON
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Primera pagina de la Repiiblica de Platon (Plato, De
Republica. De graco in latinum. ...). Manuscrito en pergamino
de 1401. Biblioteca Colombina de Sevilla.

La Repiiblica es un texto fundamental para comprender la
Filosofia de la Matematica de Platén que tanta trascendencia
ha tenido en la evolucion ulterior de esta ciencia. En esta
obra, Platén expone una grandiosa concepcién ontolégica de
la Matematica que ha tenido un singular atractivo sobre los
matematicos de todas las épocas. A través del bellisimo
lenguaje metaforico de las alegorias de la caverna y de la
linea, Platén reflexiona, una y otra vez, acerca de la
naturaleza de las entidades matematicas, del lugar que
ocupan en los diversos dominios de la realidad y de las
relaciones que establecen con los diversos ambitos del
conocimiento.

Las ciencias matematicas son el instrumento que permite al
verdadero filésofo empezar a romper las cadenas que le
tienen aprisionado en la oscuridad del mundo sensible de la
caverna, e ir alcanzando progresivamente la contemplacién
de la verdadera realidad del mundo inteligible -las ideas y
las formas eternas inmateriales y universales-, cuyo ascenso
se inicia comenzando por las formas geométricas, verdadera
matriz de las ideas y formas abstractas: la Belleza, la Justicia,
el Bien, etc.

Esas ciencias matematicas son las cuatro Artes del
Quadrivium pitagérico, que Platon hereda del magisterio de
Arquitas de Tarento -Aritmética, Geometria, Misica y
Astronomia- cuyo conocimiento permite que el alma se eleve
hacia la auténtica verdad propiciando en la mente la actitud
filosofica que culmina en la inteleccién de la suprema Idea

Paton fue uno de los hombres mas sabios de su tiempo. Aunque
no era propiamente un matematico, su vehemente entusiasmo por
las Matematicas y su creencia en la importancia que estas ciencias
tienen como propedéutica de la Filosofia, en la educacién e
instruccion de la juventud, en la comprension del Cosmos y en la
forja del hombre de Estado, hizo que se convirtiera en un insigne
artifice de matematicos, debiéndose a sus discipulos y amigos casi
toda la ingente produccién matematica del momento.

Platon matematiza toda la realidad, pero no sdlo la realidad fisica,
sino también la esfera espiritual -lo moral, lo estético, lo politico,
etc.- en un ambicioso proyecto que quiere abarcar la globalidad
de la naturaleza y del ser humano.

La celebre frase de ingreso en la Academia -«No entre nadie
ignorante en Geometria»-, es un epigrafe lapidario con un
evidente significado emblematico del pensamiento y el espiritu
platénico. La maxima podria ser una ficcién poética creada por la
retorica helenistica, pero expresa de modo absolutamente perfecto
el espiritu de la institucién y el programa matematico-filos6fico
que Platéon llevaba a cabo en la Academia, tal como lo ratifican
numerosos pasajes de la Repiiblica.

Segtn Platon las estructuras matematicas gobiernan no sélo «la
naturaleza del alma humana», sino también «la naturaleza del
alma del mundo» (Timeo, 34b-36d). Para Platéon las Matematicas
estan dotadas de un caracter de necesidad divina, lo que sintetiza
en la maxima «Dios siempre hace Geometria », frase atribuida a
Platon por Plutarco en Quaestiones Convivium (VIIL2), como
respuesta a la pregunta de uno de sus discipulos: ;Qué hace Dios?

Con Platéon la Geometria se convierte en un instrumento
heuristico medular de toda su obra, que recoge el palpito y el
sentir de toda la cultura griega, donde, segiin el filé6sofo, no debe
haber aspecto, ya sea ético, estético, social, politico o cientifico
que no se apoye en lo geométrico.

del Bien, que es la verdadera finalidad de la Filosofia.

Platon. Museo Capitolino de Roma.
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MATEMATICA, FILOSOFIA Y EDUCACION EN PLATON
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1. Pagina miniada de la traduccién al latin de
los Didlogos de Platon realizada por Marsilio

$:--- Ficino. Biblioteca Laurenziana de Florencia
(1482).

2. Platén en una réplica helenistica de un busto
realizado por Silanion (hacia 370 a.C.).

Nadie con mayor énfasis que Platéon ha proclamado que las Matematicas ejercen una influencia educativa
decisiva en la formacién y desarrollo de la inteligencia, por lo que es una obligacién del Estado proporcionar a
la juventud una buena formacién matematica, esencial para el hombre de Estado y el estudioso de la Filosofia.
De hecho el término Matemdtica -acufiado como el de Filosofia por Pitagoras-, en cualquier idioma, deriva
etimolégicamente del griego mathema, que significa «lo que se enseiia y se aprende», es decir lo formativo. Asi
la Matematica, desde Pitagoras y sobre todo desde Platon, seria «lo enseiiable por antonomasia», precepto
recogido por la tradicion pedagogica que ha considerado siempre la Matematica como la clave para la forja del
intelecto, de ahi el puesto de honor que le ha reservado.
Los cuatro Mathemata o cuatro Artes liberales del Quadrivium pitagorico-platonico -Aritmética, Geometria,
Musica y Astronomia- fueron considerados por Platon en La Repiiblica como ensefianzas preliminares que
habia que dominar antes de emprender el camino de la Filosofia.
Plat6n, en forma de dialogo entre Socrates y Glaucon, bajo la influencia pitagdrica, poco después del Mito de la
Caverna, se refiere especificamente, una por una, a las cuatro ciencias del Quadrivium en La Repiiblica (525d-
533a) como estudios imprescindibles en la propedéutica del filésofo, en la formacion del gobernante y como
elementos esenciales en la educacion de los jovenes:
«[...] Convendrd imponer esta enseiianza por medio de una ley y convencer a los que deban ocupar los
puestos de gobierno de la ciudad para que desarrollen su gusto por estas ciencias. [...] Con estas ciencias se
purifica y reaviva el érgano del alma, cegado por las demds actividades. [...] Cuidemos de que aquellos a
los que hemos de instruir no se apliquen a un estudio imperfecto de estas ciencias. [...] Por ellas puede
elevarse la mejor parte del alma a la contemplacién del mejor de los seres. [...] A ellas atribuimos la
aprehensién de una parte del ser, [...].».

En un tono solemne y religioso y dandoles, con sentido pitagdrico, un significado metafisico, Platén va

aludiendo con su clasico idealismo a las cuatro ciencias:

e  Aritmética: «[...] Es lo cierto que esa ciencia conduce el alma hacia lo alto y la obliga a razonar sobre los
niimeros, sin permitir de ningiin modo que nadie presente un ejemplo de niimeros corporeos y tangibles. [...].
Esa ciencia se nos presenta con visos de necesaria, puesto que parece forzar al alma a servirse de la
inteligencia pura para alcanzar la verdad en si.»

o Geometria: «[...] La parte mds elevada de esta ciencia nos conduce a una contemplaciéon mds factible de la
idea de bien. ... La Geometria nos obliga a contemplar la esencia. [...] Es una ciencia del conocimiento del ser,
no de lo que esti sujeto al cambio o desaparicion. [...] Conducird al alima hacia la verdad y dispondrad la
mente del filosofo para que eleve su mirada hacia arriba.»

e Mausica: «Asi como los ojos han sido hechos para la Astronomia, los oidos lo fueron para el movimiento
armonico, y que estas ciencias son hermanas al decir de los pitagoricos, [...], que buscan los niimeros en esos
acordes que escuchan.»

e Astronomia: «... Esta ciencia obliga al alma a mirar hacia arriba y la conduce de las cosas de aqui abajo a las
del cielo. [Debe ser estudiada como una rama de las Matematicas] «en términos de niimeros puros y figuras
petfectas [...] accesibles a la razon y al pensamiento, pero no a la vista» 163



PLATON, MATEMATICA Y REALIDAD

Platon tiene el gran mérito de ser el filésofo que mas ha reflexionado sobre la naturaleza de los entes
matematicos y de los vinculos que establecen con los distintos ambitos de la realidad y los diversos
dominios del conocimiento. Pero su panmatematismo le llevé a considerar que la realidad y la
inteligibilidad del mundo fisico sélo se podia aprehender a través de las Matematicas del mundo ideal.
Ya no sélo el mundo estaba matematicamente estructurado, como pensaban los pitagéricos, y la
naturaleza sélo se podia comprender mediante el lenguaje matematico, sino que Platén pretende
sustituir a la naturaleza misma por las Matematicas. No se trata de una mera utilizacién de la
Matematica para explicar mediante relaciones matematicas las leyes del mundo sensible en que
vivimos -como haria Galileo-. De hecho la sorprendente e inesperada aplicabilidad de la Matematica
en ambitos imprevistos le da a esta ciencia un capacidad isétropa de intervencién, una omnipresencia
universal, de modo que parece que las Matematicas forman parte de la esencia de todas las cosas en
sentido pitagorico, lo que les confiere un cierto poder mistico que impresionaba a los primeros
filésofos.

Que una ciencia tan abstracta como la Matematica tuviera tanto que decir acerca del mundo real debia
entrafiar que toda la naturaleza debia ajustarse a las propias estructuras de la Matematica. A partir de
una mera extrapolacion, Platon podia estar convencido de que una mirada penetrante sobre el mundo
fisico, con los ojos de la razé6n matematica, era suficiente para captar las certezas basicas que necesita el
pensamiento para alcanzar las verdades inteligibles, principios ultimos de la realidad. Y en este camino
la razon se ayuda exclusivamente de las Matematicas, es decir, estas ciencias sustituyen completamente
a las investigaciones fisicas.

Asi sucede en el Timeo, un grandioso mito cosmogonico, especie de fantasmagoria geométrico-cosmica,
en la que Platon describe el mundo fisico y los fenémenos naturales en clave geométrica, bajo la accion
demiurgica de un Dios que geometriza el universo y lo disefia segin las leyes de la Matematica
mediante una trasferencia de propiedades del mundo matematico al mundo natural.

Sobre estas cuestiones acerca de la visién platénica de los estrechos vinculos de la Matematica con la
realidad escribe Bryan Magee en su interesante y didactica obra de divulgacién de la Historia del
Pensamiento filosético (Historia de la Filosofia. Blume, Barcelona, 1988, cap.1)

«Ningiin aspecto de la realidad circundante es ajeno al interés de Platén, y en ese sentido, las
Matemdticas y la Fisica aparecen como medios insustituibles a la hora de aproximarse y entender
mejor el mundo de las cosas» (p.25).

«Platén constata que a medida que se profundiza en el conocimiento de la naturaleza, mds evidente
se hace el estrecho vinculo existente entre las Matemidticas y la realidad del mundo. En este
sentido, para Platon el cosmos es un perfecto ejemplo del orden, la armonia y la proporcién, algo
que nosotros ahora podemos corroborar arguyendo que todo fenémeno producido en la naturaleza
puede expresarse en términos de ecuaciones matemdticas. Retomando los postulados de Pitdgoras,
Platon concede una extraordinaria importancia a este concierto universal al concluir que, por
encima dl caos aparente que se manifiesta en la realidad, subyace un orden perfecto que encuentra
su mdxima expresion en las Matemdticas. Este orden no es perceptible a simple vista, pero, en
cambio, si que es accesible a la razén, la inteligencia y el intelecto. En cualquier caso, lo mds
importante es que estd ahi, existe, y sobre él se asienta la realidad. Precisamente, en su afdin por
encontrar ese orden absoluto, Platon acogié en su Academia a varios de los matemdticos mds
celebres de su tiempo, y bajo su égida tuvieron lugar enormes avances en el dominio de las
Matemidticas y de todo cuanto hoy en dia designamos bajo el nombre genérico de ciencias. Y todo
ello como parte indisoluble de la Filosofia» (pp. 27-28).

Fuego
Tetraedro

Humedo Caliente
Aire Tierra
Octaedro Cubo
Seco Frio

Agua
Icosaedro

Sintesis grafica de la
Busto encontrado cerca de Herculano, Cosmogonia platénica del Timeo.
identificado en el siglo XVIII con Platén.

Museo Arqueoldgico. Napoles.
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El Libro Xlll de Los Elementos de Euclides.

Diversos comentaristas griegos y la mayor parte de los historiadores de la Matematica
atribuyen el contenido del Libro Xlll de Los Elementos de Euclides —dedicado casi
exclusivamente al estudio sistematico de las propiedades de los cinco sdlidos regulares— a
Teeteto.

Puesto que Euclides debio formarse el ambiente platénico de la Academia de Atenas, tuvo
que sufrir la fascinacion y el delirio de sus miembros por los cinco poliedros regulares, para
incluirlos como glorificacion y cenit de un tratado tan brillante como Los Elementos. De
hecho Proclo, en su Comentario al Libro | de Los Elementos de Euclides, escribe:

«Euclides era platonico, [...], mejoro los trabajos de Teeteto, [...], se propuso como
objetivo final del conjunto de sus Elementos la construcciéon de los cinco poliedros
regulares.»

Esta opinién, basada en que Proclo como fildsofo profesaba ciegamente como platdnico, es
manifiestamente exagerada, ya que la mayor parte de Los Elementos —los doce primeros
libros, salvo algunas definiciones del Libro XI—- no esta relacionada, en modo alguno, con los
solidos platénicos.

El tratamiento euclideo de los poliedros regulares es especialmente importante para la
Historia de la Matematica porque contiene el primer ejemplo de un teorema fundamental de
clasificacién. En Euclides no se encuentra —como en Platéon— una definicién genérica de
poliedro regular sino que los introduce uno por uno en las definiciones XI1.12 (piramide),
XI.25 (cubo), XI1.26 (octaedro), XI.27 (icosaedro), XI.28 (dodecaedro) de Los Elementos.
Euclides previamente define el angulo sélido. Veamos estas definiciones:

Las definiciones de los cinco poliedros regulares
en Los Elementos de Euclides

Definicion XI.11. Un angulo sélido es la inclinacion de mas de dos lineas que se
tocan entre si y no estin en la misma superficie respecto a todas las lineas. O
dicho de otra manera: Un angulo sdlido es el que esta comprendido por mas de
dos angulos planos construidos en el mismo punto, sin estar en el mismo plano

Definicion XI.12. Una pirdmide es una figura sélida comprendida por planos,
construida desde un plano a un punto.

Definicion XI.25. Un cubo es la figura sélida que esta comprendida por seis
cuadrados iguales.

Definicién XI.26. Un octaedro es una figura sélida comprendida por ocho
triangulos iguales y equilateros.

Definicion XI.27. Un icosaedro es la figura sdlida comprendida por veinte
triangulos iguales y equilateros.

Definicién XI.28. Un dodecaedro es la figura sélida comprendida per doce
pentagonos iguales equilateros y equiangulos.

Euclides define cuatro de los cinco poliedros regulares. El tetraedro no es mencionado
por Euclides en este Libro XI al ser considerado como una piramide triangular. De
hecho, simplemente la llama «pirdmide» en el Libro XIII.
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Desarrollo de los cinco poliedros regulares: Tetraedro, Octaedro, Cubo, Dodecaedro e Icosaedro.

SRS

La construccién pitagérica de los poliedros regulares pudo ser una generalizacidon evidente
al espacio de los mosaicos del plano ya que a juzgar por un testimonio de Proclo, los
pitagéricos descubrieron que los unicos poligonos regulares que podian recubrir un plano —a
modo de mosaico— son el triangulo, el cuadrado y el hexagono, segun el grafico siguiente:

En efecto: Puesto que segun la Proposicion 1.32 de Los Elementos de Euclides

«Los tres angulos interiores de un triangulo son iguales a dos rectos»,

los angulos interiores de un poligono de n lados suman [(n-2)-180°/n, resultado que se
atribuye a Pitagoras, como otros muchos de los cuatro primeros libros de Los Elementos de
Euclides.

Ahora, si m poligonos regulares de n lados coinciden en un punto, se verifica:
p— . o
m(n 5)180 3600

de donde se obtiene la ecuacién: m(n-2)=2n, cuyas unicas soluciones enteras son:
e m(n-2)=2n.
e para m=6, n=3, resultan triangulos.
e para m=4, n=4, resultan cuadrados.
e para m=3, n=6, resultan hexagonos.
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LA EDICION DE SIR HENRY BILLINGSLEY
LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Frontispicio de la primera impresion en inglés de Los Elementos de Euclides. Se dice que la
traduccién es de Sir Henry Billingsley (por entonces - 1570- alcalde de Londres), aunque cierta
critica histérica se la atribuye a Jhon Dee, autor del prefacio. Fue publicada en 1582 por John Daye.

Esta portada -tomada de un ejemplar de la Biblioteca de la Universidad de Toronto- esta
profusamente ilustrada con alegorias referentes a las Artes Liberales del Cuadrivium pitagéricoy a
actividades de famosos gedmetras y escritores clasicos.

Como anuncia el titulo, esta ediciéon ofrece «numerosos escolios, anotaciones e invenciones de los
mds importantes matemdticos antiguos y modernos» redactados por el autor el prefacio Jhon Dee.
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MOSAICOS REGULARES LA EDICION DE BILLINGSLEY
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Entre los numerosos corolarios y extensiones de la teoria geométrica que introduce Jhon Dee en la
edicién de Billingsley de Los Elementos de Euclides sobresale, en el Libro I, lo que el autor llama
«una maravillosa proposicion inventada por Pitdgoras» sobre los mosaicos regulares que llenan el
plano, donde demuestra que sdlo existen las tres especies formadas por tridngulos, equilateros,
cuadrados, cuadrados y hexagonos regulares.
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MOSAICOS REGULARES ENLA OBRA MATEMATICA DE P.CIRUELO
CURSUS QUATUOR MATHEMATICARUM ARTIUM LIBERALIUM
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La Proposicion pitagorica sobre poligonos que forman mosaicos en la obra de Pedro Ciruelo Cursus
quatuor mathematicarum artium liberalium... (Primi Libri Geometriae, Caput V). Alcala, 1516.
Ejemplar de la Biblioteca del Monasterio de San Millan de Yuso.
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El estudio geométrico aplicado a los mosaicos puede extenderse de forma sensiblemente similar
a los poliedros con la necesaria modificacion de que la concurrencia de m poligonos regulares de
n lados en un vértice da un angulo solido, de modo que segun la Proposicién XI.21 de Los
Elementos de Euclides:

«Todo angulo sdlido es comprendido por angulos planos menores que cuatro rectos»,

la suma de los angulos de los poligonos que concurren en el vértice de un poliedro es menor
de 360°.

LA PROPOSICION XI.21 SOBRE ANGULOS SOLIDOS
EN LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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La Proposicién XI.21 sobre angulos sdlidos en la edicion de Ratdolt de Los Elementos de Euclides
(Venecia, 1482). Ejemplar de la Biblioteca del Monasterio de San Millan de Yuso.

Esta proposicién sobre angulos sélidos juega un papel fundamental en los teoremas de Euclides
sobre poliedros.

a
b
8
b
o

El objeto de los Teoremas del Libro Xlll de Euclides es el de inscribir cada uno de los
poliedros regulares en una esfera, construcciones que Euclides, con una extraordinaria
habilidad geométrica, va obteniendo de forma sucesiva en las Proposiciones XIII.13-XIII.17,

hallando la razén de la arista del soélido al diametro de la esfera circunscrita, obteniendo los
resultados que se sintetizan en el cuadro siguiente:
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LA CONSTRUCCION DE LOS POLIEDROS INSCRITOS EN UNA ESFERA

¢ Proposicién XIII.13. Construir una piramide inscrita en una esfera dada y demostrar que
el cuadrado del diametro de la esfera es una vez y media el del lado de la piramide.

e Proposicion 14. Construir un octaedro inscrito en una esfera [...],y demostrar que el
cuadrado del diametro de la esfera es el doble del cuadrado del lado del octaedro.

e Proposicion 15. Construir un cubo inscrito en una esfera [..], y demostrar que el
cuadrado del diametro de la esfera es el triple del cuadrado del lado del cubo.

e Proposicion 16. Construir un icosaedro inscrito en una esfera [...], y demostrar que el
lado del icosaedro es la recta sin razén expresable llamada menor.

e Proposicion 17. Construir un dodecaedro inscrito en una esfera [...], y demostrar que el
lado del dodecaedro es la recta sin razon expresable llamada apétoma.

Los resultados anteriores se sintetizan en la tabla adjunta que muestra la razén de la arista
de cada solido platénico al radio R de la esfera circunscrita.

Poliedro

Proposicion

Tetraedro

X113

Cubo

XIll.14

Octaedro

X115

Icosaedro

XIl.16

Dodecaedro

XILA7
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Leonardo. Estudios sobre la geometria de los s6lidos platonicos (1513-1514). Codice Atlantico, £.518r

171



EUCLIDES EN LA ESCUELA DE ATENAS DE RAFAEL
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Euclides enseiiando Geometria a sus discipulos. Fragmento de La Escuela de Atenas de Rafael. Estancia
de la Signatura, Vaticano. Rafael pint6 a Euclides con el rostro de Bramante.
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LOS POLIEDROS EN LA PRIMERA IMPRESION DE
LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Portada y fragmentos de las importantes Proposiciones de Euclides sobre los Poliedros: construccién e
inscripcion en una esfera del Octaedro (XII1.14), Hexaedro (XIIL15), Icosaedro (XII1.16) y Dodecaedro
(XII1.17). Edicién de Ratdolt de Los Elementos de Euclides (Venecia, 1482). Ejemplar de la Biblioteca del
Monasterio de San Millan de Yuso.
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El libro XIlIl de Los Elementos y con él toda la brillante obra de Euclides culmina con el
brillante esplendor de la ultima proposicion, que ocupa el lugar 465, la XIII.18:

«Construir los cinco poliedros regulares inscritos en la misma esfera y comparar las
aristas de las cinco figuras»:

Euclides traza la figura siguiente tomando:

AB diametro de la esfera
AC =CB, AD = 2DB
AH =AB, CL=KC.

Y demuestra, paso a paso, utilizando
numerosas proposiciones anteriores (en
particular las de la seccion aurea) que:

e AZ es la arista t del tetraedro

e BZ esla arista ¢ del cubo

e BE es la arista o del octaedro

e MB es la arista i del icosaedro

e NB es la arista d del dodecaedro
Siendo la relacion entre ellas:

o t?=(4/3)0%=2c".

e 0°=(3/2)c2.

e La arista i del icosaedro es mayor que
la arista d del dodecaedro.

 2opofitio  .is.

Zteraquings cozpoznm premifioznm ab eades fpera cir
cumicriptibilinm cuius [pere ola diametros nobis ppo

74| fita ferit per ipiam p2opofitam diametram inuenire.
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Fragmento de la ultima Proposicién (XII1.18) de Los Elementos de Euclides. Edicion de Ratdolt
(Venecia, 1482). Ejemplar de la Biblioteca del Monasterio de San Millan de Yuso.
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La ultima proposicion de Los Elementos de Euclides acaba, a su vez, con el teorema de
clasificacién de los poliedros, punto culminante de la obra de Euclides:

«Ninguna otra figura, ademas de estas cinco, se puede construir con poligonos
equilateros y equiangulos entre si.»

La demostracion es similar a la de los mosaicos pitagoéricos, pero ahora hay que resolver
una inecuacioén en numeros enteros: la que resulta de la Proposicion XI.21:

p— - o
m(n-2)180° < 360°, si concurren en un vértice m poligonos regulares de n lados.
n

Esta inecuacion es equivalente a (m—2)-(n—2)<4, que da como soluciones geomeétricas:
o (M-2):(n-2)<4:
n=3 (tetraedro).
eparam=3:<n=4 (cubo).
n=5 (dodecaedro).
e param =4,n =23 (octaedro).

e param =5, n =3 (icosaedro).

EXISTEN CINCO Y SOLO CINCO
POLIEDROS REGULARES

EL TEXTO DE EUCLIDES (XIIL18)

Digo ahora que, aparte de las cinco
figuras antedichas, no se construira otra
figura comprendida por [figuras] equila-
teras y equiangulares iguales entre si.
Porque no se construye un angulo sélido
con dos tridangulo o, en absoluto, con dos
planos. Sino que el angulo de la piramide
se construye con tres triangulos, el del
octaedro con cuatro, el del icosaedro con
cinco; pero no se construira un angulo
solido mediante seis tridngulos equilateros
y equiangulares [colocados] en un sélo
punto; porque si el angulo del tridngulo
equilatero es dos tercios de un recto, los
seis seran iguales a dos rectos; lo cual es
imposible, porque todo angulo sdlido es
comprendido por menos de cuatro rectos
[XI.21]. Por lo mismo, tampoco se
construye un angulo sélido con mas de seis
angulos planos. Y el angulo del cubo es
comprendido por tres cuadrados; por
cuatro es imposible, porque seran a su vez
cuatro rectos. Y el [angulo] del dodecaedro
es comprendido por tres pentigonos
equilateros y equiangulares; por cuatro es
imposible, porque, siendo el angulo del
pentigono equildtero un recto mas un
quinto, los cuatro angulos serin mayores
que cuatro rectos; lo cual es imposible. Y
un angulo sdlido tampoco  sera
comprendido por otros poligonos en razén
de la misma imposibilidad.

Por consiguiente, aparte de las cinco figuras
antedichas, no se construira otra figura
solida  comprendida  por [figuras]
equilateras y equiangulares. Q.E.D Euclide immaginato. Justus van Ghent (siglo XV).
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EXISTEN CINCO Y SOLO CINCO
POLIEDROS REGULARES

W.Dunham. Viaje a través de los genios.
Piramide. Madrid, 1992. pp.113-114

Ya que, segun se piensa, Euclides habia estudiado en la Academia de Atenas de Platon, se
puede sospechar que estos sdlidos [los cuerpos platonicos] fascinaron a Euclides lo
suficiente como para que tuvieran asegurada su inclusion como el punto culminante de los
Elementos.

[...] Los geémetras conocian desde hacia tiempo la existencia de cinco sélidos regulares. En
la proposicion 465 y altima de los Elementos, Euclides demostré que no podia haber otros,
que la geometria, de alguna manera, habia dictaminado que el nimero de tales bellas
figuras eran cinco, ni mas, ni menos. La sencilla demostracién se basa en la proposicién
XI.21. Euclides, simplemente consider6 las clases de poligonos que forman las caras de los
solidos regulares, a la luz de la restriccion de que la suma de los angulos planos que
componen cualquier angulo sélido debe ser menor que cuatro dngulos rectos, o, en jerga
moderna, 360°.

Supoéngase que cada cara del sdlido regular es un triangulo equilatero, de modo que cada
angulo plano tenga 60°. Un angulo sélido, por supuesto, debe estar formado por la
interseccion de tres o mas caras, de modo que el caso minimo es el de tres triangulos
equilateros por cada vértice del sdlido, lo que hace un total de 3x60°=180°. Esto es
precisamente lo que caracteriza al tetraedro.

Podiamos tener cuatro triangulos equilateros que se encuentran en cada vértice, con un
total de 4x60°=240° (el octaedro); o cinco en cada vértice, con un total de 5x60°=300° (el
icosaedro). Pero, una vez que se cortan seis o mas tridngulos equilateros en cada vértice, la
suma de los angulos planos seria, como minimo, 6x 60°=360°, y esto viola la proposicion
XI.21. Por consiguiente, no existen otros s6lidos regulares con tridngulos equilateros como
caras.

(Qué decir de los sé6lidos cuyas caras son cuadrados? Cada angulo del cuadrado es, por
supuesto, 90°, de modo que tres cuadrados podian cortarse formando un angulo sélido de
3x90°=270°; este solido es el cubo. Pero si cuatro o mas cuadrados formaran un angulo
solido, la suma de los grados seria, como minimo, 4x90°=360°, algo imposible. En
consecuencia, ningtn otro sélido regular tiene caras cuadradas.

Alternativamente, las caras pueden ser pentagonos regulares. Puesto que cada angulo
interior de tales pentagonos tiene 108°, puede haber tres dngulos (3x108°=324°< 360°), y
no mas, formando un angulo sé6lido. El sélido regular asi formado es el dodecaedro.

Si intentamos construir uno de estos s6lidos con hexagonos, heptagonos, octégonos, etc.,
regulares como caras, entonces cada angulo y plano contendra, como minimo, 120°, de
modo que incluso poniendo el minimo de tres en cada angulo sélido, igualariamos o
superariamos el limite de 360°. [...].

En resumen, Euclides habia mostrado que no podia haber mas de cinco sdlidos regulares
-tres con tridngulos equilateros de caras, uno con cuadrados y otro con pentagonos-.
Ninguna cantidad de esfuerzo o ingenio produciria un mayor nimero de estas notables
figuras.

Con esto termina el libro de los Elementos. Fue, y ha permanecido asi durante 2.300 afios,
un documento matematico insuperado. Como toda gran obra maestra, puede ser leido una
y otra vez, suministrando nuevos aspectos del genio de su creador. Aun hoy, estos viejos
escritos constituyen una fuente ilimitada de goce para los que disfrutan con la
ingeniosidad y el artificio de un argumento matematico elegante. Lo mejor que podemos
hacer es citar de nuevo a sir Thomas Heath, quien lo ha dicho de una forma simple, directa
y exacta. El libro de los Elementos «... es y sin duda permanecerd como el libro de texto de
matemdticas mds grande de todos los tiempos».
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Los sdélidos arquimedianos o poliedros semirregulares

Los solidos arquimedianos son trece cuerpos que —como los cinco solidos platénicos— son
igualmente inscriptibles en una esfera, y tienen por caras poligonos regulares de dos o tres
tipos (aunque tienen la misma arista), siendo iguales todos los vértices e iguales los
poligonos que resultan de unir puntos medios de aristas que concurren en un vértice.

Los sélidos arquimedianos también se llaman poliedros semirregulares ya que mantienen la
regularidad de las caras y de los vértices, aunque no la igualdad de las caras por tener cada
uno mas de un tipo de poligonos.

Podemos obtener los sodlidos arquimedianos al cortar de una forma determinada las
esquinas de los poliedros regulares, es decir, mediante un proceso de truncamiento.
Concretamente los cortes en torno a los vértices se realizan mediante planos
perpendiculares al eje de rotacion del poliedro que pasa por esos vértices. De esta forma
cada seccidén del poliedro de origen se convierte en un poligono regular, que es de la misma
clase (triangulos, cuadrados, pentagonos, etc.) para todos los cortes.

Obtenemos los poliedros arquimedianos haciendo dos tipos de secciones:

1. Cortando por un plano que pase a una distancia del vértice igual a un tercio del valor de
la arista. El poliedro resultante tendra unas caras con un numero de lados igual al orden
del vértice y otras con doble numero de lados que las del poliedro de partida.

2. Cortando por un plano que pasa por el punto medio de todas las aristas que concurren
en cada vértice. El nuevo poliedro tendra unas caras cuyo numero de lados sera igual al
orden del vértice y otras del mismo numero de lados que las caras del poliedro inicial.

VRN

1. Cubo truncado 2. CuboOctaedro

De los trece poliedros arquimedianos, los siete primeros se pueden obtener por
truncamiento de los cinco platénicos. Al truncar de la primera forma —dividir la arista en tres
segmentos iguales y cortar por estas divisiones— se obtienen los poliedros llamados con los
nombres platonicos de origen mas el término «truncado». En cambio al truncar de la
segunda forma, es decir, si dividimos las aristas por la mitad y truncamos cortando por estas
divisiones, sélo se obtienen dos nuevos poliedros: el CuboOctaedro y el IcosiDodecaedro.
Los nombres acronimos provienen de que al truncar de esta forma en el caso del Cubo y el
Icosaedro se obtiene el mismo poliedro, por eso se llama CuboOctaedro; y lo mismo sucede
con el Icosaedro y el Dodecaedro, se obtiene un mismo poliedro que se llama
IcosiDodecaedro. Y si se trunca de esta segunda forma un Tetraedro resulta de nuevo un
Tetraedro. La explicacion de esta cuestion geométrica tiene que ver con la llamada dualidad
poliédrica que se describira mas adelante.

Seguin el Fedon (110b) de Platon los griegos jugaban con balones de
doce pieles en forma de dodecaedro que al hincharse se aproximaban

a la forma esférica, lo que constituia un antecedente de nuestro balén
de futbol. Al principio de los tiempos modernos los balones de
fatbol tenian forma de icosaedro truncado -poliedro arquimediano
formado por 12 pentagonos y 20 hexagonos-, pero en la actualidad el
baléon oficial corresponde al pequefio rombicosidodecaedro -poliedro
arquimediano formado por 20 triangulos, 30 cuadrados y 12
pentagonos- en el que el tamaifio de las caras esta bastante igualado y

es la forma poliédrica mas redondeada, ya que es el que mas se
aproxima a la esfera circunscrita -ocupa mas del 94% de esta esfera-.
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LOS TRECE POLIEDROS ARQUIMEDIANOS

TRUNCATED
TETRAHEDROMN

GREAT RHOMBICUBDCTAHEDRON TRUNCATED
DODECAHEDRON

CUBOCTAHEDRON

TRUNCATED ICOSAHEDRON

TRUNCATED CUBE

[ —

SNUB DODECAHEDRON

TRUNCATED

OCTAHEDRON

RHOMBICUBOCTAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON

1COSIDODECAHEDRON

THE THIRTEEN
ARCHIMEDEAN SOLIDS

Los 13 poliedros arquimedianos en la obra de J.Wenniger Polyedron Models for the
Classroom.. National Council of Teachers of Mathematics («Classics in Mathematics
Education»). Washington, 1966. P.7.

Los poliedros arquimedianos se llaman también semirregulares porque todas las

caras son poligonos regulares de diversos tipos y con la misma arista y todos los
vértice son idénticos (concurren los mismos tipos de poligonos).
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LA GENERACION DE LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS

Icosaedro
truncado

&
j Cnhuﬂnedr%s
N

Dodecaedro Dodecaedro
truncado

doblemente
truncado ﬂ
Rombicuboctiaedro

A D

Dodecaedro
doblemente

truncado i
Rombicosidodecaedro

Gra

rombicosidodecaedro

Nombre

Poligonos regulares de las caras

Tetraedro truncado

4 hexagonos y 4 tridangulos

Cubo truncado

6 octégonos y 8 triangulos

Cuboctaedro

6 cuadrados y 8 tridngulos

RombiCuboctaedro menor

18 cuadrados y 8 tridngulos

Octaedro truncado

8 hexagonos y 6 cuadrados

Cubo doblemente truncado (o redondeado)

6 cuadrados y 32 tridngulos

RombiCuboctaedro mayor

6 octogonos, 8 hexagonos y 12 cuadrados

IcosiDodecaedro

12 pentagonos y 20 triangulos

Dodecaedro truncado

12 decagonos y 20 tridngulos

Icosaedro truncado

20 hexagonos y 12 pentagonos

RomblcosiDodecaedro menor

12 pentagonos , 30 cuadrados y 20 tridngulos

Dodecaedro doblemente truncado ( o redondeado )

12 pentagonos y 80 triangulos

RomblIcosiDodecaedro mayor

12 decagonos, 20 hexagonos y 30 cuadrados
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LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS EN
LA COLECCION MATEMATICA DE PAPPUS
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1. Arquimedes geometra Fragmento de un fresco de la Biblioteca de El Escorial. Pellegrino Tibaldi. 1586.
2. La Colecciéon Matemdtica de Pappus. Edicion de F.Commandino. (Bolonia, 1670).

Pappus de Alejandria (hacia 325 d.C) atribuye la invencion de sélidos arquimedianos a Arquimedes -de
donde derivaria su nombre-, quien los habria estudiado en una obra ahora perdida. Pappus da una
somera descripcion de estos solidos e indica, ademas, para cada sdlido, el namero de caras, aristas y
vértices en el Libro V, capitulo XIX de su enciclopédica obra sobre la Geometria superior de los griegos
La Coleccién Matemdtica (Tomo 1, Blanchard, 1982, pp. 272-273):

«[...] Es posible imaginar un gran niimero de figuras solidas que tienen superficies de toda especie, pero
solamente prestaremos atencion a aquellas que parecen regulares. Ahora bien, éstas no son
exclusivamente las constituidas por cinco figuras que encontramos en la obra del divino Platén, a
saber: el tetraedro, el hexaedro, el octaedro y el dodecaedro, y, en quinto lugar, el icosaedro, sino
también aquellas que han sido descubiertas en niimero de trece por Arquimedes y son comprendidas
por poligonos equiliteros y equidngulos, pero no semejantes.»
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Sellos con imagenes de poliedros arquimedianos.

1. Sello aleman con cristales de sulfuro de plomo en forma de cuboOctaedro (6 cuadrados y 8 triangulos) y
sulfuro de zinc en forma de tetraedro truncado (4 hexagonos y 4 tridngulos).

2. Sello de la Polinesia francesa que podria ser un Rombicuboctaedro mayor.
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LOS DESARROLLOS PLANOS DE
LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS

Tetraedro truncado

Cubo truncado

Cubo redondeado

CuboOctaedro
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LOS DESARROLLOS PLANOS DE
LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS

RombiCuboOctaedro menor

RombiCuboOctaedro mayor

Octaedro truncado ﬁ

Dodecaedro truncado
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LOS DESARROLLOS PLANOS DE
LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS

Dodecaedro redondeado

& Mgy

IcosiDodecaedro

Icosaecaedro truncado
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CITAS MEMORABLES SOBRE LOS SOLIDOS PLATONICOS

1. Pitagoras investig6 los teoremas de un modo inmaterial e intelectual y descubri6 la

dificultad de los ntmeros irracionales y la construcciéon de las figuras césmicas
[poliedros]. Proclo de Licia. Comentarios al Libro I de los Elementos de Euclides.

2. A la tierra le atribuimos la figura ctibica [Hexaedro], porque la tierra es el elemento
mas dificil de mover, el mas tenaz, el de las bases mas sélidas; la figura sélida de la
piramide [Tetraedro] es el elemento y el germen del fuego; la segunda en orden de
nacimiento [Octaedro] es el elemento del aire; y la tercera [Icosaedro], el del agua. [...]
Quedaba atn una sola y tinica combinacion [dodecaedro]; el Dios se sirvié de ella
para el Todo cuando esboz6 la disposicién final del universo. Platén. Timeo (55d-55c).

3. Digo ahora que, aparte de las cinco figuras antedichas, no se construira otra figura
comprendida por (figuras) equilateras y equiangulares iguales entre si [Existen cinco
y sélo cinco poliedros regulares]. Euclides. Los Elementos. Proposicion XII1.18.

4. Argumentando como un magnifico gedmetra y profundisimo matematico, Platon
asoci6 las cinco formas regulares a los cinco cuerpos simples que concurren en la
formacion de todo compuesto creado, es decir, a la tierra, el aire, el agua, el fuego y

el cielo, como aparece en su Timeo, donde trata sobre la naturaleza del universo.
Luca Pacioli. La Divina Proporcién. Akal, Madrid, 1991. Cap.LV. p.103

5. El dodecaedro, por estar dotado de una singular prerrogativa con respecto a los
demas, a ninguno ha prohibido o vedado alojamiento, siendo receptaculo de
todos. Por ello el antiguo Platon, lo atribuyd, junto con los cuerpos mencionados
al universo. Luca Pacioli. La Divina Proporcién. Akal, Madrid, 1991. Cap.XLV!I. p.89.

6. Es mi intencion demostrar en este libro que el Creador Optimo Maximo, al crear
este mundo movil y en la disposicién de los cielos se atuvo a los cinco cuerpos
regulares que han sido tan famosos desde los dias de Pitagoras y de Platon hasta los
nuestros y también que en funcion de su naturaleza ajusté su namero, sus

proporciones y la razon de sus movimientos. J.Kepler. El secreto del universo (Mysterium
Cosmographicum). Alianza Editorial, Madrid, 1992. p.65

7. El Timeo pasa por ser la obra mas sublime de toda la filosofia antigua. Voltaire.
Diccionario filoséfico

8. La culminaciéon de Los Elementos de Euclides con la construcciéon de los poliedros
responde al interés especial que mostraban los filésofos griegos por todo lo que

atafie a los cuerpos regulares. F.Klein. Matemdtica elemental desde un punto de vista
superior. Vol. Il. Geometria Biblioteca Matematica. Dtor: J.Rey Pastor. Madrid, 1931. p.260.

9. Ya que segun se piensa, Euclides habia estudiado en la Academia de Atenas de
Platon, se puede sospechar que estos solidos fascinaron a Euclides lo suficiente
como para que tuvieran asegurada su inclusién como punto culminante de Los
Elementos. W.Dunham. Viaje a través de los genios. Piramide. Madrid, 1992. p.115.

10. Popper afirmo que la teoria geométrica de la estructura del mundo, que aparece por
primera vez en Platon, ha sido la base de la cosmologia moderna desde Copérnico y
Kepler, a través de Newton, hasta Einstein; y Heisenberg precis6 que la fisica

moderna se halla mas préoxima al Timeo de Platon que a Demdcrito. W.Guthrie,
Historia de la Filosofia griega, Gredos, Madrid, 1992, vol. 5, p.256—257.
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Los poliedros y los artistas a partir del Renacimiento:
Piero della Francesca, Leonardo, Luca Pacioli, Durero

Los poliedros, como otros temas de la Matematica pitagérica y platénica, han formado parte
importante del Arte, en diversas épocas, por su especial belleza, simetria y regularidad. La
cumbre de este interés por los poliedros desde el punto de vista artistico tiene lugar en la
época renacentista con los llamados artistas matematicos y los estudiosos y tedricos del arte
en general. Para algunos artistas del Renacimiento los poliedros proporcionaban excelentes
modelos para los estudios sobre Perspectiva. Para otros, los poliedros poseian una fuerte
carga simbdlica de verdades religiosas o profundas ideas filoséficas. En este sentido, la
asociacion que hizo Platon, en el Timeo, entre los cinco solidos regulares —tetraedro,
octaedro, hexaedro, icosaedro y dodecaedro— y los cuatro elementos componentes —fuego,
aire, tierra y agua— y el universo, respectivamente, serd objeto de una importante
consideracion durante el Renacimiento, propiciado por la revitalizacién de los estudios
platénicos producida por la reaparicion de ciertos manuscritos con las obras de Platon y las
numerosas traducciones de las fuentes platonicas acompafadas de amplios comentarios,
entre las que se debe mencionar las de los intelectuales humanistas de la llamada
Academia platénica de Florencia, fundada por Cosme de Médicis en 1459, que bajo la
direccion de Marsilio Ficino se propuso la restauracion del Platonismo como religién
filosoéfica.

Asi pues, a comienzos del siglo XVI, los poliedros regulares eran conocidos a través del
Timeo de Platén, obra de la que Marsilio Ficino habia publicado una traduccion completa en
1484. Pero enseguida contribuyé también a la difusion de la geometria vinculada a los
solidos platénicos el Libro Xl de Los Elementos de Euclides, una de cuyas traducciones
latinas se imprime —incluso las figuras geométricas— por primera vez en 1482 en Venecia, en
la imprenta de Ratdolt. Incluso poco después apareceran las traducciones de la obra
euclidea en lenguas vernaculas: en italiano —Tartaglia (Venecia, 1543) y Commandino
(Urbino, 1575)—; Aleman —J.Scheubel (Augsburg, 1555) y W. Holtzman (conocido como
Xylander, Basilea, 1562)—; Francés —Forcadel de Beziers (Paris,1565), Espafiol —Rodrigo
Camorano (Sevilla, 1576)—; Inglés —Henry Billingsley (Londres, 1582)—; y otras.

Para el artista renacentista beber en las fuentes pitagéricas, platonicas y euclideas era el
equivalente a la actual formacién matematica, cientifica, técnica y cultural del profesional
actual, de modo que el artista cumple un papel intelectual y humanista al trascender lo
meramente artesanal para convertirse en artista racional que representa la diversa realidad
a partir de los principios geométricos, las técnicas artisticas y las ideas filosdficas. Al fundir,
por una parte el Arte con la Ciencia y la Filosofia, y por otra, el saber clasico con el
renacentista, el artista, como el cientifico y el fildsofo, se situa en la asamblea de los doctos,
elevando las artes plasticas, antafo reducidas a mecanicas, a la misma categoria intelectual
que Las Artes Liberales, de modo que mas alla de la plasmacién de la percepcién de los
sentidos, el artista perseguira la busqueda de la idea a través del discurso mental en un
progresivo proceso de racionalizacion del Arte.

Muchos de los artistas renacentistas conceden una importancia suprema al estudio de las
proyecciones de los poliedros regulares sobre un plano, que formaba parte muy importante
de la educacion técnica del pintor. De hecho el estudio de multiples aspectos de los
poliedros es el broche brillante que corona algunas importantes obras tedricas y didacticas
de ciertos artistas y estudiosos del arte. Con ello, ademas de profundizar en su naturaleza
geomeétrica con nuevos hallazgos matematicos, los artistas y tedricos del Renacimiento dan
un nuevo aliento a esos bellisimos cuerpos pitagorico—platénicos que pasan de ser meros
sélidos susceptibles de estudio meramente tedrico a exquisitos elementos decorativos y
fascinantes objetos de un disefio ejemplar.

Nos ocuparemos principalmente de los estudios y trabajos sobre poliedros de Piero della
Francesca, Leonardo da Vinci, Luca Pacioli y Alberto Durero. Estos sabios, gedmetras y
artistas del Renacimiento, estan vinculados por la relacién maestro—discipulo. Piero della
Francesca enseind Matematicas a Luca Pacioli y Leonardo las aprendié de éste, mientras
que Durero, directa o indirectamente aprendié de los tres.
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POLIEDROS Y ARTE
EN PIERO DELLA FRANCESCA, LEONARDO, PACIOLI Y DURERO
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El espiritu renacentista de filésofos y artistas desarrollé, como herencia platénica, una verdadera veneracién
mistica hacia los poliedros regulares, con una carga simbélica que les concedia un potencial casi
sobrenatural. Ademas, para muchos artistas del Renacimiento los poliedros proporcionaban excelentes
modelos para los estudios sobre Perspectiva, que pretendian lograr la correccién y verosimilitud en la
representacion del espacio y por ende una garantia de perfeccion estética.

Piero della Francesca, Leonardo da Vinci, Luca Pacioli y Alberto Durero son los sabios, gedmetras y artistas
del Renacimiento que mas cultivaron el estudio de los poliedros. Ademas, entre ellos hay un vinculo
maestro-discipulo. Piero della Francesca ensefi6 Matematicas a Luca Pacioli y Leonardo las aprendi6 de éste
e ilustr6 sus obras. Durero de forma directa o indirecta aprendié Geometria y Teoria del Arte de los tres.
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El Libellus De Quinque Corporibus Regularibus de Piero della Francesca

Piero della Francesca fue uno de los personajes mas originales del Renacimiento. Pocos
artistas como Piero han creado una obra tan profundamente calada por una concepcion
geomeétrica de la Belleza. Piero era un artista singular pero también tenia un gran genio
matematico, por eso integraba en una perfecta superposiciéon dos vehementes pasiones: el
Arte y la Geometria. Poseido por ellas, Piero aborda la Pintura bajo su vocacion de
gedmetra. Para Piero la Geometria contiene la piedra filosofal de la Estética.

G.Vasari, ilustre biégrafo de artistas escribe sobre Piero della Francesca, en su famosa obra
La vida de los mas eminentes pintores, escultores y arquitectos italianos:

«Piero della Francesca fue considerado como un gran maestro en los problemas sobre
los cuerpos regulares, tanto aritméticos como geométricos. [...]. Con toda justicia
adquirio la reputacion de ser el lider de los gedmetras de su tiempo. [...]. A causa de
sus logros como matematico y como pintor [...] fue empleado por Guidobaldo de
Montefeltro, el anterior duque de Urbino.»

Piero escribe importantes tratados matematicos: De Prospectiva pingendi (1474) —La
Perspectiva en la Pintura—, Trattato d’Abaco —Tratado del Abaco— y Libellus De Quinque
Corporibus Regularibus (1485) —Corto Libro sobre los Cinco Cuerpos Regulares—. El estilo
matematico de estos tratados esta asociado con la tradicién de la Matematica practica de la
época que consiste en dar largas series de ejemplos muy trabajados. Ninguno de los
trabajos de Piero fue publicado con su nombre durante el Renacimiento pero parece ser que
circularon en manuscrito y llegaron a tener gran influencia a través de su incorporacién a las
obras publicadas por otros matematicos. En particular, buena parte de la Aritmética del
Trattato d’Abaco aparece en la obra de Luca Pacioli Summa de arithmetica, geometria,
proportioni et proportionalita, mientras que su trabajo sobre poliedros es plagiado en De
Divine Proportione (La Divina Proporcion), también de Luca Pacioli.

La obra de Piero De Prospectiva pingendi es el primer tratado de perspectiva en la Pintura.
En la primera parte de la obra se introducen las bases fundamentales de la perspectiva y
sus aplicaciones para dibujar en un plano figuras geométricas tridimensionales, a base de
considerar el cono de radiacion —formado por los rayos que van del ojo a los diversos
objetos— y que al ser cortado por el plano en cuestion, queda determinada la posicién en
perspectiva de los diversos objetos en dicho plano. En la segunda parte de la obra se
considera la proyeccion sobre un plano, bajo diferentes angulos, de los cinco sélidos
platénicos. Y en la tercera parte lo mismo referente a cuerpos irregulares. Esta obra de Piero
es de gran utilidad para pintores, pero ademas tiene un alto valor iniciatico para las
Matematicas, ya que en ella aparecen algunos de los primeros principios de Geometria
Proyectiva y de Geometria Descriptiva. Ademas la obra es muy estimable desde el punto de
vista pedagdgico, ya que conduce al lector, con intereses artisticos o matematicos, de forma
sistematica, mediante el uso de la regla y el compas, al progresivo conocimiento y a la
resolucién de problemas practicas de dificultad creciente.

Piero della Francesca se da cuenta de que los poliedros resultan ser unos magnificos
modelos para los estudios de perspectiva, tan utiles a los artistas, por lo que decide
profundizar mucho mas en su estudio geométrico y por eso realiza el estudio ilustrado sobre
poliedros mas completo de todo el Renacimiento en la citada obra Libellus De Quinque
Corporibus Regularibus, a base de resolver numerosos problemas practicos que plantea.

La obra empieza con las siguientes palabras (L.Pacioli, La Divina Proporcién, Losada,
Buenos Aires, 1946, p.187):

«Los cuerpos laterados pueden muy bien colocarse en el cuerpo esférico, tocando con
todos sus angulos la superficie de la esfera. Pero sélo son cinco los cuerpos regulares,
es decir, los que tienen lados y bases iguales. El primero es el de cuatro bases
triangulares, [...] el quinto es el de veinte bases triangulares. De tales cuerpos es mi
intencién mostrar con numeros, raices y binomios su cantidad y sus medidas. [...].
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Sobre esto daré tres breves tratados. En el primero se hablara de los lados y de la
superficie de las bases, en el segundo de los cuerpos laterados [regulares] y de sus
superficies y cuadraturas, en el tercero de los cuerpos contenidos uno por uno y algo
de la esfera, si Dios quiere, etcétera.»

Asi pues, en la primera parte del Libellus ..., Piero estudia con exhaustividad, a través de
cincuenta y cinco problemas practicos con datos numéricos, numerosas propiedades de los
poligonos que pueden ser caras de poliedros regulares -triangulos, cuadrados vy
pentagonos-—.

En la segunda parte del Libellus ... Piero estudia, a través de treinta y siete problemas
practicos con datos numéricos, los tépicos euclideos habituales sobre cada uno de los
poliedros regulares, en particular problemas equivalentes a las Proposiciones XIII.13-XIII.17
de Los Elementos de Euclides que relacionan las aristas con el diametro de la esfera que los
circunscriben, pero también otros problemas que relacionan las aristas con los ejes de los
poliedros, y estas dos longitudes con el volumen de los mismos. Por ejemplo, dos problemas
tipicos de esta parte serian los siguientes:

«Dado el cuerpo de ocho bases triangulares cuya cuadratura es igual a 400, hallar el
diametro de la esfera que lo contiene» (Problema, 25; p.229).

«Dado el cuerpo de doce bases pentagonales cuyo lado es igual a 4, hallar su
cuadratura» (Problema, 29; p.232).

«Dado el cuerpo de veinte bases triangulares equilatero cuya superficie es igual a 200,
hallar el diametro de la esfera que lo contiene» (Problema, 34; p.235).

El dltimo problema de esta parte es equivalente a la ultima proposicion de Los Elementos de
Euclides, que Piero escribe de la forma (p.237):

[De los lados de los cuerpos regulares]
«Y ahora que hemos hablado de la cantidad de los lados, superficies y cuadraturas
[volumenes] de los cinco cuerpos regulares contenidos por las diversas esferas, creo
conveniente hablar, en esta ultima parte del segundo tratado, de los lados de todos
estos cuerpos, contenidos por una misma esfera. [...]»

Piero della Francesca fue un experto en relacionar los diversos poliedros regulares; obtuvo
unos a partir de otros y los inscribié sucesivamente. Hasta trece problemas dedica Piero a
estas cuestiones en la tercera parte del Libellus ...., que empieza asi (p.238):

«Ahora, en este tercer tratado, [...] hablaré de la cantidad de los lados de esos
cuerpos, contenidos unos en otros, y cuantos caben en cada uno de ellos. [...].»

De esta forma, ademas de enfatizar la primera diferencia entre poligonos regulares y
poliedros regulares en cuanto a su niumero —el numero de poligonos regulares en el plano
es infinito, pero el numero de poliedros regulares en el espacio es de cinco y sélo cinco—;
Piero subraya otra distinciéon significativa entre ambos tipos de entes —mientras que en el
plano, el triangulo, el cuadrado y el pentagono, por ejemplo, son geométrica vy
algebraicamente independientes unos de otros, los cinco poliedros regulares guardan entre
si intimas relaciones estructurales—. De ellas la mas elemental es la llamada dualidad o
reciprocidad poliédrica segun la cual

«El sdlido cuyos vértices son los centros de las caras de uno platonico también es
platénico»

y también

«el solido determinado por los planos tangentes en los vértices a la esfera circunscrita
a un solido platénico también es platénico.»

Un poliedro y su dual tienen el mismo numero de lados y el numero de caras de uno es igual
al numero de vértices del otro.
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LA DUALIDAD DE LOS SOLIDOS PLATONICOS

Los cinco poliedros regulares se clasifican por
dualidad en tres grupos:

e Tetraedro que es dual de si mismo.

\ e Cubo-Octaedro (el dual del Cubo es el Octaedro y
w’ viceversa).
v,

e Icosaedro-Dodecaedro (el dual del Icosaedro es el
Dodecaedro y viceversa).
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VINCULOS ENTRE SOLIDOS PLATONICOS EN EL
LIBELLLIS DE PIERO DELLA FRANCESCA
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Pagina de Libellus De Quinque Corporzbus Regularzbus de Piero della Francesca (Manuscrito de la
Biblioteca Vaticana, 1480, Urb. lat. 632 fols. 40 verso- 41 recto math03 NS.18).

Las figuras fueron realizadas por Piero della Francesca. Representan a un icosaedro inscrito en un

cubo y un cubo inscrito en un octaedro.
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En el Libellus De Quinque Corporibus Regularibus
Piero della Francesca realiza un estudio muy
completo de formas de pasar directa o
indirectamente de unos sélidos platonicos a otros,
vinculando de miltiples maneras los diversos
poliedros, algunas de las cuales son estudiadas por
Ghyka (Estética de las proporciones en la Naturaleza
y en las Artes. Poseidén, Barcelona, 1983, cap.3) y
Lawlor (Geometria Sagrada. Debate. Madrid, 1993,
cap.10). También en Guillén (El mundo de los
poliedros. Sintesis. Madrid, 1997, cap.5) se puede
encontrar un estudio bastante exhaustivo de la
interrelacion de sélidos platonicos, a base de buscar
de forma sistematica las posibles inscripciones entre
poliedros regulares dispuestos de tal forma que las
simetrias comunes coincidan (por ejemplo, como el
cubo y el octaedro tienen las mismas simetrias, se
podran inscribir en los mismos poliedros, y también
podran inscribirse en ellos los mismos poliedros). En
particular, al considerar los pares de poliedros (de
un tamafio adecuado) que tienen exactamente las
mismas simetrias, resultan parejas de sélidos en los
que los vértices del poliedro inscrito yacen en los
centros de las caras del otro poliedro, que son los
pares de poliedros que hemos llamado duales.

Grabado de La Divina Proporcion de L. Pacioli, copia de la ilustracién del problema cuarto de la tercera parte
del Libellus ... de Piero della Francesca (Manuscrito Urb. lat. 632 fols. 40 verso de la Biblioteca Vaticana, 1480).

La imagen representa una original inscripcién de un icosaedro en un cubo, de forma que los vértices del

icosaedro estan situados sobre las caras del cubo.
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PIERO DELLA FRANCESCA Y LOS POLIEDROS

Segun G. Vasari:

Piero della Francesca realizé intensos y
extensos estudios sobre la perspectiva en la
pintura. Habia  adquirido un  intimo
conocimiento de Euclides, entendiendo mejor
que ningtin otro gedmetra la naturaleza de los
cuerpos regulares [..]. Los mds eminentes
estudios y las cuestiones mds notables sobre
ellos surgieron de su pluma.

El Tratado de Piero Libellus De Quinque
Corporibus Regolaribus es el primer texto de
Geometria en el Renacimiento en el que
problemas relativos a la construccién y calculo de
poliedros se resuelven mediante disefios
estereométricos. En realidad el escrito de Piero es
el primero en la historia dedicado por entero al
tema de los poliedros. En sus estudios
geométricos sobre poliedros platonicos y
arquimedianos, Piero  disefia  laboriosas
proyecciones de los diversos poliedros, de un
gran valor y de gran influencia sobre los
incipientes estudios renacentistas en torno a la
Perspectiva.

El original del tratado que se conserva es un
tnico manuscrito (Coédice Vaticano Urbinate
Latino 632) compilado por un autor desconocido
al que acompana disefios de figuras, correcciones
y adiciones realizadas por el propio Piero, quien
lo dedicé a Guidubaldo da Montefeltro, Duque
de Urbino. El trabajo de Piero era conocido desde
comienzo del siglo XVI, pero no a través de este
manuscrito latino, sino como parte de De Divine
Proportione de Luca Pacioli, que lo publicé en
italiano como trabajo propio. El plagio fue

Retrato de Piero della Francesca en La vida de los ~ §e™nciado por Giorgio Vasari y ha sido objeto
mds eminentes pintores, escultores Yy arquitectos P ’
italianos, de Giorgio Vasari, edicion de 1568.
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Piero della Francesca es el primero de una serie de artistas cuyas exploraciones
geomeétricas conducen al gradual redescubrimiento de los poliedros arquimedianos, sélidos
que no eran conocidos en su tiempo, lo que tiene lugar en la continuacion de la tercera parte
del Libellus ... , donde Piero escribe:

«Habiendo hablado de los cuerpos regulares abarcados por la esfera, [...] y de su
colocacién, uno dentro de ofro, me parece oportuno hablar ademas de algunos
cuerpos irregulares contenidos por la esfera, ‘tocando con todos los angulos su
superficie coéncava, [...].»

En concreto Piero introduce la nocion de «truncar un poliedro» en su sentido matematico
moderno y describe seis de los trece solidos arquimedianos: los cinco solidos platdnicos
truncados —el Tetraedro, el Cubo, el Octaedro, el Icosaedro y el Dodecaedro, truncados— y
también el CuboOctaedro. Tanto el Tetraedro truncado como el CuboOctaedro son
estudiados por Piero en el Trattato d’Abaco y todos los truncados en el Libellus De Quinque
Corporibus Regularibus. Estos sdélidos son empleados por Piero en nuevos y sustanciales
problemas geométricos, por ejemplo, calculando la superficie, el volumen y la longitud de la
arista de un solido poliédrico en funcidon del diametro de la esfera circunscrita, o,
reciprocamente, calculando la superficie, el volumen y el diametro de la esfera circunscrita
en funcion de la longitud de la arista del sélido poliédrico.

No sabemos si Piero conocia la descripcion que Pappus hace de los poliedros
arquimedianos en La Colecciéon Matematica. Como quiera que la obra de Pappus aparecio y
se difundié con posterioridad al trabajo de Piero —la primera impresion es la edicién de
Commandino de 1589— es probable que los estudios de Piero tengan el mérito de ser un
verdadero y original redescubrimiento
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LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS DE PIERO DELLA FRANCESCA

Fammnt It P Y 7
i Y 7 3 i Y 7 \ I \
i AY ' A i LY r LY r A
& ;oA box 3} L 7 {
P Y P Y P Y P Y PR Y r
i) Y PN ST PN i/
kY A1 T, A I\ Ji T i W A \
Y] A S 1) i A Sl N Sl A
Iy W A w4 " W, A w4
ri Wn, o F N LTy Wonm, Wow
' A Y 5 AT OF L A AT
i PR JooA JoooA I J
A Y 4 LY ra LY r A% i A Y '
g ‘ /—ﬂ /_\

ICOSAEDRO TRUNCADO
Caso 2. Dado un cuerpo de 32 bases, es decir, 20

/' hexagonales y 12 pentagonales, siendo los lados

de cada una igual a 2 y tocando sus angulos la
esfera que circunscribe a dicho cuerpo, se
pregunta por el didmetro de la esfera y por la
superficie del cuerpo de 32 bases y por su
cuadratura

DODECAEDRO TRUNCADO (p.261)

Caso 3. Dado el cuerpo de 32 bases, 20
triangulares equilateras y 12 decagonales
equilateras, inscrito en la esfera y que toca con
todos sus angulos la circunferencia concava de la
esfera, hallar el didmetro de la esfera, los lados,
la superficie la cuadratura.

OCTAEDRO TRUNCADO

Caso 4. Dado el cuerpo de catorce bases, es
decir, seis cuadradas y ocho hexagonales, siendo
el lado de cada base igual a 2, se pregunta cual
sera su superficie y su cuadratura, y el diametro
de la esfera.

HEXAEDRO TRUNCADO

Caso 5. Dado el cuerpo de 14 bases, es decir, seis
octogonales y ocho triangulares equilateras,
contenido por la esfera cuyo eje es igual a 10, se
quiere hallar el lado, la superficie y la
cuadratura.

TETRAEDRO TRUNCADO

Caso 6. Dada una esfera cuyo eje es igual a 12,
en el cual esta encerrado un cuerpo irregular de
ocho bases, cuatro triangulares y cuatro de seis
lados, en el cual los dngulos tocan la superficie
concava de la esfera, se quiere conocer los lados,
la superficie y la cuadratura.

Se dan aqui los enunciados de cinco problemas sobre poliedros arquimedianos, obtenidos por
truncacion, que aparecen en la tercera parte del Libellus De Quinque Corporibus Regolaribus de Piero della
Francesca incorporado por Luca Pacioli a La Divina Proporcién (pags. 259-267).
A diferencia de los problemas anteriores sobre poliedros regulares, para estos problemas el texto sélo
aporta el dibujo en perspectiva del tetraedro truncado, por lo que hemos dibujado los desarrollos para
comprender mejor los enunciados. En este sentido, en el problema del octaedro truncado aparece una
nota de Lucas Pacioli que reza asi:
«Lector, no te extrafie si, para tales cuerpos compuestos de diversas y varias bases no se ponen al
margen sus figuras, puesto que son muy dificiles de dibujar, ya que se necesitan que estén hechas por
un buen perspectivo, y no siempre se puede tener uno para este propésito, tal como por su amor a
las humanidades hizo nuestro Leonardo da Vinci. Pero cuando aqui, en el tratado anterior y
también en el siguiente, hay algunos casos que se han puesto [sin la figura correspondiente] basta
que tu ojees entre los dibujos puestos antes, al principio, en perspectiva [y hechos por Leonardo] de
su propia mano, |...].
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POLIEDROS ARQUIMEDIANOS DE PIERO DELLA FRANCESCA
OBTENIDOS POR TRUNCAMIENTO DE POLIEDROS PLATONICOS
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Ilustraciones del poliedro arquimediano Tetraedro truncado de la obra
Trattato d’Abaco de Piero della Francesca. Biblioteca Medicea-Laurenziana,
Codice Ashburnhamiano 280.
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Ilustraciones de los poliedros arquimedianos Icosaedro truncado y Dodecaedro truncado del
manuscrito de la obra Libellus De Quinque Corporibus Regularibus de Piero della Francesca.
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POLIEDROS EN EL TRATTATO D’ABACO DE P. DELLA FRANCESCA
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Ilustracién del poliedro platénico Dodecaedro de la obra Trattato d’Abaco de Piero della
Francesca. Biblioteca Medicea-Laurenziana de Florencia, Codice Ashburnhamiano 280.
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Ilustracién del poliedro arquimediano CubiOctaedro de la obra Trattato d’Abaco de Piero della
Francesca. Biblioteca Medicea-Laurenziana de Florencia, Codice Ashburnhamiano 280.
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Poliedros en la Divina Proporcién de Luca Pacioli

Luca Pacioli es uno de los matematicos mas famosos del periodo renacentista. Quiza
también es el matematico mas completo de la época, en el sentido de que supo recoger las
diversas tradiciones matematicas, clasicas, medievales y renacentistas, y aunarlas en una
sélida obra, no muy original, pero de gran valor como compendio enciclopédico de la cultura
matematica del coetanea. Asi tiene lugar con su obra conocida como Summa (su largo titulo
es Summa di arithmetica, geometrica, proportione et proportionalita) que se imprime en
Venecia en 1494, y que habia sido escrita con finalidad didactica como obra organica y
sistematica del conjunto de los conocimientos de las ciencias matematicas puras y aplicadas
del momento: Aritmética tedrica y practica (que incluye Matematica comercial) y Geometria
tedrica (fundamentalmente Los Elementos de Euclides y en particular la Teoria de la
Proporcion de notable importancia en los estudios matematicos de los artistas) y aspectos
geomeétricos practicos incluso de cierta incipiente Trigonometria.

Para Pacioli las disciplinas matematicas se encuentran en el primer grado de certeza, por
eso proclama, una y otra vez, con entusiasmo que las Matematicas son ya no sélo el
fundamento de todas las demas ciencias sino que en términos practicos menciona los
beneficios que producen en el estudio de la Filosofia, la Teologia, la Religién, las Leyes, la
ciencia militar, en todas las Artes —Musica, Pintura, Arquitectura, Escultura—, e incluso en el
disefio de las letras del alfabeto. Toda esta disposicion hacia las Matematicas desarrollé en
Pacioli una acusada vocacion por la ensefanza y la difusién de la Matematica pura y
aplicada, de modo que en toda su obra escrita, Pacioli debié repercutir no sélo sus
reflexiones cientificas sino multitud de argumentos, observaciones y consideraciones
extraidas de sus lecciones orales desarrolladas a lo largo de su dilatada experiencia docente
como Profesor de Matematicas en numerosas instituciones académicas italianas.

Luca Pacioli recibié una decisiva influencia matematica de Piero della Francesca, quien en
las frecuentes visitas que realizaba a la ciudad natal de ambos, Borgo de Sansepolcro, a
partir de1460, procuraba ver a Pacioli, lo que permitié a éste trabar una profunda amistad
con el ya famoso artista y asistir a sus lecciones mas o menos informales de Matematicas.
Pacioli también se beneficid gracias a Piero de la magnifica biblioteca de Federico de
Montefeltro, duque de Urbino, cuyos textos antiguos estimularon su espiritu avido de
conocimiento cientifico. Con toda razén y gratitud, pues, Pacioli ensalza con todo tipo de
elogios a Piero como su principal maestro.

Estatuas de Piero della
Francesca y de Luca Pacioli,
erigidas en la localidad natal
de ambos, el Borgo de
Sansepolcro, cercana a
Florencia.

Piero y Luca Pacioli siempre
mantuvieron una gran amistad
entre ellos. Pacioli siempre
consider6 a Piero como un
maestro digno de veneracion y
no escatimé panegiricos hacia
él. En la segunda parte de la
k. i Divina Proporcién, que viene a
— I Tea—— - - ser un Tratado de Arquitec-
— T e =D tura, Luca Pacioli escribe
; respecto al honor que supone
para su patria chica el haber
dado una figura egregia como
Piero della Francesca:

«En lo que respecta a las
Matemidticas lo ilustra clara-
mente el monarca de la pintura
y la arquitectura de nuestros
dias, maestro PIERO DELLA
FRANCESCA con su pincel.»
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Inspirandose ante todo en las fuentes platénicas y euclideas —y en primera instancia
pitagdricas—, pero también en la obra de Vitrubio, en las conversaciones con Leonardo da
Vinci y en las especulaciones de los neoplatonicos florentinos, Luca Pacioli escribe su
famosa obra La Divina Proporcién —que se imprime en Venecia en 1509—, a lo largo de la
cual se entremezclan consideraciones y teorias geométricas con argumentos filoséficos y
alusiones esotéricas y misticas.

Cuando se menciona a La Divina Proporcion de Luca Pacioli, en general se alude a la
primera parte de la obra dedicada a estudio de la seccién aurea —lo que los griegos
llamaban la divisién de un segmento en media y extrema razon— a la que Pacioli bautiza
como divina proporcién, y sobre todo al estudio exhaustivo de los poliedros. No obstante, la
edicion de La Divina Proporcion incluye, ademas, dos trabajos, con titulos Tractato de la
Architectura —, que revela algunas reglas aplicables a las proporciones de los edificios
basadas en las medidas y proporciones del cuerpo humano, ideas de inspiracion vitrubiana—
y otro con titulo muy largo: Libellus in tres partiales tractatus divisus quinque corporum
regularium et dependentium activae perscrutationis, que es la traduccién al italiano vulgar
del cddice Libellus De Quinque Corporibus Regularibus de Piero Francesca.

En el capitulo geométrico de la Summa, Luca Pacioli realiza ya un estudio de ciertos
aspectos de los poliedros regulares y arquimedianos que incluye el calculo de sus
volumenes. De hecho la parte VIII de este capitulo geométrico es un apéndice que lleva por
titulo Particularis tractatus circa corpora regularia et ordinaria. Pero es en La Divina
Proporcion, entre los capitulos XXIV y LIV, donde Pacioli expone una teoria completa que
realiza la construccion y formacién y hace un estudio exhaustivo de las propiedades de los
poliedros regulares y de otros tipos.

Como se ha dicho, la tercera parte de La Divina Proporcién viene a ser una traduccion casi
literal al italiano del escrito de Piero della Francesca sobre poliedros Libellus De Quinque
Corporibus Regolaribus. Ya que en ese lugar Pacioli no menciona explicitamente el nombre
de Piero, puede surgir la sospecha de que Pacioli se hiciera atribuir a si mismo la obra de
Piero, lo que seria el origen de la acusacién de plagio que surgié con G.Vasari y que se ha
ido alimentando hasta la actualidad. Pudo ser asi, aunque el calido afecto que Pacioli
profesaba hacia Piero debiera desmentirlo y se podria encontrar una explicacién de la
conducta de Pacioli en el hecho de que habiendo ya mencionado los escritos matematicos
de su maestro y coterraneo, incluso con agradecido encomio, Pacioli debia presuponer que
la paternidad del escrito de Piero era muy conocida y por tanto no era necesario aludir a ella
especialmente. En cualquier caso, si la actuacion de Pacioli con el Libellus ... de Piero no
fue un plagio, si fue, sin duda, una imprudencia imperdonabile.

Desde el principio de la obra La Divina Proporcién, Luca Pacioli hace continuas referencias
a Platén y Euclides e incluso a Pitagoras. Asi en el capitulo I, Pacioli escribe (Pacioli, Akal,
Madrid, 1991, pp.36-37):

«[...] Entre los sabios se acostumbra a decir, segun proverbio comun: “Aurum probatur
ignis et ingenium mathematicis”, es decir, que “la bondad del oro la demuestra el fuego
y la calidad de los ingenios las disciplinas matematicas”. Y esta sentencia pretende
expresar que el genio apto para las matematicas lo es también para las ofras ciencias.
[...]1 Por ello el antiguo y divino fildsofo Platon negaba, no sin razén, a los que
ignorasen la geometria la entrada en su celebérrimo gimnasio, sobre cuya puerta
principal coloco, en letras grandes y bien inteligibles, una breve inscripcidon con esta
formales palabras: Nemo huc geometriae expers ingrediatur, es decir, que no entrase
quien no fuese un buen geémetra; e hizo esto porque en la geometria se encuentra
oculta toda otra ciencia. Y, anteriormente el estudiosisimo contemplador de la
naturaleza Pitagoras, lleno con la suavisima dulzura de esta ciencia, hizo, segun
cuenta Vitrubio, sacrificar cien bueyes a los dioses, con grandisima fiesta y jubilo, por
el descubrimiento del angulo recto. [...].

Conforme a la gracia que me ha concedido el Altisimo, expongo el sublime volumen
del mencionado Euclides (a quien todos seguimos como archimandrita de nuestra
facultad) sobre las ciencias de la aritmética, geometria y proporciones. Y ya he puesto
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dignisimo final a sus diez libros, interponiendo siempre nuestra practica en su teoria
para mayor utilidad y comprension.»

El nombre de Divina Proporcion corresponde mas bien a la primera parte de la obra que
debid de ser escrita mucho antes que las restantes. De hecho el capitulo quinto de La Divina
Proporcién se titula precisamente «Del titulo que conviene al presente tratado o
compendio». Tal vez Pacioli estuvo dudando sobre el asunto del titulo final de la obra, ya
que aunque los primeros capitulos se refieren a las propiedades y «singulares efectos» de
la seccion aurea, la mayor parte de la obra esta dedicada a un analisis profundo de los
poliedros regulares y de otros tipos. Pero en este capitulo, como para sefalar los vinculos y
la ilacion entre la seccion aurea y los solidos platdnicos, Pacioli asevera, con argumentos
teologicos y filosdficos de naturaleza platonica con origen en el Timeo, que la divina
proporcion confiere el ser formal al cielo mismo, atribuyéndole la figura del cuerpo de doce
pentagonos, llamado Dodecaedro, el cual no se puede formar sin la mencionada divina
proporcion. Pacioli recuerda aqui, de forma muy sintética, el resto de la cosmogonia
platénica que vincula los cuatro elementos con las formas y figuras de los restantes
poliedros regulares, adelantando que mediante ellos, la divina proporcién da forma a otros
infinitos cuerpos dependientes, y que la sagrada proporcion también interviene en
proporcionar entre si los cinco cuerpos regulares, es decir, en imaginar la armonia y digna
conveniencia entre si y en circunscribirlos a la esfera.

En los capitulos XXIV=XXXI (Pacioli, Akal, 1991, pp.60—79) Luca Pacioli va relacionando los
cinco poliedros regulares y demuestra la imposibilidad de que exista algun otro. Después
describe «cémo se forman de modo que sean exactamente circundados por una esfera y
también qué proporcién tienen sus lados con respecto al diametro de la esfera» (p.63).
Estos capitulos vienen a resolver cuestiones equivalentes a las Proposiciones XlIl.13-XII1.17
de Los Elementos de Euclides que relacionan las aristas de los poliedros con el diametro de
la esfera que los circunscribe. En el capitulo XXXI desarrolla un teorema equivalente a la
ultima proposicion de Los Elementos de Euclides, que Pacioli enuncia de la forma (p.76):

«Saber encontrar los lados de los cinco poliedros regulares, circunscritos todos
exactamente por una misma esfera de la que sélo conozcamos el diametro.»

En los capitulos XXXII-XLVI (Akal, pp.79-90) Luca Pacioli da la proporcién mutua de todas
sus superficies y estudia las inclusiones de los cinco cuerpos unos en otros. Ya que cada
uno no es capaz de acoger a todos no hay veinte sino soélo doce inclusiones posibles.

En los capitulos XLVIII-LV (Akal, pp.90-104) trata de los poliedros dependientes de los
regulares, que se obtienen por extraccion de otros cuerpos geométricos (poliedros abscisos
que son arquimedianos), o por adicién de otros cuerpos geométricos (poliedros elevados
que son estrellados). Estas formas, dice Pacioli, pueden desarrollarse hasta el infinito.

En los capitulos LVI-LVII (Akal, pp.104—108) trata del cuerpo esférico y de como se pueden
colocar en él los cuerpos regulares.

En los capitulos LVIII-LXIX (Akal, pp.108—-126) trata de los cuerpos oblongos, es decir los
que son mas largos o altos que anchos, estudiando en particular las columnas (cilindros y
prismas), los conos y las piramides, incluso las figuras truncadas.

En el capitulo LXX (Akal, p.127) explica como estan referenciadas en el tratado las figuras
dibujadas en perspectiva que sitta al final, y ofrece al Principe Ludovico Sforza modelos de
cuerpos poliédricos que ha estudiado, con estas palabras:

«Vuestra Alteza podra disponer de ellos en una y otra forma. Tales cuerpos, en vez de
ser del vil material que yo me he visto obligado a usar a causa de mi pobreza,
merecerian ser de metal precioso y estar ornados con finas gemas.

La Divina Proporcién de Luca Pacioli termina en el capitulo LXXI (Akal, pp.128—129) con un
glosario de términos matematicos: hipotesis, hipotenusa, perpendicular, cateto, diametro,
diagonal, centro, etc.
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ICONOGRAFIA DE LUCA PACIOLI

1. Moneda con la efigie de Luca Pacioli acufiada con motivo del 500 aniversario de la publicacién
de su famosa obra Summa di arithinetica, geometrica, proportione et proportionalita

2. Letra inicial grabada sobre madera que representa a Luca Pacioli vestido de Franciscano. Se
encuentra en su obra Summa di arithmetica, geometrica, proportione et proportionalita
(Venecia, 1494).

3. Apunte manuscrito de Luca Pacioli sobre poliedros.
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LUCA PACIOLI, HUMANISTA, ILUSTRE MATEMATICO,
ESCRITOR Y GRAN PROFESOR RENACENTISTA

Luca Pacioli tuvo una intensa y extensa actividad docente que compatibilizaba con la produccién
cientifica y didactica de publicaciones de gran valor no sélo para sus discipulos sino para cientificos,
comerciantes y artistas. Siempre sinti6 una febril vocaciéon por la ensefianza y la difusién de la
Matematica pura y aplicada. En 1475 es lector de Matematicas en Perugia, donde obtiene el titulo
académico de Magister; en 1490 ensefia Teologia y Matematicas en Napoles, mientras construye una
coleccién de poliedros regulares que regala a Guidobaldo de Montefeltro. Entre 1490 y 1493 Pacioli se
encierra en su pueblo natal para preparar la publicacién de su enciclopédica obra Summa di arithmetica,
geometrica, proportione et proportionalita, que se imprimirad en Venecia en 1494. En 1493 da lecciones
publicas de Aritmética y Geometria en Padua. Por invitacién del duque Ludovico Sforza se traslada a
Milan, en 1496, para ensefiar Matematicas y entabla una fructifera amistad con Leonardo, con un
enriquecedor intercambio de ideas, experiencias y conocimientos, que da como fruto los bellisimos
sesenta dibujos de los cuerpos poliédricos que el genial artista realizé para la edicion de De Divina
Proporcione que Pacioli estaba preparando y que termina el 14 de diciembre de 1498. De 1500 a 1505
Pacioli sigue moviéndose como profesor de disciplinas matematicas entre diversos centros de estudios y
universidades: Pisa y Perugia (1500), Bolonia (1501-1502) y Florencia (1502-1505). En 1508 ultima una
impresién de su traduccion al latin de Los Elementos de Euclides -basada como la primera impresion
(Ratdolt, Venecia, 1482) en la traduccién que habia hecho Campanus en el siglo XIII-. Pacioli también
prepar6 una traduccion al italiano de Los Elementos de Euclides que se ha perdido y que seria la primera
en esa lengua, anterior a las ediciones de Tartaglia y Commandino y tal vez la primera en una lengua
vernicula europea. También se cuida en estos dias de la ediciéon de De Divina Proporcione que se
imprime en Venecia, a primeros de junio de 1509, en la imprenta de Paganius Paganinus. Vuelve a
impartir docencia en 1510 en la universidad de Perugia, ciudad donde acaba su tercera obra importante De
Viribus Quantitatis. Requerido por el papa Leén X, Pacioli se traslada a Roma en 1514, casi con 70 afios
para hacerse cargo de la catedra de Matematicas en la Sapienza.

Pacioli fue asiduo de diversas cortes italianas, protegido de sus principes y bien relacionado con artistas y
estudiosos del Arte como Alberti, Piero, F.Giorgio, Leonardo, Bramante, Durero y otros. A través de ellos
pudo conocer los esfuerzos que los artistas y técnicos desplegaban en la aplicacion de la Geometria al
Arte, de forma que al asimilarlos él mismo contribuira a vincular estrechamente Arte y Geometria.

Con toda la rica experiencia de su dilatada labor académica, docente y editorial, a lo largo de toda su vida,
se comprende el éxito de las obras de Pacioli y la enorme influencia sobre matematicos, profesores y
artistas contemporianeos y los de la siguiente generacion sobre los que como fuente dejé su impronta.

1. Piero della Francesca retrata a su coterrdneo y amigo Luca Pacioli en el célebre cuadro -por la
perfeccion de su perspectiva- Madona con bambino , Santi e Angeli e il duca Federico II da
Montefeltro, pintado entre 1472 y 1474 (Pinacoteca di Brera, Milan). Piero representa a Luca Pacioli en
la figura de San Pedro Martir. En el cuadro es el segundo personaje por la derecha del espectador.

2. Fragmento ampliado del cuadro anterior. En el centro Luca Pacioli como San Pedro Martir.
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Paginas de la Summa di arithmetica, geometrica, proportione et proportionalita de Luca Pacioli relativas al
Teorema de Pitigoras y a la geometria de los poliedros.

Esta magna obra de Luca Pacioli es una especie de enciclopedia del conocimiento matematico -aritmético y
geométrico- de la época, considerada a veces como la primera enciclopedia de Matematica pura y aplicada.

Como indica su largo titulo, la obra es la suma de los textos y notas que el maestro habia ido componiendo
para su exhaustiva actividad docente como recopilacién de la matematica de su tiempo -operaciones
aritméticas con la nueva numeracion indo-arabiga, (suma, resta, multiplicacién y division, raices
cuadradas); aplicaciones aritméticas sencillas; resoluciéon de problemas mediante ecuaciones algebraicas de
primero y segundo grado; aplicaciones teéricas y practicas de la Geometria de Euclides, etc. -. En las
paginas de la Summa Pacioli aporta, ademas, un simbolismo que anuncia las notaciones actuales.

La obra se imprime en Venecia, en 1494, en los talleres de Paganius Paganinus -es una de las primeras
obras matematicas impresas- y esta dedicada al protector de Pacioli, Guidobaldo da Montefeltro, el joven
duque de Urbino. Esta dividida en cinco partes, La primera es la mas extensa y trata de Aritmética y
Algebra, con numerosos algoritmos para las diversas operaciones aritméticas. La segunda se compone de la
Aritmética comercial utilizada por los mercaderes italianos de la época. La tercera esta dedicada a la
teneduria de libros. La cuarta relaciona los distintos sistemas monetarios, pesas y medidas que se usaban
entonces en los distintos estados italianos. La quinta se emplea en la Geometria tedrica y practica.

Luca Pacioli basa su obra en la Matematica conocida en su tiempo. El autor reconoce que sus fuentes
principales son Los Elementos de Euclides, La Aritmética de Boecio y sobre todo el Liber Abaci y Liber
Quadratorum de Leonardo de Pisa -mas conocido como Fibonacci-. A veces el texto de Pacioli transcribe
de forma casi literal el contenido de estas obras. Luca Pacioli no puede considerarse, pues, un gran
matematico creador, pero tiene el gran mérito de exponer los temas con una gracia y amenidad que hace
mas asequibles los conocimientos, a lo que coadyuva también el escribir en lengua vernacula. Ademas,
como un gran valor afiadido, la Summa nos muestra como las Matematicas pueden ser muy ftiles en la
vida cotidiana, en el comercio, en el reparto de los bienes, en la construccion, en los juegos de azar, etc.

La escasa originalidad de la obra se compensa con el importante valor de recopilacion, ordenacién y
divulgacién de la cultura matematica coetinea. La Summa circulé ampliamente en el siglo XVI y es
nombrada por los grandes algebristas del Renacimiento, Cardano, Tartaglia, Bombelli, etc.

En el Prefacio de la Summa, Pacioli insiste en el caricter fundamental de la ciencia matematica, cuyos
principios han de servir como guia en todas las ciencias y las artes. Una de las cuestiones mas importantes
que trata Pacioli es la Teoria de la Proporcién «mnadre y reina de las artes» que concierne no sdlo a la
Matematica y a las Artes, sino a la estructura misma del cosmos, de modo que Pacioli bebe en la fuente
mistica pitagorico-platénica y en la fuente geométrica euclidea, de ahi sus habituales referencias al Timeo
de Platén y a Los Elementos de Euclides. 201



LUCA PACIOLI LA DIVINA PROPORCION
CAPITULO XXV (Pacioli, Akal, 1991, pp-61-62)

Como no puede haber mas de cinco cuerpos regulares

Conviene ahora demostrar como en la naturaleza no pueden ser mas de cinco los mencionados
cuerpos, es decir, los cuerpos cuyas bases sean iguales entre si, lo mismo que sus angulos sélidos y
planos y sus lados. Ello es asi porque, para la constituciéon de cada angulo Sélido, es necesario el
concurso de al menos tres angulos superficiales, ya que un angulo sélido no puede determinarse
s0lo mediante dos angulos superficiales; luego, porque los tres angulos de un hexagono equilatero
son iguales a cuatro angulos rectos, y, ademas, en el heptagono, es decir, la figura de siete lados, y,
en general, en toda figura equilatera y equiangula de mas lados, sus tres dngulos son siempre
mayores que cuatro rectos, como se manifiesta en la trigésimo segunda de;j primero, y todo angulo
solido es menor que cuatro angulos rectos, como se ve por la vigésimo primera del undécimo. Asi
pues, es imposible que tres dngulos del hexagono, del pentagono o, en general, de cualquier figura
equilatera y equiangula de mas lados formen un angulo sélido. Y asi queda claro que ninguna
figura sdlida equilatera y de angulos iguales puede formarse con superficies hexagonales o de mas
lados, pues si tres angulos del hexagono equilatero y equiangulo son mayores que un angulo
solido, se sigue que, con mucha mas razdn, cuatro o mas angulos excederan de dicho angulo sélido.
Sin embargo, tres dngulos del pentigono equilatero y equidngulo son, manifiestamente, menores
que cuatro rectos, mientras que cuatro son mayores que cuatro rectos. De donde, con tres angulos de
un pentagono equilatero y equidngulo, se puede formar un dngulo sélido, pero con cuatro de sus
angulos o con mas no es posible formar angulo sdlido. Por ello, un cuerpo se forma sélo con
pentagonos equilateros y equiangulos, y es el llamado por los filésofos dodecaedro o, de otra
manera, cuerpo de doce pentagonos. En él, los angulos de los pentagonos, de tres en tres, forman y
contienen todos los angulos sé6lidos de dicho cuerpo.

La misma razon se da en las figuras cuadrilateras de lados y angulos iguales, como se ha dicho para
los pentagonos, ya que toda figura cuadrilatera, si es equilatera y de angulos iguales, sera por
definicién cuadrada, porque todos sus angulos seran rectos, como se demuestra en la trigésimo
segunda del primero. De ahi que con tres angulos de dicha figura superficial sea posible formar un
angulo sdlido, pero imposible con cuatro o mas. Por ello, con tales figuras superficiales, siendo
cuadrilateras, equilateras y de angulos iguales, se puede formar un sélido que llamamos cubo, que
es un cuerpo contenido por seis superficies cuadradas y con doce lados y ocho angulos sélidos.

En los tridngulos equilateros seis angulos equivalen a cuatro rectos, por la mencionada trigésimo
segunda del primero, yg por tanto, menos de seis angulos valen menos que cuatro rectos y mas de
seis mas que cuatro rectos, por lo que con seis angulos o mas de dichos tridngulos no es posible
formar un angulo sélido, mientras que si lo es con cinco, cuatro o tres. Y, como tres dngulos del
tridangulo equilatero contienen un angulo sélido, con tridngulos equilateros se forma el cuerpo de
cuatro bases triangulares de lados iguales llamado tetraedro; y cuando se unen cuatro de dichos
triangulos se forma el cuerpo de ocho bases conocido como octaedro; y si cinco tridngulos
equilateros contienen un angulo sdlido, se forma entonces el cuerpo conocido como icosaedro, de
veinte bases triangulares y de lados iguales. Asi, el por qué son tantos y tales los cuerpos regulares
y no mas es cosa plenamente aclarada con lo que hemos dicho.
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CANTO LAUDATORIO A LOS SOLIDOS PLATONICOS
EN UN SONETO ESTRAMBOTICO DE LUCA PACIOLI

DANIELE GAETANI CREMONENSIS
EPIGRAMA

Natura omniparens produxit corpora quinque;
Simplicia haec certo nomine dicta manent.
Compositio in numerum concurrunt addita cuique
Atque inter sese consociata viegent.

Condita principio pura et sine labe fuere;

Nomina sunt aer, coelum, aqua, flamma et humus.
Foetibus innumeris voluit Plato maxima illa

Esse, ubi est primun sumpta figura, dare.

Sed quia naturae lex nil concedit inane

In coelo et mundo dixit Aristoteles,

Quodque unum per se positum est, caret atque figura;
Nulla subest oculi supposito species.

Propterea Euclidae sublimius atque Platonis
Ingenius excussit sphaerica quinque alia,

Iocunda aspectu et multum irritantia sensum,
Monstravere bases ut latus omne docet

SONETO DEL AUCTOR

Cinque corpi in natura son producti,

Da naturali semplici chiamati,
Perché a ciascun composito adunati
Per ordine concorran fra lor tutti.

Immixti, netti e puri fur constructi;
Quattro elementi e ciel cosi nomati;
Quali Platone vol che figurati
L’essere dien a infiniti fructi.

Ma perché el vacuo natura abhorre
Aristotil, in quel de Coelo et Mundo,
Per se non figurati volesse porre.

Pero I'ingegno geometra profondo
Di Plato e d’Euclide piacque exporre
Cinqu’altri che in sfera volgan tundo,

Regolari, d’aspecto iocundo,

Come vedi, de lati e basi pare,
E un altro sexto mai se po formare.

Después del titulo de la obra de Luca Pacioli, el volumen impreso de La Divina Proporcion empieza con
dos poesias. La primera es un epigrama en latin transformado por Luca Pacioli -en su traduccién poética
al italiano- en un enrevesado soneto con estrambote. La poesia es un canto a las maravillosas virtudes de
los sé6lidos platonicos. Es posible que la composicion en latin sea del patricio veneciano Daniele Gaetani
Cremonensis, autor de una epistola laudatoria hacia Luca Pacioli, mientras que traduccién al italiano la
hizo el propio autor de La Divina Proporcion, dando muestras de su mistica veneracién hacia los sélidos

platénicos.

Abajo se ofrecen dos traducciones al espafiol, una muy literal y otra mas libre pero con métrica. Han sido
realizadas por el Profesor Hermenegildo Delgado Reyes, Catedratico de Griego del Instituto Villalba

Hervas de La Orotava (Tenerife) en Mayo de 2000.

TRADUCCION LITERAL AL ESPANOL

Cinco cuerpos se han formado en la Naturaleza
designados como simples naturales para que
todos concurran acordes y ordenados entre si a
cada compuesto: sin mezcla, netos y puros
fueron creados los cuatro elementos y el cielo,
que asi se llaman (/it. asi llamados); y Platon
quiere que den el ser a infinitos frutos por estar
ellos mismos dotados de figura (lit. figurados),
pero Aristoteles en su De Caelo et Mundo
querria ponerlos sin figura propia, porque la
Naturaleza aborrece el vacio. Mas yo he querido
(lit. plagome) exponer el profundo genio
geométrico de Platén y Euclides: otros cinco que
giren en redondo por la esfera; regulares, de
aspecto airoso; lados y caras iguales como ves; y
que jamas se podria formar un sexto.

TRADUCCION METRICA AL ESPANOL

Sélo estos cuerpos simples naturales
quiso Natura hacer: cinco elegidos

que a cada ser compuesto requeridos
concurran siempre acordes y puntuales.
Este Cielo, y los Cuatro elementales,
netos, sin mezcla y puros han nacido;

y de infinitos frutos causa han sido

por su figura en si, si asentir vale

con Platén; Aristoteles quisiera

verlos sin ella; que en su Coelo et Mundo
el vacio y natura se aborrecen.

Mas ved que el geométrico profundo
genio de Euclides y Platon ofrece

otros cinco que giren en la esfera.
Regulares y airosos aparecen;

de iguales caras, lados... tan perfectos
que nadie afiadira jamas un sexto.
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LOS CINCO SOLIDOS PLATONICOS EN
LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI

Tetraedro

c

k

L

-

Icosaedro

Tras demostrar la imposibilidad de que exista
mas de cinco poliedros regulares, en los capitulos
XXVI-XXX de La Divina Proporcién Luca Pacioli
tn  describe «como se forman los cinco poliedros
regulares de modo que sean exactamente
Octaedro circundados por una esfera y también qué
proporcién tienen sus lados con respecto al
didmetro de la esfera».

Estos capitulos resuelven problemas equivalentes

a las Proposiciones XIIL.13-XIIL.17 de Los

Elementos de Euclides que relacionan las aristas

de los poliedros con el didmetro de la esfera que
S los circunscribe.

Estas figuras que aparecen en los amplios
margenes de La Divina Proporcion de Luca
Pacioli son algunas de las primeras ilustraciones
geométricas en un libro de contenido matematico.
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£ En el capitulo XXXI de La Divina Proporcién Luca Pacioli

desarrolla un teorema equivalente a la Gltima proposicién de Los
Elementos de Euclides (XIIL.18), que Pacioli enuncia de la forma:

«Saber encontrar los lados de los cinco poliedros regulares,

circunscritos todos exactamente por una misma esfera de la que
solo conozcamos el didmetro ab.»

Tomando los segmentos ab=2ad, ac=2cb, resulta:

b ae: lado del Tetraedro; eb: lado del Cubo. fb: lado del Octaedro;
nb es el lado del icosaedro; pb es el lado del dodecaedro.

Y se verifica: ae > fb >eb >nb >pb. 204



En los capitulos XXXIV=-XLVI (Pacioli, Akal,

1991, pp.79-90) Luca Pacioli da las

instrucciones para estudiar las inclusiones de los cinco cuerpos regulares unos en otros.
Asegura que las construcciones que hace son consecuencia de teoremas del apdcrifo Libro
XV de Los Elementos. Veamos sucesivamente las doce posibles inclusiones posibles.

Cap.XXXIV. Inclusiéon del Octaedro en el Tetraedro: se divide cada uno de los lados
del Tetraedro en partes iguales; al unir todos los puntos medios resultantes obtenemos
las doce aristas del Octaedro pedido.

Cap. XXXV. Inclusién del Tetraedro en el Cubo: se trazan la diagonales de las seis
caras del cubo, que resultan ser las seis aristas del Tetraedro incluido en el Cubo.

Cap. XXXVL. Inclusién del Octaedro en el Cubo: la inclusion del Tetraedro en el Cubo
y del Octaedro en el Tetraedro nos da la inclusién del Octaedro en el Cubo.

Cap. XXXVII. Inclusién del Cubo en el Octaedro: Se halla el centro de cada una de
las ocho caras del Octaedro. Al unir tales centros obtenemos las aristas del cubo pedido.

Cap. XXXVIIl. Inclusiéon del Tetraedro en el Octaedro: la inclusiéon del Cubo en el
Octaedro y del Tetraedro en el Cubo nos da la inclusion del Tetraedro en el Octaedro.

-

Inclusién del Octaedro en el Tetraedro segiin el método de Luca Pacioli.

Inclusiéon del Tetraedro en el Cubo y del Octaedro en el Cubo por transicién -Octaedro en el
Tetraedro y Tetraedro en el Cubo- segiin el método de Luca Pacioli. La inclusion del Octaedro
en el Cubo es equivalente a la dualidad Octaedro-Cubo, que utiliza los puntos medios de las
caras del poliedro incluyente para obtener las aristas del poliedro incluido.

Inclusion del Octaedro en el Cubo por dualidad.

Inclusion del Cubo en el Octaedro por el método de dualidad, utilizado en este ejemplo por
Luca Pacioli.
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Cap. XXXIX. Inclusién del Dodecaedro en el Icosaedro: Se halla el centro de cada
una de las veinte caras triangulares del Icosaedro. Al unir tales centros mediante treinta
lineas obtenemos doce pentagonos que son las caras del Dodecaedro pedido.

Cap. XL. Inclusidn del Icosaedro en el Dodecaedro: Se halla el centro de cada una de
las doce caras pentagonales del Dodecaedro. Al unir tales centros mediante treinta
lineas obtenemos veinte triangulos equilateros que son las caras del Icosaedro pedido.

Inclusion del Dodecaedro en el Icosaedro por dualidad, método utilizado en este ejemplo por
Luca Pacioli.

Inclusién del Icosaedro en el Dodecaedro por dualidad, método utilizado en este ejemplo por
Luca Pacioli.

Cap. XLI. Inclusion del Cubo en el Dodecaedro: Al trazar una diagonal en cada uno de
los doce pentagonos del Dodecaedro se obtienen seis superficies cuadrangulares
equilateras que dan las doce aristas del cubo pedido.

Inclusion del Cubo en el Dodecaedro por el método de Luca Pacioli.

Cap. XLII. Inclusiéon del Octaedro en el Dodecaedro: la inclusion Cubo en el
Dodecaedro y del Octaedro en el Cubo nos da la inclusion del Octaedro en el
Dodecaedro.

Cap. XLIIl. Inclusion del Tetraedro en el Dodecaedro: la inclusién del Cubo en el
Dodecaedro y del Tetraedro en el Cubo nos da la inclusion del Tetraedro en el
Dodecaedro.

Cap. XLIV. Inclusién del Cubo en el Icosaedro: la inclusion del Cubo en el
Dodecaedro y del Dodecaedro en el Icosaedro nos da la inclusion del Cubo en el
Icosaedro.

Cap. XLV. Inclusiéon del Tetraedro en el Icosaedro: la inclusiéon del Cubo en el
Icosaedro y del Tetraedro en el Cubo nos da la inclusion del Tetraedro en el Icosaedro.
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LOS CINCO POLIEDROS REGULARES ENCAJADOS
SEGUN LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI

L e -

Los cinco cuerpos platonicos inscritos de forma sucesiva cada uno dentro de otro, segiin Luca Pacioli.
Ilustracion de la obra de Matla Ghyka EI Niimero de Oro, Poseidon, Barcelona, 1992, vol.1, cap.2. p.51.

Dado un Icosaedro, los centros de sus veinte caras son los vértices de los doce pentagonos de un
Dodecaedro (cap.39). Al trazar una diagonal en cada uno de los doce pentagonos del Dodecaedro se
obtienen las doce aristas de un Cubo (cap.41). Las diagonales de las caras del Cubo nos dan las seis
aristas de un Tetraedro (cap.35). Los puntos medios de las seis aristas de este Tetraedro son los vértices de
un Octaedro (34). Aplicando los resultados de Pacioli obtenemos una interesante combinacién de los

cinco poliedros regulares -Icosaedro, Dodecaedro, Cubo, Tetraedro y Octaedro- inscrito cada uno de
ellos en el anterior.
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Luca Pacioli acaba esta parte justificando por qué no puede haber mas inclusiones:

Cap. XLVI. Por qué dichas inscripciones no pueden ser mas.

«Conforme a todo lo anteriormente dicho, [...] queda claro que, siendo cinco los cuerpos
regulares, si supusiésemos que en cada uno de ellos pudieran formarse debidamente los
demas se seguiria que cada cuerpo acogeria a cuatro y, en consecuencia, entre todos,
vendrian a resultar veinte inscripciones, es decir, cuatro veces cinco. Pero, como no todos
los cuerpos pueden recibir a todos, como se ha explicado, no hay sino doce inscripciones:
una sola, la del octaedro, en el tetraedro; dos en el cubo, la del tetraedro y la del octaedro;
dos mas en el octaedro, una del cubo y otra del tetraedro; tres son las inscripciones que
se pueden dar en el icosaedro, una del dodecaedro, otra del cubo y otra del tetraedro; y
cuatro son las inscripciones posibles en el dodecaedro, una del icosaedro, otra del cubo,
otra del octaedro y la cuarta del tetraedro. Todas ellas en conjunto son doce. En efecto,
en la pirdmide de cuatro bases no hay lados, ni angulos, ni superficies en que puedan
apoyarse los angulos de los ofros cuerpos regulares, a no ser los del octaedro.
Igualmente el cubo solo puede recibir a la piramide y al octaedro, y este dltimo sélo al
cubo y a la pirdamide; y en ninguno de ambos es posible inscribir alguno de los ofros dos
restantes, icosaedro o dodecaedro. Y, mientras que el icosaedro da cabida a los tres
cuerpos, unicamente la niega al octaedro, lo que sucede por respecto al glorioso signo
que a todos los demonios hace temblar, el de la Santa Cruz; en efecto, no hay modo de
poder trazar debidamente para la disposicion de dicho octaedro las tres lineas tiradas
diametralmente de un angulo a otro y cortandose entre si en escuadra. Por contra, el
dodecaedro, por estar dotado de una singular prerrogativa con respecto a los demas, a
ninguno ha prohibido o vedado alojamiento, siendo receptaculo de todos. Por ello el
antiguo Platén lo atribuyd, junto con los otros cuerpos mencionados, al universo.»

Las doce posibles inclusiones de unos poliedros regulares en otros que determina Luca
Pacioli o en su propio lenguaje las doce formas posibles de ser recibidos unos sélidos
platénicos por otros, se obtienen de una geometria muy elemental en la que las aristas del
poliedro que es recibido se obtienen uniendo puntos medios de las aristas o de las caras o
considerando diagonales de los poligonos del poliedro que recibe, y considerando una
transicion de inclusiones. Pero hay otras posibilidades que utilizan otros instrumentos
geomeétricos mas complejos como precisamente secccién aurea o divina proporcién que da
el nombre a la obra de Luca Pacioli. Por ejemplo si se dividen las aristas de un Octaedro
regular en «media y extrema razén», es decir, en forma de secccién aurea, los veinte puntos
de division son los vértices de un icosaedro regular.

=

Inclusion del Icosaedro en un Octaedro mediante la division durea de sus aristas.

Una curiosa combinacion de los cinco poliedros regulares: Dado Cubo, las diagonales de sus
caras nos dan las seis aristas de un Tetraedro regular inscrito en el Cubo. Los puntos medios de
las seis aristas de este Tetraedro son los vértices de un Octaedro regular. Tomando un punto de
cada una de las doce aristas de este Octaedro, determinado por la seccion durea -segun la
construccién anterior- construimos un Icosaedro regular. Los centros de las veinte caras de este
Icosaedro son los vértices de los doce pentigonos de un Dodecaedro regular. Asi obtenemos
una refinada combinacién de los cinco poliedros regulares -Cubo, Tetraedro, Octaedro,
Icosaedro y Dodecaedro- inscrito cada uno de ellos en el anterior.
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LA COSMOGONIA DEL TIMEO DE PLATON EN
LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI

LUCA PACIOLI. LA DIVINA PROPORCION
CAPITULO LV (Akal, pp.102-104)

Hemos seguido hasta aqui s6lo para demostrar que cémo la virtud de esos cinco
cuerpos regulares se destila siempre a los cuerpos dependientes, a semejanza de los
cinco cuerpos simples que concurren a la formacion de todo compuesto creado. Por ello
[...] se vio Platon constrefiido a asignar las mencionadas cinco formas regulares a los
cinco cuerpos simples que concurren en la formacién de todo compuesto creado, es
decir, a la tierra, el aire, el agua, el fuego y el cielo, como aparece en su Timeo, donde
trata sobre la naturaleza del universo. Al elemento tierra le atribuyo la forma ctbica, es
decir, la del hexaedro, dado que ninguna figura precisa de mayor violencia para
moverse y, entre todos los elementos, ninguno es mas fijo, constante y firme que la
tierra. La forma del tetraedro la atribuy6 al elemento del fuego, dado que éste, cuando
vuela hacia arriba, origina la forma piramidal, como nos muestra nuestra vista cuando
vemos que en la base es ancho y uniforme y que va adelgaziandose hacia arriba de tal
modo que su llama en lo alto termina en punta como el cono de la piramide. La forma
del octaedro la atribuye al aire, pues, asi como el aire sigue al fuego en un pequefio
movimiento, del mismo modo la forma del octaedro sigue a la piramidal por su
facilidad para el movimiento. La figura de veinte bases, o sea, el icosaedro, la asigné al
agua, ya que, al estar limitada por mas bases que ninguna otra figura, le parecié que en
la esfera convenia mas al movimiento de la cosa que desciende derramandose que no al
de la cosa que asciende. Y la forma de doce bases pentagonales la atribuy6 al cielo como
a aquello que es receptaculo de todas las cosas, del mismo modo que el dodecaedro es
receptaculo y albergue de todos los otros cuerpos regulares, como se puede comprobar
por la inscripcion de un cuerpo en otro y ademas, porque, asi como en el cielo hay doce
signos en su zodiaco y cada uno de ellos se divide en treinta partes iguales, de manera
que su revolucion anual sea 360, de igual modo tiene este dodecaedro doce bases
pentagonales, cada una de las cuales se resuelve en cinco triangulos con la punta en el
centro, y cada uno de dichos tridngulos en seis escalenos, que son treinta tridngulos en
cada base y trescientos sesenta en total, como en el mencionado zodiaco. Esta formas
son muy recomendadas por el celebérrimo filésofo Calcidio en su exposicion del
aludido Timeo, como también por Macrobio, Apuleyo y otros muchos, porque
verdaderamente son dignas de toda recomendacion por las razones que al hablar de su
construccién se aducen y que muestran que la suficiencia de dichas cinco formas, asi
como las de los cinco cuerpos simples, no puede en modo alguno ser mayor; y, asi como
el nimero de los cuerpos simples no puede aumentar en la naturaleza, de igual modo
es imposible sefialar otros cuerpos que sean iguales de bases, lados y angulos y que,
situados en la esfera, al tocar un dngulo la toquen todos los demas. Porque si se pudiera
encontrar en la naturaleza un sexto cuerpo simple, el Sumo Hacedor resultaria
disminuido y seria posible achacarle falta de prudencia al no haber previsto desde el
principio todas las necesidades oportunas. Por esta razéon Platén atribuy6 tales
elementos a cada uno de los mencionados cuerpos simples, argumentando asi como un
magnifico geémetra y profundisimo matematico; viendo que las cinco diversas formas
de estos cuerpos no pueden en modo alguno imaginarse ni formarse como no sea
tendiendo hacia la esfera, con bases y angulos iguales, segin se demuestra por la
penaltima del décimo tercero [de los Los Elementos de Euclides], oportunamente
aducido por nosotros, argumenté con razon que dichas formas conducian a los cinco
cuerpos simples y que de ellas dependia toda otra forma.
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LOS DISENOS DE LEONARDO DE LOS SOLIDOS PLATONICOS
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI

g i

B : | |
) TETRACEDRON PLA- u/ OCTOIEDRON PLANVS
NVS SOLIDVS ; SOLIDVS

Dibujos de Leonardo da Vinci de los poliedros regulares sélidos (Tetraedro, Octaedro, Hexaedro e
Icosaedro) disefiados para ilustrar la obra de Luca Pacioli La Divina Proporcion (Venecia, 1509).

Pacioli es uno pocos escritores que tuvieron el inmenso privilegio de ver recompensada la amistad
con la lujosa ilustracién de sus libros con la fuerza artistica de un genio como Leonardo.

. EXACEDRON PLANVS

SOLIDVS,

S e

YCOCEDRON PLANVS.

SOLIDVS,
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EL NOBILISIMO DODECAEDRO DISENADO POR LEONARDO
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI

S—

: (DVDECEN PIA
al NVS SOLIDVS -

La influencia pitagoérico-platénica le infunde a Luca Pacioli la veneracién hacia el dodecaedro, al que
llama nobilisimo cuerpo regular. Con argumentos teoldgicos y filoséficos de naturaleza platénica con
origen en el Timeo y geométricos con fuente en Los Elementos de Euclides, Pacioli asevera que la
divina proporcion confiere el ser formal al cielo mismo, atribuyéndole la figura del cuerpo de doce
pentagonos, llamado Dodecaedro, que «por estar dotado de una singular prerrogativa con respecto a
los demis [poliedros], a ninguno ha prohibido o vedado alojamiento, siendo receptdiculo de todos. Por
ello el antiguo Platon lo atribuyé al universo (Luca Pacioli, La Divina Proporcién, Cap. XLVI).
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LOS POLIEDROS REGULARES Y LA ESFERA
LUCA PACIOLI. LA DIVINA PROPORCION

CAPITULO XLVII (Pacioli, Akal, 1991, pp.89-90)

Como se forma la esfera en cada uno de estos cuerpos regulares

Como mas arriba se ha visto, [...], hemos demostrado que cada uno de los mencionados
cinco cuerpos regulares es inscribible en una esfera propuesta y circunscribible por la
misma. Falta ahora por demostrar convenientemente que también dicha esfera puede
inscribirse en cada uno de estos cuerpos. A continuacién mostraremos con evidente
claridad que a su vez la esfera puede inscribirse en cada uno de ellos. Lo cual se
demostrara del modo que sigue. Desde el centro de la esfera que circunscribe a cada uno
de tales cuerpos tracense todas las perpendiculares a todas las bases de todos ellos; estas
perpendiculares caeran, necesariamente, en los centros de los circulos que circunscriben
exactamente dichas bases y, dado que todos estos circulos son iguales, serdn también
iguales dichas lineas perpendiculares. De donde se sigue que si, conforme a la cantidad,
describimos el circulo de cada una de ellas sobre el centro de la esfera que lo circunscribe
y hacemos girar su semicirculo hasta que vuelva al lugar desde donde empez6 a moverse,
como es necesario que dicho semicirculo pase por los extremos de todas las
perpendiculares, resultara, por el corolario de la decimoquinta dej tercero, que la esfera
descrita por el movimiento de este semicirculo toca exactamente todas las bases del cuerpo
dado en la concurrencia de las perpendiculares. Pues la esfera no puede tocar las bases del
cuerpo mas de lo que toca el semicirculo cuando se mueve. Conforme a todo lo cual, queda
claro que hemos inscrito la esfera en el cuerpo asignado, como era nuestro propdsito.

CAPITULO LVII (Pacioli, Akal, 1991, pp.105-106)

Coémo se colocan en la esfera los cinco cuerpos regulares

En esta esfera podemos imaginar los cinco cuerpos regulares del modo siguiente. En
primer lugar, el tetraedro: si sobre la superficie de la esfera, es decir, sobre su
revestimiento, se marcan o se imagina cuatro puntos equidistantes uno de otro en todos los
sentidos y se unen mediante seis lineas rectas que, necesariamente, pasaran por dentro de
la esfera, se formara exactamente en ella el cuerpo previsto. Y si imaginariamente cortamos
la esfera con una superficie plana siguiendo dichas lineas en todos los sentidos, quedaria
al descubierto justamente el mencionado tetraedro. [..]. Del mismo modo, si en la
superficie esférica se marcan ocho puntos equidistantes entre si y se unen mediante doce
lineas rectas, habremos situado imaginariamente en la esfera el segundo cuerpo regular,
llamado hexaedro o cubo, es decir, la figura del diabélico instrumento llamado dado. [...].
Y si en esa superficie se marcan seis puntos igualmente equidistantes entre si, segiin se ha
dicho, y se contintian o unen mediante doce lineas rectas, se habra construido exactamente
en dicha esfera el tercer cuerpo regular, llamado octaedro. [...]. Del mismo modo, si se
marcan doce puntos y se unen mediante treinta lineas rectas, habremos colocado en dicha
esfera el cuarto cuerpo, llamado icosaedro. [...]. Y si se marcan veinte puntos uniéndolos
mediante treinta lineas rectas, se habra formado en dicha esfera el quinto y nobilisimo
cuerpo regular llamado dodecaedro, es decir, el cuerpo de doce bases pentagonales. [...].
Asi estaran todos esos cuerpos imaginariamente colocados en la esfera de modo que sus
puntos angulares estén situados en la superficie esférica y que, si uno de sus angulos toca
la esfera, todos los demas también la toquen, no siendo posible en modo alguno que uno
la tocara sin que la tocasen los otros cuando dicho cuerpo esté colocado en la esfera.
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En los capitulos XLVIII-LV (Pacioli, Akal, pp.90-104) Luca Pacioli estudia otros muchos
poliedros que se forman a partir de los platénicos. Unos se obtienen por extraccion vy otros por
adicion de otros cuerpos geométricos —Pacioli dice despuntando sus angulos o cortando sus
lados—. A los primeros Pacioli los llama poliedros abscisos y a los segundos —que son
estrellados— los llama poliedros elevados. Pacioli hace una descripcion minuciosa de aristas,
angulos superficiales, angulos sdlidos y las diversas caras poligonales.

Por su importancia, su simplicidad, su completa descripciéon por Pacioli y por ser arquimedianos
se relacionaran solo los poliedros abscisos, que Pacioli obtienen por truncamiento.

e Capitulo XLVIIl. De la forma del Tetraedro absciso plano. El Tetraedro despuntado o
absciso esta contenido por dieciocho lineas que forman treinta y seis angulos superficiales y
doce sdlidos [...], lo circundan ocho bases, cuatro hexagonales y cuatro triangulares,
equilateras y equiangulas. [...] Y deriva del Tetraedro regular mediante el corte uniforme de
sus lados en tres partes iguales.

Es el poliedro arquimediano llamado Tetraedro truncado.

e Capitulo XLIX. Del hexaedro absciso plano. E/ Hexaedro despuntado o absciso plano tiene
veinticuatro lineas que originan en él cuarenta y ocho angulos superficiales [...]; tiene doce
angulos solidos y esta contenido por catorce superficies o bases, seis de las cuales son
cuadradas y ocho triangulares. [...]. Y este cuerpo se origina del Cubo mediante el corte
uniforme en la mitad de sus lados.

Es el poliedro arquimediano llamado CuboOctaedro.

e Capitulo L. Del Octaedro absciso plano. E/ Octaedro absciso o cortado plano tiene treinta y
seis lineas que forman setenta y dos angulos superficiales [...], y contiene veinticuatro angulos
solidos y catorce bases, ocho de las cuales son hexagonales y seis cuadradas. [...]. Y se
origina a partir de Octaedro regular por corte uniforme de sus lados en tres partes.

Es el poliedro arquimediano llamado Octaedro truncado.

e Capitulo LI. Del Icosaedro absciso plano. El icosaedro absciso plano tiene noventa lados o
lineas y ciento ochenta angulos superficiales [y treinta angulos sélidos] [...]; estas lineas
forman en torno a dicho cuerpo treinta y dos bases, veinte de las cuales son hexagonos y
doce pentagonales. Y todas en su especie son entre si equilateras y equiangulas. [...]. Pero
todos los lados, tanto de los pentagonos como de los hexagonos, son iguales entre si. Este
cuerpo se origina a partir del Icosaedro regular cuando se cortan sus lados de modo uniforme
en su tercera parte.

Es el poliedro arquimediano llamado Icosaedro truncado.

e Capitulo LIl. Del Dodecaedro absciso plano. E/ Dodecaedro despuntado o absciso plano
tiene sesenta lineas, todas de igual longitud, ciento veinte angulos superficiales, de los cuales
sesenta son de triangulos y sesenta de pentagonos; y tiene treinta angulos sdlidos. [...]. Y
fodas sus lineas son comunes a los triangulos y a los pentagonos. [...]. Las superficies que
circundan este cuerpo son treinta y dos, doce de las cuales son pentagonos y veinte
triangulos, ambas figuras equilateras y equiangulas. [...]. Y dicho cuerpo deriva del
Dodecaedro regular si se corta de modo uniforme por la mitad de cada uno de sus lados.

Es el poliedro arquimediano llamado IcosiDodecaedro.

e Capitulo LIIl. Del cuerpo de veintiséis bases plano. Ofro cuerpo muy distinto de los ya
nombrados, es el llamado cuerpo de veintiséis bases, de hermosisimo principio y origen
derivado. De sus veintiséis bases, dieciocho son cuadradas y ocho triangulares, equilateras y
equiangulas. Tiene cuarenta y ocho lados o lineas y noventa y seis angulos superficiales que
determinan la formacioén de veinticuatro angulos sélidos. El origen de este cuerpo es el
hexaedro uniformemente cortado en todas sus partes [....]. Su conocimiento resulta utilisimo
para quien bien lo sepa aplicar, sobre todo en arquitectura.

Es el poliedro arquimediano llamado RombiCuboctaedro menor.
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LOS DISENOS DE LEONARDO DE LOS POLIEDROS SOLIDOS ABSCISOS
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI
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Dibujos de Leonardo da Vinci de los poliedros abscisos sélidos (Tetraedro absciso, Hexaedro absciso,
Octaedro absciso, Icosaedro absciso y dodecaedro absciso) disefiados para ilustrar la obra de Luca Pacioli La
Divina Proporcion (Venecia, 1509). Estos poliedros son los sélidos arquimedianos obtenidos por un primer
truncamiento de los sélidos platonicos, y en la literatura matematica se conocen por los nombres de
Tetraedro truncado, CuboOctaedro, Octaedro truncado, Icosaedro truncado e IcosiDodecaedro.
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EL ROMBICUBOOCTAEDRO DISENADO POR LEONARDO
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI
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En el capitulo LIII de La Divina Proporcién Luca Pacioli estudia el poliedro arquimediano que
nombra como «el cuerpo de veintiséis bases plano», poliedro que en la literatura matematica se
llama RombiCubOctaedro menor. Pacioli escribe sobre él:

«|[Es un cuerpo] de hermosisimo principio. De sus veintiséis bases, dieciocho son
cuadradas y ocho triangulares, equilateras y equidngulas. [...] El origen de este cuerpo es el
hexaedro uniformmemente cortado en todas sus partes [...]. Su conocimiento resulta
utilisimo [...] sobre todo en arquitectura.»
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POLIEDROS EN EL RETRATO DE LUCA PACIOLI

El famoso cuadro atribuido a Jacopo de Barbari (1495). Museo de Capidemonte, Napoles.

Esta extraordinaria pintura, cargada de simbolismo matematico y de instrumentos geométricos,
representa a Luca Pacioli rodeado de elementos geométricos alusivos a unas paginas de Euclides, en
relacién con los poliedros, a cuyo estudio estd dedicada gran parte de su obra mas conocida La
Divina Proporcion. Quiza ninguna otra obra artistica compendia de forma tan expresiva y elocuente
la profunda y extensa conexion que el Renacimiento establece entre Arte y Matematicas, ya que
cada aspecto o rasgo de la obra ha sido compuesto con esta significacion.

En la pintura aparece, a la derecha del espectador, un dodecaedro regular de madera -que contiene
en sus caras pentagonales la Divina Proporcién (la Seccién Aurea)- como simbolo de union mistica
entre maestro y discipulo (representado por un joven de noble aspecto, probablemente su protector,
Guidobaldo de Montefeltro, Duque de Urbino -a quien habia dedicado su famosa obra Summa di
arithmetica-, aunque algin osado exégeta ha querido ver a un joven Durero),

El libro cerrado sobre la mesa que soporta el dodecaedro se supone que es su obra matematica mas
importante Summa di arithmetica geometria proportioni et proportionalita. Junto a este libro
aparece un pequeiio cartel abierto donde se observa asta una mosca. En el cartel hay una inscripcién
que reza: «CO.BAR.VIGEN/NIS 1495». La leyenda aporta la fecha del cuadro y unas iniciales que
son la fuente de las multiples interpretaciones sobre la paternidad del lienzo.

El libro abierto exhibe paginas del Libro XIII de Los Elementos de Euclides -dedicado al estudio de
los sdlidos platonicos-. Por el dibujo trazado con tiza en la pizarra -que muestra por delante el
nombre de Euclides-, Pacioli claramente estd exponiendo la Proposicién XIII.12: «Si se inscribe un
tridngulo equildtero en un circulo, el cuadrado del lado del tridangulo es el triple del cuadrado del radio
del circulo», que precede a la construccién e inscripcién en una esfera del Tetraedro (Proposicion
XII1.13: «Construir una piramide inscrita en una esfera dada y demostrar que el cuadrado del didmetro
de la esfera es una vez y media el del lado de la pirdamide»).

Sobre la superficie verde de la mesa aparecen otros objetos matematicos: un par de compases, una
escuadra plegable para medir angulos o goniémetro y una caja cilindrica para guardar instrumentos
geométricos. Todos ellos son dutiles habituales usados en Matematicas. También aparece una
pequeiia esponja para borrar la pizarra.

Finalmente, digamos que es muy digno de atencién observar la intensa y penetrante mirada de
Pacioli dirigida hacia el objeto trasparente suspendido del techo. Se trata de un precioso poliedro
arquimediano cuya explicacion se da en la pagina siguiente. 216



EL ROMBICUBOQOCTAEDRO DE LUCA PACIOLI

- "1

El RombiCuboOctaedro del retrato de Luca Pacioli de Jacopo de Barbari (1495).

Uno de los elementos geométricos mas significativos del emblematico cuadro que refleja la actividad
de Luca Pacioli como profesor de Matematicas es el poliedro de vidrio trasparente suspendido del
techo. El poliedro en cuestion es uno de los trece sélidos arquimedianos -llamados sdélidos
semirregulares-; en concreto se trata del poliedro bautizado por Kepler como RombiCuboOctaedro
que tiene 26 caras (18 cuadrados y 8 triangulos equilateros), 24 vértices y 48 aristas. Es posible que este
poliedro fuera redescubierto por Pacioli, quien lo estudia de forma especial en el capitulo LIII de La
Divina Proporcion donde simplemente le llama «cuerpo de veintiséis bases». Pacioli debia estaba tan
orgulloso de este poliedro que debid indicar al artista que lo representara en el cuadro, siendo la
primera imagen que se conoce del mismo.

El poliedro de vidrio contiene agua hasta el nivel de la mitad y
es una obra maestra de la plasmacién en Pintura de la
reflexion, la refraccion y la perspectiva. En efecto, el artista ha
sido capaz de captar en el lienzo, de una forma extraordinaria,
las reflexiones y refracciones que se producen en el liquido y
la perspectiva general del sdlido, lo que ha sugerido a algunos
criticos que es posible que interviniera el mismo Leonardo da
Vinci en esta parte del cuadro.

Mirando el poliedro desde la derecha del espectador, se
observa que las diagonales del cuadrado del centro dan la
posicion horizontal -como puede verse por el nivel del agua
que llena el poliedro justo hasta la mitad- y la posicion vertical
que es la direccion del cordel de suspension, lo que es de gran
ayuda para la determinacion del punto del triangulo superior

Proyeccion del RombiCuboOctaedro desde el que se suspende el poliedro.

de Pacioli visto desde la derecha.

217



Los disenos poliédricos de Leonardo

Leonardo da Vinci fue el modelo paradigmatico del hombre del Renacimiento: artista,
gedmetra, cientifico e ingeniero. En su permanente investigacion sobre la naturaleza y el
hombre aplicaba ante todo primero la observacion y la experiencia y después la razén.
Leonardo pretendia entender las causas de todo mecanismo natural para aislando los
fundamentos cientificos generales poder reproducirlo técnicamente y dejaba constancia de
ello recreandolo con sus pinceles, para lo cual recurria de forma sublime a la Geometria. Su
temperamento inquieto y la preeminencia absoluta que concedia a lo experimental no eran
condiciones muy relevantes para la abstraccién matematica, sin embargo bajo la direccién
de su amigo Luca Pacioli desarroll6 un fuerte empefio en dominar la Geometria como
instrumento conceptual de sus increibles dibujos que son el equivalente conceptual del
modelo. Con ellos, Leonardo se situa a la cabeza de los inicios de la ilustracion cientifica
moderna. Nadie como él ha sido capaz de exponer de forma tan eficaz en un dibujo las
caracteristicas de un proyecto técnico complejo o las virtualidades de unos cuerpos
geomeétricos como hace con sus disefos de los poliedros.

En 1496, tal vez impresionado por la
lectura de la obra de Luca Pacioli la
Summa, Leonardo fomenta que
Ludovico Sforza —mecenas de sabios,
que alienta las Artes y organiza debates
cientificos entre sabios— invite a su autor
a Milan como tutor suyo en
Matematicas, Geometria y Proporcion.
Para Leonardo Pacioli seria, en el
ambito de las Matematicas, el experto a
cuya mediacion acudia para actualizar
los conocimientos que concebia como
necesarios en el desarrollo de su
actividad artistica, cientifica y
tecnolégica. Los dos sabios estuvieron
juntos cerca de diez afios en Milan y
Florencia reforzandose mutuamente en
sus ideas, experiencias y habilidades.
Desde luego es muy posible que
Leonardo debiera a Piero della
Francesca, a través de Pacioli, sus
conocimientos 'y competencia en
Perspectiva. Cada wuno de ellos
aparecera mencionado por el otro con
encomio y gratitud (Leonardo en las
obras de Pacioli y éste en las notas de
Leonardo). Y desde luego Luca Pacioli
no pierde oportunidad de manifestar con
abundantes elogios una ferviente admiracion hacia Leonardo, desde las primeras paginas
de La Divina Proporcion, donde enfatiza (Akal, 1991, p.30) que su obra «nada tiene que
envidiar a las de Fidias y Praxiteles» y ante ella «se estima hoy que cederian Apeles, Miron
y Policleto rindiéndose ante su famay.

Tradicional efigie de Leonardo da Vinci

La mayor contribucion de Leonardo al estudio de los poliedros son las famosas ilustraciones
poliédricas para La Divina Proporcion de Luca Pacioli. Son sesenta dibujos de cuerpos
geométricos representados en perspectiva que abarcan desde el cuerpo mas simple —la
esfera— hasta el poliedro mas complejo. El conjunto de las ilustraciones incluye los sélidos
platénicos y varios cuerpos arquimedianos truncados y elevados —poliedros que resultan al
afadir a las caras exteriores piramides cuyas caras estan compuestas de triangulos
equilateros—.
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LOS POLIEDROS SOLIDOS Y VACIOS DE LEONARDO

Las dos versiones de Leonardo - Solidus y Vacuus- del Dodecaedro.

Para cada cuerpo, Leonardo representa la version sélida -que es la considerada habitual- y la hueca o
vacia «sin planos», realizada por medio de un armazoén o esqueleto que permite poner de manifiesto
su estructura total , es decir, permite ver no sélo el exterior sino también el interior y del poliedro.

Pacioli llama a los poliedros huecos «planum vacuum» que se refiere al hecho de que las caras estan
huecas, de manera que son un ensamblaje hueco de aristas sélidas, es decir, una especie de rejilla
poligonal tridimensional. Al dibujar los poliedros sélidos s6lo se ve la parte frontal. A veces se
marcan los contornos ocultos (formados por las aristas invisibles) con un trazo punteado, pero
siempre aparece cierta confusion visual entre el frente del poliedro y la parte trasera. Las caras
huecas de Leonardo permiten ver a través de la estructura las superficies traseras del poliedro. He
aqui una nuevo y brillante modelo de ilustracién geométrica para el despliegue grafico de
informacion significativa digno de la genial perspicacia de Leonardo.

No podemos saber si la forma «planum vacuum» fue inventada por Leonardo, o si el artista
simplemente dibujo con genial perspectiva modelos de estos poliedros, que segin el Capitulo LXX
de La Divina Proporcién habria construido en madera el propio Luca Pacioli.

Hay muchos textos de Pacioli en los que asegura que estas bellisimas ilustraciones que acompafian a La
Divina Proporcion son creaciones exclusivas de Leonardo:

¢ En el Capitulo LXX de La Divina Proporcién (Pacioli, Akal, 1991, p.127):
«Las figuras estdn representadas en el plano con total perfeccion de perspectiva, como hace
nuestro Leonardo da Vinci.»

¢ En el capitulo X de la segunda parte de La Divina Proporcion, dedicada a la Arquitectura, cuando
habla de las piramides redondas y lateradas (Pacioli, Losada, 1959, p.171):
«[...] Su orden y figura los tendréis al comienzo de este tomo junto con todos los otros cuerpos
ejecutados también por la mano de nuestro eximio Leonardo da Vinci, florentino, cuyos dibujos y
figuras, en verdad, nunca hubo nadie que pudiera igualar.»

e En la nota que escribe Luca Pacioli en el problema del octaedro truncado de la traduccion del
Libellus De Quinque Corporibus Regolaribus de Piero della Francesca, justificando que no se
incluyan al margen las figuras (Pacioli, Losada, 1959, p.263):

«[...] puesto que son muy dificiles de dibujar, ya que se necesitan que estén hechas por un buen
perspectivo, y no siempre se puede tener uno para este propésito, tal como por su amor a las
humanidades hizo nuestro Leonardo da Vinci.»

¢ En el capitulo 116 del manuscrito de De Viribus Quantitatis: (Pacioli, Losada, 1959, p.32):

«Suo effecto [della prospettiva] largamente manifesta l'opera del nostro Lionardo Venci
compatriota fiorentino quando con tutta forza feci in ditto libro [De Divina Proportione] de sua
gloriosa mano li corpi mathematici qual ancora apresso di noi tenemo maravigliosi a ognuno
che li mirano.»
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LOS DISENOS DE LEONARDO DE LOS SOLIDOS PLATONICOS VACIOS
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI
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Dibujos de Leonardo da Vinci de los poliedros regulares vacios (Tetraedro, Octaedro, Hexaedro e
Icosaedro) disefiados para ilustrar la obra de Luca Pacioli La Divina Proporcion (Venecia, 1509).
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EL NOBILISIMO DODECAEDRO VACIO DISENADO POR
LEONARDO PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI
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En el capitulo LXX, pentltimo de La Divina Proporcion, Luca Pacioli explica como en el tratado
se deben encontrar las figuras de los poliedros «representadas en el plano con total perfeccion
de perspectiva, como hace nuestro Leonardo da Vinci», de acuerdo con una numeracién que

sitaa en el margen del texto y en el margen del dibujo en perspectiva del poliedro, donde
ademas aparece su nombre en latin, en un recuadro superior, y en griego, en la parte inferior.
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LOS DISENOS DE LEONARDO DE LOS POLIEDROS ABSCISOS VACIOS
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI
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Dibujos de Leonardo da Vinci de los poliedros abscisos vacios (Tetraedro absciso vacio, Hexaedro absciso
vacio, Octaedro absciso vacio, Icosaedro absciso vacio y Dodecaedro absciso vacio) diseiiados para ilustrar
la obra de Luca Pacioli La Divina Proporcién (Venecia, 1509).

Estos poliedros son los sélidos arquimedianos obtenidos por un primer truncamiento de los sdlidos
platonicos, y en la literatura matematica se conocen por los nombres de Tetraedro truncado, CuboOctaedro,
Octaedro truncado, Icosaedro truncado e IcosiDodecaedro.
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DE PLATONICO A RQUIMEDIANO POR TRUNCAMIENTO.
EL CASO DEL ICOSAEDRO

El poliedro platonico Icosaedro regular tiene veinte caras tridngulos equilateros y en cada uno de los
doce vértices concurren cinco de estos triangulos. Al cortar los vértices con planos perpendiculares a
los ejes, es decir, al truncar el poliedro, estos vértices son sustituidos por caras pentagonales regulares.
El corte para truncar también convierte cada una de las caras triangulares en hexagonos regulares. Asi
resulta el Icosaedro truncado poliedro arquimediano que tiene como caras doce pentigonos y veinte
hexagonos. En palabras de Luca Pacioli (La Divina Proporcion, cap. LI):

«Del Icosaedro plano sélido o hueco, absciso sélido o hueco. [...]; El icosaedro absciso plano o
sélido tiene noventa lados o lineas y ciento ochenta dngulos supetficiales [y treinta angulos
solidos] [...]; estas lineas forman en torno a dicho cuerpo treinta y dos bases, veinte de las cuales
son hexdgonos y doce pentagonales. Y todas en su especie son entre si equildteras y equidngulas.
[...]. Pero todos los lados, tanto de los pentigonos como de los hexdgonos, son iguales entre si. Este
cuerpo se origina a partir del Icosaedro regular cuando se cortan sus lados de modo uniforme en su
tercera parte. »
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EL DISENO DE LEONARDO DEL POLIEDRO
DODECAEDRO ABSCISO, VACIOY ELEVADO
PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI

el poliedro dodecaedro absciso, wvacio y elevado se obtiene a partir del
poliedro arquimediano IcosiDodecaedro por «elevacién», es decir, al afiadir
a las caras exteriores del poliedro piramides cuyas caras estan compuestas de
triangulos equilateros.
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EL CUERPO DE SETENTA Y DOS BASES DISENADO POR
LEONARDO PARA LA DIVINA PROPORCION DE LUCA PACIOLI
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En el capitulo LIV de La Divina Proporcion Luca Pacioli estudia el poliedro que nombra como «el cuerpo de
setenta y dos bases plano». Pacioli escribe sobre él:

«Dicho cuerpo, aunque tiene sus bases planas laterales y angulares y deformes, no se puede decir que
dependa o derive de alguno de los cuerpos regulares, sino que se forma y se crea, mediante la figura
dodecagonal |...]. Cuarenta y dos de sus bases son cuadrangulares, no equiliteras ni equidngulas, y tiene
sus dos lados opuestos dirigidos hacia uno y otro polo o cono e iguales entre si; y sus otras veinticuatro
bases son triangulares igualmente no equildteras; doce de ellas estin en torno a uno de los conos y doce en
torno al otro, y cada una de ellas tiene dos lados iguales. [...] este cuerpo de setenta y dos bases es
frecuentemente utilizado por los arquitectos en sus disposiciones de edificios, por ser formma bastante iitil,
sobre todo cuando hay que hacer tribunas y bovedas o cielos. Y aunque no siempre en tales edificios se
emplean tantas caras, se guian si embargo, los arquitectos por la similitud con dicho cuerpo, tomando una
cuarta o una tercera parte de él, en todas las Jormas, segiin el lugar y sitio en que quieran colocar su
edificio. De acuerdo con ello se encuentran dispuestos y construidos numerosos edificios en distintos
lugares, como el inestimable templo antiguo del Panteon, en la capital del mundo, [...]» -
5



EL TRATADO DE LA PINTURA DE LEONARDO
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El Tratado de la Pintura de Leonardo da Vinci. Primera
edicion. Paris, 1651.

Es probable que algunos escritos de Leonardo quisieran
ser apuntes para algunos discipulos, porque de hecho
llené miles de paginas con textos y profusas ilustraciones
dibujadas con precisién y todo ello con criterio didactico.
En una carta de 9 de febrero de 1498, Luca Pacioli
comunica a Ludovico Sforza que Leonardo habia dado ya
fin «con toda diligencia al digno libro de la pintura y
humanos movimientos». De este presunto tratado sdlo se
conservan algunos fragmentos, pero nos indica que es
posible que Leonardo deseara ultimar algin dia una
auténtica enciclopedia sobre los mas heterogéneos temas
que investig6 y sobre los que escribié minuciosas notas a
lo largo de su vida. El posible empeifio de Leonardo vio la
luz en Paris, en 1651, aunque, debido a la dispersion,
pérdida y depredacién de sus manuscritos, no se sabe
muy bien con qué grado de precariedad.

Para Leonardo en la Matematica en general y la
Geometria en particular hay que buscar los principales
fundamentos del saber, también de los de la Pintura, por
eso en su Tratado de Pintura aparecen multitud de
referencias a las ciencias matematicas. Entre las mas
famosas las siguientes:

«No lea mis principios quien no sea matemdtico.» [1]

«Ninguna humana investigacion se puede proclamar
verdadera ciencia si no se somete a las demostraciones
matemdticas.» [Parangon, 1]

Estudios de Leonardo da Vinci (1513) sobre la Geometria de los poliedros con especial énfasis en
el Cubo y el Icosaedro. Cédice Atlantico (f. 518r).
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LEONARDO DA VINCI Y LA MATEMATICA

Leonardo desarroll6 una extraordinaria combinacién de Arte, Ciencia y Tecnologia en
una apasionada actividad tedrica y practica que abarca ampliamente todos los campos
del conocimiento. Los textos clasicos y medievales a los que recurre los somete a la
verificacion de la experimentacion mediante el calculo matematico. Leonardo se
aproxima a los textos del saber antiguo y medieval recurriendo al control experimental
e imponiendo la justificacién matematica como criterio de racionalidad.

Convencido de que el estudio de la Geometria es el fundamento de casi todos los
aspectos de la investigacion cientifica y de la interpretacion de los fenémenos
naturales, Leonardo siente la necesidad de profundizar en la ciencia de Euclides, en
cuya complejidad y dificultades se abre camino, hacia 1496, gracias a la ayuda de un
eximio matematico de gran experiencia didactica, Luca Pacioli., con quien, paso a paso,
supera, uno a uno, todos las proposiciones de Los Elementos. Es mas, Leonardo y
Pacioli trabajaran juntos en la nueva edicién de Los Elementos de Euclides que Pacioli
publica en 1509, con gran reconocimiento hacia Leonardo por su notable colaboracion.

Para Leonardo la Matematica es una de las principales fuentes del saber. Su obra
escrita esta plagada de alusiones a las ciencias matematicas, en general, y a cuestiones
matematicas concretas, en particular.

En el mismo comienzo del Proemio del Tratado de Pintura, Leonardo hace una
declaracién de principios (Akal, 2004, [1, p.91] :

«No lea mis principios quien no sea matemdtico»

una auténtica parafrasis del cartel que campeaba en el frontispicio de la puerta de la
Academia platénica: No entre nadie ignorante en geometria».

En algunas notas de 1515 de sus cuadernos, Leonardo afirma :

«No existe ninguna certeza cuando no se pueda aplicar alguna de las ciencias
matemdticas, o bien alguna de las que estdn relacionadas con ellas.»

«Mi intencion es experimentar en primer lugar, y después a través de la razon
matemdtica, demostrar porqué cada experimento se desarrolla de una forma
determinada.»

En el Tratado de Pintura (Akal, 2004) encontramos las siguientes frases:

«Ninguna humana investigacion se puede proclamar verdadera ciencia si no se somete
a las demostraciones matemdticas. Y si alguien dice que las ciencias que empiezan y
terminan en la mente son verdaderas, es necesario negarlo por muchas razones antes de
que estos procesos mentales no se verifiquen a través de la experiencia, sin la cual nada
es por si mismo cierto.» (Parangon, 1, p.32)

«Las verdaderas ciencias son aquellas que la experiencia ha hecho penetrar a través de
los sentidos, silenciando la lengua de los litigantes, y que no adormecen a sus
investigadores, sino que siempre proceden a partir de verdades primeras y principios
notorios; paso a paso pero ininterrumpidamente, hasta el fin; tal como se comprueba en
los fundamentos de las Matemdticas, a saber: niimero y medida o, también, Aritmética
y Geometria, que tratan con suma verdad de la cantidad discontinua y continua.»
(Parango6n, 6, p.35)

«De entre las grandes cosas de las matemdticas, mds preclaramente ensalza el ingenio
de los investigadores la certeza de la demostracion» (12, p.96).

Con estas frases, en las que Leonardo subraya el fundamento matematico de todas las
ciencias, el genio se sittia en la antesala de la renovacion cientifica del Renacimiento,
preludio de la Revolucién Cientifica de los siglos siguientes.
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LEONARDO DA VINCI Y LA MATEMATICA

Para Leonardo la Geometria es la ciencia de la cantidad continua:

«La Geometria y la Aritmética se interesan por la cantidad continua y discontinua,
belleza de las obras de la naturaleza y ornato del mundo» (Parangon, 11, p.41),

El primer principio de la Geometria es el punto sin dimensién (Parangén, 1, p.31).
Frente a otros artistas, también de orientacién geomeétrica, como Alberti, que se
interesan por la condicién sensible de los elementos geométricos, Leonardo como ya
antes hiciera Piero della Francesca se limita a considerarlos en su estricta dimension
matematica. A titulo de ejemplo citemos algunas de sus frases sobre el punto en el
Tratado de la Pintura:

«El punto es iinico en su origen, pues carece de altura, de longitud y de anchura o
profundidad; de donde se concluye que es indivisible y no conoce lugar» (41, p.111).

«Un punto no es parte de una linea» (42, p.112).

«El menor punto natural es mayor que todos los puntos matemdticos, lo que se prueba asi:
el punto natural es una cantidad continua y, como tal, divisible hasta el infinito, en tanto
que el punto matemadtico es indivisible, pues no constituye una cantidad» (43, p.112).

Capitulos importantes del Tratado de Pintura son dedicados por Leonardo a estudiar la
Perspectiva lineal y las proporciones del cuerpo humano. En ellos, como en otros
muchos, Leonardo se plantea demostrar que la pintura es una ciencia que se auxilia de
la Matematica. La Perspectiva y la Proporcién son para Leonardo los fundamentos
cientificos del estudio del Arte. En una nota de 1505 escribe:

«La proporcion no se encuentra solo en los niimeros y las medidas, sino también en los
sonidos, pesos, tiempos, lugares y en todo cuanto existe.»

De aqui resulta el enorme interés de Leonardo por la Antropometria, desde la
interpretacion grafica del canon de Vitrubio hasta las exhaustivas mediciones y
comparaciones modulares entre las diversas partes del cuerpo humano, como si fuesen
cuerpos geométricos.

Los vinculos de Leonardo con las Matematicas y su obsesion por la Geometria alcanzan
el paroxismo en sus estudios sobre algunas Obras de Arquimedes. El perfil como
matematico e ingeniero-inventor del mas grande de los cientificos de la antigiiedad
encajaba fielmente en el espiritu de Leonardo, que no escatimara en sus escritos
admiracion por la divina sabiduria geométrica y mecanica del siracusano. Por la época
de Leonardo aparece una antologia de escritos de Arquimedes, dirigida por Gaurico, en
la que se menciona a Leonardo como «mnuy notable por su ingenio arquimediano». Entre
los estudios arquimedianos de Leonardo sobresalen las investigaciones sobre espejos
parabdlicos para aprovechar la energia solar -inspirados en los terribles espejos
ustorios que Arquimedes presuntamente habria utilizado en la defensa de Siracusa-
pero sobre todo los trabajos sobre La Cuadratura del Circulo, en los que Leonardo
derroché ingenio sutil, llegando a escribir en sus notas :

«Y yo cuadro el circulo, excepto una porcién tan miniiscula como el intelecto sea capaz de
imaginar, es decir, como el punto visible».

«La noche de San Andrés [30 de noviembre de 1504] encontré la soluciéon a la cuadratura
del circulo, cuando se acababa el candil, la noche y el papel en el que estaba escribiendo; lo
conclui al alba.»

Mais alla de la solucion a algunos problemas matematicos de gran trascendencia
historica, la revision de las investigaciones de Arquimedes por Leonardo fue la
oportunidad para actualizar un método geométrico-mecanico de investigacion que
trasformaria radicalmente la forma de entender el conocimiento cientifico.
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LAS LUNULAS DE HIPOCRATES DE QUIOS
EN LOS CUADERNOS DE LEONARDO DA VINCI
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Estudios de Leonardo (hacia 1515) sobre las Liinulas de Hipocrates. Cédice Atlantico (f. 455r).

En sus estudios sobre la Cuadratura del Circulo Leonardo recurre a la enciclopedia cientifica de
Giorgio Vasari (publicada en 1501) para el estudio de las Linulas de Hipocrates de Quios (hacia 450
a.C.). El poder calcular ciertas areas curvilineas circulares, hechizé de tal modo a Leonardo, que se
convirtié en una verdadera obsesion la realizacién en numerosos escritos de multitud de estudios
sobre ltnulas buscando la cuadratura del circulo.
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LEONARDO SEGUN VASARI. PINTURA Y GEOMETRIA
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LIONARDO DA YINCI PITT.
ESCvLTON FIOoNR.

VITA DI LIONARDO DA VINC
PITTORE E SCULTORE
FIORENTINO

Retrato de Leonardo en La vida de los mds eminentes pintores, escultores y arquitectos italianos, de
Giorgio Vasari, edicion de 1568.

En su famosa obra Giorgio Vasari escribe sobre Leonardo:

«No ejercié una sola profesion , sino todas aquellas en las que intervenia el dibujo. Y eso contando
con un intelecto tan divino y maravilloso que, aun siendo un excelente gedmetra, no sélo obro en
la escultura y la arquitectura, sino que quiso que su profesion fuera la pintura.»

Leonardo concibe la pintura como fundamento de todas las ciencias y todas las artes, pero hace
depender la divinidad de la Pintura de las certezas matematicas, las cuales en muchos de sus
fragmentos teoréticos parece, a su vez, identificar o depender de las observaciones empiricas.
Leonardo hace confundir de forma deliberada en sus escritos experiencia y Matematica, hasta ser
utilizadas indistintamente. Pero para Leonardo experimentar es dibujar y dibujar es ejercer de
matematico y de gedmetra, pues el ojo se ensefiorea de todas las ciencias, y las simples
proporciones aritméticas que resumen las figuras se convierten en inagotable fuente de analogias.
Sobre estas ideas escribe Leonardo en el Tratado de la Pintura (Akal, 2004, [Parangon, 27, p.60]):

«La divinidad de la ciencia de la Pintura considera las obras, sean humanas o divinas, limitadas
por superficies, esto es por las lineas que son término de los cuerpos. Con tales lineas prescribe al
escultor la perfeccion de sus estatuas, y por el dibujo, que es su principio, enseiia al arquitecto a
hacer sus edificios gratos al ojo; [...] ella ha inventado los caracteres de que se sirven las distintas
lenguas, ha dado las cifras a los aritméticos, ha ensefiado el arte de las figuras a la Geometria; ella
instruye a los dpticos, a los astrélogos, a los constructores de mdquinas y a los ingenieros.»
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Figuras geométricas de Leonardo: Dodecaedro y Piramide pentagonal (1505). Cédice Foster I, (£f. 7r).

1

2. Geometria s6lida y Poliedros (1513), manuscrito E, (f. 56r).

3. Hoja de estudios sobre fortificaciones. Boceto de un Dodecaedro (1503). Cédice Atlantico, (f. 942v).
4. Geometria sélida y Poliedros (1505), Cédice Foster I, (£. 13r).

Leonardo es uno de los pocos artistas que nos ha legado multitud de textos con apuntes que yacian en
innumerables notas escritas con su mano izquierda e inteligibles s6lo mediante un espejo. Se cree que las
tres cuartas partes de los manuscritos de Leonardo -robados, perdidos o vendidos- estan desaparecidos.
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Poliedros en el Underweysung der messung de Durero

Durero ha sido uno de los mas importantes matematicos del Renacimiento. Al orientar su
creatividad en Geometria a través de su aplicacién matematica al Arte, Durero desarrolla
nuevas e importantes ideas y teorias en el ambito de la propia Matematica.

Para Erasmo, Durero es el «segundo Apeles» cuando escribe en De recta Latini Graecique
sermonis:

«Apeles como Durero habria ensefiado mil cosas admirables sobre los misterios del
arte grafico sacados de las ciencias matematicas».

En el famoso texto de Michel Chasles, Apergu historique sur l'origine et les méthodes en
géométrie (Paris, 1837, p.529), el gran gedmetra del siglo XIX compara a Durero con
Leonardo:

«El siglo XVI nos presenta a dos célebres pintores, Alberto Durero y Leonardo da
Vinci, que merecen ser considerados también entre los gedmetras mas sabios de su
época.»

Los trabajos de Piero della Francesca y Luca Pacioli sobre poliedros tuvieron una gran
incidencia en la posterior Literatura matematica vinculada al Arte, sobre todo la desarrollada
por Durero en su obra de 1525 Underweysung der messung, recien editado por vez primera
en castellano (Durero, Akal, Madrid, 2000), con el nombre de De la Medida. Se trata de una
especie de enciclopedia geométrica para uso como manual para pintores, redactada por un
gran maestro artista-geémetra formado en el cruce de las tradiciones practicas, artesanas,
sabias, artisticas y humanistas, que pretendia dotar a la creacion artistica de una base
cientifico-geométrica. Es por esto por lo que la obra de Durero es una magnifico manantial
de problemas para ensefar y aprender Geometria con acentos estéticos e historicos.
Aunque Durero fue un gran admirador de Euclides, los problemas geométricos que trata el
Underweysung der messung insisten mas sobre la construccién que sobre la demostracion.

Buena parte del Libro IV de la obra de Durero estéa dedicada a los poliedros regulares y
semiregulares. Durero describe los poliedros regulares en la forma siguiente (Akal, p.295):

«[...] cuerpos que son iguales en todo, caras, angulos y lados, a los que Euclides llama
corpora regularia. El describe cinco, pues no pueden ser otros que los que se inscriben
en su totalidad tangentes a una esfera. Estos, por ser Utiles para muchas cosas, son
los que quiero mostrar aqui.»

A continuacién, Durero describe, uno por uno, los cinco poliedros regulares, indica el
numero de caras, aristas y vértices, y representa, por primera vez en la Historia de la
geometria, cada uno de los cuerpos por su desarrollo en un plano y por dos proyecciones
ortogonales sobre los planos horizontal y vertical, lo que, en alguna medida, es un
antecedente de la Geometria Descriptiva de Monge. Durero no da la representacion de los
poliedros en perspectiva, aunque parece ser que en sus manuscritos hay tentativas de
hacerlo.

Asi por ejemplo, introduce el primer poliedro regular, el Tetraedro, a quien no nombra
explicitamente, con estas palabras:

«En primer lugar esta un cuerpo triangular que tiene cuatro caras planas triangulares
de angulos iguales y seis aristas iguales. Como lo he dibujado a continuacién, abierto,
cerrado en planta y luego en alzado.»

Desde luego resultan muy explicitas las nociones de proyeccion horizontal y vertical como
planta y alzado, respectivamente.

Durero describe de forma totalmente analoga, y de forma repetitiva, el resto de los poliedros
regulares, Octaedro, Cubo, Icosaedro y Dodecaedro.
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LOS DESARROLLOS Y LAS PROYECCIONES DE LOS
SOLIDOS PLATONICOS EN EL UNDERWEYSUNG DE DURERO

30

~
- =~

Ilustraciones de Durero de los desarrollos planos y las
proyecciones horizontal y vertical de los cinco poliedros
regulares -Tetraedro, Octaedro, Cubo, Icosaedro y
32 Dodecaedro-.

Durero se expresa de forma similar para los cinco sélidos
en la forma:

h . «[...] lo he dibujado totalmente abierto, luego
cerrado y en planta y otra vez en alzado».

El desarrollo de Durero permite reconstruir el objeto
poliédrico en tres dimensiones: se recorta en papel la red
formada por las caras y se pliega a lo largo de las aristas

! 3 de las caras contiguas. Es el mismo procedimiento
¢ utilizado en la escuela para construir los poliedros
regulares.
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EL UNDERWEYSUNG DER MESSUNG DE DURERO

Alberto Durero

DE LA MEDIDA

Edic: de
Jeanne Peiffer

1. Alberto Durero. Autorretrato de 1498 a
los 28 afios. Museo del Prado. Madrid.

2. Primera traduccion del aleman al
Castellano de la obra de Durero
Underweisung der Messung con el titulo
de De la medida (Akal, Madrid, 2000).

En 1525 Durero publica su obra matematica mas conocida, el tratado de largo titulo Underweisung
der Messung mit dem Zirkel und Rich (Instruccion para la medida con el compds y la regla de lineas).

Salvo en lo que se refiere a textos de Aritmética comercial, este tratado es el primer libro de
Matematicas publicado en Alemania, y sittia a Durero como uno de los mas relevantes matematicos
renacentistas. Las fuentes del Underweisung son la practica matematica de los artesanos, la
matematica clasica de las obras impresas y manuscritos sobre todo de Los Elementos de Euclides y
de Obras de Arquimedes, Apolonio, Her6n y Ptolomeo y los manuales matematicos de los artistas y
estudiosos del Arte italiano del Renacimiento.

En la dedicatoria de Durero a W.Pirckheimer, a modo de prefacio del trato, Durero escribe (p.130):

«Al ser la Geometria y el arte de la medida la recta razén de toda pintura, me he propuesto
iniciar y dar razon de ello a todos los jévenes con inquietudes artisticas. [...].»

Asi pues, el tratado de Durero tiene una mision didactica de ensefiar los rudimentos geométricos a
los que pretenden cultivar el Arte. En si no es, pues, un tratado de Geometria pura, diferenciando,
en general, lo que es una prueba apodictica estrictamente matematica de las construcciones
meramente aproximadas de objetos geométricos.

El primero de los cuatro libros describe la construccién de un diverso conjunto de curvas: las tres
secciones conicas, la Espiral de Arquimedes, la Espiral logaritmica, La Concoide de Nicomedes, la
Epicicloide, la Hipocicloide, el Caracol de Pascal y otras. En el libro segundo Durero ofrece
métodos exactos y aproximados de construccion de poligonos regulares, entre ellos los de 5, 7, 9, 11
y 13 lados y sus derivados (por ejemplo el de 15 lados a partir del pentagono. También estudia los
pavimentos del plano y da métodos aproximados para la Cuadratura del circulo y la Triseccién del
dngulo con regla y compas. En el libro tercero Durero estudia piramides, cilindros y otros cuerpos
solidos; ilustra la aplicacién practica de la Geometria a las tareas concretas de arquitectura,
ingenieria, decoracion, e incluso tipografia, de modo que también construye geométricamente las
letras del alfabeto latino y gotico. Finalmente en el libro cuarto Durero estudia los sélidos
platonicos y algunos arquimedianos. Ademas trata el famoso problema délico de la Duplicacién del
cubo, asi como la teoria de las sombras y una breve introduccién a la teoria matematica de la
Perspectiva como arte de representar figuras tridimensionales en un plano a partir de ciertas
reflexiones geométricas. Tal como plantea Durero su discusion sobre la Perspectiva, no es una
mera disciplina técnica al servicio de la Pintura o la Arquitectura, sino que debe ser una rama
importante de las Matematicas, y efectivamente, a partir de Durero asi evolucioné hacia la
disciplina matematica que conocemos como Geometria Proyectiva, de la que Durero es, sin duda
uno de los principales pioneros.
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EL UNDERWEYSUNG DER MESSUNG DE DURERO
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Instruccidén para la medida con el compas
y la regla de lineas,

planos y todo tipo de cuerpos, reunida
por Alberto Durero,

en provecho de todos los aficionados al

—_—_—a

Primera pagina del Tratado Underweysung der messung de Durero, con reproduccion en letra gética
del largo titulo de la obra.

El Libro I del Underweysung der messung de Durero empieza con estas palabras:

El muy sagaz Euclides recopild los fundamentos
de la geometria. Quien los conozca bien, no tiene ninguna
necesidad de lo escrito a continuacion, pues solo
se ha escrito para los jévenes y para aquellos
a quienes nadie ha instruido con excelencia.

235



DURERO, ARTISTA Y MATEMATICO

Como los artistas-gedmetras italianos, Durero estaba convencido de que el nuevo Arte
deberia ser fundamentado sobre la ciencia, y en particular sobre la Matematica, la mas
exacta, l6gica y graficamente constructiva de todas las ciencias. Y en efecto, para Durero
Italia le ofreceria no sélo nuevas ideas en Arte sino también un mundo donde estaba
teniendo lugar un espectacular renacimiento de las Matematicas. Realiz6 un primer
viaje a Italia en 1494, y aunque en él no pudo contactar con ningin matematico de
renombre, si que trabé relacién con Jacopo de Barbari -el presunto autor del famoso
cuadro sobre Pacioli con los atributos matematicos- quien le hablé del trabajo
matematico del franciscano y de su importancia sobre las doctrinas acerca de la belleza
y el Arte. Durero tampoco pudo conocer a Leonardo, pero si saber de la excepcional
importancia que el gran genio de Vinci concedia a las Matematicas como fundamento,
instrumento y vehiculo expresivo para el Arte.

De regreso a su ciudad natal, Nuremberg, Durero se siente impelido a comenzar serios
y profundos estudios de Matematicas. Teniendo acceso a la nutrida y valiosa biblioteca
de Regiomontano, empieza por Los Elementos de Euclides, algunas obras de
Arqimedes y De Architectura de Vitrubio y se familiariza con los estudios de Alberti y
Pacioli sobre Arte y Matematicas, y en particular con las teorias sobre la proporcion.
Ello empieza a dar sus frutos en la Pintura a partir de 1500, cuando las obras de Durero
muestran una manifiesta influencia de la Teoria matematica de la Proporcién. Asi se
advierte en el famoso autorretrato con Ecce Homo de 1500 ~donde las dimensiones de la
cabeza guardan una estricta proporcionalidad- y sobre todo en el grabado de Addn y
Eva (1504) donde aplica intrincadas construcciones con regla y compas; también en sus
grabados en madera sobre La vida de la Virgen (1502-1505), donde, ademas, impone su
dominio de la perspectiva, alcanzado con sus estudios de Geometria. Con estos
trabajos Durero adquiere una amplia reputacion como artista y como matematico al
conjugar de forma equilibrada la perfeccion estética y los saberes matematicos
cumpliendo un proyecto de inspiraciéon humanista: fundamentar el arte de la Pintura
sobre la Geometria para elevar la profesion al rango de Arte Liberal.

Entre 1505 y 1507 Durero vuelve de nuevo a Italia, pero esta vez le mueve mas aprender
las Matematicas que el Arte de los italianos. A la basqueda de los secretos matematicos
del Arte, Durero visita en Bolonia a Pacioli y se obsesiona por alcanzar las cumbres del
conocimiento matemadtico, regresando a Alemania con el firme propésito de
profundizar en los saberes geométricos y sus aplicaciones a las Artes.

Durero asi lo hace, estudia y recopila notas matematicas que utilizara después en sus
trabajos matematicos, mientras produce destacadas obras de arte, entre ellas la de
mayor importancia matematica, La Melancolia (1514) un grabado pleno de simbolismo
geométrico, matematico y freudiano.

En 1525 Durero publica Underweysung der messung, una extensa e intensa enciclopedia
geométrica para artistas, con una ingente amplitud tematica : estudio de diversas
curvas -espirales y hélices, generacién de cénicas, la primera sinusoide, el Folium de
Durero, la Epicicloide, la Concoide, etc.-, Teoria de las Proporciones, division de un
arco de circulo -construccion de poligonos regulares-, pavimentos y rosetones,
problemas clasicos griegos -~Cuadratura del circulo, Duplicacién del cubo, Trisecciéon
del angulo-, poliedros -platénicos y arquimedianos-, Perspectiva central, etc.

En 1527 Durero publica Ettliche underricht, un tratado sobre fortificaciones que, ante la
flagrante amenaza turca, tuvo gran trascendencia militar en la defensa de las ciudades.
Con sus métodos de resolver los problemas de proyeccion y describir el movimiento de
los cuerpos en el espacio, puede decirse que Durero anticipa algunos aspectos de la
Geometria Descriptiva de Monge.
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DURERO, ARTISTA Y MATEMATICO

Durero es un gran gedémetra, pero debido a su genialidad como artista, grabador y
colorista, quiza no se ha valorado suficientemente su faceta de gedmetra, que es la
fuente de su Arte.

En su estancia en Italia, Durero tuvo una experiencia que le impacté para siempre.
Jacopo de Barbari le mostré dos figuras, una masculina y otra femenina, construidas
mediante métodos geométricos que no le revelé. Lo hubiera dado todo por conocerlo.

Como artista y como matematico a Durero lo que mas le interesa son las teorias sobre la
proporcion y su aplicaciéon al Arte sobre la que realizé una inagotable investigacion
personal que culmina en su obra de 1528 Cuatro libros sobre las proporciones del cuerpo
humano, donde fundamenta su Filosofia de la belleza en la armonia de las
proporciones, redundando en el gran principio estético de la antigiiedad y del
Renacimiento italiano, segtin el cual «la belleza consiste en la armonia de las partes
entre si y con el todo», lo que se llamé harmonia en griego, symmetria o concinnitas, en
latin y convenienza en el italiano de Alberti, Pacioli, Leonardo, Barbaro y Palladio.
Durero lo designa con el polisémico término de Vergleichung: «Lo mismo que cada parte
en si debe ser convenientemente dibujada también su reunion debe crear una armonia de
conjunto, [...], porque a los elementos armoniosos se les tiene por bellos».

;Pero como alcanzar una buena proporciéon? La solucién o al menos una aproximacién a
ella esta en la Geometria (nombre griego latinizado): «EI error es consustancial con la
facultad de conocer, |...], pero aquel que apoya su obra en una demostracion geométrica y
muestra una verdad bien fundada, todo el mundo debe creerlo, [...], y es justo tener a ese
hombre por un maestro que haya recibido un don de Dios. Y los principios de su
demostracién son deseables de oir y sus obras aitin mds agradables de ver».

El que entiende esta Geometria, segtin Durero, la ha recibido como «don de Dios», el
Dios Gedémetra que, en lenguaje del Libro de la Sabiduria (que cita en diversos pasajes),
creé el mundo segan «las leyes de la medida, del niimero y del peso». Al ser de esencia
divina, esta Geometria es con frecuencia un ideal fuera del alcance de las criaturas que
por naturaleza no pueden llegar a tanta perfeccion, ya que el saber geométrico de que
disponen tiene un contenido cognitivo limitado. Pero cuanto mas se sepa mejor «porque
uno se hace mds semejante a la imagen de Dios que todo lo sabe» aumentando el poder
creador del artista-geometra. Ademas, «el que enseiia a los otros lo que ha aprendido,
obra bien, porque en ello sigue la voluntad de Dios, por quien nosotros sabemos».

Durero distingue una Geometria demostrativa, euclidiana Geometria -en latin- y una
Geometria constructiva -la Messung-, que enseiia reglas y métodos. La diferencia entre
los conceptos abstractos de la Geometria y los objetos visibles y extensos de la Messung
queda patente en Durero cuando considera junto a la definicién euclidiana de punto
como elemento geométrico sin tamafo -sin longitud, ni anchura ni grosor-, como hacia
Leonardo en el Tratado de la Pintura, una realizacion practica «como un diseiio hecho
con la punta de una pluma». La Geometria, al demostrar, hace participe al artista-
geometra de la verdad divina, pero no se puede demostrar todo, por lo que debemos
auxiliarnos del Arte de la Medida, adquiriendo una sélida experiencia contemplando la
naturaleza y operando medidas empiricas sobre ella «porque en verdad el Arte [es decir,
el saber], se encuentra encerrado en la naturaleza; el que sabe extraerlo de ella, lo
posee,[...] y gracias a la Geometria, puedes demostrar la justeza de muchas cosas en tu
obra. [...]. Si te has instruido en la teoria y la prdctica, el arte adquirido ha dotado a tu
ojo de un justo sentido de la medida».

Segun Durero la practica de las construcciones geométricas forma el ojo y el espiritu
del artista-ge6metra y le proporciona la seguridad «que hace la mano obediente».
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El Libro IV del Underweysung de Durero prosigue con el estudio de los poliedros irregulares,
algunos de ellos arquimedianos (siete en la edicidon de 1527 y nueve en la péstuma de 1538)
y lo hace de manera bastante diferente a los estudios de Piero della Francesca y Luca
Pacioli. Mientras Piero sélo trunca cada uno de los poliedros regulares y Pacioli obtiene de
cada soélido platonico el cuerpo truncado y el elevado (no necesariamente arquimediano)
que se obtiene al afadir una piramide de caras equilateras a cada una de las caras, y
después representa en perspectiva los diversos cuerpos, primero macizos y luego vaciados,
sobre figuras bellamente disefhadas por Leonardo, Durero se conforma con dar los
desarrollos planos de los sdélidos, después de describir sus elementos geométricos —caras,
aristas y vértices—. Lo que interesa a Durero es su sencilla construccion — a partir de estos
desarrollos planos—, tal vez inspirado en los modelos de diversas colecciones de poliedros
construidas por Pacioli, que circularon por ltalia coincidiendo con la estancia de Durero en
esa tierra.

Ademas, Durero como otros artistas del Renacimiento difunde la idea de que los poliedros
son modelos de gran valor artistico y por ello merecen la atencion de todo artista (Akal, 304):

«Con estos elementos [los poliedros irregulares], intercambiando sus partes, se
pueden hacer muchas cosas que sirven para la talla de columnas y sus adornos.»

Durero presenta estos sélidos de la siguiente forma (Akal, p.299):

«Se pueden hacer otros muchos cuerpos hermosos, que, aunque también tocan con
todos sus vértices a una esfera hueca, tienen caras desiguales. A continuacion quiero
dibujar algunos de ellos completamente abiertos, para que cada cual pueda montarlos
por si mismo. Quien quiera hacerlos, dibujelos a mayor tamarfio en un papel doblado y,
con un cuchillo afilado, corte por un lado el contorno en uno de los pliegos de papel.
Una vez retirado el papel restante, se formara el cuerpo doblando por los trazos
marcados. Presta, pues, atencion a los siguientes disefios, ya que tales objetos son
utiles para muchas cosas.»

A continuacién, Durero describe uno por uno hasta ocho de estos cuerpos:

36
35

4
(A

«El primer cuerpo, cuyos planos no son todos iguales
entre si, tiene cuatro caras hexagonales y cuatro
triangulares, pero las aristas son todas de la misma
longitud. Y cuando este cuerpo. que estd abierto, se
monta, tiene doce vértices y dieciocho aristas.»

Es un Tetraedro truncado.

«El segundo cuerpo irregular tiene seis caras
octogonales y ocho triangulares. Cuando se
monta este cuerpo, que estd dibujado abierto,
tiene veinticuatro vértices y treinta y seis
aristas.»

Es un Cubo truncado.
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«El tercer cuerpo irregular tiene seis caras «El cuarto cuerpo tiene, abierto, ocho caras
cuadradas y ocho triangulares. Cuando se monta hexagonales y seis cuadradas. Cuando se monta,
este cuerpo, que estd abierto, tiene doce vértices y el cuerpo tiene veinticuatro vértices y treinta y
veinticuatro aristas.» seis aristas.»

Es un CuboOctaedro. Es un Octaedro truncado.
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39

Disefios de Leonardo para La Divina Proporcion del RombiCuboOctaedro macizo (solidus) y vaciado
(vaccus), poliedro arquimediano muy caro a Luca Pacioli.

A la derecha, el desarrollo plano de este poliedro en el Libro IV de Underweysung de Durero (Akal, p.301):

«El quinto cuerpo, cuando estdi abierto, tiene dieciocho caras cuadradas y ocho triangulares. Cuando se
torna un cuerpo con ellas, tiene veinticuatro vértices y cuarenta y ocho aristas.»
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«El sexto cuerpo, cuando estd desplegado, tiene seis «El séptimo y siguiente cuerpo, cuando estd
caras cuadradas y treinta y dos triangulares. abierto, tiene seis caras octogonales y ocho
Cuando se monta, tiene veinticuatro vértices y hexagonales y doce cuadradas, y cuando se monta,
sesenta aristas.» tiene cuarenta y ocho vértices y setenta y dos
Es un Cubo doblemente truncado (llamado aristas.»

también Cubo redondeado). Es un RombiCuboOctaedro mayor (llamado

también CuboOctaedro truncado).

/ \‘\/\ )
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«Si yuxtapones seis cuadrados y doce tridngulos
cada uno de los cuales sea tan alto como el lado de
un cuadrado, y lo armas todo, se obtiene un cuerpo
tal como el que estd dibujado abierto.»

Este desarrollo no se puede cerrar y por tanto no
corresponde a un poliedro arquimediano.

«El octavo cuerpo hazlo de seis caras dodecagonales, entre las cuales hay treinta y dos tridngulos; no tienen
todos los lados de la misma longitud, tal como estd dibujado abierto.»

Los poligonos de este desarrollo no son regulares, por tanto no podrian formar un poliedro arquimediano.
Durero intenta dibujar el desarrollo de un poliedro que resulte de truncar un cubo truncado, pero comete un
error muy significativo. Resulta que en ocho de los vértices (los de la parte superior izquierda y derecha de
los cuatro dodecagonos centrales) sus angulos planos concurrentes suman exactamente 360°, por tanto, segin
la Proposicién XI.21 de Los Elementos de Euclides, no se puede formar el angulo sélido, es decir, no se puede
plegar los poligonos para formar el vértice del poliedro.

>
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La edicién péstuma de 1538 del Underweysung de Durero afiade dos nuevos poliedros

arquimedianos :

«Haz también otro  [cuerpo] de veinte caras
hexagonales planas, equildteras y equidngulas, a las
cuales se afiaden doce caras planas, pentagonales,
cuyos lados son iguales a los de las caras
hexagonales, que, en si, sean equidngulas y estén
unidas segiin buen orden, como he representado
abierto en el plano que se encuentra aqui abajo.
Cuando unimos todo esto, tendremos un cuerpo que
contard con sesenta y dos vértices y noventa aristas.
Este cuerpo toca con todos sus vértices el interior de

458

«Haz otro cuerpo de doce caras planas
pentagonales y wveinte caras planas
triangulares tales que cada cara tenga
dangulos interiores iguales. Cuan do las
reiinas todas, tendrds un cuerpo de treinta
vértices Yy sesenta aristas, como he
representado abierto en el plano de debajo.
Este cuerpo toca también con todos sus
vértices el interior de una esfera hueca.»

una esfera hueca.»
Es un Icosaedro truncado.

Es un IcosiDodecaedro.

DURERO ;PRECURSOR DEL CUBISMO
A TRAVES DE LOS POLIEDROS?

Durero. Cabeza de hombre (Cuaderno de Dresden).
M.Ghyca titula de forma anacrénica a esta
lamina «estudio cubista» (Estética de las
proporciones en la Naturaleza y en las Artes.

Poseidén. Barcelona, 1983, p.189), como
admitiendo la influencia estética de las
concepciones poliédricas sobre el Cubismo.

Durero acaba el estudio de los poliedros con el siguiente
texto (Durero, Akal, p.304)

«Si a los cuerpos que se acaban de hacer se les quitan sus
vértices con unos cortes limpios y posteriormente se
vuelven a quitar los vértices restantes, se pueden realizar
diversos tipos de cuerpos.»

En relacién con estas palabras, Durero pudo ser fascinado,
ademas, por una idea que desarrolla Pacioli en el Capitulo
LV de La Divina Proporcién (Pacioli, Akal, p.102):

«No me parece conveniente [..] extenderme mds sobre
dichos cuerpos [poliedros] pues su desarrollo tiende hacia
el infinito por e}) continuo y sucesivo corte de su dngulos
sélidos, segiin el cual se multiplican sus diversas formas.»

Si se truncan los dngulos de un poliedro y se sustituyen por
facetas, se obtienen cuerpos de complejidad creciente que
pueden proporcionar una aproximacion a los cuerpos
delimitados f)or superficies curvas cualesquiera como las que
conforman el cuerpo humano. El Neoplatonismo renacentista
vigente, bajo el impulso de Marsilio Ficino, abonaria la idea
de origen platonico, segin la cual no sélo los entes
materiales, sino también toda criatura, por designio divino,
estaria compuesta por combinaciones poliédricas. A partir de
esta idea se puede comprender el gran interés que los artistas
y tedricos renacentistas prestaron al estudio de los poliedros.

De hecho, Durero intentara, una y otra vez, representar el
cuerpo humano y sus posiciones en movimiento, encerrando
sus miembros en cuerpos regulares o derivados de ellos; por
eso estudia la manera de ponerlos en perspectiva y de
construir su sombra. A ello se aplica al final del
Underweysung, donde ensefia como construir el dibujo en
perspectiva de un cubo con su sombra, iluminado y situado
sobre un plano horizontal.
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EL PROBLEMA CLASICO DE LA DUPLICACION DEL CUBO

EN EL UNDERWEYSUNG DE DURERO
(Durero, Akal, 2000, pp.304-305)

En una ocasiéon en que la ciudad de Atenas padeci6 la epidemia de la peste, los
ciudadanos consultaron al idolo Apolo sobre el modo en que podian librarse de ella. El les
respondié que quedarian salvados cuando doblaran su altar. Asi que mandaron hacer una
piedra del mismo tamaino que el altar y la pusieron encima. Mas como la peste no cesara,
volvieron a preguntar al idolo por qué pasaba esto si ellos habian cumplido su mandato.
Les respondidé que no habian actuado como les habia mandado, sino que habian hecho el
altar bastante mayor del doble. Y como sus artifices no supieran encontrar el modo en que
debian hacerlo, pidieron consejo a los sabios y en especial al filésofo Platén, que les
ensefi6 como hallar entre dos lineas dadas de desigual longitud otras dos que guardasen
la proporcién respecto a ellas. De este modo podrian duplicar, triplicar e ir aumentando y
ensanchando cada vez mas el cubum, esto es, un cuerpo cuadrangular como un cubo. y
todas las demas cosas. Como este arte, ocultado y tenido en gran secreto por los sabios, es
muy util y sirve a todos los trabajadores, quiero sacarlo a la luz y ensenarlo, pues con él se
pueden fundir bombardas y campanas, duplicaindolas y aumentandolas como se quiera,
siempre con su correcta proporcion 114 y manteniendo su peso. Con él se pueden,
asimismo, agrandar toneles, arcas, medidas, ruedas, habitaciones, cuadros y lo que se
quiera. Presten, por tanto, atencion todos los artifices, porque, en lo que yo sé, hasta el dia
de hoy nunca se habia descrito en lengua alemana .

W Primero junta dos cubos iguales abc. Pon esta
misma longitud ac en vertical sobre una horizontal
de formando angulo recto, y desde el centro c traza
un semicirculo dae. A continuacién traza una linea

P B ' recta desde e hasta la circunferencia pasando por b;
pon una f. Toma luego una regla estrecha, marca en
ella un punto central y gradtiala a ambos lados con
nameros, y pon los nimeros tanto en un lado como
en el otro, de modo que a cada lado del centro el
primer namero sea uno. Moviendo la regla tienes

9 ¢ ¢ que encontrar la primera linea con la que se debe

hallar la del cubo doble. A continuacién pon uno de

£ los extremos de la regla que acabamos de hacer en

el punto d y déjalo siempre alli, ya se desplace hacia
arriba o hacia abajo. Si mueves la otra parte de la
regla, deja siempre la regla con su centro en la linea

9 abc, y muévela hasta que encuentres un punto

central entre la linea ef y la circunferencia ; donde

i la regla mévil corte la linea ef, pon una g, y donde

corte la linea abc, pon una h, y donde la susodicha

¢ g§ 5 regla toque la circunferencia, pon una i.

Con gh y hi se obtienen, de este modo, dos longitudes iguales. hc es la primera linea
encontrada, con la que se hallara el lado del cubo doble. A continuacién haz una linea
horizontal con hc y el lado ab del cubo simple, obteniendo ahc. Pon el brazo de un
compas en el centro de ac y traza un semicirculo ac. Desde h dibuja una vertical hasta la
circunferencia, y pon alli una k. Esta linea kh te proporciona un lado del cubo doble,
como lo he dibuiado.
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EL GRABADO LA MELANCOLIA 1 DE DURERO

AR e T

EL grabado La Melancolia I de Durero (1514). 239x189. Museo Britanico.

Debido a la multiplicidad de objetos de caracter geométrico, el famoso grabado La Melancolia 1 de
Durero tiene un gran simbolismo matematico -en particular poliédrico-, pero también posee un poderoso
significado freudiano y un gran contenido mistico y magico.

La Melancolia 1 de Durero es una de las representaciones mas originales, curiosas, emocionantes,
misteriosas y enigmaticas de la iconografia universal, en la que cada objeto del cuadro tiene un
simbolismo de lectura e interpretacién muy problematica, que en conjunto ofrece una compleja alegoria
sobre la actividad intelectual y artistica desde perspectiva de la Filosofia del Renacimiento
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EL GRABADO LA MELANCOLIA I DE DURERO

La estampa de La Melancolia 1 de Durero representa en un ambito nocturno, sombrio, frio y
solitario, a un personaje sentado en un banco de piedra -una mujer con alas de angel-, en
estado meditabundo, pensativo, absorto, ensimismado y aparentemente ausente -sus enormes
ojos estan abiertos y fijos, con expresiéon sombria y triste-, reclinado sobre el puiio cerrado de la
mano izquierda, mientras ocupa la otra mano -que reposa sobre un libro cerrado- con un
enorme compas. Sobre el muro del edificio hay una balanza, un reloj de arena, una campana y
un cuadrado magico con ntimeros. Al lado, una escalera apoyada en la pared con siete peldafios
-como siete son los pilares de la sabiduria-. En el suelo hay herramientas de carpinteria y
arquitectura, un tintero, una pluma y dos objetos geométricos -una esfera de madera torneada y
un poliedro de piedra perfectamente labrada-. Por un lado tenemos la sombra que proyecta la
luna sobre los objetos, y por otro el brillo de un cometa que, como simbolo maléfico esta
encerrado en un arco iris lunar que llega a proyectar una extrafa luz que ilumina el titulo del
grabado ~-MELENCOLIA I- en un cartel que lleva un murciélago. La soledad vital de
Melancolia es acompaifiada por un tristén angelote y un perro famélico dormido a sus pies.

El complejo conjunto del grabado estd dominado por la idea de concentracién del hombre como
ser pensante que afronta el devenir de su existencia, que ha de recluirse en el retiro del
intelectual para alcanzar la luz de la sabiduria y que tiene la capacidad del Arte a través de su
imaginacion melancélica. Melancolia es la personificacion de la virtud intelectual del genio
profano en el mundo racional e imaginario de la Ciencia y el Arte. Melancolia representa al
artista, que posee el conocimiento y la técnica para crear, pero cuya inspiracién a veces se
resiste a levantar vuelo, aunque para eso tiene las alas que adornan su espalda, simbolo de la
imaginacién y la creatividad y manifestacion de su superioridad intelectual. He aqui una
compleja alegoria sobre la actividad artistica e intelectual en el marco de la Filosofia del
Renacimiento

Durante el Renacimiento se asociaba la melancolia con el temperamento artistico, la
imaginacién y la creatividad, segtan las ideas vertidas por Agrippa de Nettesheim en De
Occulta Philosophia, texto esotérico que, aunque publicado en 1531, era conocido en circulos
intelectuales en version manuscrita a partir de 1510. Agrippa habla en su obra de tres tipos de
melancolia: la melancolia imaginativa, la melancolia mental y 1a melancolia racional. La primera
seria la que afectaria a los artistas, lo que explica el I del titulo del grabado, Melancolia I, que
representaria el caricter imaginativo de los artistas. No sabemos si Durero se proponia
completar un programa artistico que incluyera a los tres tipos de melancolia. Bajo esta
interpretacién, mantenida por diversos exégetas, Durero intelectualiza la melancolia y la asocia
al Arte, a través de una intrincada reflexién, la mas compleja y profunda de las realizadas por
Durero en torno a la personalidad del artista. De forma que no es extrafio que el grabado La
Melancolia se haya podido considerar como su tltimo autorretrato -esta vez alegdrico- dentro
del lenguaje simbdlico propio del Renacimiento.

Este analisis también explicaria que la representaciéon de Durero esté rodeada de diferentes
objetos, unos (compas, esfera, poliedro) son atributos de la Geometria de los artistas, sintesis de
las Artes Liberales y otros (martillo, clavos, serrucho, cepillo de carpinteria, cincel, ...
instrumentos de las artes mecanicas y constructivas de los artesanos.

En cuanto al simbolismo matematico y geométrico, concretamente en el grabado aparecen los
siguientes elementos:

e El Compas de gedmetra, instrumento de la proporcién geométrica, fundamento de la
belleza.

e La Esfera como simbolo césmico que encierra los poliedros, componentes platonicos
altimos de la naturaleza.

¢ El Poliedro irregular como objeto de enorme interés artistico.

e El Cuadrado magico pleno de simbolismo aritmético y cronolégico.

¢ El Infinito simbolizado en el punto de fuga de la perspectiva en la cabeza del cometa.
e La Balanza, simbolo de la proporcién matematica.

¢ Reloj de arena, simbolo del transito inexorable del tiempo.
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EL SIMBOLISMO MATEMATICO DE LA MELANCOLIA I DE DURERO

El poliedro irregular de La Melancolia de Durero y su presunto desarrollo plano.

El poliedro irregular es uno de los objetos mas notorios de La Melancolia de Durero. Debido a su posicién,
no se puede saber con exactitud su catalogacién geométrica. En general se piensa que podria ser un cubo o
romboedro al que se le ha truncado el vértice superior. No se ve si el vértice inferior también esta truncado en
una cara triangular, o si este vértice penetra en la tierra. Segin algunas interpretaciones la segunda figura
podria ser una aproximacion al poliedro de Durero de modo que las caras serian dos triangulos equilateros y
otros seis pentagonos irregulares

El cuadrado magico de orden 4 de La Melancolia de Durero
ocupa un lugar destacado en el grabado. Es una ordenacién de
4’=16 nameros naturales consecutivos dispuestos en un
cuadrado, es decir en 4 filas y 4 columnas, de forma que el
valor llamado «mdgico» de la suma de los nimeros de cada
fila, de cada columna y de cada diagonal deben ser iguales. Al
ser de orden cuatro, de acuerdo con la ley general de
formacion de los cuadros magicos que empiezan por la
unidad este valor mdgico es: 4-(4>+1)/2 = 34.

El cuadrado magico de Durero debia verificar 10 relaciones (4
filas + 4 columnas + 2 diagonales) iguales a 34, pero verifica
muchas mas, ya que el valor mdgico se obtiene sumando los
nameros de:

a) la matriz de las cuatro esquinas, b) cada una de las cuatro
matrices de orden dos sobre las esquinas, c) la matriz central
de orden dos, d) las matrices formadas por los dos nameros
centrales de las filas (o columnas) primera y altima, e) etc. etc.

Por si fuera poco, Durero se permitié inscribir la fecha del
grabado (1514) que se encuentra expresada en las dos celdas
centrales inferiores. Esta fecha también lo es de la muerte de
su madre, Barbara Holper, que vivia con él, luego de haber
tenido diecisiete hijos, y cuyo deceso afecté6 mucho al artista.

No es extraiio que el cuadrado magico de Durero haya
fascinado a los estudiosos y que se haya llamado con toda
razén cuadrado sumermdgico.

El famoso cuadrado magico de orden cuatro
del grabado La Melancolia de Durero.

6 BBNIEN 13 |16 3 [ENIE |16 080 - IF (1o lIE 1z |15 DS 15
Sl : | - ofiis (Tl s o o 50
] FERETS] | O IER R -] B - AT
4 15 14 1 | 4 150904 58 14 1|4 1504 1 |4 15 4 1

Algunas cuaternas particulares de ntimeros en el cuadrado magico de Durero que suman el valor mdgico.
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DURERO, LA GEOMETRIA ESENCIA DE LA BELLEZA

Durero, autorretrato como Ecce Homo, ; 'I 28
anos (1500). Munich, Alte Pinakothek.

Hay una profunda geometrizacion en esta obra
articulada por medio de una serie de tridngulos
equilateros, figura que acerca a la perfeccién divina.
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La construccién punto a punto de la elipse
como seccion de un cono en el Libro I del
Underweysung de Durero.

La Matematica ha sido uno de los argumentos mas
importantes en las especulaciones tedricas de
Durero sobre el Arte que pretendian elevar a
intelectual el caracter artesanal de la actividad
artistica, tema recurrente en el Renacimiento.

Durero puso la Geometria al servicio de su
expresividad en el Arte por su capacidad de evocar
simboélicamente a través de un ideal de belleza, lo
esencial, lo original, lo inmutable y lo verdadero,
en el afan de conocimiento de lo universal, de
modo que subyace en toda obra de Durero una
geometria, ostensible o secreta, que conforma
proporciones, da significado a las intenciones del
artista y contribuye a la emocion y al misterio que
emana de la sublime belleza de sus composiciones.
Pero Durero no se limita a la aplicacion sobre el
Arte de la Matematica util o practica sino
también a los aspectos filoséficos de las
Matematicas -los saberes matematicos- de modo
que con Durero hablamos de Arte, Geometria y
Pensamiento.

Para Durero la armonia de las proporciones es la
esencia de la Belleza en su Filosofia de la
Estética. Genio, ingenio y técnica, presiden sus
calculos, proporciones y simetrias, fundamento
de la belleza que trasmite su obra de arte, que en
modo alguno es casual, sino consecuencia de la
primigenia armonia pitagérico-platénica de las
proporciones que como matematico descubre y
como artista aplica.

Al experimentar la revelacion de unas
proporciones geométricas que simbolizan la
unidad de la Belleza, el arte de Durero ha dado
un giro filos6fico que alcanza el climax en el
grabado de La Melancolia 1.

€

La construccion del pentagono regular en Libro
II del Underweysung de Durero.

La construccion de Durero es una de las mas
renombrada de toda la literatura matematica.
Estimuld la imaginacion de matematicos como
Cardano, Tartaglia y Galileo, y Pietro Cataldi
llego a escribir toda una monografia sobre ella.
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LOS POLIEDROS COMO ELEMENTO DECORATIVO

Mosaicos de taracea de Fray Giovanni de Verona
(hacia 1520).

Una taracea es un mosaico hecho con incrustacién de
trozos de maderas. Era un tipo muy original de
piezas artisticas muy propias del norte de Italia
durante los siglos XV y XVIL.

Algunos de los ejemplos mas relevantes se exhiben
aqui y en ellos la decoracién mas distinguida es de
tipo poliédrico con inspiracion en los modelos
vaciados, tipo esqueleto, que Leonardo diseiié para
La Divina Proporcién de Luca Pacioli.

Los dos primeros estin en el Monasterio del Monte
Olivetto Maggiore (cerca de Siena). Los otros dos
estain en la Iglesia de Santa Maria in Organo de
Verona. La descripcion de cada uno es la siguiente:

1. Abajo hay diversos instrumentos geométricos;
arriba aparece el «cuerpo de setenta y dos bases
plano y hueco» llamado asi por Luca Pacioli en el
capitulo LIV de La Divina Proporcion.

Abajo aparece un IcosiDodecaedro elevado.

3. Arriba hay un CuboOctaedro y un Cubo elevado.
Abajo hay un IcosiDodecaedro elevado

4. Vuelve a aparecer arriba el «cuerpo de setenta y
dos bases plano y hueco». Abajo hay un Icosaedro
regulary un Icosaedro truncado.

Las taraceas son paneles planos pero tienen toda la
apariencia de armarios con las puertas abiertas
debido al efecto visual de la magistral perspectiva,
magnificado aun si cabe por la presencia de los
diversos poliedros.

247



LOS POLIEDROS COMO ELEMENTO DECORATIVO

THEs svmT MATVRAE KERVAM FRLAGRELL QVING, |
QVELs 3iNE NIL POSSVHT BYEGIS JPIRACVLA VITE -

Res 3vnT STRMONIS RESOMANTIA GRAMATA QVING, . |
QWSS 3INE SIL PUSTVNT VARLE DISCRIMINA VOSLS o

WTHFMMICJ.\ CANONITTICA CORFORA) QV ING, «
%‘l‘.ﬂstnr NILPOMVNT SPECIOLA MATEE M ATA RERW:

] |

*. ocTOHEDR M < -h:.:‘-lf_f_.l_lil'-_n_“l‘_:._ -

. -

- \A‘k
! .

.-

f

A partir del Renacimiento abunda la Literatura poliédrica, como muestra estas ilustraciones
donde aparece el simbolismo poliédrico sobre todo con modelos similares a los de Leonardo:

1.

LN

Representacion de los Sdlidos Platénicos (con una asociacién de los cuatro elementos con los
poliedros regulares diferente a la de Platén) en un grabado de 1549 del artista A.Herschvogel.
Portada de la Obra de J.Cousin del Livre de Perspective (1560).

Fantasia escultural poliédrica de L. Stoer en su obra Geometria et Perspectiva (1567).

Lamina del libro de W. Jamnitzer Perspectiva Corporum Regularium (1568) con formas
poliédricas basadas en los sélidos platonicos.




La Cosmologia poliédrica de Kepler

Johannes Kepler fue uno de los matematicos mas brillantes de su época. Ademas de sus
descubrimientos cientificos en el terreno de la Astronomia y del incipiente Calculo Integral,
realizé importantes avances en el estudio de los poliedros, donde extendid y sistematizé los
resultados conocidos hasta entonces. Mientras que los llamados artistas gedmetras
descubrian y estudiaban poliedros particulares, Kepler tuvo un enfoque mas matematico a
base de definir clases de poliedros, descubrir los miembros de la clase y demostrar que con
ellos el conjunto esta completo. Esto es precisamente lo que hace con los llamados
poliedros arquimedianos. Aun asi, el espiritu cientifico, digamos moderno, de Kepler, no
pudo sustraerse al misticismo del platonismo vigente, de modo que en su obra Harmonice
Mundi (1619) intenta incluso demostrar la asociacion que habia hecho Platon en el Timeo de
los sélidos regulares con los clasicos elementos.Kepler fue de tal modo seducido por la
cosmogonia pitagoérico-platonica que elaboré una Cosmologia basada en los cinco sélidos
regulares, en la creencia de que estos serian la clave utilizada por el creador para la
construccion de la estructura del Universo.

En la época de Kepler sélo se conocian seis planetas, Mercurio, Venus, la Tierra, Marte.
Jupiter y Saturno. Mientras que hay infinitos poligonos regulares s6lo existen cinco poliedros
regulares. No podia ser una casualidad, la mano del Dios geémetra no improvisa. Kepler
pensod que los dos numeros estaban vinculados: «hay sdlo seis planetas porque hay sélo
cinco poliedros regulares», y da una vision del sistema solar que consiste en soélidos
platénicos inscritos, encajados o anidados unos dentro de otros, relacionando los radios de
las esferas concéntricas circunscritas que intervienen con las 6rbitas de los planetas. Al
creer que habia reconocido el esqueleto invisible del Universo en esas estructuras perfectas
que sostenian las esferas de los seis planetas, llamé a su revelacién El Misterio Césmico.

EL MYSTERIUM COSMOGRAPHICUM DE KEPLER
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1. Portada de la primera edicién del Mysterium Cosmographicum. Tubinga, 1596.

2. J.Kepler, junto a un retrato de Tycho Brahe (Pintura de J.L Huenn, National Geographic Society.
El término Prédomo que abre el titulo de la disertacién de Kepler (ahora obsoleto, salvo en Medicina,
donde indica el comienzo de una enfermedad) quiere dar a entender que el tratado es una
avanzadilla copernicana contra las hipétesis astronémicas clasicas que seria el preludio a un proyecto
mas ambicioso. Una ferviente combinacion de mistica pitagorica y meticulosa experimentacion
(auxiliado por las precisas mediciones de Tycho Brahe) permitié a Kepler encontrar sus famosas
Leyes planetarias . Por eso Kepler es tanto el altimo astrélogo cientifico como el primer astrofisico.
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EL SISTEMA COSMOLOGICO DE KEPLER
DEL MYSTERIUM COSMOGRAPHICUM

Modelo cosmolégico de Kepler basado en los sélidos pitagérico-platonicos e inspirado en los
modelos vaciados de Leonardo. Grabado de la obra de Kepler Mysterium Cosmographicum, 1596.
Biblioteca Universitaria de Basilea.

Los cinco sélidos platonicos de Los Elementos de Euclides fascinaron a Kepler, que veia en ellos
los elementos basicos estructurales de la construccién del universo. Kepler desarrolla un
impresionante modelo cosmolégico del universo donde imagina que los planetas se abrian camino
en un gigantesco encaje de poliedros regulares que muestra un Cubo con un Tetraedro inscrito en
él, un Dodecaedro inscrito en el Tetraedro, un Icosaedro inscrito en el Dodecaedro, y finalmente
un Octaedro inscrito en el Dodecaedro.
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EL SISTEMA COSMOLOGICO DE KEPLER
DEL MYSTERIUM COSMOGRAPHICUM

Detalles del modelo cosmolégico de Kepler basado en los sélidos pitagorico-platonicos. Aparecen
las esferas de Marte, la Tierra, Venus y Mercurio con el Sol en el centro.

Segun la explicacion detallada, dentro de la 6rbita o esfera de Saturno Kepler inscribié un Cubo; y
dentro de éste la esfera de Jupiter circunscrita a un Tetraedro. Inscrita en éste situé a la esfera de
Marte. Entre las esferas de Marte y la Tierra estaba el Dodecaedro; entre la Tierra y Venus el
Icosaedro; entre Venus y Mercurio el Octaedro. Y en el centro de todo el sistema el Astro Rey, el Sol.
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CONSTRUCCIONES POLIEDRICAS DE KEPLER

Representaciones poliédricas de Kepler (Harmonice Mundi, 1619).

En la ilustracién aparece un desarrollo de un poliedro irregular, disecciones de los sélidos platonicos, la
representacion poliédrica visual de la Cosmogonia pitagorico-platonica, poliedro estrellados y
disecciones de poliedros rémbicos.
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LA INFLUENCIA DEL TIMEO DE PLATON EN
LA COSMOGONIA POLIEDRICA DE KEPLER

Las asociaciones que Platon hace en El
Timeo de los sélidos regulares con los
elementos naturales primarios de
Empédocles impresionaron tanto a
Kepler, que intenté dar una ingeniosa
explicacién de las mismas, justificativa
de la Cosmogonia pitagdrico-platonica.
Kepler asume intuitivamente que el
tetraedro encierra el menor volumen
para su superficie, mientras el
icosaedro encierra el mayor. Siendo las
relaciones entre superficie y volumen
cualidades de sequedad y humedad, y
ya que el fuego es el mas seco de los
cuatro elementos y el agua el mas
hamedo, el tetraedro debe representar
el fuego y el icosaedro el agua. El cubo,
al ser el poliedro de mayor estabilidad,
es asociado con la tierra. El octaedro
como cogido por sus dos vértices
opuestos con los dedos pulgar e indice
puede hacérsele girar facilmente, tiene
la inestabilidad del aire. Finalmente el

R taci lisdri isual de la C (2 pitagori dodecaedro es asociado con el universo
epresentacion poliédrica visual de la Cosmogonia pitagdrico- porque tiene doce caras como doce son

platonica de Kepler (Harmonice Mundi, 1619). los signos del zodiaco.

-
£

Johannes
Kepler

1571-1630

MAGYAR POST?

Poliedros estrellados de Kepler: gran Dodecaedro estrellado y
pequeiio Dodecaedro estrellado.

Aunque con anterioridad ya se conocian muchas ilustraciones
de poliedros estrellados, Kepler fue el primero en reconocerlos
como una clase de poliedros y dar un adefinicién general.

Los poliedros estrellados tienen una gran importancia en la
actualidad tanto en la Ciencia como en el Arte.

Hacia 1970 el ruso Arnold empez6é a buscar principios de
clasificacion de estos poliedros y otros cientificos han
especulado con la posibilidad de aplicar estos entes geométricos
a la clasificacion de las particulas elementales de la Fisica.

Si Kepler aplic6 la mistica de los Sélidos Platénicos para
entender el Macrocosmos ;no se estara intentando aplicar una
nueva mistica, la de los Poliedros de Kepler, a la comprensién
del Microcosmos atémico?
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LOS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS DE KEPLER

I
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Los trece sdlidos arquimedianos en la obra de Kepler Harmonice Mundi de 1619 (Proposicion I1.28). Las

ilustraciones de estos poliedros fueron realizadas por el amigo de Kepler, Profesor de la universidad de
Tubinga, Wilhelm Schickard.

Algunos de los poliedros arquimedianos habian sido estudiados por azar, en el Renacimiento, de forma
parcial e individual, creyendo incluso que podrian formarse poliedros de este tipo en namero infinito.
La gran contribucién de Kepler al tema estriba en que define esta clase de poliedros, la explora de forma
sistematica y encuentra que el conjunto de los trece s6lidos arquimedianos esta completo.

Construcciones  poliédricas  de
B Kepler en el libro Epitome de
Astronomia copernicana:

1. Construciéon de un Dodecaedro
por adjuncién de «tejados» a las
seis caras de un cubo.

2. Construcciéon de un Dodecaedro
rombico por adjuncién de
o «tejados».

e - —

7

.
7

i
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LA ARMONIA DEL UNIVERSO DE KEPLER
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R orbis Toannis Keppleri

HARMONICES
MVNDI
LIBRI V. Qvorvxn

Primus G EomeTaicys, De Figurarum Re, ularium, qua Pm?o:[io-
nes Harmonicas confticuune, orcu & demonlftracionibus,

scmmdusﬁa_r;m'rr.r_rcnlc\*s,fcuchr,OMl.TmA Ficvrara,DeFi-
gurarum Regularium Congutnria mplnnuvc!lbhdo:

Teruius proprié Harmonrevs, De Proporcienum Harmonicarum ot-
tuex Figu ris;deque Naturd & Differentiis rerum ad cantum per-
rinentium, conera Veceres:

Q_g_a.rms METAPHYSICYS, PsvcHoroaicvs & Astrotocrcys, De Har-
moniarum mentali Effentid earumque generibusin Munde:; prafer-
tim de Harmoniaradiorum, ex corponbus cacleftibusin Terram de-
feendentibus, eiufque effedtu in Natura few Anima fublunari &
Humana:

Quintus AsTrRONOMICYS & MeTaruysicvs , De Harmoniis ablolucifli-
mis motuum ceeleltiom, oreuque Eccentricicatum ex proportioni-
bus Harmonicis.

Appendix habet com arationem huivs Operis cum Harmonices Cl.
Ptolemxilibralll cumque Robertide Fluétibus,diéti Flud Medici
Oxonienfis fpeculationibus Harmonicis, opent de Macrocolmo &
Microcofmo infertis.

Cum 5. C..<M™, Priuilegioad anmos X V.

Lincii Auftriz,
SumptibusGoporrent TamrAc w1 Bibl. Francof.,
Excudebat Io annes Prancys,

edivvo M. DC. XIX,

1. Portada del Libro V de Harmonices Mundi de 1619
2. Sintesis del esquema poliédrico del modelo cosmoldgico de Kepler en Harmonices Mundi.

Para Kepler las proporciones y armonias geométricas de los s6lidos platénicos son los arquetipos
que guiaron a Dios en el trabajo de la creacién del orden universal del Cosmos del que derivan
las leyes planetarias. Kepler sintié las reverberaciones pitagoricas al estudiar misica, teologia y
matematicas, vislumbrando una imagen de la perfeccion y del esplendor césmico a través de la
Geometria y la Miusica de Pitagoras, llegando a escribir:

«La Geometria existia antes de la Creacion. Es coeterna con la mente de Dios. [...] La
Geometria ofrecio a Dios un modelo para la Creacién. [...] La Geometria es Dios mismo».

Kepler estaba convencido de las armonias matematicas pitagorico-platonicas que presiden el
mundo: «El universo estd marcado por las proporciones arménicas» y de que el movimiento de los
planetas debe estar regido por relaciones numéricas sencillas, intuiciones que tras una laboriosa
investigacion plasmara en su famosa obra Harmonices Mundi, de 1619, una especie de Cantar de
los Cantares matematico dedicado al «gran armonista de la creacién».

La Geometria pitagérica tamizada por el idealismo mistico y filoséfico de Platon y por la
estructuracion euclidea, permitiéo a Kepler vislumbrar una imagen de la perfeccion esplendente
del Cosmos trasunto de la excelsitud del Creador a través de la Sagrada Geometria. Las
minuciosas mediciones astrondmicas de su amigo Tycho Brahe hicieron evolucionar el
pensamiento de Kepler, tras gigantescos esfuerzos intelectuales, hacia el descubrimiento de sus
famosas leyes planetarias.
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Los poliedros en los tiempos modernos

La famosa Férmula de Euler que relaciona caras, vértices y aristas de un sélido platénico:
«en todo poliedro convexo, el numero de vértices menos el numero de aristas mas el
numero de caras es igual a dos» (V — A + C = 2), es posible que fuera conocida por el
matematico de la Academia platdnica, Teeteto y por Arquimedes, pero es Descartes quien
primero la establece hacia 1635, aunque este hecho no fue conocido hasta 1860 con la
publicacion de sus Oeuvres inédites por P.Tannery. Euler la obtuvo de nuevo de forma
independiente en 1752, dando una sencilla prueba inductiva. Hoy se estudia como un
invariante topolégico y es uno de los tépicos mas representativos de la moderna Topologia
Algebraica, en relacion con la Caracteristica de Euler-Poincaré de una superficie.

POLIEDROS REGULARES LA FORMULA DE EULER

Nombre

(V-A+C=2)

: nimero de aristas en cada cara.

: nimero de caras en cada vértice.
: nimero de caras.

: numero de vértices.

: numero de aristas.

Octaedro

Dodecaedro

><0OLT

Icosaedro

LEONHARD EULER 1707-1783

1983

B
E
:
L.
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Sello de la antigua Alemania oriental alusivo a la Férmula de Euler, emitido en el segundo
centenario de la muerte del gran matematico.

La Formula de Euler: «en todo poliedro convexo, el niimero de vértices menos el niimero de aristas mds
el niimero de caras es igual a dos» es una de las mas importantes de la Matematica elemental. Puede
considerarse que con ella nace una nueva rama de las Matematicas: la Topologia.

En términos de la Matematica actual esta férmula muestra un invariante algebraico asociado a un
espacio topoldgico, lo que quiere decir que se mantiene bajo deformaciones continuas del objeto y
tiene como consecuencia fundamental el que haya tinicamente cinco poliedros regulares.

Ademas, la simetria entre V y C esta vinculada a los conocidos dualismos entre los poliedros: Cubo-
Octaedro, Dodecaedro-Icosaedro, y Tetraedro-Tetraedro.
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DESCARTES Y LOS POLIEDROS
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Caricatura de Descartes que publicé el 23 de marzo de 1996 la seccion de PENSAMIENTO de la
revista LA ESFERA del Diario EL MUNDO de Madrid, con motivo del cuarto centenario de su
nacimiento.

A Descartes se le considera, junto con Fermat, el fundador de la Geometria Analitica. En sus estudios
sobre poliedros, parece ser que Descartes lleg6 a conocer la conocida Formula de Euler que relaciona
aristas, caras y vértices de un poliedro.
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A partir de la Férmula de Euler se puede demostrar por procedimientos muy elementales la
Proposicion Xll1.18 que culmina con broche de oro la composicion de Euclides: la existencia
de justamente cinco poliedros regulares distintos .

Cada poliedro se caracteriza por el simbolo (p,q) que significa que concurren en cada vértice
g caras p-gonales. En el caso de un poliedro regular, ademas de la Férmula de Euler se
verifican las siguientes sencillas relaciones numéricas:

qV=2A=pC,

de donde se obtienen féormulas que permiten expresar V, A y C como funciones de py q.

En efecto:
X_A_E_V—A+C_ 2 B 4pq
111 1 11 1.1 2p+29-pg
q 2 p q 2 p q 2 p
De donde se obtiene:
_ 4p A= 2pq C= 4q
2p+2q9-pq 2p +2q-pq 2p +2q-pq

Ya que estos numeros deben ser positivos y asi son los numeradores, también deben ser
positivos los denominadores, de modo que los posibles valores de p y q estan restringidos
por la desigualdad: 2p+2g—pg > 0 o la equivalente (p—2)((g—2) < 4, de modo que los Unicos
productos posibles pueden ser:

110210120 31013.

Estas cinco posibilidades nos dan una prueba elemental del aludido Teorema de Euclides: la
existencia de justamente cinco sélidos platonicos que corresponden a los tipos:

(3,3) [Tetraedro] , (4,3) [Cubo] , (3,4) [Octedro], (5,3) [Dodecaedro], (3,5) [Icosaedro].

Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

A finales del siglo XIX el estudio de los poliedros recibié nuevo impulso con la aplicacién de
la Teoria de Grupos en Matematicas y Cristalografia, sobre todo por parte de F.Klein, que en
su obra El Icosaedro y la Solucion de las Ecuaciones de Quinto Grado, estudia los grupos
de simetrias de los poliedros regulares obteniendo:

e El Grupo Tetraédrico que es isomorfo con el grupo alternado A, de las permutaciones
pares de cuatro elementos.

e El Grupo Octaédrico (que es el mismo que el grupo del cubo), isomorfo con el grupo
simétrico S, de las permutaciones de cuatro elementos.

o El Grupo Icosaédrico (que es el mismo que el Grupo Dodecaédrico), isomorfo con el
grupo alternado As de las permutaciones pares de cinco elementos.

La consideracion de estos grupos permite explicar la dualidad entre el octaedro y el cubo asi
como entre el icosaedro y el dodecaedro y en general situar la Teoria de los Sdlidos
Platénicos en una perspectiva totalmente nueva, relacionando campos muy diversos de las
Matematicas como los poliedros regulares, la Teoria de Grupos y la resolubilidad de las
ecuaciones algebraicas mediante radicales.
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Los Poliedros en el Arte del siglo X: Gaudi, Escher y Dali

En la modernidad los poliedros han seguido siendo un tema inagotable que penetra ya no
sélo en las profundidades matematicas sino en la inspiracién de los creadores y disefadores
que idean abundantes filiaciones de poliedros mas o menos regulares derivados de los cinco
antepasados platonicos. Mencionemos someramente a tres grandes artistas del siglo XX:
Gaudi, Escher y Dali.

Gaudi desarrollé una capacidad casi milagrosa de utilizar todas las formas geométricas y no
s6lo como nueva morfologia estética en el ambito de la belleza sino como componente
estructural desde la perspectiva gravitatoria de las cargas. Se definia asi mismo como
gedmetra («yo soy gebmetra que quiere decir hombre de sintesis») y al considerar la
naturaleza como fuente de inspiracion escribia: «en la naturaleza esta el principio y el fin de
tfodas las formas», no podia ignorar las formas poliédricas.

Gaudi utilizo luces en forma de dodecaedro tanto en la cripta de la Sagrada Familia como en
la catedral de Palma de Mallorca y es curioso saber que colgaban del techo de su obrador
algunos poliedros.

En los pinaculos de los campanarios la Sagrada Familia, tanto en la fachada del Nacimiento
como en la de la Pasion, aparecen complejas formas resultantes de la interseccion de
diversos poliedros (sobre todo cubos y octaedros) con esferas, con vaciados cilindricos
funcionales que crean espacios donde situar la original iluminacion. En los cuatro pinaculos
de los campanarios de la fachada de la Gloria estan presentes dodecaedros regulares.

Si en las proporciones de la Sagrada Familia, Gaudi optdé por las relaciones 1/4, 1/3, 1/2,
2/3, 3/4, 1, asociadas a los divisores de 12 y hay doce campanarios con pinaculos, no es de
extrafiar que los tres poliedros regulares que intervienen sean el cubo y el octaedro de 12
aristas y el dodecaedro de doce caras.

1. Lampara de forma dodecaédrica. Cripta de la Sagrada Familia.

2. En la torres de la Sagrada Familia hay un impresionante despliegue
geométrico poliédrico, a base de maclas (intersecciones) de diversos
cuerpos geométricos de forma poliédrica. La complejidad de la
geometria de estas estructuras de Gaudi se explica en la ilustracién
siguiente.
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LOS POLIEDROS
EN LA SAGRADA FAMILIA DE GAUDI
ANAGRAMA DEL ANO MUNDIAL (2000)
DE LAS MATEMATICAS

......
---------

Las torres de la Sagrada Familia, por su despliegue geométrico poliédrico, donde abunda la maclacion

(intersecciéon) de cuerpos geométricos, fue el anagrama del Afio Mundial (2000) de las Matematicas en

Cataluna.

En este anagrama aparece la descripcién de una estructura poliédrica presente en un pinaculo de la

Sagrada Familia (figuras 3, 4, 5 de la ilustracién):

1. Poliedro pseudoregular obtenido por truncamiento de los vértices de un octaedro o de un cubo y una
esfera interior, secante en todas sus caras, dos de ellas perforadas para dar paso a focos luminosos.

2. Formacién del poliedro per truncamiento de vértices del octaedro regular.

3. Formacién del poliedro por truncamiento de vértices del cubo.
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Como en otros muchos artistas, la Geometria ha servido a Escher uno de los argumentos
mas importantes en sus especulaciones artisticas, hasta el punto de que llega a escribir que
él mismo no esta seguro de si esta haciendo Arte o Matematicas.

Escher estaba fascinado por la misteriosa regularidad de las formas minerales con las que
debia tener frecuente contacto al tener un hermano que era geélogo de profesion: «hay algo
de estremecedor en las leyes que gobiernan las formaciones cristalinas». De ahi nace su
interés por los poliedros, cuyas formas utilizara con asiduidad en los multiples modelos de
diversos materiales y en numerosos grabados donde los dibuja en diversas posiciones. Con
el fin de tenerlos en todo momento presentes, Escher construyé con hilo y alambre un
modelo de los cinco cuerpos platonicos, inscritos unos en otros, que le acompafaba
siempre.

Los poliedros son el tema principal en
las siguientes dibujos de Escher:
Cristal (1947), Estrellas (1948),
Planetoide doble (1949), Orden y
caos (1950), Gravitacion (1952),
Planetoide tetraédrico (1954). Como
tema secundario también aparecen
en numerosos grabados, entre ellos
Reptiles (1943) y Cascada (1961).

Entre las piezas de arte mas
interesantes de Escher esta el
Poliedro con flores (1958) que
consiste en cinco tetraedros que al
compenetrarse mutuamente dan lugar
a una especie de dodecaedro
romboidal en forma de estrella. Otra
curiosa pieza es la Galletera (1963)
en forma de icosaedro adornado con
conchas y estrellas de mar.

Entre los mundos fantasticos que
Escher  disefa sobresale un
extravagante edificio  submarino,
plamado en la litografia Platelmintos
(1959), con la que demuestra que es
posible rellenar sin hueco alguno una
superficie, alternado la presencia de

Escher. Estrellas, xilografia, 1949. Es un universo
poblado de todo tipo de poliedros (platonicos,
dodecaedro rombico, cubooctedro, icositetraedro, t€traedros y octaedros. Para una
rombocubooctaedro, etc.) en torno a una estructura comprobacién de este  hecho
formada por tres octaedros. mediante ensamblados de desarrollos

planos de ambos poliedros.

Para Dali, como para otros muchos artistas, la Geometria proporciona importantes
fundamentos y argumentos en las reflexiones tedricas previas a la obra de arte. En
particular la Divina Proporcién y los poliedros regulares, ademas de las implicaciones
estéticas acreditadas por su presencia en algunos de sus cuadros, asumen una funcion de
orden cosmoldgico, cientifico, mistico, teoldgico y simbdlico. En la aplicacion constante de la
Matematica a su pintura, Dali sintetiza siglos de tradicion geométrica y simbdlica pitagorica y
platonica.

Dali se habia interesado en los afnos 30 del pasado siglo por las investigaciones de M.
Ghyka acerca de la seccion aurea, la geometria y la numerologia pitagdricas, lo que deja
una huella en su arte que adquiere una estrecha relacion entre Ciencia y Religion.

Como reminiscencia platénica la mitologia en torno al dodecaedro le ha servido a Dali para
evocar y asumir una fuerte carga simbdlica en algunas de sus composiciones.
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EL MAGICO UNIVERSO POLIEDRICO DE ESCHER

Disefios poliédricos platonicos y estrellados de Escher con diversos grabados: Tetraedro, Octaedro,
Dodecaedro e Icosaedro regulares y Dodecaedros estrellados.
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EL SIMBOLISMO MISTICO DE LOS SOLIDOS
PLATONICOS EN LA CREATIVIDAD DE DALI

1. Dali. El Sacramento de la Eucaristia en la Ultima Cena. 1955. Coleccion Chester Dale. Galeria
Nacional de Arte. Washington.

En La Ultima Cena de Dali, Jesucristo instaura el Sacramento de la Eucaristia bajo la quintaesencia
del Dodecaedro c6smico, supremo emblema pitagérico-platonico del universo. Dali se hace eco con
frecuencia del simbolismo mistico que Platon y los artistas del Renacimiento habian otorgado al
Dodecaedro, tal como habia enfatizado Luca Pacioli en su obra La Divina Proporcion de 1509
(Cap.LV) la idea platonica (Timeo, 55¢) de la accién demitrgica divina en la delineacién del universo
mediante el Dodecaedro: «La forma de doce bases pentagonales la atribuyé Platon al cielo como
recepticulo de todas las cosas, [...]».

2. Dali. A la basqueda de la cuarta dimensién. Oleo sobre tela. Coleccién particular 1979.

Anilisis surrealista del inconsciente en la Geometria tetradimensional del espacio-tiempo de
Einstein, aludido aqui por la rueda junto a la caverna (céncava y convexa) y el reloj blando. A través
de la fascinacion por el Dodecaedro que contiene en sus caras pentagonales la esencia de la Divina
Proporcién, Dali pone la mas racional de las ciencias, la Geometria, al servicio de su expresividad en
la conquista de lo irracional. La pareja de espaldas recuerda a Platon y Aristételes en La Escuela de
Atenas, de Rafael.

Como reminiscencia pitagorica y platonica, la mitologia en torno al Dodecaedro, asiste a Dali para
evocar y asumir una fuerte carga mistica y simbélica en algunas de sus creaciones artisticas.
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EL SIMBOLISMO MISTICO DE LOS SOLIDOS
PLATONICOS EN LA CREATIVIDAD DE DALI

\ a 4:) L “'_'- e S el

Dali. Corpus hypercubus. 1954. Metropolitan Museum of Art, Nueva York.
Representacion de la Crucifixion de Cristo en una cruz que geométricamente es
una yustaposicion de ocho cubos, desarrollo tridimensional de un hipercubo
tetradimensional (de forma analoga al desarrollo de un cubo de tres dimensiones
en una figura plana en forma de cruz).

Segun algunas interpretaciones, al pintar la cruz de esta forma Dali simboliza la
creencia cristiana ortodoxa de que la muerte de Cristo fue un acontecimiento
metahistorico, que tuvo lugar en la region del mas alla, que trasciende a nuestro
tiempo y espacio tridimensional.
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La belleza y el misterio de los sdlidos
regulares que alumbraron los
pitagoricos continuan fascinando como
en las épocas helénica y renacentista,
encendiendo la fantasia a todo tipo de
artistas.

Hoy en dia hay una corriente, muy
ligada al mundo cientifico, cuyas obras
representan figuras de poliedros o de
sus deformaciones hasta conseguir
creaciones muy bellas; numerosas
referencias e ilustraciones de ellas
pueden encontrarse en una muy
completa y documentada pagina web,
la de George Hart:

http://www.georgehart.com/

Beethoven de Paul Flavin (1996).

Recreaciéon poliédrica del rostro de
Beethoven, reminiscencia actual de las
ideas de Platon y de Durero.

Formas cristalinas poliédricas. Iconographic Encyclopedia. G.Heck's, 1851.
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