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INTRODUCCIO

Una part de la investigacié sobre educacié matematica ha derivat en els ultims anys tant en
la creaci6 de nous entorns d’ensenyament i aprenentatge al voltant de les noves
tecnologies, com en les analisis de les influéncies que els esmentats entorns tenen en els
processos cognitius de I'alumnat que les utilitzen.

Aquest treball neix amb la idea d’aplegar aquest desenvolupament de les noves tecnologies
i les investigacions més recents sobre els métodes instructius per a I'ensenyament de la
resolucié de problemes de matematiques. Aquestes investigacions tracten d’incorporar a
l'aula els aspectes relacionats amb la metacognicio, que es van iniciar en la década dels
vuitanta, i els més recents estudis sobre les influéncies socials.

L’interés d’aquest treball va associat al fet que la incorporacié de les noves tecnologies a
laula, i en especial la de l'ordinador, obre noves vies per facilitar I'adquisicié de
competéncies basiques a Il'alumnat d’educacié secundaria com, per exemple, les
relacionades amb les estratégies de resolucié de problemes de matematiques. Perd també
contribueix a atendre, gairebé de forma individualitzada, I'alumnat amb diferents necessitats
educatives, des del que necessita una ampliacio i aprofundiment en el tema fins al que té
dificultats d’aprenentatge i necessita refor¢os personalitzats.

Aquesta nova aproximacio al tema de la resolucié de problemes ens suposa una motivacio
especial ja que és una continuitat de les investigacions que haviem iniciat ara fa deu anys
(Cobo, 1995, 1996, 1998, 2004; i Cobo i Fortuny, 2000), i que, com déiem aleshores,
estaven motivades per la necessitat i per la dificultat de transmetre a I'alumnat les nostres
propies vivéncies quan resoliem problemes de matematiques.

Aixi doncs, ara pretenem aportar el nostre assessorament pedagogic per a I'elaboracié d’un
sistema tutorial multiagent que simuli les funcions de tutoritzacié6 humana ajudant I'alumnat
en la resolucid de problemes de matematiques. Es a dir, tractarem d’identificar models
instructius per a lI'ensenyament de la resolucié de problemes amb la idea d’extreure
sistemes de missatges amb els quals puguem implementar el sistema tutorial. A la
implementacio del sistema tutorial per part de I'equip de treball de la UAB, del qual formo
part, seguira la seva posta en marxa i I'experimentaci6 amb alumnat de I'educacio
secundaria per tal d’analitzar la seva aplicabilitat.

Per tal d’aconseguir aquests objectius hem dividit aquesta memoaria en diferents capitols:

Al capitol 1 fem una presentacié detallada del projecte, amb descripcions dels objectius, la
metodologia, unes breus consideracions sobre el marc de referéncia en el qual es
fonamenta el projecte, que sera ampliat en capitols posteriors, i els recursos que hem fet
servir.

Hem dividit el capitol 2 en dues parts: la primera 'hem dedicada a precisar la terminologia,
relacionada amb la resolucié de problemes que fem servir al llarg de tota la memoria, i la
segona a fer una analisi del tractament que fa el desenvolupament curricular de 'ESO i del
Batxillerat sobre la resolucié de problemes de matematiques.

La recerca bibliografica per tal de descriure els models instructius sobre 'ensenyament de la
resolucio de problemes és el tema del capitol 3, que acaba amb la identificacié de possibles
formes d’enfocar aquest ensenyament a les aules, que van des de la consideracié del
professor/a com a guia de I'alumnat fins al treball cooperatiu en petits grups de treball.
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Al capitol 4 fem una justificacié de la tria del tipus de problemes que hem considerat -
problemes que comparen arees de superficies planes-, i hi fem una identificacié detallada
dels continguts conceptuals i procedimentals d’aquests problemes. Aquesta identificacio la
farem servir al capitol 5 per reconeixer totes les possibles accions que un alumne/a faria per
resoldre cadascun dels problemes que hem considerat, i per establir, a mode de guid
teatral, el sistema de missatges que podrem enviar a I'alumnat en cada moment de
cadascuna de les possibles formes de resoldre’ls.

Al capitol 6 detallem el funcionament de totes i cadascuna de les parts del sistema tutorial
multiagent, al qual hem anomenat AgentGeom.

Al capitol 7 mostrem el marc tedric, 'esquema d’analisi i les analisis dels processos de
resolucié que tres alumnes d’educacié secundaria experimenten amb I’AgentGeom resolent
un dels problemes proposats.

Les conclusions finals i les perspectives d’ampliacié d’aquest treball completen la present
Memoria.

Les conclusions finals i les perspectives d’ampliacié d’aquest treball completen la present
Memoria.
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CAPITOL 1

PRESENTACIO DEL PROJECTE

1.1. Introduccid

La idea basica d’aquest projecte de treball de recerca i estudi neix de la presa de
consciéncia de la importancia que tenen actualment, i tindran en el futur, els processos
d’ensenyament i aprenentatge de la resolucié de problemes de matematiques (Schoenfeld,
1992; Lester, 1994; Carrillo, i Contreras, 2000; Southwell, 2004; Weber, 2004), i les noves
tecnologies de la informacié i comunicaci® com a eines vehiculars de l'aprenentatge
(Fortuny, i Murillo, 1999; Luengo, 1999; Balacheff, 2000; Sigales, 2001; Rodriguez, 2003;
Laboratoire Leibniz, 2003).

Pel que fa a la resolucié de problemes, cada cop tenen més incidéncia en els plans d’estudi
actuals (NCTM, 1989, 2000, ...), sigui com a objecte d’estudi, en si mateixa, o com a
introduccio i aprofundiment de conceptes nous. S6n moltes les raons que justifiquen I'estudi
de la resolucié de problemes a I'educacié secundaria, algunes identificades per Carrillo
(1998), perd també la resolucié de problemes pot servir com a base de propostes
metodologiques que ajudin a implicar en el procés d’aprenentatge a alumnes de diferents
nivells de coneixement i actitud (Cobo, 2004).

Per altra banda, l'aplicacié de les noves tecnologies obre vies per millorar la qualitat del
procés d’ensenyament i aprenentatge, facilitant 'adquisicié de competéncies basiques per
part de l'alumnat de I'educacié secundaria com, per exemple, les estratégies de resolucié de
problemes de matematiques. L’adquisicié d’aquestes competéncies esta associada a la
diversificacido d’alumnes, com els que tenen necessitats educatives especifiques, els que
necessiten reforg personalitzat fora de l'aula, els que fan que en una mateixa classe hi hagi
diferents nivells cognitius o, fins i tot, l'alumnat nouvingut i d'incorporacié tardana, que té
moltes més dificultats per seguir el discurs oral de les classes, que I'expressié escrita, visual
i interactiva.

Aixi doncs, la problematica que se'ns presenta és com atendre aquesta diversificacio de
casos. Una solucid, que és la que desenvoluparem en aquest projecte, podria ser la
utilitzacié de les noves tecnologies. En concret, I'ordinador amb connexié a Internet pot ser
una eina basica i fonamental si darrera del programari que es presenta hi ha una analisi
seriés i en profunditat de les tasques pedagdgiques i matematiques a desenvolupar. Per
tant, les feines a fer en aquest projecte seran les d'integrar 'ensenyament de la resolucio de
problemes amb la utilitzacié de I'ordinador, que es concreten en: analitzar en profunditat la
comunicacié entre professors i alumnes en la resolucié de problemes de matematiques i
elaborar un sistema pedagogic intel-ligent que interactui i faci les funcions de tutoritzacio
humana.

Un sistema pedagogic intel-ligent, que a partir d’aquest moment anomenarem “sistema
tutorial intel-ligent” o simplement “sistema intel-ligent” és un sistema que ha de tenir tres
caracteristiques basiques: autonomia, en el sentit que ha de se capa¢ de comportaments
qualificables com espontanis i ha de tenir una certa iniciativa proactiva, és a dir,
proporcionar al seu usuari activitats i ajudar-lo a realitzar-les. Personalitzacié, és a dir, ha de



Capitol 1 Presentacié del Projecte

ser capac d’evolucionar en el tractament de la realitzacié de la tasca i adaptar-se al seu
usuari, 'alumne. |, per ultim, conversa. Ha de tenir capacitats d’interaccié avangades, en el
nostre cas mitjangant missatges escrits. Ha de poder mantenir una conversa i, per tant, ha
d’incorporar una base de coneixement i un model de discurs que li permetin conversar i
també associar idees.

Tot aquest plantejament esta en la linia de les investigacions més recents, ja que
l'acompanyament i [l'assisténcia pedagogica i intelligent de lalumne sén aspectes
interactius que tenen molta acceptacié en la comunitat cientifica internacional relacionada
amb la investigacio en Didactica de la Matematica, mostrant-se com elements claus en el
desenvolupament d’aprenentatges de qualitat.

1.2. Objectius que pretenem aconseguir

Aquest projecte té a veure amb les idees basiques d’atendre les necessitats educatives
especifiques, dins o fora de l'aula, d’adaptar i utilitzar les noves tecnologies per conduir
I'aprenentatge de la resolucié de problemes de matematiques, i d’'introduir noves estratégies
metodologiques que ens ajudin a desbloquejar situacions d’'incomunicacié matematica o
d’estancament en I'evolucioé dels coneixements dels alumnes. En aquest sentit, els objectius
son:

e Analitzar els processos de comunicacio entre el professor i els alumnes en la resolucié
de problemes de matematiques i identificar models de comunicacié que ens serveixin
com a guia per tal d’augmentar I'eficacia de la tutoritzacio en la resolucié de problemes i
per a I'elaboracio d’'un agent intel-ligent.

o Dissenyar i experimentar un prototip de sistema tutorial intel-ligent que ajudi els alumnes
a resoldre un conjunt de problemes complexes dins de I'ambit de la geometria plana i
que sigui capag de:

e Proporcionar les eines necessaries a l'usuari per a resoldre un problema geomeétric a
partir de seu enunciat;

o Reconéixer en cada moment el procés de resolucid del problema que segueix
'alumne, validi o no les seves afirmacions i I'orienti en cas de bloqueig o resolucio
incorrecta;

e Ser accessible de manera personalitzada i també col-laborativa al maxim nombre
d’'usuaris a través d’Internet.

Amb aquests objectius podriem aconseguir un sistema de tutoritzacié bimodal, humana i
artificial, que ens serviria per atendre la diversitat dels casos esmentats a I'apartat anterior.

1.3. Breu presentacio del tema

Actualment, la preséncia del professorat en els processos d’ensenyament i aprenentatge és
essencial. Malgrat aix0, determinats entorns d’aprenentatge assistits per ordinador poden
desenvolupar les funcions d’'un tutor huma o ser utilitzats per aquest com una eina més
d’atencié a la diversitat a les seves classes. Poden ser els casos d’alumnes que volen
aprendre fora de I'horari escolar, com per exemple els que fan concentracions esportives, o
d’alumnes que necessiten una atencié educativa especifica dins de l'aula (incloent, en
aquest apartat, tant els alumnes que tenen unes capacitats cognitives més desenvolupades
com els que presenten déficits cognitius, culturals i fisics), etc.

Ara bé, la utilitzacié de l'ordinador, per si mateix, és insuficient si no disposem del
programari necessari que simuli certes funcions de tutoritzacié en I'ensenyament de la
resoluci6 de problemes, com poden ser les d’assisténcia, les de motivacié, els ajuts
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graduats, les d’avaluacié, les d’informacio, etc. Aquestes sén precisament les funcionalitats
gue volem considerar quan parlem de sistema tutorial intel-ligent.

Per tal que un ordinador arribi a simular les funcions d’un tutor huma en la realitzacié de
tasques matematiques cal, primerament, identificar i analitzar en profunditat aquestes
funcions de tutoritzacié, i aixd s’aconsegueix analitzant els processos de comunicacio
matematica que tenen lloc entre professors i alumnes durant la resolucié de problemes de
matematiques (tipus de missatges, informacions addicionals sobre procediments, sobre
conceptes, tipus d’orientacions, validacions d’afirmacions, reorientacions en situacions de
bloqueigs, etc.). |, després, construint 'espai basic del problema a resoldre, és a dir, s’han
d’identificar totes les possibles formes de resoldre el problema i tots els passos possibles
dins de cada forma per tal d’elaborar un programari que permeti a I'ordinador transmetre a
'alumne els missatges adients en cada possible situacié intermédia de la resolucié, com ho
faria un tutor huma, ja sigui animant-lo a continuar per la forma de resolucio triada o per
invitar-lo a reorientar la resolucié per un altre cami.

La diversificacié de tasques matematiques i la complexitat d’analitzar totes les possibles
formes de resoldre-les, aixi com la varietat de continguts matematics involucrats, ens ha
obligat a delimitar aquest treball i a centrar la nostra atencié en els processos de tutoritzacié
relacionats amb la resolucié de problemes de geometria plana. A més dels arguments que
mostrem a l'apartat 4.1 (pag. 55), la tria d’aquests tipus de problemes de geometria es
justifica pel fet que I'aplicatiu permet la realitzacié de figures planes.

El desenvolupament informatic s’ha de dissenyar de forma que sigui una aplicacié portable
a qualsevol entorn. Per aquest motiu el sistema tutorial intel-ligent es desenvolupara sobre
una arquitectura web. Fent servir els recursos més basics que ens proporciona aquest
entorn aconseguirem que l'alumne pugui interactuar amb el sistema amb qualsevol
computadora connectada a la Xarxa i amb un navegador senzill. Es tracta de fer una
aplicacio servidora, és a dir, el sistema es trobara en una maquina servidora i els alumnes
s’hi connectarien mitjangcant el protocol HTTP. Igualment, sera multiusuari, de forma que
permeti la connexié de molts alumnes simultaniament.

L’alumne rebra missatges del sistema intel-ligent a mesura que interactui amb les diferents
eines. Quan faci deduccions, el sistema acceptara o no la seva escriptura, mostrant, si és el
cas els missatges de correccié corresponents i, després, el tutor validara o no les
deduccions, mostrant el resultat a I'alumne. Quan faci servir les eines grafiques rebra
consells per tal d’ajudar-lo a explorar i modificar la construccié per a poder solucionar el
problema que se li plantegi. A la figura 1.3.1 mostrem la pantalla de I'area de treball de
'alumne, el contingut de la qual descriurem al capitol 6.

Aixi doncs, podem considerar que aquest projecte té dues parts: per una banda, de forma
individual, identifico i analitzo tant les caracteristiques de les funcions tutorials del
professorat en relaci6 amb els seus alumnes com les dels tipus de problemes que
considero, per altra, en equip (amb un programador, una persona que fa el disseny grafic i
un coordinador general), elaborem el prototip de programari i, per acabar, experimento amb
alumnes el prototip d’agent intel-ligent elaborat.
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Figura 1.3.1. Pantalla de I'area de treball de I'alumne

1.4. Consideracions generals sobre el marc de referéncia en el qual es
fonamenta la recerca

En aquest apartat fem unes breus consideracions generals sobre el marc teoric en el qual
es fonamenta aquest projecte. Aquest marc tedric sera ampliat en els successius capitols,
quan tractem cadascuna de les fases de la recerca en les quals esta dividit el projecte.

Actualment existeix un debat ampli i fructifer en la comunitat internacional d’educacio
matematica sobre els enfocaments teorics en les recerques i la seva corresponent
epistemologia.

Les diferents interpretacions de les investigacions en educacié matematica que provenen
del constructivisme, de I'enfocament socio-historic o de l'interaccionisme sén continuament
comparades, enfrontades o plantejades de forma complementaria en discussions que no
nomeés son competéncia de I'educacié matematica sin6 de I'educacio en general (Sierpinska
i Lerman, 1996). Totes aquestes consideracions resulten essencials per a donar forma a la
investigacid en educacié matematica i, el que és encara més important, per a poder
traslladar el resultat d’aquestes investigacions a la practica docent.

Sembla evident, per la forma d’introduir aquest projecte, que els nostres punts de vista
tedrics estiguin més propers als enfocaments socio-culturals i interaccionistes. De la teoria
socio-cultural prenem que l'alumnat, i també el professorat, esta envoltat per una cultura i
altres situacions de tipus local que fan que no tingui sentit parlar de lindividu o del
coneixement si no és a través del context en el qual es realitza I'activitat. Si no és aixi, seria
dificil comprendre, per exemple, en quina mesura és diferent la situacié d’'un estudiant a
distancia o d’un que treballa a l'aula. A més, una de les principals consequéncies derivades
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de la realitzacié d’aquest projecte és precisament el seu efecte social sobre I'alumnat, en
concret, 'atencio als diferents contextos de diversitat.

Si de I'enfocament socio-cultural recollim I'émfasi en el context, a I'interaccionisme trobem
altre aportament com és la idea que les interaccions (de molts tipus) no sén enteses
exclusivament com un mitja per a comprendre el coneixement, sind que sén considerades
inseparables del seu aveng. Aixi, el focus d’estudi no son els individus, sind les interaccions
que es produeixen entre ells.

En I'educacid6 matematica, ambdds enfocaments tenen el seu origen principalment en la
psicologia cultural (Cole, 1996) i I'interaccionisme (Bruner, 1989 i Cobb i Bauersfeld, 1995).

En la discussié entre aquestes dues teories i el complement entre una i I'altra es situa el
marc de referéncia general del nostre projecte.

Aixi mateix, és important entendre que el context de 'aula no pot deslligar-se d’aquest altre
context cultural en el qual la tecnologia estda immersa i les reaccions socials davant la
tecnologia. Aquestes consideracions sén les que ens permeten interpretar determinades
reaccions del professorat, dels pares, o dels propi alumnat cap a I's de les noves
tecnologies: certa por davant la seva utilitzacié a les aules, por del professorat a perdre
protagonisme en I'activitat d’instruccié, magnificacié de les possibilitats que n’ofereix, etc.

En aquest sentit, un dels principals aspectes que ens interessa tenir en compte és la
consideracio de la tecnologia des d’un punt de vista ampli, que permeti atendre el context de
l'aula de matematiques, o la viabilitat de la seva utilitzacié en entorns virtuals d’aprenentatge
assistits per un sistema tutorial intel-ligent com el que tractem en aquest projecte. Aquesta
visio amplia I'Gs habitual dels ordinadors a les aules com a suport d’aplicacions que faciliten
la visualitzacié i el tractament de les dades de cara a millorar la qualitat del procés
d’ensenyament i aprenentatge. Aquest aprenentatge es fonamenta en la idea Vigotskyana
d’eines de mediacio fisiques i psicologiques que sén determinades histdoricament i cultural i
que mitjancen totes les accions entre els individus d’'una comunitat (Vygotsky,1978; i
Cole,1996).

En aquesta investigacid, la comunicacié social es desenvolupa per signes i per mitjans
tecnologics que mitjancen en els processos comunicatius. Aixi, I'aprenentatge de I'alumnat
és mediat per una eina psicologica clau com és el llenguatge escrit, que suposa una
modificacioé de la comunicacioé verbal presencial, perd que déna lloc a un augment del valor
significatiu, de generacié de coneixements, i, en general, d’intel-ligéncia col-lectiva (Lévy,
1994). A més, el mitja tecnoldgic crea un context en la qual el procés comunicatiu es fa
possible, gracies al disseny de I'entorn virtual d’aprenentatge en el qual les arees que
s’implementen faciliten la comunicacié entre el tutor (sigui huma o artificial) i els alumnes.

1.5. Pla de treball

El pla de treball per a portar a terme aquest projecte compren les fases seglents:
1. Recerca bibliografica, que abraca:

La recerca i lectura dinvestigacions relacionades amb I'educacié matematica i, dins
d’aquesta, de les que tenen a veure amb els processos comunicatius entre professor i
alumnes en la resolucié de problemes de matematiques.

La bibliografia en la qual es tracti sobre els entorns virtuals d’aprenentatge en la qual es faci
servir, sobretot, els ordinadors.

Els models que fan servir els diferents investigadors per a I'ensenyament i I'aprenentatge
dels processos de resolucio de problemes de matematiques.
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Els conceptes i procediments involucrats en la resolucié de problemes geométrics i, en
concret, d’equivaléncia, semblancga, heuristiques, algorismics, etc.

2. lIdentificacié dels continguts matematics implicats en la resolucié dels problemes que
seleccionem.

La idea fonamental consisteix en establir un model d’actuacid, mitjangant tot un seguit de
passos, que ens permetin identificar els continguts matematics dels problemes, analitzant el
seu enunciat, construint el seu espai basic i observant tots els enfocaments possibles que
ens poden portar a la seva resoluciéo. Per a modificar, després, I'enunciat si el considerem
oportu.

3. Elaboracio de sistemes de missatges corresponents a la resolucié de cada problema.

Aquesta fase ha d’estar associada a I'anterior, ja que la previsié dels processos de
comunicaciéo entre cada professor/a i el seu alumnat s’ha de fer seguint cadascun dels
enfocaments de I'espai basic del problema en qulestid, de forma que en cada pas de cada
enfocament es tinguin previstes les accions grafiques i deductives dels alumnes i els
possibles missatges del professor.

Aixi doncs, en aquesta fase hem de realitzar una mena de gui6 teatral que contempli tots els
moments possibles del procés de resolucié de cada problema.

4. Assessorament pedagogic en I'elaboracié del programari per part del grup de treball de
la UAB, que recolza aquest treball d’acord amb les pautes basiques de seguiment i
missatges establerts a la fase 3.

Pilotatge i validacié del prototip de sistema tutorial artificial.
Establiment provisional de I'aplicatiu desenvolupat.
5. Experimentacio del sistema tutorial artificial.

L’experimentacio es portara a terme amb tres alumnes de I'educacié secundaria.
L’experimentacié tindra dos objectius: per una banda, ens servira com a prova del
funcionament del prototip de sistema tutorial artificial, amb la finalitat de detectar les
possibles errades que tingui per a rectificar-les i amb la idea d’establiment definitiu de
l'aplicatiu, i, per altra, tractarem d’analitzar els processos de resolucié dels alumnes per a
veure si el tutor té incidéncia o no en I'aprenentatge dels alumnes, és a dir, podrem tenir un
estudi de la seva incidéncia en el procés d’aprenentatge dels alumnes.

6. Redacci6 definitiva de la memoria que abraci totes les parts d’aquest projecte.

Aixi doncs, la distribucid prevista de feina a realitzar durant el curs de la llicencia
(2003/2004) sera la seguent:

Durant el primer trimestre del curs (de setembre fins al desembre de 2003): recerca i lectura
de la bibliografia que hem esmentat a la primera fase, i la identificacié dels continguts dels
problemes (segona fase).

Durant el segon trimestre de la llicéncia (des del gener fins al mar¢ de 2004) ens centrarem
en la identificacié dels sistemes de missatges (tercera fase), que anirem compaginant amb
I'elaboracié, amb el grup de treball, del programari que tenim previst a la quarta fase.

Per ultim, durant la resta de la llicéncia (des de I'abril fins al juny de 2004), finalitzarem la
posta en marxa de 'aplicatiu (acabar definitivament la cinquena fase) i la redaccié definitiva
de la memoria (sisena fase).
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1.6. Metodologia utilitzada

Es coherent comencar el desenvolupament d’aquest projecte fent una revisié6 de la
bibliografia sobre les interaccions entre alumnes i, a continuacio, centrar el nostre esforg en
la recerca bibliografica dels models instructius dels diferents investigadors en 'ensenyament
i aprenentatge de la resolucio de problemes de matematiques, ressaltant les incorporacions
més importants que s’han fet al llarg dels dltims vint anys. Es important analitzar la
comunicacio entre el professor i els alumnes, per la qual cosa hem d’estudiar les diferents
formes d’aprenentatge cooperatiu i guiat de la resolucié de problemes. Per acabar aquesta
fase, hem d’intentar buscar antecedents i referéncies que relacionin els processos
d’ensenyament i d’aprenentatge amb els sistemes tutorials intel-ligents des de la vessant
pedagogica, per tal de poder col-laborar amb el grup interdisciplinari abans esmentat.

La lectura de la bibliografia, la realitzaci6 de consultes i entrevistes, I'analisi de les
investigacions, i la realitzacié d’esquemes que relacionin els aspectes que considerem, sera
el métode de treball que farem servir per tal d’aconseguir el primer objectiu.

Per altra banda, tenint en compte els objectius del nostre projecte i les referéncies tedriques
prévies que hem utilitzat, des de les quals pretenem interpretar, almenys inicialment, les
experimentacions i observacions, é€s clar que la metodologia que triarem es situara,
evidentment, en 'ampli camp dels meétodes qualitatius. En particular, la naturalesa de la
investigacio i les caracteristiques dels objectius plantejats, orientats cap a una comprensié
profunda de realitats concretes i amb la idea d’identificar models d’actuacié de professors i
alumnes que es comuniquin a distancia o a I'aula resolent de forma espontania una activitat
matematica, ens porta a la consideracié d’un estudi de casos, que analitzarem des d’una
perspectiva qualitativa, depenent de I'obtencié de dades que provenen d’observacions.

Pel que fa a I'elaboracié del sistema tutorial intel-ligent, seguirem els seguents dos passos
generals, que poden variar en funcié dels inconvenients que puguem tenir durant el
desenvolupament:

e Proporcionar les eines necessaries a l'alumne per tal que pugui manipular, verificar
propietats i respondre al problema des d’'un punt de vista geométric a partir de I'enunciat.
Aquesta fase comportara, principalment, I'elaboracié del modul de creacié de
construccions geomeétriques i de verificacié de les seves propietats, la part del sistema
que fa possible la comunicacié amb I'alumne i la creacio de I'estructura geométrica.

o Adaptar i reelaborar el sistema tutorial intel-ligent que supervisi la resolucié del problema
i ajudi 'alumne quan detecti que no avancga. Aixd comportara, essencialment: la definicié
exacta de les tasques del tutor, el reconeixement de les accions de I'alumne, la cerca de
'accid a I'espai basic del problema i I'elaboracié i implementacié de missatges d’ajuda
del tutor.

Aquesta descripcio general de la metodologia a emprar incloura una referéncia, malgrat que
sigui breu, a la redacci6 final de la memoria del projecte, que ha de tenir almenys un capitol
per cadascuna de les fases que defineixen aquest projecte. En concret, ha d’haver-hi una
redaccio dels referents bibliografics, en la qual es fonamenti la investigacid, amb comentaris
dels punts claus de les investigacions que es citen, i també han de ser explicits els models
de comunicacié que es presenta en la interaccid professor/alumne i d’aquests amb el
context. El procés d’analisi de les resolucions a la fase d’experimentacié amb els alumnes
sera detallada i comportara un esquema teoric inicial en el qual es fonamenti les analisis.

El redactat final d’aquesta memodria incloura també les especificacions detallades del
sistema tutorial intel-ligent, aixi com el disseny de l'estructura i de tots els blocs que
conformaran aquest sistema.
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1.7. Descripcio dels recursos
Per a dur a terme aquest projecte, caldran, entre d’altres, els recursos seglents:
a) Recursos bibliografics:

Sobre I'observacié de la interaccio entre el professor i els alumnes en la resolucié de
problemes.

Sobre l'ensenyament i I'aprenentatge dels processos de resolucid de problemes de
matematiques.

Sobre els conceptes i procediments involucrats en la resolucié de problemes geométrics, en
general i, més concretament, d’equivaléncia, semblanga, congruéncia, arees, heuristiques,
algorismics, etc.

Els relacionats amb I'arquitectura del programari que pretenem realitzar per a obtenir un
dels resultats final d’aquest projecte.

b) Recursos informatics:

Ordinador amb connexié a Internet, per tal d’iniciar la recerca bibliografica. Amb aquesta
connexié hauria de poder entrar a la biblioteca de diferents universitats. Aix0 i la recerca
bibliografica directa a les diferents universitats ens obligara a desplagar-nos amb freqiiéncia
des de Manresa fins a Bellaterra (Universitat Autdbnoma de Barcelona). Igualment,
utilitzarem l'ordinador per a emmagatzemar les dades que anem obtenint i per a escriure la
memoria final.

Els recursos informatics també seran necessaris per a comunicar-nos amb els nostres
companys del projecte de recerca (mitjangant Internet) per tal que hi hagi, en tot moment, un
seguiment reciproc del treball que es vagi realitzant i per a atendre, en temps real, els
suggeriments que es vagin fent.

c) Altres tipus de recursos com, per exemple:

Els audiovisuals per enregistrar actuacions de professors i d’alumnes quan resolen
problemes, fent servir o no I'aplicatiu que finalment obtinguem.

Segurament també caldra demanar oficialment fotocopies d’articles i/o de parts de llibres
que no estiguin al nostre abast.

I, en general, els que puguin ser necessaris per als instruments d’observacio i elaboracio
del programari que es pretén realitzar en aquest treball.

1.8. Consideracions finals sobre la presentacio del projecte

Al llarg d’aquest capitol i, en particular, a la redaccié dels objectius, hem anat concretant el
que s’espera aconseguir com a resultat final d’aquest projecte. Malgrat aixo, tot seguit farem
un breu resum que el concretara encara més.

Hem d’aconseguir suficients referéncies bibliografiques que ens permetin afrontar la
investigacié amb garanties de fer aportacions noves en el camp de I'educacié matematica i,
en especial, en la utilitzacié de l'ordinador com a eina vehicular de I'ensenyament i
'aprenentatge de la resolucio de problemes de matematiques. Aixi doncs, la recopilacio
bibliografica fonamentara el projecte. D’aquesta manera, el que s’ha d’esperar és una
redaccié que justifiqui bibliograficament que la tria dels objectius del projecte ha estat
encertada, i que responen a les necessitats reals del sistema educatiu.

Hem d’identificar models interactius entre el professor i els seus alumnes en la resoluci6 de
problemes de matematiques. Aquesta identificacié no ha de ser I'objectiu ultim, sindé que
I'hem de fer servir com a referent de I'tltim objectiu d’aquest projecte.
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Els resultats d’aquesta fase del projecte han de ser entenedors a nivell del professorat en
actiu i els ha de donar pautes clares d’actuacié. Només d’aquesta manera aconseguirem
reduir el temps que va des que un investigador fa la seva recerca fins que aquesta s’aplica a
les aules.

Com a resultat del segon objectiu del projecte, hem d’obtenir un sistema tutorial intel-ligent,
que, en implementar-lo, els alumnes puguin resoldre problemes dins de I'ambit de la
geometria plana. Aquest sistema ha de ser accessible a través d’Internet i ha de tenir al seu
abast les eines necessaries - geomeétriques i deductives- per tal que I'usuari pugui resoldre
un problema a partir de seu enunciat, i per tal que el mateix sistema sapiga reconeixer en
cada moment el procés de resolucié del problema que segueix I'alumne, validi o no les
seves afirmacions, i 'orienti en cas de bloqueig o resolucio incorrecta.
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CAPITOL 2

LA RESOLUCIO DE PROBLEMES DE MATEMATIQUES A L’ESO |
EN EL BATXILLERAT

2. 1. Introduccid

L’auge que ha tingut la investigacid en resolucié de problemes de matematiques es
manifesta amb la rapida evolucié de les investigacions en els ultims anys, considerant,
primer, I'estudi dels elements que determinen la dificultat dels problemes; tenint en compte,
després, els aspectes relacionats amb la metacognicio; per a arribar a la més recent
incorporacié de l'estudi de les influéncies socials (Lester, 1994). Aquestes influéncies
socials es fan extensives, en I'actualitat, a la consideracié dels ordinadors, no només com a
eines mediadores en I'aprenentatge dels alumnes sobre la resolucié de problemes, siné
com a part essencial i protagonista d’aquest aprenentatge, en considerar-los interlocutors
valids en les interaccions amb els alumnes, és a dir, simuladors de les conductes de la
tutoritzacié humana.

La dificultat de I'aprenentatge dels continguts procedimentals en la resolucié d’'un problema
fa que aquest sigui un dels temes més adients per ser treballats continuadament i
progressiva al llarg de tota l'educacié secundaria. Per aix0, la introduccié periddica
d’activitats planificades afavoreix l'adquisicio i el desenvolupament de les diferents
estratégies de resolucié de problemes en cada moment del procés evolutiu de I'alumne.

Ara bé, s’ha de procurar que aquesta introduccié progressiva i contextualitzada de la
resolucié de problemes no els converteixi en problemes d’aplicacid, per tant, s’ha d’afavorir
el fet que sigui el propi alumne (en el grup), amb I'ajut del professor, qui descobreixi els
conceptes i procediments en els problemes i situacions problematiques que se li plantegin.
Es a dir, s’ha de tenir presents i analitzar els avantatges i inconvenients de fer servir
metodologies en les quals sigui el professor qui faci I'explicacié directa dels procediments de
resolucio, aixi com de plantejar propostes de resolucié de problemes immediatament
després d’introduir els procediments de resolucid, la qual cosa faria que perdessin el seu
caracter de veritables problemes.

En aquesta linia d’actuacié, s’ha de considerar la possibilitat de fer propostes de tutoritzacio
compartida —artificial i humana-, que forcin I'alumne a afrontar les resolucions de problemes
traient el profit estratégic que tenim programat, perd també, el desenvolupament conceptual
i procedimental que requereixi 'esmentada activitat.

Aquestes reflexions generals, i d’altres que farem en els seglients capitols, sobre aspectes
metodolodgics de I'ensenyament i l'aprenentatge de la resolucié de problemes de
matematiques s’han de fonamentar, per una banda, en la clarificacié de la terminologia
implicada en el topic de la resolucié de problemes, i que fem servir al llarg d’aquesta
memoria. Aixi doncs, en la primera part d’aquest capitol tractarem de diferenciar entre
problema i situacié problematica, explicarem el concepte d’espai basic d’'un problema i el
que entenem per procés de resolucid6 d'un problema, aixi com la diferéncia entre
procediments algorismics, técnics i heuristics.
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Per altra banda, en la segona part d’aquest capitol, identificarem els aspectes relacionats
amb la resolucié de problemes que apareixen en el desenvolupament curricular de 'ESO i
del Batxillerat, que han de servir de base de les nostres propostes metodologiques. |, per
acabar, ja al capitol 3, farem una revisio bibliografica de les metodologies proposades per
diferents investigadors per ensenyar la resolucié de problemes de matematiques als seus
alumnes.

2.2. Diferenciar entre problema i situacié problematica

Amb la finalitat d’evitar situacions ambigies, com passa en la utilitzacié que es fa dels
termes “situacié problematica” i “problema” en el desenvolupament curricular de I'Area de
Matematiques (objectius generals i terminals de I'’Area), precisem a continuacié la diferéncia
que n’hi ha i el sentit que donarem nosaltres als diferents conceptes que aniran apareixent
al llarg d’aquesta memodria, com per exemple: exercici, problema, situacié problematica,
espai basic d’'un problema, resolucié de problemes i diferents tipus de procediments.

2.2.1. Problema i situacio problematica

A I'ambit escolar es parla molt sovint de la diferéncia entre exercici i problema, sent aquesta
diferenciacio dificil de fer debut al caracter subjectiu d'ambdds conceptes. La classificacio
que fa Butts (cf. Puig, 1996) pot ser clarificadora pel que fa a I'establiment d’una linia de
separacio entre ambdéds conceptes.

Butts, segons Puig, diferencia entre: “exercici de reconeixement” —si 'alumne només ha de
buscar a la seva memodria el resultat-; “exercici algorismic” —si 'alumne només fa servir un
algorisme de forma automatica-; “problema d’aplicacié” —si 'alumne coneix el procediment,
perd ha de justificar que és adient, o si la seva execucié ha d’anar acompanyada d’una
argumentacio-; “problema de recerca” —si s’ha de crear el procediment per a arribar a la
solucio-; i “situacions problematiques”, en les quals no queden clars els objectius.

No és la nostra intencié arribar a una definicié del concepte de problema, ni tan sols fer una
revisié de les interpretacions que del terme han fet diferents corrents psicologiques’, sind
només reflexionar sobre les caracteristiques que creiem que es tindrien que ressaltar quan
parlem de problemes en el context escolar.

Si haguéssim d’adoptar una definicid objectiva de problema, en el sentit que fos
suficientment amplia per a abracgar problemes de molts tipus, que, a més, s’adaptés a les
caracteristiques d’aquesta recerca i, per tant, al tractament informatic que donarem a la
seva resolucio, fariem servir una definicié basada en els estats del problema. “Qualsevol
definicié de problema hauria de consistir de tres idees: 1) el problema esta actualment en un
estat, pero 2) es desitja que estigui en un altre estat, i 3) no hi ha una via directa i obvia per
a realitzar el canvi” (Mayer, 1986, pag. 19).

Perd aquesta definicid, possiblement per massa general, no té en compte els quatre
aspectes que considerem essencials en la nostra idea de problema de matematiques a
I'ambit escolar.

Els dos primers aspectes, tasca i subjecte, estan relacionats fins al punt que , com indica
Schoenfeld (1985b), “ser un problema no és una propietat inherent d’una tasca matematica.
Meés aviat és una relacié entre l'individu i la tasca el que fa de la tasca un problema per a
aquesta persona” (pag. 74).

! Tot un ventall de definicions de “problema”, contextualitzades en les diferents teories psicologiques,
es poden trobar en Puig (1996).
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Un tercer aspecte que cal considerar és el context en el qual es presenta el problema, ja
que un mateix problema en un context determinat pot tenir totes les caracteristiques d’'un
veritable problema, perd en un altre es pot reduir a una aplicacio rutinaria de procediments,
quan aquests acaben de ser explicats.

Hi ha un quart aspecte que volem comentar. La denominacié de problemes matematics
hauria d’estar reservada per a problemes en els quals la connexié entre els estats inicial i
final s’hagués de produir mitjangant la recerca d’algoritmes, I'establiment de relacions o la
implicacié d’afectes, com indica Callejo (1994), i deixar de banda els que fan servir només
grans calculs numerics per a trobar la solucio.

2.2.2. Espai i espai basic d’'un problema

La simulacié per ordinador de la resolucié de problemes va contribuir de forma important a
la introducci6 i el desenvolupament tedric d’alguns conceptes relacionats amb el tema. Aixi,
van ser Newell i Simon, (cf. Mayer, 1986) els que van introduir, el 1972, la idea d’espai d’un
problema, definida, en paraules de Mayer, com “el conjunt de tots els estats (o totes les
seqliencies possibles d’operadors) que coneix qui resol el problema” (pag. 202). Ara bé, els
problemes que es van tractar en els inicis van ser problemes en els que queden molt clars
els estat inicial, el final, i sobretot, les normes de transformacié per a passar d’'uns estats a
d’altres, potser perqué eren generalment jocs i les normes de transformacié estaven molt
definides.

En canvi, les normes de transformacié dels problemes de matematiques dins de I'ambit
escolar son molt més obertes, en molts casos poden presentar ambiguitats i, per tant, molt
més dificils de precisar les que intervenen en el pas d’'un estat a un altre. Aixi doncs, la
resolucié d’'un d’aquests problemes comportara un procés de recerca de possibilitats i
d’identificaci6 de normes de transformacid (conceptes i procediments) amb molta més
profunditat i imprecisio.

En aquest context és particularment important la diferéncia que Mayer (1986), citant a
Newell i Simon, estableix entre I'espai d’'un problema, que té per referéncia un resolutor
particular, i 'espai basic d’'un problema que és “Iespai del problema generat per algu que
resolgui perfectament el problema” (pag. 202), és a dir, per un resolutor expert i, per tant,
per una persona que identifiqui totes les possibles formes de resoldre el problema.

2.2.3. Procés de resolucié d’'un problema

Podem aplicar al nostre estudi, amb petites modificacions, la definicié que fan Puigi Cerdan
(1988) sobre el procés de resolucié de problemes: “L’activitat mental desplegada pel
resolutor des del moment en el qual, se’l presenta un problema i assumeix que el que té al
davant és un problema i vol resoldre-ho, fins que déna per acabada la tasca” (pag.21).

Sobre aquesta definicié hem de fer dues observacions de diferent naturalesa. En primer lloc,
'assumpcid, per part de I'alumne, que el que té al davant és un problema -ressaltada per
Puig i Cerdan- és, en el nostre cas, obvi des del moment en qué els alumnes saben a priori
que el que han de resoldre és un problema i assumeixen la seva resolucié voluntariament.
En segon lloc, que I'esmentada definicié correspon al procés de resolucié desenvolupat per
un resolutor. Aixi, s’hauria d’adaptar al cas d'un resolutor, I'actuacié del qual es veu
recolzada en tot moment per un tutor informatic que simula les funcions d’'un tutor huma i,
per tant, s’haurien de considerar les interaccions que es produeixen entre ells, que
influeixen en el desenvolupament del procés.
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2.2.4. Procediments algorismics, técnics i heuristics

Al llarg d’aquesta memoria farem servir moltes vegades els termes procediments técnics,
algorismics i heuristic (o heuristiques). A continuacid, precisarem el significat que nosaltres
els donarem.

En els procediments algorismics estan establertes per anticipat les normes que els
desenvolupen, sent aquest tipus de coneixements procedimental bastant semblant al factual
pel que fa al seu ensenyament, aprenentatge i avaluacio, fins al punt que alguns autors
(Baroody i Ginsburg, 1986) el consideren de la mateixa naturalesa (coneixements
mecanics). Schoenfeld (1985b) considera entre els procediments algorismics totes les
construccions estandard amb regle i compas (tragat de les altures d’un triangle, de la
bisectriu d’'un angle, etc.), el calcul de derivades, etc.

Els procediments técnics (o técniques) abracen els algorismics i tots els estan relacionats
amb els continguts matematics especifics dels problemes que es resolen, per exemple, en
els problemes de comparacioé d'arees, que farem servir als capitols segients, es podrien
considerar procediments técnics I'aplicacié o comparacio de férmules, I'aplicacié de criteris
de congruéncia de poligons, la triangulacié o la quadratura de poligons, etc.

Puig (1996) déna de I'heuristica una definici6 que ens permet delimitar perfectament els
procediments que han de portar aquest qualificatiu: “El que és propi de Il'heuristica és
l'estudi de les formes de comportament en resoldre problemes i els mitjans que s’utilitzen en
el procés de resoldre’ls, que soén independents del contingut i que no suposen garantia de
qué s’obtingui la solucié” (pag.38).

Aquesta definicid, segons indica l'autor, deixa fora dels procediments heuristics els que per
a descriure’ls cal fer referéncia al contingut matematic del problema, és a dir, els relacionats
amb els elements especific del domini del problema que es resol. Els procediments
heuristics obren vies per a poder resoldre un problema, que poden ser recorregudes de
diferent forma fent servir diverses técniques, perd que no suposen garantia d’obtenir la
solucio.

2.2.5. Procediments metacognitius

Als apartats seglients farem reflexions sobre els procediments heuristics presents o absents
a 'ESO i al Batxillerat. De vegades també farem referéncia als procediments metacognitius
i, en particular, als relacionats amb la gestié dels processos de resolucié. Concretem ara el
seu contingut i la seva importancia i influéncia en els processos de resolucio de problemes.

La metacognicié és entesa com reflexié sobre la cognicié o pensament sobre el nostre propi
pensament. Ja des dels anys 80, Garofalo i Lester (1985), i Schoenfeld (1985b i 1987) van
concretar aquesta definicié en considerar tres categories: a) El coneixement sobre els teus
propis processos de pensament. Com ets de precis per a descriure el teu propi pensament?
b) El control o autorregulacio, és a dir, la gestid dels processos de resolucid; i c) Les
creences i intuicions, és a dir, les idees que es tinguin de les matematiques. Totes tres
categories, segons moltes investigacions (Hirabayashi i Shigematsu, 1987; Schoenfeld,
1992; McLeod, 1992; Laforune i St-Pierre, 1994; Fernandez i altres, 1994; Goos i Galbraith,
1996; Gomez, 2000; Kapa, 2001; Vila, 2002) son claus en 'ensenyament i 'aprenentatge de
les matematiques i, en particular, de la resolucié de problemes i, per tant, es recomanen que
es tinguin en compte a les programacions.

Aixi doncs, totes les mesures que vagin encaminades cap a la incidéncia en la modificacio
de les actituds dels alumnes cap a les matematiques i que els facin veure la importancia de
gestionar de forma adient els seus processos de pensament poden contribuir a millorar el
seu rendiment.
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2.3. Tractament de la resolucio de problemes a I'ESO.

Un dels 13 objectius generals de I'educacié secundaria obligatdria —I'objectiu nam. 10-
(Departament d’Ensenyament, 1992) gira explicitament al voltant dels problemes i la seva
resolucio.

“Identificar problemes en els diversos camps del coneixement i elaborar estratégies per
resoldre’ls, mitjangant procediments intuitius, de raonament I6gic i d’experimentacio, tot i
reflexionat sobre el procés sequit i el resultat obtingut”. (Departament d’Ensenyament, 1992,
pag. 2759).

Aquest objectiu assenyala tres aspectes claus pel que fa al tractament, en general, dels
problemes dins de I'ambit escolar, i concretament a la franja dels 12 als 16 anys, que soén
els seglents:

a) La identificacioé de problemes en els diferents camps del coneixement;

b) L'elaboracié d’estratégies per resoldre problemes, fent servir procediments
intuitius, de raonament logic i d’experimentacio; i

c) La reflexié sobre el procés seguit en la resolucié d’'un problema, i sobre el
resultat obtingut.

Sén importants els dos primers apartats tant pel que fa a 'aprenentatge que ha de seguir
'alumne perqué sigui capac¢ d’identificar problemes d’altres camps de coneixement, com pel
fet que sigui el mateix alumne qui “elabori” les estratégies per a resoldre els problemes i no
es limiti a aplicar les estratégies que préviament li ha explicat el professor, com assenyala
lapartat b, que esta d’acord amb psicologia constructivista que serveix de base a
'ordenacio del Batxillerat. Perd potser la idea que més ens crida I'atenci6 és la de I'apartat
¢, que introdueix, de forma molt innovadora, la idea de gestio del procés de resolucio i, per
tant, la idea de metacognicid, malgrat que d’'una manera molt restringida: limitant-se només
a aspectes reflexius sobre el procés de resolucié i el resultat obtingut.

Pel que fa a I'Area de Matematiques, aquest objectiu general, relacionat amb la resolucié de
problemes, es concreta en els objectius generals i terminals de I'Area de la forma que
descrivim a continuacié.

En els objectius generals i terminals de I'Area de Matematiques (Departament
d’Ensenyament, 1992 i 2002a) es citen els problemes i les situacions problematiques com a
“situacions de partida”, o bé “situacions plantejades”. No hi ha, per tant, cap referéncia
explicita a la identificacid de problemes en el camp de les Matematiques ni en la relacié
d’aquestes amb d’altres camps de coneixement. Tampoc es fa referéncia a la generacié de
situacions problematiques noves a partir de les plantejades inicialment. Potser el caracter
instrumental que es dona a les Matematiques sigui el motiu d’aquesta abséncia, malgrat que
aquest no sigui un argument objectiu, segons el nostre criteri.

Es ampli el desenvolupament del tipus d’estratégies que s’exigeix que I'alumne utilitzi en la
resolucié de problemes a I'ESO. De vegades (figura 2.3.1), son estrategies independents
dels continguts matematics dels problemes plantejats, com per exemple:

o Distincié entre el que es coneix i el que és desconegut (objectiu terminal 3).
¢ Diferenciacio entre la informacio util i la supérflua (objectiu terminal 3).

o Estimacié de possibles solucions (objectiu terminal 3).

e Reduir problemes complexos a d’altres més senzills (objectiu terminal 6).

e Provar propietats per métodes inductius i deductius (objectiu terminal 7).
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e Formular hipotesis (objectiu terminal 9).
e Buscar exemples i contraexemples (objectiu terminal 9).
e Aplicar algorismes de calcul amb calculadores (objectiu terminal 20).

e Fer servir el llenguatge algebraic (objectiu terminal 27).

ELABORACIO
D'ESTRATEGIES

OBJECTIUS IDENTIFICACIO REFLEXIO SOBRE
GENERALS DE PROBLEMES (els propis alumnes EL PROCES | LA
DE L'ESO descobreixen soLucIO
I'estratégia que
apliquen)

\4 \4 l

e Heuristiques * Cap refe.réncia a
OBJECTIUS Cap referéncia , la reflexio sobre
GENERALS | explicita . Srgg(r;ﬁments ¢l proces
NS acoraiany | |+ Fellotorssor
MATEMATI- continguts
QUES matematics concrets e Diferents
referéncies a
I'actitud dels
alumnes enfront
dels problemes.

Figura 2.3.1. Aspectes de la resolucio de problemes explicitament citats en el
desenvolupament del curriculum de I'Area de Matematiques.

Altres vegades (figura 2.3.1), les estratégies a les quals es refereixen els objectius terminals
estan relacionades amb [I'aplicacié de continguts matematics involucrats en la seva
resolucio, com per exemple:

o Plantejar expressions numeriques i efectuar els calculs que se’n derivin amb
els diferents tipus de nombres (objectiu terminal 18).

e Aplicar les relacions de divisibilitat a problemes de mesura i a altres
situacions que ho requereixin (objectiu terminal 24).

o Aplicar les raons trigonométriques a la resolucié de triangles rectangles
(objectiu terminal 36)

e Aplicar els teoremes geométrics (Tales, Pitagoras, del catet, de l'altura, etc.)
en la resolucié de problemes (objectiu terminal 37). Etc.

Pel que fa als aspectes metacognitius, en general, i actitudinals, en particular, trobem a
faltar referéncies explicites a reflexions sobre el procés que I'alumne segueix per a obtenir
una solucié. En canvi, s’afronta la comprovacio de la validesa dels resultats trobats de dues
formes diferents: contrastant-los raonadament amb els de la situacié de partida (objectius
terminals 3 i 9), i fent comprovacions experimentals (objectiu terminal 9).

L’actitud dels alumnes enfront dels problemes i situacions problematiques és ampliament
desenvolupada. En tenim exemples concrets als objectius terminals 4, 5, 9, etc.
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2.4. Tractament de la resolucio de problemes en el Batxillerat

Un dels 15 objectius generals del Batxillerat (Objectiu num. 8) parla explicitament de
resoldre nous problemes. Concretament, diu:

“Tenir constancia en el treball, confian¢a en les propies possibilitats i iniciativa a I'hora de
resoldre nous problemes i aplicar els continguts apresos a la realitzacié de treballs de
recerca, tant individuals com d’equip” (Departament d’Ensenyament, 1996, pag. 2431).

Com es veu, tracta la resolucié de problemes d’'una manera molt general, limitant-la només
a aspectes actitudinals: “constancia en el treball”, “confian¢a” i “iniciativa”, sense cap altra
referéncia a estratégies heuristiques o metacognitives. Potser, la importancia d’aquests
tipus d’estratégies hagués merescut alguna referencia com en el cas dels objectius generals

de 'ESO.

2.4.1. Tractament de la resolucié de problemes en els objectius generals de I'Area
de Matematiques

Centrant-nos en els objectius generals de I'Area de Matematiques (Departament
d’Ensenyament, 2002b), que abraca les materies de Matematiques i Matematiques
aplicades a les Ciéncies Socials, podem dir que els objectius 10 i 11 parlen explicitament de
la resolucié de problemes:

10. “Habituar-se a la discussio previa en la resolucié de problemes i a la comprovacio i
interpretacio de les solucions obtingudes en el context propi del problema”

11. “Cercar diversos procediments per a la resolucié de problemes, tendint a 'optimitzacio
dels processos”.

En aquests objectius ja es fa referéncia als habits relacionats amb la gestioé dels processos
de resolucid, en particular a les “discussions previes” i a la “comprovacio i interpretacio de
les solucions” (objectiu num. 10), que es concreta en el contingut procedimental:
“comprovaci6, analisi de la validesa i interpretacié practica de les solucions obtingudes a
partir de les condicions inicials del problema”. També la gestio es fa evident en la
conveniéncia de buscar diferents procediments en la resolucié d’un problema per tal de triar
el que optimi el procés de resolucid. Aquesta és la interpretaciéo que donem a I'objectiu num.
11, si observem els continguts sobre resolucié de problemes del Decret del Departament
d’Ensenyament (2002b), en el qual s’esmenta, concretament, el “plantejament del problema
i obtencié de les possibles solucions al problema”.

La concrecidé d’aquests objectius generals en els continguts, pel que fa a la resolucié de
problemes, es fa associant els procediments emprats a continguts conceptuals. Aixi, es
parla de “resolucié de problemes de topografia basica”, associats a la resolucié de triangles;
problemes “d’optimitzacié funcional”, associats a les propietats de funcions; de “geometria
analitica”, relacionats amb conceptes de I'espai afi i métric; etc. Aquestes associacions es
posen de manifest en el desenvolupament dels objectius terminals de I'Area de
Matematiques per a les dues matéries de modalitat, com comentarem als paragrafs
seguents, i facilita la presentacid dels problemes al final d’explicacions dels procediments
que tenen a veure amb aquests continguts, el que els treu la seva veritable condicié de
problemes.

Altres objectius generals de I'’Area de Matematiques (Departament d’Ensenyament, 2002b)
també es refereixen a procediments relacionats amb la resolucié de problemes, malgrat que
no s’esmentin amb aquesta nomenclatura, és el cas dels ‘procediments de calcul aritmétic”
(objectiu num. 1); “procediments de calcul algebraic” (objectiu nim. 2), com a component
d’altres procediments més complexos, malgrat que en aquests casos en els objectius
terminals s’associin a continguts molt concrets; i la utilitzacié de “procediments de
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raonament [0gic”, als quals ens referirem en capitols successius com a habilitats que els
nostres alumnes desenvolupen en la resolucié de problemes que comparen arees de
superficies planes.

A continuacid6 comentarem la forma en qué aquestes referéncies a la resoluciéo de
problemes i als procediments associats en els objectius generals del Batxillerat i de I'Area
de Matematiques es concreten en els objectius terminals de 'Area.

2.4.2. La resolucié de problemes en els objectius terminals de I'Area de
Matematiques

Els procediments relacionats amb el calcul aritmétic i algebraic sén fonamentals en la seva
aplicacio a la resolucié de problemes de matematiques. |, malgrat que els objectius
terminals els associen a continguts matematics concrets, el cert és que estan presents
practicament en qualsevol problema de matematiques. Podem citar alguns objectius
terminals que fan referéncia a aquests tipus de procediments, com per exemple, els calculs
numerics i algebraics relacionats amb les progressions geometriques i les seves aplicacions
en processos d’interés compost i calcul financer, en el cas de les Matematiques aplicades a
les Ciéncies Socials (objectius terminals num. 8 i 9), i els procediments de calcul en
topografia elemental i la seva associacié a la resolucié de triangles, en el cas de la Modalitat
de Matematiques (objectiu num. 8).

Com en el cas de I'ESO, trobem a faltar referéncies a un procediment heuristic tan poc
considerat com important, és el cas del tempteig o assaig i error. Aquesta abséncia es fa
notar encara més quan en ambdues modalitats es diu: “.. aplicar algun procediment de
calcul aproximat d’arrels de funcions”, i tots saben que, en aquests casos, I'esmentat
procediment juga un paper decisiu.

L’Objectiu General nim. 10 de I'Area de Matematiques (Departament d’Ensenyament,
2002b) es veu clarament desenvolupat en tots els objectius terminals relacionats amb
problemes de resoldre sistemes d’equacions lineals, de programacio lineal o bé associats a
temes d’Estadistica, que es presten a la seva relaci6 amb situacions reals i per tant a
plantejaments, discussions, resolucions i interpretacions de les solucions trobades. El
mateix podem dir dels tipics problemes d’optimitzacié que, en el context en el qual es
desenvolupen, com aplicacions de procediments basics de l'analisi funcional, perden,
d’alguna manera, la seva entitat de veritables problemes.

Esment especial mereixen els “procediments de raonament logic”. Tot i que el raonament
logic ha d’estar present en qualsevol part de les matematiques i en qualsevol tipus de
problemes i, per tant, en els que hem esmentat anteriorment, els objectius terminals
“valoren els processos inductius i deductius com a eines fonamentals en el treball
matematic...”. Es important aquesta referéncia malgrat que no s’explicitin més els processos
inductius i, sobretot, deductius que es citen. Ambdds sén claus en els processos de
resoluciéo de problemes en general i, concretament, en els problemes que proposem als
alumnes, ja que els processos inductius sén generadors de conjectures que, després, s’han
de provar de forma deductiva. En aquest sentit, és clara la referéncia de Polya (1975) a
problemes per a resoldre (o de trobar) i problemes per a demostrar (o de provar), sent el
proposit dels primers “descobrir cert objecte, la incognita del problema” (pag. 161), i dels
segons “‘mostrar de forma concloent l'exactitud o falsedat d’una afirmacié clarament
enunciada” (pag. 161). Veurem al capitol 7 com el sistema tutorial multiagent que hem
construit facilita als alumnes la transformacié d’un problema de trobar en un de provar,
mitjangant l'establiment d’un conjectura. Aquest canvi modifica sensiblement la forma
d’actuar dels alumnes en la resolucié d’un problema.

En relacio als procediments de raonament logic, potser trobem a faltar referéncies més
explicites a formes deductives que, de fet, es fan servir sobretot a la Modalitat de
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Matematiques. Ens referim, concretament, a la reduccié a I'absurd, a la demostraci6é per
contrarreciprocitat, a la demostracié indirecta, o el més utilitzat procediment de treball cap
enrera, que desvinculat de cap contingut matematic conceptual és acceptat pels alumnes
amb molta naturalitat i de manera molt senzilla (Cobo, 2004).
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CAPITOL 3

MODELS INSTRUCTIUS PER A L’ENSENYAMENT DE LA
RESOLUCIO DE PROBLEMES DE MATEMATIQUES

3.1. Introduccio

Els treballs de Polya (1975) son el primer referent important sobre resolucié de problemes.
Polya reflexiona sobre els seus propis processos de resolucié i genera un model de
resolutor ideal que considera quatre fases: comprensio, elaboracié d’un pla, execucio del pla
i visio retrospectiva, a les quals associa les preguntes: per on he de comengar?, qué puc
fer?, i qué guanyo fent aix0? La seva proposta del que ha de fer el professor per a introduir
'alumne en la resolucid de problemes es la imitacio i la practica: “quan el professor fa als
seus alumnes una pregunta o un suggeriment de la llista, pot proposar-se dues finalitats. La
primera, ajudar l'alumne a resoldre el problema en qliesti6. La segona, desenvolupar
I'habilitat de I'alumne de tal forma que pugui resoldre per si mateix problemes posteriors”

(pag. 27).

Amb aquesta breu ressenya sobre Polya, iniciem un capitol en el qual farem una revisio
bibliografica, que no pretén ser exhaustiva, de propostes metodologiques, la finalitat de les
quals sigui 'ensenyament de totes les estratégies involucrades en la resolucié de problemes
de matematiques, ressaltant de cadascuna delles els aspectes que ens han semblat
interessants i que poden tenir incidéncia en l'elaboracié dels sistemes de missatges que
farem al capitol 5, que serviran com a base dels tipus d’ajuts i suggeriments que
implementarem en el sistema tutorial AgentGeom. Aixi doncs, comengarem resumint la
recopilacié de perspectives dels ultims 25 anys sobre I'ensenyament de la resolucié de
problemes que va fer Kilpatrick(1985), per a continuar amb la proposta metodoldgica de
Krulik i Rudnick (1987), de la que ressaltarem aspectes relacionats amb la comprensio de
I'enunciat del problema, les formes d’agrupament dels alumnes per a treballar la resolucié
de problemes, i les propostes sobre l'actuacié del professor davant de situacions de
bloqueig de I'alumne.

La continuacié d’aquesta revisié bibliografica no pot ser altra que la introduccié de la
metacognicid en els programes instructius dels alumnes, que va ser considerada
primerament per Garofalo i Lester (1985), Lester (1985) i per Schoenfeld (1985a, 1985b),
adaptant la definicio de Flawel a la resolucio de problemes, malgrat que ja al 1982, quan va
sortir la primera edicié de Mason, Burton i Stacey (1988), aquests autors, a proposta de
Schoenfeld, inclouen al seu llibre un capitol dedicat a la gestié del procés de resolucié o en
paraules dels autors “’activitat de raonar la descriurem com si hagués un agent independent
dintre de tu que et va aconsellant el que has de fer,..., gairebé igual que un tutor personal
que et vigila i et fa les preguntes oportunes...” (pag. 126).

Una descripcié del model de Stacey i Groves (1999), dels suggeriments d’O’Daffer (1995), i
les propostes metodologiques de Callejo (1994) i Puig (1996) completen la primera part
d’aquest capitol. Totes les propostes metodologiques anteriors consideren I'ensenyament i
'aprenentatge de les estratégies involucrades en la resolucié de problemes com a objectiu
principal i, fins i tot, Unic. A la segona part d’aquest capitol fem una breu descripcié de dues
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propostes metodologiques en les quals la resolucié de problemes esta integrada en el
curriculum de matematiques com un objectiu més: el projecte MAT7g9, desenvolupat per
Abrantes (1996), i els de més tradicié de la NCTM (2000).

Les continues referéncies en les propostes d’ensenyament de la resolucié de problemes
anteriors a les formes d’agrupar els alumnes i la importancia de I'actuacio del professor en
la instruccié de la resolucié de problemes (Lester, 1994) -sigui com a referent o model a
imitar, com a guia o simplement com a moderador- ens han portat a incloure en aquest
capitol una tercera part en la qual identifiquem diferents patrons interactius entre alumnes i
d’aquests amb el professor en 'ensenyament de la resolucié de problemes, que van des de
la consideracié del professor com a expositor magistral fins a I'ensenyament cooperatiu de
la resolucié de problemes en grups petits d’alumnes.

3.2. Recopilacié de perspectives sobre I'ensenyament de la resolucié
de problemes de matematiques de Kilpatrick

Kilpatrick (1985), en una revisié restrospectiva dels 25 anys sobre investigacié en
ensenyament de resolucié de problemes matematics, agrupa les diferents perspectives en
cinc categories, que les anomena amb noms que reflecteixen I'émfasi de cada aproximacié:
osmosi, memoritzacié, imitacid, cooperacio i reflexio.

a) Osmosi

La instruccié que segueix el procés que Lester anomena osmosi consisteix a submergir
'alumne en un entorn de resolucié de molts problemes, fent servir técniques i procediments,
i esperant que, d’alguna forma no explicita, I'alumne les aprengui per un procés semblant a
losmosi. Com assenyala Puig (1996), “organitzaci6é de [I'ensenyament consisteix
basicament en I'elaboracié d’una col-leccié de problemes que contingui implicitament el que
es vol ensenyar i en l'establiment d’una seqliéncia adient de presentacio als alumnes” (pag.
84). A més, Lester (1985) va indicar que resoldre molts problemes durant molt temps és un
meétode d’instruccio efectiu per a aprendre a resoldre problemes.

b) Memoritzacio

Els meétodes instructius sobre resoluci6 de problemes que abraca aquest titol es
caracteritzen perqué la solucio del problema és descomposta en procediments atdmics que
sén ensenyats i apresos per separat pels alumnes com si fossin fets aillats de coneixement.
S’insta als alumnes a aprendre els passos que s’han de fer en la resolucio. Aquesta forma
d’instruccio pot ser valida per als problemes que es resolguin mitjangant algorismes, perd
'ensenyament de les estratégies heuristiques fent servir procediments de memoritzacio és
dificil per als alumnes i, com argumenta bibliograficament, ja en aquesta e€poca, Kilpatrick,
pot ser fins i tot contraproduent, ja que els alumnes troben dificultat per a classificar els
problemes en diferents tipus.

c) Imitacio

El procés d’'imitacio comporta la comparacioé de la solucié d’'un resolutor expert amb la de
lalumne, o l'observacié de la conducta d’'un resolutor expert que simula ignorancia,
incertesa, i aleshores garantitza el desenvolupament de diferents procediments de resolucio
de problemes a la seva classe per tal que els alumnes acabin imitant-lo....

d) Cooperacio

A comengament i mitjans dels anys 80, les investigacions utilitzen cada cop més grups
d’alumnes en la resolucié de problemes, i defensen aquestes agrupacions com a vehicles
d’instruccid. Segons Kilpatrick, “les discussions en grups petits poden ajudar els alumnes a
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clarificar conceptes i repassar procediments en formes que sén dificils de fer treballant sols”
(pag. 10).
e) Reflexio

Com indica Kilpatrick, el lema de John Dewey que diu que “els alumnes aprenent fent” ha
passat a ser el que diu Papert (cf. Kilpatrick,1985): “els alumnes aprenent fent i pensant
sobre el que fan”. Aquest pensar sobre el que es fa va donar pas a la introduccié dels
processos metacognitius, la finalitat dels quals és que els alumnes arribin a reflexionar
sobre el progrés de la resolucié de problemes i avaluin I'efectivitat dels procediments que
fan servir.

3.3. Elmodel de S. Krulik i J. A. Rudnick

El model de Krulik i Rudnick (1987)?, que és una extensié derivada de Polya (1975),
s’aproxima a la instruccié de la resolucié de problemes considerant conjunts d’estratégies
agrupades segons les fases del procés de resolucio: llegir, explorar, seleccionar una
estratégia, resoldre, i revisar i estendre. Aquestes fases formen part d’un procés continu de
pensament, que es desenvolupa de forma lineal.

A més, les autores presenten suggeriments que el professor pot fer servir a les seves
classes per a assistir els alumnes en la utilitzacio del model heuristic en el seu
desenvolupament de les habilitats de resoldre problemes, és a dir, el que és important és
que els alumnes aprenguin d’aquest model heuristic, en concret, el desenvolupament d’'un
conjunt de preguntes que s’han de fer, i ser capagos de referir-se continuament a elles
quan passin per les diferents fases de la resolucio del problema. D’entre els 16 métodes que
presenten ressaltem els cinc seglents: a) ensenyar els alumnes a llegir el problema, b)
grups de treball, c) suggeriment d’alternatives quan I'estratégia que segueixen ha ofert tota
la informacié possible, d) produir preguntes creatives i constructives i €) no ensenyar noves
matematiques mentre s’ensenya a resoldre problemes.

a) Ensenyar els alumnes a llegir el problema

Es fonamental per a resoldre qualsevol problema comprendre el seu enunciat, és a dir, a
partir d’'una presentacio escrita, que és la forma normal de proposar els problemes en el
context de l'escola, identificar les idees essencials i les seves implicacions per a arribar
comprendre la situacié que descriu I'enunciat.

Hi ha moltes técniques que ajuden els alumnes a desenvolupar una lectura critica, com les
que assenyalen Krulik i Rudnick (1987): fer que els alumnes identifiquin paraules claus i
discutir a la classe perqué ho son, o, ja que en matematiques hi ha paraules amb significats
especials, discutir-ne a classe algunes (volum, funcio, diferéncia, poténcia, etc.). Una altra
técnica és mostrar als alumnes figures, grafics , dibuixos, etc., i demanar-los-en coses, ja
que, moltes vegades, la informacié que déna un problema es troba en una figura o dibuix
que es subministra. O fer activitats amb els alumnes consistents en, a partir d’'unes dades o
senténcies escrites, construir problemes que tinguin a aquestes dades o senténcies per
resultats o com informacions per a obtenir nous resultats.

b) Grups de treball

Krulik i Rudnick (1987) asseguren que és aconsellable treballar la resolucié de problemes
en parelles o en petits grups, ja que la interaccié ajuda els alumnes a aprendre la forma de
modificar el pensament dels seus companys i a defensar les seves posicions mentre
considera les posicions dels altres. A més, els alumnes tenen I'oportunitat de millorar les

’La primera edici6 de la publicacié de Krulik i Rudnick va ser al 1980
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formes d’expressié del que pensen, fent servir de forma precisa el llenguatge, especialment
la terminologia matematica.

Les autores animen que a les classes es treballi com les empreses, és a dir, en equip i
aportant i compartint idees (remoli d'idees). En aquesta tasca d’aportar i compartir idees,
que no és habitual fer-la a classe, el professor ha de jugar el paper de guia per tal que els
alumnes adquireixin experiéncia i, en aquest paper, ha de transmetre als alumnes quatre
idees basiques sobre aquesta técnica del remoli d’idees: no esta permés cap tipus
d’avaluaciéo de les idees aportades, s’ha d’animar els alumnes a deixar anar la seva
imaginacié, a aportar el maxim nombre d’idees possibles, i a crear noves idees o0 a modificar
les dels altres.

c) Suggeriment d’'alternatives quan I'estratégia que es segueix ha ofert tota la informacié
possible

Segons Krulik i Rudnick, els professors s’equivoquen quan, davant d’'una situacio de
bloqueig per part de I'alumne, els suggereixen les direccions més eficients per a resoldre el
problema. En aquestes situacions, el professor ha de fer que l'alumne torni a una fase
d’exploracio i tingui en compte, a més del que ha fet, totes les possibles estratégies i formes
d’apropar-se a la solucié6 d’'un problema que facin que tingui la possibilitat de canviar
I'estratégia erronia (o sense fruit) que havia comencat. Aixi doncs, el professor guiara
I'exploracio addicional de I'alumne indicant fets, inferéncies, suggeriments o missatges, que
nosaltres hem anomenat de canvi d’estratégia (veure el capitol 6). Aquests missatges de
canvi d’estratégia abracen formes diferents d’enfocar la resolucié del problema.

d) Produir preguntes creatives i constructives

Els professors tenim tendéncia a donar als alumnes informacions decisives sobre la
resolucié del problema quan aquests estan bloquejats, fins i tot mostrant-los la solucié
completa, o fent preguntes que els condueixen directament a la solucié del problema.
Alguns dels principis basics en I'ensenyament de la resolucié de problemes, reiterats per
molts investigadors son, per una banda, que els alumnes han de tenir temps per a resoldre
cada problema i, per l'altra, que en la resolucié I'alumne ha de ser "protagonista, és a dir, el
professor només ha de fer els minims suggeriments imprescindibles per a orientar I'alumne,
sense mostrar-li mai la solucié o sense fer-li mai preguntes que incloguin massa informacié.
Aixi, Krulik i Rudnick proposen preguntes obertes que poden desbloquejar, sigui de la
forma: quants...?, compte el nombre de...?, troba...?, o preguntes que posin émfasi sobre el
procés que ja s’ha seguit: examina el procés que has seguit, identifica els punts claus, qué
passa si...?, quines noves preguntes ets suggereix aixd?, com deus fer aquesta pregunta?,
tracta de reconeixer un model, prova una altre cami, qué passa si modifiques les condicions
del problema?, etc. Com s’observa, preguntes molt generals que només tracten d’orientar
'alumne. En qualsevol cas, les autores abans esmentades indiquen que s’ha de ser curés
amb tres aspectes que elles assenyalen:

“1. La teva pregunta no ha de ser canviada o alterada mentre els alumnes la estan
considerant.

Deixa als alumnes un temps ampli abans de formular la seglient pregunta.

No has de respondre la pregunta que has fet fins que estiguis segur que els
alumnes han acabat les seves respostes. Potser aleshores, un suggeriment o
comentari addicional pot conduir-los en la direccié correcta.” (pag. 59).

d) No ensenyar noves matematiques mentre s’ensenya a resoldre problemes

En contraposicio amb d’altres propostes sobre 'ensenyament de la resolucié de problemes
integrades en el procés d’aprenentatge de nous continguts matematics (veure l'apartat
3.10), Krulik i Rudnick creuen que, quan es fa resoluci6 de problemes, I'objectiu principal ha
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de ser I'aprenentatge de les estratégies involucrades en aquesta resolucié. Aixd no vol dir
que els problemes proposats no facin servir cap tipus de conceptes i técniques
matematiques, sind que els que utilitzin estiguin a I'abast dels alumnes que resolen el
problema, és a dir, el procés de resolucié de problemes emergira com I'objectiu principal de
I'activitat si el nivell dels continguts matematiques (conceptuals i técnics) es manté dins dels
coneixements dels alumnes.

3.4. Les reflexions metodologiques de A. H. Schoenfeld sobre
I'ensenyament de la resolucioé de problemes

Schoenfeld (1985a) ja tenia en premsa el seu llibre Mathematical problem solving (1985b)
quan va exposar a Madrid els seus “suggeriments per a I'ensenyament de la resolucié de
problemes” al VI Simposi sobre matematiques. D’aquestes reflexions i de les aportacions
posteriors fetes per I'autor, relacionades amb la instruccio de la resolucié de problemes, fem
un resum a continuacio, ressaltant els aspectes que més ens interessen.

No existeix una unica manera “correcta d’ensenyar a resoldre problemes, ... existeixen
tantes maneres d’ensenyar eficagment a pensar matematicament com existeixen professors
de talent” (Schoenfeld,1985a, pag. 31). Amb aquest plantejament inicial, Schoenfeld exposa
diferents formes d’actuar que ha experimentat a les seves classes (amb alumnes del primer
curs de la universitat), amb la idea que cada professor pugui adaptar la més adient al seu
estil.

a) El professor com un model de comportament
Existeixen tres formes d’actuar que segueixen aquest model
e Seguint el model pas a pas,

En aquesta forma d’actuar, el professor va resolent el problema concret a poc a poc i, al
mateix temps, va explicant els passos que va realitzant, fent-se en veu alta les preguntes i
reflexions com les que s’hauria de fer 'alumne: qué fer quan un s’enfronta a un problema
com aquest?, no tinc un procediment generalitzat per a trobar..., probablement el millor que
puc fer en aquest moment és examinar alguns exemples senzills, encara no intueixo el que
esta passant, el més intel-ligent seria triar polinomis que..., ja esta!, aixo funciona, en aquest
moment puc seguir dos camins, etc., fins a arribar a la proposta de fer una revisié general,
examinant d’on va sorgir la inspiracié de la demostracié que ha portat a terme, identificant
dos moments claus: la consideracié de casos més senzills, i el segon va ser quan es va
tornar a les condicions del problema, examinant i buscant connexions concretes entre elles i
els resultats que es buscaven, amb preguntes com, qué significa que...?, com és...?, com
podem aconseguir...?, etc.

En aquest mateix context, Schoenfeld (1987) proposa una primera técnica per a ensenyar
els components metacognitiu, especialment els que tenen a veure amb els elements de
gestio i control dels processos de resolucio, que és la utilitzacié de videos que analitza amb
els seus alumnes amb la finalitat que prenguin consciéncia dels seus propis processos de
pensament. Parteix de la base que el coneixement de la nostra propia conducta intel-lectual
és el primer pas per a canviar-la. En la segona técnica, la conducta metacognitiva del
professor es pren com un model. Perd aquesta conducta del professor no ha de ser la de
mostrar les solucions que ha trobat del problema proposat, sind, més aviat, presentar la
resoluciéo completa del problema i els processos de pensament involucrats, per exemple,
mirar diferents casos per a estar segurs de la comprensié del problema, tractar de fer
diferents exploracions i de preveure diverses coses que es puguin realitzar, generar
diverses aproximacions raonables, decidir entre elles, etc.
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Com assenyala l'autor, aquestes dues técniques consideren I'alumne com un espectador,
és a dir, en aquesta forma d’actuar la comunicacié només es produeix del professor cap a
lalumne, sense que aquest es vegi involucrat en la resolucio, sense que aixd suposi una
experiéncia personal, i sense que els alumnes posin en practica les seves habilitats
metacognitives.

e Resoldre el problema amb I'alumne, fent servir les seves idees

La idea és que la classe sencera resolgui conjuntament el problema, actuant el professor
com a moderador i com a gestor de la classe, plantejant preguntes “executives” amb la idea
que siguin els mateixos alumnes els que se les facin després d’una fase d’aprenentatge.
Aquestes preguntes serien del tipus: “té algun suggeriment a fer?, una altra cosa?, que et va
fer pensar aixo?, que et fa pensar en aixo com una cosa raonable? Molt bé, tenim les
seglients idees. Quina podem posar en practica?, qué et fa pensar que és més adient?
Quan acabem, com seguiras? Molt bé, et sona logic?, vols que ho intenti?” (Schoenfeld,
1985a, pag. 37). | continua amb expressions com: bé, portem fent aixd cinc minuts i no ens
condueix enlloc, esteu segurs que compreneu bé el problema?, etc.

Tot aquesta practica acaba donant fruits quan en un moment determinat de I'aprenentatge
el professor demana als alumnes: quina pregunta faré ara?, i els alumnes acaben sabent-la.

Amb aquesta forma d’actuar el professor va introduint I'alumne en el control del seu procés
de resolucio.

o El professor tracta de resoldre el problema sense preparacié prévia

Que el professor es trobi en les mateixes situacions que els alumnes quan resolen
problemes és de vegades formatiu perqué les explicacions del professor no tindran el
caracter artificial que tenen les explicacions preparades préviament. A més, d’aquesta
manera es desmitifica la idea del professor com resolutor infal-lible de problemes.

b) El professor com un entrenador

Schoenfeld estableix un paral-lelisme entre la tasca d’un entrenador en un esport qualsevol i
la d’'un professor que ensenya als seus alumnes la resolucié de problemes. En aquesta
tasca el professor s’ha de comportar de la mateixa forma que un entrenador que prepara a
un esportista. L’entrenador no només tracta d’ensenyar les técniques basiques o
procediments habituals propis de I'esport corresponent, sind que ajuda els esportistes a
saber prendre decisions intel-ligents durant la realitzaci6 de les proves. D’alguna manera, el
professor, com l'entrenador, ha de transmetre a I'alumne la necessitat que prevegi les
formes d’actuar que siguin més adients.

Schoenfeld també aporta idees sobre la necessitat de fer veure als alumnes la possibilitat
de resoldre un problema de multiples formes, o la proposicié de problemes que dins del
context en el qual s’expliquen els continguts matematics poden ser molt elementals, perd
que fora d’'aquests contextos poden resultar estimulants i instructius, aixi com que els
problemes llargs i tediosos poden ser també importants.

c) Organitzacié de la classe per a resoldre problemes

El lema del que parteix Schoenfeld és que els alumnes aprenen fent, no mirant. |, segons
aquesta idea, planteja les seves classes amb molt poca estona dedicat a introduccions
tedriques (al voltant d’'un 10%), un altre temps semblant, durant el qual els alumnes resolen
els problemes conjuntament amb el professor i la resta de la forma segtient:

e Discussio dels problemes resolts a casa

Si algun alumne ha resolt el problema a casa, el professor ha d’animar els alumnes que
facin dos tipus de preguntes: si és correcta o no la solucié proposta i per qué hem
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d’acceptar-la, i d’on ha sortit aquesta solucid, és a dir, qué és el que ha portat a aquest
alumne a resoldre el problema d’aquesta forma i per que?

e Treballar els nous problemes en grups petits

Quan els alumnes reben nous problemes es distribueixen en grups de quatre o cinc
alumnes i comencen les resolucions. Mentrestant, el professor va actuant com a assessor
amb el proposit no que els alumnes obtinguin les respostes correctes, sind que estiguin
actuant de forma raonable, és a dir, que siguin capagos de detallar qualsevol operacié que
estiguin fent, que puguin justificar el perqué d’aquesta operacié i que puguin dir el que faran
amb el resultat segons s’apropin a la solucié del problema.

Per a Schoenfeld, el treball en grups petits es justifica per I'oportunitat que tenen els
alumnes d’intervenir directament en el procés de resolucié del problema, sense haver
d’enfrontar-se amb el problema ja acabat. També, el resoldre els problemes en grups
provoca discussions sobre les diferents possibilitats, que no es produeixen en la resolucié
individual. Les propostes de diferents maneres d’enfocar les resolucions i el decidir sobre
elles enriqueix molt el procés de resolucié. Una altra rad dels avantatges del treball en grups
és que els déna confianca ja que permet veure les dificultats dels companys, contribuent a
superar la inseguretat que els alumnes mostren quan s’enfronten a la resolucié de
problemes.

En treballs posteriors, Schoenfeld (1987) explica que, des del comengament del procés
instructiu, informa als seus alumnes del dret que ell es reserva de fer-los les segients
preguntes: “que és (exactament) el que estas fent? (pots descriure-ho amb precisié?); per
qué ho estas fent? (com s’ajusta el que fas amb la solucié?); com t'ajuda? (qué faras amb el
resultat quan l'obtinguis?)” (pag. 206).

o Treballar la classe sencera sobre problemes tractats en els grups

Després que els alumnes han tingut I'oportunitat d’aprofundir en el problema proposat,
I'autor reuneix a la classe sencera per tal d’estudiar la resolucié pas a pas. Els alumnes fan
suggeriments i el professor actua com a moderador.

Després, Schoenfeld (1987) explicita molt més a la seva tercera técnica sobre
'ensenyament dels procediments metacognitius, en la qual explica: “quan la classe treballa
sencera, pren el paper de supervisor i d’orquestrador dels suggeriments dels alumnes. No
tracto de guiar els alumnes cap a les solucions correctes, basades en el meu coneixement
de les matematiques. Aixo és la tecnica estandard usada en els dialegs socratics —una
técnica de cert valor, pero no apropiada per als objectius que ens proposem-. Millor, la meva
tasca és ajudar els alumnes a fer el maxim dels que ells mateixos generen i ajudar-los a
reflexionar sobre com fer-ho” (pag. 201). Per tant, aquesta técnica va en la direccio
d’ensenyar als alumnes a reflexionar sobre els que ells proposen.

Els treballs de Schoenfeld sobre la resolucié de problemes sén multiples. Per exemple, al
seu llibre Mathematical problem solving, pel qual l'autor és més conegut, analitza els
components del coneixement i de la conducta dels alumnes quan resolen problemes de
matematiques, des de la consideracié dels coneixements de base dels alumnes, de les
estratégies de resolucié dels problemes, de la gestié i control del procés de resolucid, i del
sistema de creences i afectes de I'alumne, als quals, més tard (Schoenfeld,1992) incorpora
les practiques.

3.5. El model de Garofalo i Lester
Garofalo i Lester (1985), i Lester (1985) fan el seglient plantejament: si partim de la base

que les accions metacognitives son les forces que guien la resolucié de problemes, i davant
del fet que el model de Polya (1975) no les considera, és necessari proposar un model
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instructiu sobre la resolucié de problemes que abraci el model cognitiu de Polya, amb les
seves quatre fases (comprensid, planificacio, desenvolupament del pla i mirada cap enrere),
i les components metacognitives. Amb aquest raonament sorgeix el model cognitiu-
metacognitiu de Garofalo i Lester, que integra els components cognitiu i metacognitiu. El
cognitiu compren les mateixes quatre categories de I'activitat proposades per Polya, pero
anomenades d’'una altra forma per a ressaltar la interactivitat: orientacio, organitzacid,
execucio i verificacio. El metacognitiu guia les accions cognitives i considera les variables de
persona, de tasca i d’estratégia.

Les variables de persona abracen les creences de l'alumne i les seves caracteristiques
afectives, que influeixen en la seva actuacié (motivacid, ansietat, perseverancga, etc.), aixi
com la valoracié de l'alumne de la seva capacitat i limitacions respecte a una tasca
matematica concreta.

La consciencia que I'alumne té de les caracteristiques de la tasca poden influenciar la seva
actuacio en la resolucid dun problema. Les variables relacionades amb aquesta
conscienciacié formen part de les variables de tasca, que Garofalo i Lester classifiquen en
cinc sots-categories: contingut, context, estructura, sintaxi i proceés.

Les variables d’estratégia inclouen la consciéncia de I'alumne de les estratégies que i
ajuden en la comprensid, planificacid, execucio del pla i revisi6 i verificacid. Per exemple,
ser conscient del valor de la identificacié de les paraules claus de I'enunciat d’un problema,
el reconeixement de la utilitat de fer un dibuix o un esquema per a representar la informacio,
saber quan usar una determinada heuristica (treball cap enrere, problema equivalent, etc.), i
saber com i quan gestionar el procés de resolucio.

El model cognitiu-metacognitiu no només considera aquests components de forma aillada,
sin6 que inclou la seva interaccié, com una part essencial del mateix. Aixi, es poden establir
interaccions entre variables de persona i de tasca, que inclouen estimacions dels alumnes
sobre la dificultat i preferéncia d’un tipus de tasca o un altre; interaccions entre variables de
persona i estratégia, que consideren la familiaritat i confianga amb les estratégies
potencialment utils; interaccions entre variables d’estratégia i de tasca, com la
conscienciacié que un tipus concret de problemes poden ser resolts fent servir una
determinada estratégia, o que un problema d’enunciat llarg ha de ser llegit diverses
vegades. Com indiquen Garofalo i Lester, la interaccié de ‘“les tres variables del component
metacognitiu té un impacte directe sobre la conducta cognitiva” (pag. 64).

Garofalo i Lester tradueixen la interaccid entre el components cognitiu i metacognitiu,
responent a la pregunta: com, quan i fins a quin punt la metacognicié guia, dirigeix i regula
la resolucié del problema? La resposta que proposen és tot un seguit de reflexions i
suggeriments, que ells anomenen decisions metacognitives que relacionen les tres variables
del component metacognitiu amb les quatre fases del component cognitiu, algunes de les
quals mostrem a continuacio.

Pel que fa a la fase d'orientacio, les decisions metacognitives que proposen serien les
seguents: miro les paraules claus, elles em diran el que he de fer, els nombres d’aquest
problema sén massa grans, sembla un problema tipus, no sé el que fer per a resoldre
aquest problema, hi ha massa nombres, no és com els que he fet abans.

A la fase d’organitzacio: penso que el problema pregunta per..., puc resoldre el problema
trobant..., penso que hauria d’operar aquests nombres, no estic segur perd crec que el
meétode podria funcionar per aquest tipus de problema, no estic segur qué he de fer, primer
tractaré d’endevinar-ho, aquest és un problema tipus, el resoldré com els altres.

A la fase d’execucio: hauria d’anar més a poc a poc, aixd és complicat, hauria de seguir els
passos amb cura, aquest métode no funciona, provaré una altra cosa, necessito vocalitzar
el que estic fent per tal que aixd em guii pel bon cami, necessito escriure aquests passos.
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I, per ultim, a la fase de verificacié: no vaig ser curds, hauria d’haver corregit els meus
passos, no estic segur que aquest pla sigui apropiat, hauria de mirar-m’ho una altra vegada,
no estic segur que hagi entés el problema, ho tornaria a llegir un altre cop, la resposta
sembla massa gran, hauria de corregir el meu treball, pensava que era un problema tipus
perd no crec que ho sigui.

3.6. Elmodel de K. Stacey i S. Groves

Ja des del proleg, Stacey i Groves (1999) es plantegen la pregunta: com ensenyar a
resoldre problemes als alumnes de secundaria?, i comenten la necessitat de fer aquest
ensenyament de forma que no sigui rutinari, aixi com el paper fonamental que juga el
professor, que és I'encarregat de crear una “atmosfera de confianca i desafiament a la
vegada, d’ajudar els alumnes que estan bloquejats (sense donar-los les respostes), de
mostrar la utilitat d’algunes estratégies i la forma d’utilitzar-les” (pag. 11).

Stacey i Groves resumeixen el paper del professor en cinc funcions basiques: ajudar els
alumnes a acceptar els reptes, crear un ambient de confianga a la classe, permetre que els
alumnes desenvolupin les seves propies idees, proporcionar als alumnes un marc en el qual
puguin reflexionar (pensar, escriure i discutir) sobre els processos en els quals estan
immergits, i parlar als alumnes sobre aquests processos.

A més, les autores assenyalen els moments claus de I'ensenyament de la resolucié de
problemes, dient: “una de les tasques més dificils amb la qual el professor s’enfronta és
trobar el just equilibri entre dir als alumnes massa i deixar-los bloquejats molta estona. Es
contraproduent que els alumnes se sentin bloquejats, incapagos de moure’s, pero també ho
és el fet que una altra persona els resolgui el problema” (pag. 16). | continuen dient que el
més adient potser seria donar anims als alumnes, amb preguntes semblants a les seglents:
estas bloquejat?, no et preocupis, qué podries intentar?, o d’altres relacionades amb
suggeriments de canvis d’estratégies: has buscat alguna regularitat?, qué aconsegueixes si
trobes les diferéncies entre aquests nombres?, etc. En qualsevol cas, per desbloquejar-se,
els alumnes han de reconéixer que estan bloquejats i fer-se preguntes del tipus: quines
coses sé sobre el problema?, qué vull trobar?, qué puc usar que m’ajudi?, puc fer una
conjectura?, puc comprovar el que he trobar?

Els suggeriments que les autores consideren Uutils per a superar aquestes situacions de
bloqueig en les diferents fases de la resolucié d’un problema els resumim als seglents
apartats: a) en comengar, llegeix I'enunciat i tracta de comprendre’l bé, procura que els
alumnes es facin les preguntes: que sé sobre el problema?, i qué vull fer?, i que recorrin
sempre que estiguin bloquejats a la lectura de la pregunta de I'enunciat; b) escriu el que fas,
les autores donen especial importancia a I'escriptura del que es fa perqué escriure un pla
obliga a clarificar les idees. ¢) Treballa sistematicament, aquest habit et pot ajudar a saber
cap a on vas, i pot ajudar a respondre la pregunta qué puc usar que m’ajudi?, amb la
consideracié de diagrames, taules, etc.; d) usa alguna cosa que t'ajudi: material util (paper
apropiat, fitxes...), o alguna eina matematica que coneguis (grafics, algebra...), escrius el
que fas, etc. e) Si et sembla que has acabat (procés de verificacid), explica com I'has fet de
forma que un altre alumne pugui entendre les teves explicacions, revisa el que has fet i fes
un informe, comprova el teu treball, etc. A més d’explicar el que I'alumne ha fet és important
comminar-lo a explicar perqué I'ha fet. Al final de cada procés de resolucio, seria bo que
I'alumne sempre es plantegés la pregunta: qué passaria si...?, amb la idea de generalitzar el
problema que s’ha resolt.

L’experimentacié que Stacey i Groves porten a terme del seu model la fan assajant amb la
classe sencera, és a dir, els alumnes treballen individualment amb fitxes guiades de cada
problema, malgrat que les autores considerin que pot ajudar a la comprensié del problema
el fet que puguin treballar en grups de dos o tres alumnes.
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3.7. Els suggeriments d'O’Daffer i altres sobre I'ensenyament de la
resolucié de problemes

O’Daffer (1995) és coautor i editor d’un llibre format per tot un seguit d’articles de diferents
autors (el mateix O’Daffer, Nelson, Schaaf, Silver, Adams, Burns, Charles, Greens,
Immerzeel, entre d’altres), que tracten de respondre a la pregunta: qué podem fer a les
nostres classes per a ajudar els alumnes a ser millors resolutors de problemes?

En el seu cami d’ajudar I'alumne, consideren la resolucié de problemes com un procés que
requereix diferents fases: comprendre el problema, tractar les dades, planificar una solucid,
trobar la solucié i analitzar-la i avaluar-la.

El programa instruccional que proposen diferencia entre estratégies de resolucié de
problemes, associades amb els procediments heuristics com, per exemple, I'is del
raonament logic, fer una taula, I'is de raonament visual, trobar un model, fer una llista, fer o
usar un dibuix, resoldre un problema més senzill, etc., i les habilitats, més relacionades amb
la gesti6 del procés de resolucié i, per tant, amb les formes de fer suggeriments per tal que
'alumne aprengui a fer-se preguntes intermédies sobre el desenvolupament de I'esmentat
proceés.

El programa instruccional suggereix set objectius:

Usar habilitats de pensament en la resolucié de problemes,
Seleccionar i usar estratégies de resolucio de problemes,

Construir actituds i creences Uutils sobre la resolucioé de problemes,
Usar coneixements que tinguin a veure amb la resolucid,

Controlar i avaluar els seus pensaments i progrés durant la resolucio,
Resoldre problemes en situacions d’aprenentatge cooperatiu, i

e Trobar respostes correctes a una varietat de problemes.

Per tal d’aconseguir aquests objectius, els diferents autors mostren els seus suggeriments
en esquemes, agrupats en quatre seccions: desenvolupant estratégies de resolucié de
problemes, estenent les estrategies de resolucié de problemes, desenvolupant habilitats de
resolucié de problemes, i implementant un programa de resolucié de problemes. Per a
cadascuna d’aquestes seccions presenten, per una banda, un o diversos problemes que
il-lustren una estratégia de resolucié i, per altra, suggeriments sobre la forma d’ensenyar
sota diferents epigrafs: el clima de la classe, donar-lo a provar, desenvolupant habilitats de
resolucio de problemes, racé de problemes, etc.

A continuacié mostrem alguns dels suggeriments, la finalitat dels quals és aconseguir els
objectius referits anteriorment.

a) Desenvolupament d’habilitats sobre la resolucié de problemes
e Sobre la planificacié

Fer un poster amb totes les estratégies de resolucié de problemes (triar operacions, assaig
i error, fer un dibuix, fer una taula, etc.), i animar els alumnes a referir-se a elles quan facin
un pla per a resoldre el problema, amb preguntes com: pots suggerir algunes estratégies
que et puguin ajudar a resoldre el problema?. O, potser, després d’haver trobat la solucié
correcta a un problema, preguntar als alumnes sobre I'estratéegia que han usat, o fer-los
explicar la seva planificacié i solucidé, o mirar i discutir solucions alternatives amb preguntes
semblants a les seglents: has usat estratégies per a resoldre el problema?, quines?, qué
vas fer en primer lloc per a resoldre el problema?, pots descriure la solucié del problema?

o Sobre I'avaluacio de les seves respostes
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Ajudar els alumnes a avaluar la raonabilitat de les seves respostes, fent calculs mentals,
fent estimacions, etc. Per ajudar els alumnes a avaluar el problema que han resolt podem
assignar punts a la resposta: per exemple, 5 punts si estan molt segurs que la seva
resposta és correcta, 3 punts si estan quasi segurs que és correcta, i 1 punt si no estan
segurs. Per cada resposta correcta han de sumar els punts que s’havien assignat i per cada
resposta incorrecta, restar-los.

o Sobre I'ensenyament a llegir el problema

Podem trobar altres técniques semblants a O’Daffer (1995), entre les que ressaltem les que
tenen a veure amb la generacioé d’un nou problema a partir d’'un que ens donen. En aquest
sentit, és possible desenvolupar les habilitats dels alumnes relacionades amb la comprensié
si fem servir diferents estratégies: canviar el tema d’un problema, canviar els nombres d’un
problema, canviar una o més condicions del problema, intercanviar dades i resultats, etc. O
utilitzar problemes en els quals les dades siguin insuficients, o que n’hi hagi de sobres, o
amb dades alternatives, entre les quals els alumnes hagin de discutir per a seleccionar les
més adients, amb preguntes semblants a: com decideixes les dades que so6n necessaries
per a resoldre el problema?. O, potser, variar les fonts d’obtencié de les dades: dades dins
de I'enunciat, dades en grafics o taules, dades en fonts externes (referencies de llibres,
menu, ordinadors, etc.) o generar-les en experiments o activitats. De vegades, els alumnes
necessiten tocar i moure objectes concrets per a comprendre millor la situacié. En qualsevol
cas, el terme lectura significa molt més que la lectura fisica de les paraules de I'enunciat,
aixi els alumnes han de comprendre el problema, comprendre la pregunta, triar els fets
pertinents, reconéixer dades extres i reconéixer dades absents. En tots els casos a
O’Daffer podem trobar exemples d’enunciats de problemes sobre els quals els autors
proposen multiples preguntes per a analitzar la seva comprensid per part dels alumnes.
Moltes d’aquestes preguntes les hem fet servir com a models en la generacid de
suggeriments que proposem al capitol 5.

o Sobre I'aprenentatge a fer i respondre preguntes

Fer us continu de frases com les seguents ajuden l'alumne a desenvolupar les seves
habilitats de preguntar i respondre sobre les questions relacionades amb la resolucié d’'un
problema: em pregunto si...?, suposem que...?, com podriem trobar...?, és possible que...?,
com saps que..?, com has decidit...?, estas segur que...?, com va ocorrer...?, pots
descriure...?, qué penses sobre...?, etc. O, d’'una forma més concreta, animar els alumnes a
fer-se preguntes a partir de les dades del problema.

b) Ajudar els alumnes a sentir-se segurs sobre la seva habilitat per a resoldre problemes i
a desenvolupar actituds positives sobre la resolucié de problemes

Els autors fan tot un seguit de recomanacions i suggeriments per tal de motivar I'alumne i
desenvolupar actituds positives cap a la resolucié de problemes, algunes de les quals
resumim a continuacio.

e S’ha de donar temps als alumnes per a resoldre un problema. Aixi doncs, seria
convenient diferenciar entre fets o calculs en els quals la resposta ha de ser rapida i
resoldre un problema en el qual la resposta ha de prendre el seu temps.

o L’entusiasme del professor i la forma de recompensar als alumnes les seves accions
juga un paper fonamental en el desenvolupament de I'aprenentatge de la resolucio de
problemes a la classe. Per exemple, fan miracles els reconeixements no verbals o
comentaris especials que premiin la bona voluntat i el prendre riscos, o la perseveranca,
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o lautoconfianga (confiar en les nostres propies habilitats), o al pensament no
algorismic. Pero en cap cas el professor ha de resoldre el problema i no ha de rebutjar
les conjectures, sind perseguir-les.

o La motivacio i I'interés estan garantits si personalitzem els problemes usant els noms
dels alumnes, si fent servir coses que interessin els alumnes, si utilitzem dades del seu
interés (record Guinness, diaris, grups de rock, menjar, esports, etc.). O si piquem la
curiositat dels alumnes animant-los a preguntar-se coses relacionades amb el seu
entorn (quan de temps dura un boligraf, quan filferro caldria per a fer una capsa de clips,
etc.). En qualsevol cas, treballar amb problemes aplicats pot proporcionar un vehicle per
a integrar les matematiques i altres topics del curriculum Disminueix I'ansietat dels
alumnes en la resolucioé de problemes els fets de tenir paciéncia, d’acceptar les errades,
amb la idea que de vegades ajuden en la resolucio, i amb la idea que fer progressos cap
a la solucio6 és tenir éxit, etc.

o Buscar situacions que ajudin els alumnes a adquirir experiéncia com, per exemple,
identificar el que fan els adults quan resolen una situacié problematica. Concretament,
ajuda a millorar les técniques instruccionals el fet de tenir presents les necessitats dels
resolutors experts i no experts.

c) Resoldre problemes en situacions d’aprenentatge cooperatiu

O’Daffer (1995) suggereix formes d’agrupar els alumnes i normes de funcionaments de les
agrupacions perqué siguin més efectives al seu treball. Per exemple, considera que si es
treballa en parelles, la seva composicié ha de ser formada per un alumne d’habilitat alta i un
de mitjana, o un de mitjana amb un de baixa. S’ha de subministrar només un material per
parella (una calculadora, un llibre, un paper, etc.). Malgrat que Randall Souviney (O’Daffer,
1995) indica que és aconsellable que els grups de treball dels alumnes siguin de dos o
quatre components, ja que “Texperiencia ha mostrat que els grups de tres no treballen tan
bé” (pag. 39), O’Daffer, al llarg de la seva proposta, anima els alumnes a agrupar-se en
grups de tres o quatre, tot seguint tres normes basiques: que cada alumne estigui implicat a
la feina del seu grup, compartint i escoltant els altres membres del grup; ser o usar el grup
per a ajudar-se, é€s a dir, ajudar a qui pregunta i preguntar en el grup, i demanar l'ajut del
professor només quan el grup no sapiga resoldre el problema; i, per ultim, prendre decisions
en el grup i, per tant, arribar a consensos en les descripcions, analisis i respostes.

d) Que faig, professor?

Sota aquest titol O’Daffer fa recomanacions als professors sobre el que han de respondre i
preguntar en situacions en les quals l'alumne interactua amb I'ordinador per produir un
programa o resoldre un problema. L’autor fa suggeriments en diferents situacions: el que
han de respondre quan els alumnes pregunten sobre el primer que han de fer si les pistes
estan sobre la pantalla, quan els alumnes diuen que no saben quina tria faran sobre el
menu, qué fer quan els alumnes fan progressos bons o tenen dificultats, i quan pregunten
sobre la qualitat de les seves solucions.

3.8. La proposta metodologica de M. L. Callejo per a treballar la
resolucioé de problemes

Callejo (1994) es fa la pregunta: es pot ensenyar a resoldre problemes? Per a respondre-la

fa una proposta metodoldgica, que experimenta en un club matematic al qual assisteixen

alumnes amb certa motivacié per les matematiques, sent la seva finalitat només introduir els
alumnes en I'aprenentatge de la resolucio de problemes.
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Aquesta proposta metodoldgica consta de quatre punts:

1. Els problemes que proposa son de diferent grau de dificultat, sén facilment
particularitzables i generalitzables, i els continguts matematics involucrats en la seva
resolucio sén senzills per als alumnes que els resolen.

2. Es demana als alumnes que escriguin els seus processos de resolucid amb el
maxim detall possible.

3. Es demana als alumnes que reflexionin sobre els processos de resolucié préviament
enregistrats.

4. Es fan posades en comu i discussions conjuntes per tal que els alumnes tinguin
I'oportunitat d’expressar les seves idees, estratégies, raonaments, bloqueigs, etc.

Que els alumnes elaborin un protocol escrit sobre el procés de resolucié és una feina dificil
d’aconseguir si no és amb paciéncia i de forma que vegin els beneficis que comporta.
Callejo proposa als seus alumnes que resolguin el problema i, simultaniament, en una
columna al marge anotin “les idees que considerin importants en el decurs de la resolucio, el
que intentaven fer i el seu parer sobre tot plegat” (pag. 58). A poc a poc, va aconseguir
introduir un element de control en el procés de resolucié, facilitant, d’aquesta manera, la
reflexié posterior sobre el procés.

Per a facilitar aquesta reflexi6 sobre el procés, a més de realitzar els protocols escrits,
demana als alumnes, en entrevistes, que expliquin els processos i les seves percepcions, i
que facin posades en comu analitzant les idees i bloqueigs que havien tingut.
Concretament, demana sobre la soluci6 —has trobat la solucié del problema?-, la
comprovacié de la solucié —has verificat el plantejament, els raonaments, per a comprovar
que la teva solucié és correcta?...-, el cami —com ha estat el cami?, on et vas bloquejar?...-,
altres problemes semblants —saps ara resoldre el problema de manera més senzilla?..-, i els
seus sentiments —expressa quins han estat els teus sentiments en resoldre el problema-.

De vegades la resolucio es fa de forma individual, perod quan el treball es fa en grup, sempre
hi ha a cada grup (d’entre quatre i sis alumnes) un moderador i un secretari, amb unes
funcions que Callejo defineix sense ambiguitats, i amb unes pautes de treball en grup que
esquematitza clarament a I'annex 6 del seu llibre (pag. 275).

La proposta de Callejo dona especial importancia a la comunicacié d’idees, sigui en
posades en comu o en discussions dins de cada grup d’alumnes o entre grups. Ella facilita
aquesta comunicacié de la forma seglient: a) animant tots els alumnes a participar, sobre tot
els més passius, i evitant que es monopolitzi la paraula; b) impedint que es jutgin les idees
exposades, només esta permés demanar explicacions sobre les idees, demostracions o
propostes que es considerin no valides; c) evitant que s’abandonin idees, pel contrari es
tracta que se n’aprofundeixi; d) analitzant els bloqueigs que sorgeixen al llarg de la
resolucio; i e) demanant que es generalitzin les dades del problema o el resultat obtingut.

Callejo també comenta les dificultats que ha tingut per a l'aplicacié de la seva proposta
metodolodgica, classificant-les segons la naturalesa de les activitats proposades, la forma de
treball dels alumnes i la manera d’intervenir del professor. Comentem aquesta ultima, per la
repercussié que tindra al nostre treball d’identificacié de preguntes i suggeriments a fer als
alumnes al llarg del procés de resolucié.

L’estil del professor, que Callejo proposa dins del seu model instructiu, ha d’anar en la linia
de només guiar lactivitat de I'alumne. Aquest guiatge de les accions de l'alumne té
repercussions a tres nivells: el matematic, en el qual el professor ha de percebre les
diferents aproximacions dels alumnes al problema i ajudar-los en el cas que no siguin
adients; el didactic, en el qual el professor ha de decidir quan intervenir, quan proporcionar
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suggeriments, com desbloquejar, etc.; i el personal, en el qual, a base d’experiéncia, el
professor anira incrementant 'autoconfianca i la seguretat en els seus propis recursos.

A nivell d’intervencié del professor en el procés de resolucio dels alumnes, Callejo adapta la
proposta de De Guzman (1986) per a fer tot un seguit de suggeriments, orientacions,
preguntes o pautes d’actuacioé per tal d’ajudar I'alumne. Aquestes pautes, que resumim a
continuacio, estan ordenades segons la fase del procés de resolucié (pags. 273-274):

a) Familiaritzacié amb el problema:

Llegeix el problema a poc a poc, tracta de comprendre totes les paraules.
Diferencia les dades de les incognites, tracta de veure la relacié entre ambdues.
Intenta expressar el problema amb les teves paraules.

Si pots, fes un dibuix o un esquema de la situacio

b) Busca unes quantes estratégies per a solucionar el problema:

e Es semblant a altres problemes que ja coneixes?, com els resolies?, alguna idea et
podria ser Gtil?

e Imagina’t un problema més facil per comencar i aixi animar-te.

e Experimenta amb casos particulars, et donen alguna pista sobre la possible solucio?

¢ Pots ajudar-te d’un dibuix o d’una representacié grafica?

c) Selecciona una de les estratégies i treballa amb ella:

¢ No et donis per vencgut facilment
¢ No t'obsessionis amb aquesta estratégia. Si veus que no condueix a res, deixa-la.
e Sil'estratégia que has triat no va bé, selecciona una altra o una combinacio d’elles.

d) Reflexiona sobre el procés seguit:

e Com ha estat el cami?, on et vas bloquejar?, en quin moment i com vas sortir dels
bloqueigs?

¢ Quan has canviat de rumb?, aquests moments han estat encertats?

e Entens bé la teva solucié?

3.9. La proposta de L. Puig

De forma semblant a com fa LeBlanc (cf. Puig, 1996), que descriu un curs per a la formacio
de professors d’educacio primaria dividint-lo en quatre fases que van des de la consideracié
de 'alumne com un resolutor de problemes fins a un ultim moment en el qual se li demana
que faci la tasca de professor, Puig (1996) presenta el seu model d’ensenyament com un
component del seu model tedric local, del qual formen part, a més, els models de
competéncia formal, els models dels processos cognitius i els models dels processos de
comunicacio.

Aquest model d’ensenyament és una sequéncia d’instruccié organitzada en etapes, amb la
incorporacio dels nous estats dels alumnes corresponents a cada una d’elles, que els vam
permetent abordar les tasques que se’ls van proposant.

La seqléncia d’etapes i estats que proposa Puig és la seglent:

a) Resolutor
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En aquesta primera etapa es considera I'alumne com un resolutor d’'una forma semblant a
com ho fa a la categoria d’'osmosi descrita per Kilpatrick (1985);

b) Resolutor i observador de si mateix

L’alumne ha de considerar-se, a més de resolutor, observador dels seus processos de
resolucio, és a dir, resolutor conscient;

c) Resolutor i observador

En aquesta tercera etapa, I'alumne ha de continuar sent resolutor, perd ha d’incorporar
I'estat d’'observador d’altres alumnes i del mateix professor, que actua com un model;

d) Resolutor, observador i investigador

Aqui s’ensenyen les eines heuristiques i, per tant, ja no s’aprén per osmosi. Aixi doncs,
'estat del resolutor ja no és el d’'observador ingenu, siné organitzat, amb la qual cosa el
resolutor pot considerar-se com un investigador;

e) Observador, investigador i professor
S’abandona l'estat de resolutor i s’introdueix el de professor.

Per tal d’anar superant aquestes etapes i incorporant els nous estats, Puig proposa tasques
que, per si mateixes, en el cas de les tres primeres etapes i estats, van propiciant que els
mateixos alumnes assumeixin els estats d’observadors, sense I'accio explicita del professor.
Aquestes tasques inicials incideixen en la reiteracié i en la imitacid en I'is de destreses amb
potencial heuristic com el fet de ser sistematic, fer una taula i utilitzar una notacié adient.
Aquestes tasques son: ‘“resoldre un problema de diferents maneres, plantejar possibles
formes de solucié (sense desenvolupar-les), enunciar problemes (després de resoldre el
problema plantejat) que estiguin resolts en part o es tingui idea de la forma de resoldre’ls,
gracies a la resolucié del problema plantejat, variar sistematicament un problema, per a
generar altres, i descriure el procés de resolucié i no només la solucié” (pag. 61).

En considerar els estats de resolutor, observador i investigador, les tasques corresponents
serien: I'estudi sistematic de les eines heuristiques (consideracié d’'un cas, la divisio del
problema en parts, la reformulacid, la variacié parcial, 'examen de possibilitats, el pas al
contrarreciproc, la consideracié d’'una figura auxiliar i I'analogia aclarida) i métodes de
resolucié amb contingut heuristic i els espais de problema associats, aixi com usar les eines
heuristiques per a resoldre problemes, per a generar plans de resolucié, per a enunciar
problemes que estiguin resolts, en part, gracies a la resolucié del problema plantejat, i per a
descriure el procés de resolucié fent servir els elements teodrics pertinents.

La consideracio de l'estat del professor, dins de la cinquena etapa, va lligada a les
caracteristiques dels problemes proposats, i a la necessitat que els professors en formacié
puguin tenir una experiéncia semblant a la dels seus alumnes. Per tant, la dificultat dels
problemes a proposar als futurs professors ha de ser similar a la dificultat que tindrien per
als seus alumnes els que ells els proposarien. En qualsevol cas, les caracteristiques dels
problemes serien: no han de requerir grans coneixements per a ser abordats, no soén
passatemps, sind problemes amb continguts matematic, i tenen potencial heuristic.

Per a acabar, Puig afirma que I'actuacié del professor no pot ser uniforme, basant-se en la
diversitat de tasques a realitzar i en la naturalesa diversa dels elements del seu model de
competéncia, que engloba, entre d’altres, les destreses amb potencial heuristic, que no
tenen capacitat per a transformar el problema —per exemple, fer una taula-; els
suggeriments heuristics, que assenyalen la direccié de treball —per exemple, buscar un
problema relacionat-; les eines heuristiques, que sén procediments independents del
contingut del problema que el transformen en un altre; i el gestor instruit, relacionat amb els
elements de gestié del procés de resolucio introduits per Schoenfeld (1985b), i que té les
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funcions d’avaluacié de la familiaritat amb el problema i del nivell de dificultat, d’ds de
diferents aproximacions per a comprovar, del control de la direccié en I'execucié del pla, de
revisio, etc. Aixi doncs, segons Puig, el professor ha d’actuar com un suggeridor heuristic i
gestor instruit.

3.10. Propostes metodologiques sobre resolucid de problemes en el
context curricular

3.10.1. El projecte MAT7g9

Entre 1988 i 1992, el Projecte MAT7g9 (Abrantes, 1996) va desenvolupar un curriculum
experimental de matematiques per a alumnes d’entre 12 i 15 anys, centrat en la resolucié de
problemes, per tal de superar el tractament que fins aquell moment rebia la resolucié de
problemes de matematiques a les aules portugueses, és a dir, considerar que “els
problemes sorgien com aplicacions de coneixements o com formes d’introduir nous temes
pero, en qualsevol cas, desenvolupant el paper d’un senzill factor de motivacioé externa per a
l'estudi de continguts que constituien I'essencial dels programes” (pag. 8). Aixi, el Projecte
MATg9 va tractar de superar la proposta de problemes perfectament formulats en contextos
molt precisos, per a estendre-la als “processos que impliquen exploracié del context més
enlla del que explica I'enunciat, la creaci6 de formulacions alternatives o la interpretacio i
clarificacié de la que es proporciona” (pag. 9), emergent la idea de Borasi (cf. Abrantes,
1996) de situacié problematica. D’aquesta manera, la proposta d’Abrantes destaca “el
treball al voltant de situacions problematiques i processos com els d’experimentar,
conjecturar, matematitzar, provar, generalitzar i discutir” (pag. 7).

Malgrat que el curriculum va estar centrat en la resoluci6 de problemes, aixd no es va
traduir en la creacié d’una categoria de problemes, siné que la resolucié de problemes va
estar present en qualsevol activitat que es proposava als alumnes. Aixi, totes les activitats
eren propostes de treball per a animar els alumnes a explorar formes personals d’apropar-
se a la solucid, a descobrir i a crear les seves propies regles. D’aquesta manera, en la
proposta d’Abrantes “es pot dir que la resolucié de problemes va ser un context general
d’aprenentatge, estretament relacionat amb 'ambient de treball i amb la naturalesa de les
activitats propostes a I'alumnat” (pag. 10).

El fet de presentar el curriculum de matematiques en un ambient de resolucié de problemes,
fa que els processos d’explorar, de descobrir i de crear portin als alumnes a relacionar
situacions aparentment diferents com, per exemple, a associar processos de recompte en
contextos reals diversos; a conjecturar i argumentar i, per tant, a comengar a entendre el
gue és una demostracié en matematiques, etc.

A més, el Projecte MAT7g9 dona una importancia especial a dos aspectes que volem
ressaltar: per una banda a les relacions de les matematiques amb la realitat i, per l'altra, a la
rellevancia que hi tenen la reflexio i la comunicacio.

Com assenyala Abrantes, la relacié de les matematiques amb les situacions reals que
envolten I'alumne va estar molt present al llarg de tota I'experiéncia. Les activitats d’aquesta
mena comporten que sigui el propi alumne qui hagi de definir el problema a resoldre, partint
d’un objectiu inicial formulat en alguns casos de forma molt imprecisa i poc matematica, i de
planejar i dirigir el seu propi treball, prenent les decisions adients a la situacié plantejada, en
molts casos sobre aspectes matematics i no matematics. Aquestes situacions
problematiques reals involucren processos de resolucié de problemes i d’altres conceptes i
procediments relacionats amb continguts matematics concrets, siguin geometrics,
estadistics, etc.

Per altra banda, el foment en els alumnes de la realitzaci® d’informes escrits, de
presentacions orals i d’exposicions, com a eines que formen part de la resolucié de les
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activitats, van contribuir a desenvolupar els processos de reflexié i de comunicacio de les
activitats resoltes, com van tenir oportunitat de reconéixer els mateixos alumnes.

3.10.2. La proposta del NCTM

El tractament que la NCTM (2000) fa de I'ensenyament de la resolucié de problemes per als
alumnes de fins als 18 anys esta immers en una organitzacié curricular en la qual els
Estandards que descriuen objectius de contingut matematic a les arees de nombres i
operacions, algebra, geometria, mesura, i analisi de dades i probabilitat es combinen amb
els Estandards dirigits cap als processos de raonament i demostracidé, connexions,
comunicacio, representacié i els mateixos sobre resolucié de problemes.

Concretament, els programes sobre instruccié de la resolucié de problemes marquen els
quatre objectius fonamentals a aconseguir: construir nous coneixements matematics a
través de la resolucié de problemes, resoldre problemes que sorgeixen a les matematiques
o en d’altres contextos, aplicar i adaptar una varietat d’estratégies apropiades per a resoldre
problemes, i gestionar i reflexionar sobre els processos de la resolucié de problemes de
matematiques. Es ressalta, per tant, que l'aprenentatge es fa “sobre” i “a través” de la
resolucio de problemes.

Centrant-nos en la resolucié de problemes per als alumnes entre 12 i 18 anys, la NCTM
(2000) assenyala que “exit de la resoluci6 de problemes requereix coneixement de
continguts matematics, coneixement d’estrategies de resolucié de problemes, auto-control
efectiu, i una disposicié productiva a posar i resoldre problemes” (pag. 341). Aixi, els
professors poden contribuir a millorar I'ensenyament de la resolucié de problemes incidint
en els aspectes que resumim a continuacio.

¢ Han de planificar els problemes que resoldran els seus alumnes. Aquests problemes
han de donar I'oportunitat als alumnes d’aprendre continguts importants a través de les
seves exploracions i de practicar un ampli espectre d’estratégies heuristiques.

e Han de ser reflexius per tal de crear ambients en els quals els alumnes se sentin
comodes per a reflexionar sobre el seu treball, la qual cosa afavorira la introduccio de
nous suggeriments, d’observacions que provoquin noves conjectures i exploracions, i de
generalitzacions, la validesa de les quals pugui ser desconeguda pel professor.

o Els professors han de proposar problemes que puguin tenir respostes multiples, la qual
cosa afavorira les noves propostes de solucio, la discussio i la seva analisi.

o Els professors poden ajudar a motivar els alumnes animant-los a comunicar les seves
idees i a col-laborar amb els seus companys, instant-los a buscar noves solucions més
completes i a proposar problemes encoratjadors. També reconeixent les contribucions i
aportacions noves dels seus alumnes, fins i tot, com feia O’Daffer (1995), posant el nom
de I'alumne a I'aportacié que hagi fet.

o Els professors han de tenir presents les creences dels alumnes i actuar per tal de
modificar les disposicions negatives dels alumnes. Per exemple, han d’ajudar els
alumnes a comprendre i analitzar els problemes abans d’intentar buscar solucions, per
a, després, persistir en la recerca de les solucions.

e Com assenyala la NCTM, I'esséncia de la resolucio de problemes és saber qué fer quan
ens enfrontem a un problema no familiar. En aquestes situacions, els professors han
d’ajudar els seus alumnes a ser conscients de la seva activitat de resoldre problemes a
través de la modelitzacid, 'observacié i la realitzacié de preguntes. Aquests processos
afavoriran les discussions obertes i freqlients. Dins d’aquesta pressa de consciéncia de
l'activitat que fan els alumnes, els professors han d’animar-los a controlar i avaluar els
seus processos de resolucié. Els bons resolutors han de reconéixer el que saben i el que
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no saben, el que és bo i el que no ho és, per tal d’estalviar temps i energies.

e Igualment, els professors han d’ajudar els seus alumnes a ser sistematics i a trobar i
analitzar totes les possibilitats en la recerca de les solucions d’un problema.

e A través de la reflexié guiada, els alumnes poden identificar els continguts matematics
involucrats en la resolucié de cada problema, aprendre a generalitzar i a estendre
problemes, comprendre que la resolucié d’'un problema no s’acaba fins que no es mira
cap a enrere, es revisa i s'avalua tot el procés. També, aquesta reflexié guiada pot
ajudar els alumnes a establir conjectures i a examinar-les.

Potser la millor manera d’entendre 'ensenyament de la resolucié de problemes sigui, com
diu la NCTM, considerar aquest ensenyament, en si mateix, com una activitat de resolucié
de problemes.

Els problemes estratégicament triats i curosament seqienciats poden ser exemples del
doble paper que, per a la NCTM, ha de jugar la resolucié de problemes al curriculum de
matematiques, per una banda, com a vehicle d’aprenentatge de nous conceptes matematics
o en el desenvolupament i 'aprofundiment dels conceptes o idees que hagin sortit abans i,
per l'altra, com a activitat capa¢ de dotar els alumnes amb coneixements i eines que els
permetin formular, enfocar i resoldre problemes diferents dels que han estudiat. En aquest
sentit, la NCTM proposa el seguent problema per a aprofundir de formes diverses en les
idees de rad i proporcio:

“Un equip de beisbol guanya 48 dels seus 80 primers partits. Quants dels seus proxim 50
partits ha de guanyar 'equip per tal de mantenir la raé de guanyats a perduts?” (pag. 256).

O el seglient problema que proporciona als alumnes I'oportunitat de construir els continguts
matematics durant la seva resolucio, d’aprendre i practicar algunes estratégies heuristiques,
i a fer connexions entre diferents formes de pensar sobre el mateix contingut matematic.

“Quants rectangles hi ha en un tauler estandard d’escaig de 8x8? Comptar només els
rectangles (quadrats inclosos), els costats dels quals estiguin sobre les linies de la
quadricula” (pag. 335).

El professor pot aprofitar aquests tipus de problemes per discutir amb els seus alumnes la
necessitat de ser sistematics als primers intents de resoldre el problema. Molt aviat sorgeix
el fet de considerar I'estratégia heuristica provar amb un problema relacionat més senzill,
aixi com I'aprenentatge important per part dels alumnes que, de vegades, cal abandonar
aproximacions sobre les quals haviem treballat de valent.

Els professors han d'orientar els alumnes cap a la recerca sistematica de patrons,
I'establiment de conjectures i la proposta de demostracions, aixi com la recerca d’altres
formes diferents d’apropar-se a la solucio del problema com, per exemple, la que té a veure
amb un raonament combinatori, que proporciona als alumnes una revisié de les técniques
de comptar. Un cop revisat tot el procés de resolucio, el professor ha d’animar els alumnes
a formular possibles extensions interessants del problema original.

3.11. Entre la instruccio guiada i 'aprenentatge cooperatiu. Diferents
patrons interactius

Com assenyala Forman (1989), la instruccié entre iguals difereix de la instruccié professor-
alumne almenys en dos aspectes: el primer el podem considerar com un continuum a la
relacié de poder i coneixement entre les persones que interactuen, que va des d’una
interaccid de complementarietat, en la qual una de les persones fa de professor —té el poder
i el coneixement- i I'altra d’alumne, fins a una interaccio de reciprocitat, en la qual el poder i
el coneixement estan compartits i les persones es van tornant, fent d’instructors dels seus
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companys.

La segona diferéncia entre la instruccié professor-alumne i I'aprenentatge cooperatiu (0
instruccié entre iguals) és el grau en el qual els alumnes poden assumir la responsabilitat de
definir els objectius i les estratégies de les tasques a realitzar, que va des de I'assumpci6
completa, per part del professor, de les responsabilitats de definir la tasca a realitzar, en la
instruccié professor-alumne, fins al fet de compartir les responsabilitats d’establir objectius i
estratégies per part dels alumnes, en el treball cooperatiu.

En qualsevol cas, sigui com sigui el tipus d’instruccio, la reduccié i la retirada progressiva de
les ajudes del professor o dels seus companys permetran a I'alumne I'is independent
d’estratégies i la resolucié de nous problemes amb éxit (Pifarré i Sanuy, 2001).

De la mateixa forma que el professor ha d’actuar seguint unes normes preestablertes en la
instruccid guiada, com hem pogut observar en els models instructius que hem descrit en
aquest capitol, en la resolucié cooperativa de problemes, com diu Galtéon i Wiliamson (cf.
Mercer, 1997), “no és suficient donar als alumnes permis per a conversar, siné que perque
la cooperaci6 tingui exit hem d’ensenyar els alumnes com col-laborar perque d’aquesta
forma tinguin una idea clara del que se n’espera” (pag. 102). Quan Mercer (1997) explica el
s’espera que els alumnes aconsegueixin quan treballen plegats, es refereix a qué tinguin
I'oportunitat de fer servir activament el llenguatge en la resolucié de problemes i que quedin
alliberats de les obligacions del discurs dirigit pel professor. En aquest sentit, son molts els
autors (Webb, 1989, 1991; Yackel i altres, 1991; Stacey, 1992; Lambdin i altres, 1992; Kroll i
altres, 1992; Fernandez i altres, 1994; Callejo, 1994; Cobo i Fortuny, 2000; Aimeur i altres,
2000; etc.) que han investigat les relacions comunicatives entre alumnes que treballen en
grup resolent problemes, per construir més coneixements o per fer aquesta construccié més
significativa.

Com hem pogut observar al llarg d’aquest capitol, els models instructius que hem descrit
dels diferents investigadors combinen fases d’actuacions guiades pel professor amb
moments en els quals els alumnes interactuen cooperativament. En els paragrafs seglents
mostrem patrons d’interaccid —regularitats que es construeixen interactivament entre el
professor i els alumnes-, que diferents autors (Voigt, 1985 i 1994; Wood, 1994; Cobo, 1998;
i Godino i Llinares, 2000) descriuen. Aquests patrons apareixen sense que necessariament
siguin reconeguts pels participants i estableixen un procés de negociacié de significats
(Voigt, 1995). A més, en la practica diaria de cada professor és possible que molts es
produeixin de forma combinada.

a) Model extractiu

Aquest model, descrit per Voigt (1985), és en certa forma una combinacié de dues idees
aparentment contradictories: la idea d’extreure un cos nitid de coneixement matematic, i la
idea d’'una classe lliberal centrada en I'alumne (Voigt, 1994). En aquest model es diferencien
tres fases:

e En la primera, El professor proposa una tasca ambigua que no pot ser completament
resolta pels alumnes. Aquests treballen cooperativament per tal de fer intents de
solucionar el problema. Aquestes temptatives contribueixen almenys a facilitar la
comprensio del problema a resoldre. Els alumnes presenten diferents analisis, respostes
i solucions segons les seves competéncies, que el professor avalua amb qualificatius
com correcta, falsa, util, etc.

Podem dir que, en aquesta primera fase els alumnes interactuen lliurement en funcié de
les seves caracteristiques (cognitives, afectives...), i que aquesta interaccié es pot
produir de forma cooperativa, si cada alumne contribueix equitativament al procés de
resolucid, guiada, si un dels alumnes assumeix la responsabilitat de fer les aportacions
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més significatives, o potser en paral-lel, si els alumnes treballen agrupats perd cadascun
ho fa per la seva banda (Cobo i Fortuny, 2000).

o En la segona, el professor guia les propostes dels alumnes cap a una solucio definida i
extrau i ressalta coneixements implicits en aquesta solucié. Els alumnes s’esforcen en
seguir la forma de resolucié que marca el professor, o sigui I"”’oficialment” correcta.

En aquesta fase, el professor dirigeix el procés comunicatiu i marca implicitament o
explicita tant el procés de resolucioé del problema com les intervencions, els continguts
matematics de les quals I'interessen.

Les intervencions dels alumnes han de seguir pas a pas les propostes del professor.

o En latercera fase, el professor i els alumnes reflexionen i avaluen el que han obtingut,
és a dir, la tasca, la solucid, el procediment, etc.

Les normes socials que caracteritzen aquest model sén, per una banda, la llibertat d’accio
dels alumnes quan interactuen per a resoldre el problema proposat. En aquesta fase, poden
actuar amb autonomia, pel que fa a I'aptitud critica envers les explicacions dels seus
companys i les valoracions de la soluci6 que troben. |, per altra banda, la poca
espontaneitat de la classe, durant la qual el professor només ressalta aquells coneixements
que linteressen de les resolucions que ell guia. En aquest sentit es posa de manifest la
contraposicio d’'idees que explicavem al comengament d’aquest model.

La finalitat dltima de les normes que regeixen aquest model interactiu és la d’arribar a
obtenir una solucié del problema i extreure un cos nitid de coneixements. Es a dir, la
proposta i resolucié d’'un problema es converteix en una excusa per seleccionar i reflexionar
sobre els continguts matematics que interessen al professor.

b) Model de discussié (discursiu)

Com descriuen Godino i Llinares (2000), en aquest model interactiu la forma d’actuar del
professor i dels alumnes és, en certa forma, ciclica, en el sentit que:

o Els alumnes agrupats en petits grups resolen el problema proposat pel professor.
e El professor demana que informi un alumne.

e Un alumne de cada grup presenta i explica la solucié que han obtingut, mentre que el
professor fa observacions, preguntes addicionals, reformulacions, judicis o aportacions
noves a la proposta de I'alumne.

o El professor pregunta als alumnes sobre altres formes de solucionar el problema i altres
propostes de problemes que es poden obtenir de la primera, i

e Els alumnes comencen un altre cop a intentar proposar solucions.

Podriem caracteritzar el paper dels alumnes en aquest model interactiu per la plena llibertat
d’accié quan interactuen en grups petits per a resoldre el problema proposat, i en la seva
presentacio i exposicid a tota la classe. En ambdues situacions actuen amb autonomia. En
canvi, el paper del professor, a més de proposar problemes, és el de fomentar en els
alumnes I'aportacié de nous continguts matematics que facin el procés de resolucié dinamic
i progressiu. El professor ha d'ocupar el node central de la xarxa d’interaccions que
promouen el desenvolupament del coneixement matematic a la classe. També, ha de
fomentar [l'esperit critic dels alumnes, gestionar el coneixement que va sorgint
espontaniament en el decurs de la resolucid, i les reflexions que es produeixin, amb la idea
que cada alumne s’apropii del coneixement socialment generat.

Els alumnes saben que les discussions a la classe son obertes, que el professor fomenta
les aptituds critiques i que les valoracions, explicacions i argumentacions matematiques que
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es facin han de ser negociades i acceptades per tots. D’aquesta forma, la construccié de
significats es fa de manera compartida.

La finalitat ultima de les normes que regeixen aquest model no és, com es pot apreciar, la
d’arribar a obtenir una solucié del problema, sin6é que la solucié trobada és el punt de partida
per a tornar a reflexionar sobre els continguts matematics involucrats en la resolucié del
problema o que vagin sortint espontaniament.

c) Models de I'embus i de focalitzacio

En aquests models d’interaccié el professor i els alumnes actuen conjuntament per a
intentar crear noves oportunitats d’aprenentatge (Wood, 1994). Aixi, ambdues situacions es
caracteritzen per una primera fase comuna, en la qual el professor planteja un problema
amb dificultat als alumnes, sabent que aquests no seran capacos de resoldre’l. En la
segona fase, el model de focalitzacio es caracteritza pels intents, per part del professor, de
questionar l'actuacio dels alumnes, contribuint, d’aquesta manera, a focalitzar les seves
atencions en aspectes critics que els portin, primerament, a comprendre el problema i,
després, a mirar cap enrere per tal de trobar elements nous sobre els quals reflexionar i
discutir, que puguin contribuir a solucionar el problema.

En canvi, en el model de 'embus, la naturalesa del discurs que es produeix no porta als
alumnes a fer una construccio significativa de significats, quedant-se, només, en la creacio
de procediments tractats de forma superficial. Com indica Wood (1994), en aquest model
interactiu, moltes vegades el professor amaga el fet que la resposta d’'un alumne sigui
erronia, i li fa preguntes amb la idea que posi en lloc les seves propies estratégies de
pensament perqué s’adoni i rectifiqui.

Les interaccions que es produeixen en aquests models sén majoritariament del tipus
pregunta i resposta, en les quals el professor fa preguntes, introdueix informacié nova,
planteja simplificacions del problema original, tot amb la idea de focalitzar I'atencié en un o
diferents aspectes especifics del problema. En el cas del model de focalitzacié a aquesta
forma d’actuar del professor s’'uneix una actuacié oberta i participativa dels alumnes, que
contribueix a la creacié de noves oportunitats d’aprenentatge. En canvi, en el model de
'embus la participacié d’alumnes i professor degenera en un tractament superficial dels
continguts, potser per les caracteristiques dels alumnes o perqué les demandes del
professor no siguin adients.

d) Model afirmatiu

Segons Sierpinska (cf. Godino i Llinares, 2000), en aquest model el professor i els alumnes
treballen conjuntament en la resolucié d’'un problema de forma que:

o Els alumnes fan propostes, introdueixen aportacions o comentaris, generalment de
forma dubitativa, al llarg de la resolucio i

e EIl professor simplement valida i es conforma amb les aportacions introduides pels
alumnes, malgrat siguin fetes de forma dubitativa.

Malgrat que les validacions del professor poden significar, de bon comengament, un estimul
afectiu, la necessitat d’introduir justificacions i d’aprofundir en els continguts matematics es
deixa sota la responsabilitat dels alumnes, la qual cosa provoca un tractament superficial
dels conceptes i procediments que es tracten. Aixi doncs, en la mesura que aquesta
actuacié per part del professor sigui frequient, contribuira a qué els coneixements i les
construccions de significats per part dels alumnes siguin superficials i instrumentals.

En aquest model, el paper comunicatiu del professor es caracteritza per validar les
afirmacions i contribucions dels alumnes, sense introduir en el dialeg cap tipus d’incitacio a
la reflexio sobre els continguts matematics introduits. La poca implicacié del professor en les
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intervencions dels alumnes contribueix a una abséncia d’aptitud critica per part dels
alumnes. Aquesta abséncia és cada cop més accentuada envers les afirmacions que es fan
a la classe, les argumentacions que les justifiquen, i les valoracions de les solucions
trobades.

e) Model interrogatiu

El professor i els alumnes treballen conjuntament en la resolucié d’'un problema de forma
que els alumnes fan propostes, aportacions o comentaris, generalment de forma dubitativa,
al llarg de la resolucié i el professor no es conforma amb les aportacions introduides pels
alumnes i les posa en dubte (Godino i Llinares, 2000). D’aquesta manera, els alumnes han
d’aprofundir i justificar les seves contribucions, arribant a coneixements i comprensié de
significats bastant profunds.

En aquest model, el paper comunicatiu del professor es caracteritza per fer preguntes sobre
el contingut de les intervencions dels alumnes o, simplement, posar en dubte aquestes
intervencions. La finalitat d’aquesta actuacié és incitar als alumnes a continuar fent
aportacions noves o aprofundir en el significat del contingut de les que han fet. D’aquesta
manera, els alumnes assumeixen la responsabilitat de respondre a les preguntes del
professor i de continuar el dialeg. La classe sera més dinamica i progressiva si els alumnes
soén capacos de respondre a les exigencies del professor, aportant noves idees o modificant
les ja aportades, i el professor persisteix en el seu paper de no conformar-se amb les
respostes dels alumnes fins que comprenguin plenament les idees aportades. D’aquesta
manera, tots plegats contribuiran a crear més oportunitats d’aprenentatge pels alumnes
(Cobo i Fortuny, 2000).

El tipus de preguntes que fa el professor podran ser generals o podran dependre dels
continguts matematics involucrats en la resolucié del problema, per exemple: Estas segur?
Pots trobar exemples? Has dit que el radi val el doble que...? Com seria l'altura? O
simplement repetint de forma interrogativa les afirmacions que introdueixen els alumnes.

L’alumne saps que gairebé qualsevol aportacid, comentari o proposta que faci a la classe,
els seus companys o el mateix professor la posaran en dubte, amb la finalitat que s’esforci
en justificar-la i argumentar-la publicament, fins arribar a explicacions matematicament
correctes. Normalment les explicacions i argumentacions es consideren acceptables quan
el professor les accepta i abandona les seves demandes.

La funcid interrogativa del professor pot ser desenvolupada igualment per qualsevol
company de I'estudiant que fa les aportacions.

Normalment aquest model d’interaccié és més frequent en grups-classe de pocs alumnes i
molt interessats en aprendre.

f) Model expositiu

Godino i Llinares (2000) apunten la idea d’una forma tradicional d’interaccié professor-
alumnes, que la podriem caracteritzar de la forma seguent.

o El professor presenta formalment els aspectes tedrics del contingut matematic que esta
desenvolupant, aixi com els algoritmes que resolen els tipus de problemes associats a
aquest contingut. Posa exemples concrets sobre aquests problemes i explica com
s’aplica I'algoritme de forma més o menys mecanica. A continuacio proposa als alumnes
exemples semblants de problemes.

e Els alumnes resolen individualment els problemes pas a pas, sense gairebé cap
necessitat de reflexionar, només seguint I'algorisme “oficial”.
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e Per acabar, el mateix professor o un alumne resolt i explica publicament la resolucié
feta, que no ha de diferir de 'esquema inicial proposat pel professor.

La responsabilitat de la introduccié d’informacié nova i de la forma de presentar-la recau
totalment en el professor. Mentrestant, els alumnes resten atents a les explicacions del
professor i imiten la seva conducta quan resolen els problemes relacionats amb els
procediments que el professor acaba d’explicar. Per tant, el paper comunicatiu dels alumnes
és escoltar el que diu el professor, aplicar de forma repetitiva les seves explicacions,
respondre a les preguntes que de vegades fa el professor, perd de forma que les respostes
siguin les que aquest espera, i en els pocs casos que l'alumne faci alguna pregunta,
aquesta s’ha d’adaptar també a les expectatives del professor.

El professor procura mantenir el sentit de normalitat: bones formes, poc dialeg entre
alumnes, que escoltin sempre en silenci mentre parla el professor. A la classe hi ha
abséncia d’aptitud critica cap a les aportacions que es fan i les argumentacions que les
justifiquen, aixi com de les valoracions de les solucions trobades.

Les explicacions i argumentacions son considerades matematicament correctes en funcié
de les expectatives del professor i s’han d’adaptar a les explicacions prévies del professor.
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CAPITOL 4

IDENTIFICACIO DELS CONTINGUTS MATEMATICS DELS
PROBLEMES SELECCIONATS

4.1. Introduccio

Dins de la tematica propia de la resolucié de problemes, hem triat problemes en la resolucié
dels quals no estiguessin implicats diferents continguts matematics, per dues raons
principalment: perqué la tria diversificada dificultaria considerablement el programari que
volem fer per adaptar-lo a I'entorn informatic, i per un motiu més relacionat amb les noves
tendéncies en la investigacio en educacié matematica, com és la de seguir les indicacions
del International Group for the Psycology of Mathematics Education, que aconsella
‘investigar sobre qliestions de contingut especific relacionades amb processos
d’aprenentatge en el context de I'ensenyament de les matematiques” (Balacheff, 1990, pag.
136). D’acord amb aquestes idees, hem seleccionat tres problemes sobre calcul i
comparacio d’arees de figures planes que tenen dues caracteristiques que els fan adients
per a la seva implementacié en un tutor informatic com el que volem construir. Per una
banda, és possible abordar la seva resolucié de diferents formes i, per l'altra, so6n
susceptibles de ser resolts combinant components grafiques i deductives.

Altres raons per les quals hem considerat adients els temes geométrics dins de la resolucio
de problemes soén: la facilitat amb la qual aquests problemes poden adaptar-se al nivell dels
alumnes de diferents edats i coneixements, moltes vegades amb senzilles modificacions
d’enunciats; la facilitat de la geometria per aprofundir en els processos deductius, ja que
laplicatiu es centrara, principalment, en la validacidé i exigéncia de justificacid de les
diferents senténcies que vagi introduint 'alumne. També, els problemes geométrics faciliten
la utilitzacié de processos inductius, d’assaig i error, de visualitzacié, de simbolitzacié...

La comparaciéo d’arees té en la historia de les matematiques un lloc destacat, sobretot
abans de l'aparicié dels métodes infinitesimals per al calcul d’arees. Aixi, els matematics
grecs es van centrar molt més en la comparacio d’arees de figures planes senzilles que en
el calcul de cadascuna d’elles per separat, debut a qué el desenvolupament del concepte
d'area -associat al concepte de nombre- va quedar relegat pel problema dels
incommensurables.

La implementacié del tutor informatic que pretenem ens exigeix una identificacido en
profunditat de tots els continguts matematics involucrats en totes les possibles formes de
resoldre cada problema. Farem aquesta identificacié seguint el model de treball que té el
seu fonament en la construccié de I'espai basic del problema, definit com el conjunt de
possibilitats que té un resolutor expert de resoldre un problema (Cobo, 1998). La
importancia de la identificacié de continguts matematics involucrats en la resolucié de cada
problema es fara evident quan, al capitol 5, haguem de fer una relacié exhaustiva de totes
les possibles accions que un alumne pugui fer en la resoluci6 d’'un problema per tal
d’'implementar, en cada moment, els missatges que el tutor informatic li fara arribar.

Presentem tres problemes com a candidats a ser implementats en el tutor informatic, que
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hem anomenat: problema del paral-lelogram, problema de la malla quadrada i problema del
triangle. Han estat triats de forma que fossin adients per als nivells de segon cicle de 'ESO
i de Batxillerat, ni massa dificils perqué els alumnes els consideressin impossibles de
resoldre, ni massa facils perqué no fossin considerats veritables problemes.

4.2. Model d’'identificacio dels continguts matematics involucrats en la
resolucié d’'un problema de matematiques

L'esquema de treball que presentem a continuacié esta pensat per a identificar tots els
possibles continguts matematics involucrats en la resolucié d’un problema de matematiques
(Cobo, 1998). Seguint aquest esquema establirem, per una banda, els coneixements
minims necessaris que han de tenir els alumnes per a resoldre el problema i, per l'altra,
possibles modificacions de la presentacié del problema per a inclinar la seva resolucié cap a
un cami o un altre, i per a generar altres problemes per particularitzacioé o per generalitzacié
d’alguns dels continguts implicats en la resolucié del problema original.

L’esquema consta de tres fases, com es pot veure al quadre 4.2.1:

a) Partim d'un enunciat inicial del problema i identifiquem els continguts, sobre tot
conceptuals, que hi apareixen explicitament.

b) En una segona fase tractem de resoldre el problema de diferents formes, és dir,
identifiquem els possibles enfocaments que ens poden portar a una solucié completa del
problema (espai basic del problema). Amb aix0, aconseguirem delimitar tant les técniques
que s'utilitzen a I'execucié de cada linia de I'espai basic com els conceptes implicats en
cada una de les esmentades linies.

Identificacio dels
continguts
matematics que
apareixen a
I'enunciat
Enunciat / Possible modificacié de
inicial I’enunciat inicial,
canviant essencialment o
no els continguts
involucrats en la
resolucio
Construccio de Identificacio dels
'espai basic del [ continguts matematics
problema de cada linia de I'espai
basic

Quadre 4.2.1. Esquema per a identificar els continguts matematics involucrats en la
resolucié d’'un problema de matematiques.

c¢) Per ultim, en un intent de tornar cap enrere, podem modificar I'enunciat original —és a dir,
la presentacié del problema— sobre la base dels continguts identificats, per a inclinar, si
ens interessa, la resolucid del problema per un cami o un altre, o bé per a obtenir altres
problemes, sigui generalitzant o particularitzant alguns dels continguts identificats.

Aquesta fase d’adaptacio de I'enunciat del problema a les caracteristiques dels alumnes als
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quals va dirigida la proposta d’un tutor informatic és important per a obtenir problemes ni
massa facils ni massa dificils.

4.3. Problema del paral-lelogram

Si M és un punt qualsevol de la diagonal AC del paral-lelogram ABCD, quina relacié i ha
entre les arees dels triangles ratllats de la figura 4.3.17?

Figura 4.3.1

A I'enunciat d’aquest problema podem destacar dos aspectes. En primer lloc, la referéncia a
conceptes concrets i senzills —si pensem en el tipus d’alumnes que resoldran aquest
problema—, com sén el de paral-lelogram i diagonal d’un paral-lelogram i, en segon lloc, la
referéncia generica que es fa a la posicié del punt M —un punt qualsevol de la diagonal de
'esmentat paral-lelogram—, malgrat que per facilitar la comprensié de I'enunciat optem por
mostrar una posicio concreta del punt M a la figura 4.3.1.

La referencia que fem a I'enunciat del paral-lelogram concret ABCD de la figura 4.3.1 és una
opcié que comentarem al final d’aquest apartat.

La presentacio de forma genérica ens obliga a identificar i justificar la igualtat fent servir
procediments que siguin independents de la situacié del punt M sobre la diagonal.

4.3.1. ldentificacié dels continguts matematics implicats en la seva resolucio

Hem identificat quatre enfocaments diferents per a resoldre aquest problema (Cobo, 1996 i
1998). Tots poden implementar-se directament, com s’observa a I'espai basic del problema
del paral-lelogram (pag. 61), linies 1, 2, 3 i 4, o a través d’'un procés previ de consideracio
de casos particulars, limits o singulars que expliguem breument després d’analitzar cada un
dels enfocaments de 'espai basic.

o L’enfocament identificat a la linia 1 suposa la utilitzacié de la técnica d’equivaléncia per
complement, que porta implicita la descomposicio del paral-lelogram ABCD en quatre —
MFCG, EBFM, AEMI i IMGD (figura 4.3.2)— mitjancant dues rectes, r i s, paral-leles a
cada un dels costats del paral-lelogram i que passin pel punt M.

Figura 4.3.2

Basant-nos en el fet que la diagonal d’'un paral-lelogram el divideix en dos triangles
congruents (justificant-se aquest fet utilitzant criteris de congruéncia de triangles
recolzats en la igualtat de segments paral-lels compresos entre rectes paral-leles i en
les relacions dels angles que es formen en tallar rectes paral-leles per una secant),
tenim que:
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Area (AEM) + Area (EBM) + Area (BMF) + Area (FMC) = Area (AMI) + Area (IMD) +
Area (MGD) + Area (MCG);

com sabem que:
Area (AEM) = Area (AMI); Area (EBM) = Area (BMF); Area (IMD) = Area (MGD); Area
(MFC); Area (MCG),
podem concloure que:
Area (AEM) + Area (EBM) = Area (AMI) + Area (IMD)
o el que és igual:
Area (ABM) = Area (AMD).
o L’enfocament de la linia 2 redueix el problema del paral-lelogram a un altre equivalent
que consisteix a considerar el triangle ABD (figura 4.3.3), en el qual AH és una de les

seves mitjanes (ja qué les diagonals d'un paral-lelogram es tallen en el punt mig) i M
esta sobre AH.

La utilitzacié conjunta de les técniques d’aplicaci6 de férmules —per a justificar
I'equivaléncia dels triangles ABH i AHD, que tenen la mateixa base i la mateixa altura, i
la dels triangles MBH i MHD, per la mateixa ra6—, junt amb la d’equivaléncia per
complement ens permet deduir I'equivaléncia dels triangles ABM i AMD.

Figura 4.3.3

¢ |’enfocament que identifiquem a la linia 3 té a veure amb I'aplicacié directa de la férmula
de l'area del triangle, la qual cosa suposa identificar que els triangles ABM i AMD tenen
un costat comiu —AM— i que les altures (h1 i h2, figura 4.3.4) corresponents a aquest
costat —considerat com a base— soén iguals. La justificacié de la igualtat d’ambdues
altures es pot fer provant que els triangles ABC i ACD soén congruents.

N C L C
A B A B

Figura 4.3.4 Figura 4.3.5

e |’aplicacid de formules (linia 3) i la consideracid de la técnica d’equivaléncia per
complement (linia 1) produeixen un nou enfocament —linia 4— que es fonamenta en
I'equivaléncia dels triangles ABC i ACD (obtinguts per la divisid del paral-lelogram per
una de les seves diagonals, figura 4.3.5) i, en I'equivaléncia dels triangles MBC i MCD,
doncs tenen la mateixa base —MC— i la mateixa altura —h1 igual a h2—, amb la qual
cosa justifiquem I'equivaléncia dels triangles ABM i AMD.

e Si reduim el paral-lelogram a un quadrat —cas particular (figura 4.3.6)—, la forma de
raonar la igualtat dels triangles ABM i AMD ens pot servir per a implementar qualsevol
dels enfocaments (linies 1, 2, 3 i 4), excepte en el cas que el justifiquem de la seglent
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forma: base (costat AB) per altura (h1) partit per 2 igual a base (costat AD = AB) per
altura (h2 = h1) partit per 2, ja que aquesta forma no és generalitzable ni tan sols al cas
del rectangle.

El cas particular del rectangle (figura 4.3.7) és similar al del paral-lelogram ja qué per a
la seva resolucié es fan servir les mateixes técniques que hem seguit a les linies 1, 2, 3 i
4 del paral-lelogram.

D C
D C
ha handv
hi " |h
A B A B
Figura 4.3.6 Figura 4.3.7

La consideracié de casos particulars —quadrat i rectangle— de casos limit (si M esta en
A, les dues arees valen zero; si M esta en C, les dues arees també sén iguals perqué la
diagonal divideix al quadrat i al rectangle en dos triangles iguals) i de casos singulars (si
M esta en H —centre del parallelogram—, les arees sén iguals perque els quatre
triangles formats per les diagonals del quadrat o del rectangle ho sén) ens poden ajudar
a conjecturar sobre I'equivaléncia dels triangles ABM i AMD.

Una nova consideracio de casos particulars, limit i singulars sorgeix quan reduim el
problema del paral-lelogram a un altre d’equivalent (linia 2). En aquest cas, el fet de
considerar triangles equilaters, isosceles i variar el punt M al llarg de la mitjana AH, ens
pot ajudar a conjecturar i utilitzar determinades técniques (comparacié de bases i
altures, equivaléncia per complement...) per a identificar i justificar I'equivaléncia dels
triangles ABM i AMD.

A la taula 4.3.1 mostrem un resum dels continguts matematics implicats en la resolucié del
problema del paral-lelogram.

Un cop identificats els continguts matematics implicats en la resolucié d’aquest problema,
passem a presentar possibles modificacions que hem tingut en compte per triar 'enunciat
que finalment hem proposat.

Considerem diverses modificacions de I'enunciat, algunes d’elles van ser experimentades
amb diferents parelles d’alumnes, com per exemple:

e la de substituir el paral-lelogram per un rectangle. Aquesta presentacié ens semblava
que facilitava massa el tragat de paral-leles (i, per tant la descomposicié del rectangle) i
el de les altures dels triangles;

e la possibilitat de donar una presentacié purament verbal que fes referéncia tant a un
paral-lelogram qualsevol com un punt qualsevol M de la diagonal, sense utilitzacié de
cap grafic adjunt. Aquesta presentacio la descartem per la tendéncia de molts alumnes a
triar el punt M en un lloc concret —generalment al centre del paral-lelogram—, sense
que tinguessin la necessitat de generalitzar, després, a un punt qualsevol.

La presentacié per la qual hem optat va ser la d’'un paral-lelogram ABCD —del qual es va
incloure la seva presentacié grafica— i la tria de M en un lloc arbitrari, perd que no estigués
en una situacio limit (A o C) ni singular (centre del paral-lelogram) de la diagonal, i a més
amb la condicié que les altures sobre el costat AM (comu als dos triangles que es
comparaven) caigués fora de I'esmentat segment.
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CONTINGUTS IMPLICATS EN LA RESOLUCIO DEL
PROBLEMA DEL PARAL-LELOGRAM*

FETS || e Definicio i elements de figures (paral-lelogram, triangle,

CONCEPTES diagonal, mediana, altura, etc.).

Equivaléncia de triangles.

Congruéncia de triangles.

Criteris de congruéncia de triangles.

Férmula de I'area del triangle.

Les diagonals d’'un paral-lelogram es tallen en el seu punt

mig.

e |gualtat de segments paral-lels compresos entre rectes
paral-leles.

e Divisié d’'un paral-lelogram en dos triangles congruents,
per una de les seves diagonals.

¢ Relacions entre els angles determinats por rectes
paral-leles tallades per una secant.

PROCEDIMENTS Aplicacié de férmules.

Aplicacié de criteris de congruéncia.
Equivaléncia per complement.

Identificaci6 i representacié d’altures de triangles.
Descomposicio del paral-lelogram.

Reduccidé a un problema equivalent.

Recerca de casos particulars, limit i singulars.

* Incloem els continguts implicats en tots els enfocaments identificats.

Taula 4.3.1. Resum dels continguts matematics implicats en la resolucié del problema del
paral-lelogram
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ESPAI BASIC DEL PROBLEMA DEL PARAL-LELOGRAM
O o

&2

A1

Equivaléncia per complement Particularitzacio Per aplicacio de férmules

v v

Consideraci¢ de:

e Casos particulars A1=AM.h1/2
(quadrat, rectangle) —

e Casoslimit(MenAi A2=AM.h2/2
Men C) (Mateixa base, igual

e Casos singulars (M en altura)
H)

Problema equivalent

Descomposici6 del paral-lelogram en . o
dos triangles iguals Consideracié6 de:

o Casos particulars
(triangle equilater,
isosceles),

eCasos limit (M en

v H, MenA)
A1+B1=A2+B2;
B1=B2
A4

A1+A2'+B1+B4=A1"+A2"+B2+B3; A2+B2=A1+B1
B3=B4; B1=A2"; A1'=A1"; B2=A2" (mateixa base, igual
altura);
B2=B1 (mateixa
base, igual altura)
A2'=A2"
I A1=A2
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4.4. Problema de la malla quadrada

La zona ratllada de la figura té una unitat quadrada d'area. Calcula, en unitats quadrades,
I'area del triangle (figura 4.4.1).

Figura 4.4.1

4.4.1. ldentificacio dels continguts matematics implicats en la seva resolucié

En aquest problema de la malla quadrada assenyalem quatre enfocaments i identifiquem
els coneixements necessaris per al seu desenvolupament (Cobo, 1996):

El primer, que segueix la linia 1 -descomposicié del triangle-, (veure I'espai basic del
problema malla quadrada, pag. 65) reduiria la resolucié a la suma de les arees de dos
triangles en els quals es poden identificar les seves bases i altures mitjangant una
comparacioé amb els costats de la quadricula. Es pot argumentar que A (figura 4.4.2) és
el punt mig d'un segment unitat utilitzant el pendent d'un d'aquests costats, que es pot
mesurar en termes de quantes unitats puja o baixa per cada unitat que es desplaga cap
a l'esquerra o dreta. Amb aix0, les bases d'ambdds triangles mesuren 3.5 unitats.

Una variant d'aquesta descomposicio -linia 2-, que faria més facil el calcul de les arees,
exigiria una argumentacio basada en la igualtat dels triangles ratllats de la figura 4.4.2.

Figura 4.4.2
Per a implementar aquest enfocament, a més dels coneixements basics relacionats

amb els elements del triangle, caldria saber dibuixar I'altura corresponent a qualsevol
vértex d'un triangle i aspectes relacionats amb els casos d'igualtat de triangles.
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El segon, que segueix la linia 3 -superposicié de figures-, (veure pag. 65) esta basat en
la idea de considerar I'area del triangle donat com la resta de I'area del rectangle que
I'envolta (SR) -que es podria fer fins i tot comptant els quadrats o, si més no, com base

per altura- menys les arees dels tres triangles de les cantonades (S|, S| i Syj)), les bases

i les altures dels quals es determinarien tenint en compte que sén triangles rectangles i
els seus catets coincideixen exactament amb unitats senceres de I'entramat de punts
(figura 4.4.3).

Figura 4.4.3

Aquesta linia exigeix saber, a més de la forma tradicional de I'area d'un triangle, el fet
que dues altures d'un triangle rectangle coincideixen amb els seus catets.

El tercer, que segueix la linia 4 -identificacié d'angles i costats- (veure pag. 65), és un
enfocament algebraic ja que s'han de calcular els costats del triangle i, a partir d'ells, la
seva area, fent servir coneixements relacionats amb trigonometria o simplement
recordant la férmula d'Hero.

Aixi doncs, el desenvolupament d'aquesta linia passaria per I'aplicacié del teorema de
Pitagoras per al calcul dels costats i després pel coneixement de la formula d'Herd o de
qualsevol altra férmula deduida a partir de I'aplicacio dels teoremes dels sinus i cosinus.

El quart, que segueix la linia 5 -tria d'uns eixos de coordenades- (veure pag. 65), és un
enfocament tipic de la Geometria Analitica que té l'inconvenient inicial, per als alumnes
d'aquestes edats, que han de fixar els eixos de coordenades en relacio al triangle.

A l'espai basic del problema de la malla quadrada només reflectim una de les diverses
variants d'aquest enfocament analitic, que és el que calcula I'area del triangle a partir de
la base i l'altura expressades com distancies entre punts i punt i recta respectivament. El
coneixement del calcul de determinants reduiria sensiblement els calculs de distancies
que hem esmentat abans, ja que n'hi hauria prou amb aplicar la féormula de I'area del
triangle en funcié de les coordenades dels seus vértexs, és a dir:

1 I x;
Area del triangle = > 1 x, vy,
I x5 y;3

Els alumnes hauran d'estar familiaritzats amb la fixacié d'eixos de coordenades quan no
se'ls donen i saber I'expressié de les distancies entre dos punts i entre punt i recta per
tal de poder aplicar la formula tradicional de I'area d'un triangle, o bé, tenir coneixements
relacionats amb el desenvolupament de determinants d'ordre 3 i, a més, saber la
férmula de I'area del triangle en funcié de les coordenades dels seus vertexs.
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CONTINGUTS IMPLICATS EN LA RESOLUCIO DEL
PROBLEMA DE LA MALLA QUADRADA*

FETS |
CONCEPTES

Definicio i elements de figures (quadrat, triangle,
triangle rectangle, altura, etc.).

Equivaléncia de triangles.

Diferents formules de I'area del triangle, d’un quadrat,
d’'un rectangle.

PROCEDIMENTS

Aplicacio de férmules d’arees.

Aplicaci6 de criteris d’equivaléncia.

Identificaci6 i representacié d’altures de triangles.
Calcul d’angles i costats

Descomposicio d’un triangle i d’'un rectangle.
Aplicacio del T. de Pitagoras

Tria d’eixos de coordenades

Aplicacié de teoremes trigonométrics

* Incloem els continguts implicats en tots els enfocaments identificats.

Taula 4.4.1: Continguts matematics implicats en la resolucié del problema de la malla

quadrada
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ESPAI BASIC DEL PROBLEMA DE LA MALLA QUADRADA

Triangle de la figura.

quadrada)

(Quadrat ratllat té una unitat

Supergosicio de

Tria d’'uns eixos

L . Identificacio
D'escomposmo del figures d'angles | costats de coordenades
triangle
3 f
- L] S SR
B
. & SII .
* A
* a
. * * b
3
. . . I SHI

Calculs de les
arees dels dos

Calculs de les arees Calculs de les

arees
triangles
\
S=S,+ S,
S= SR - S| -
v
S= S1 + Sz

Aplicacié de la
féormula d’Heré

Identificacié de

Cogf;fsl"(zslfgzm les coordenades
T. Pitagores) dels punts
a=17;
b=-/10;
c=-/15 v
A=(2,3);
B=(0.4);
C=(1,0)

Calcul d’angles
(T. cosinus)

Aplicacié d’altres
férmules de l'area

v

Area del triangle = 3.5 unitats quadrades
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4.5. Problema del triangle

ABC és un triangle qualsevol i D un punt del costat AB que el divideix en dos segments que
estan en proporcié 2 a 1 (figura 4.5.1). Si DE i DF sén segments paral-lels als costats AC i
BC, respectivament, quina relacié hi ha entre les arees dels triangles DBE i FEC?

C

A D B
Figura 4.5.1

4.5.1. Identificacié dels continguts matematics implicats en la seva resolucio

L’enunciat es presenta de forma verbal amb una figura adjunta, que té la finalitat d’afavorir
la seva comprensio. A més a més de conceptes com el de triangle, paral-lelisme, area d’un
triangle, etc., a 'esmentat enunciat apareix un terme com és el de proporcio, d’us frequent
en la comparacié d’'arees, que en els problemes anteriors no sortia explicitament i que els
alumnes han d’interpretar per comencar la resolucio.

L’enfocament que hem identificat de la forma: aplicacioé del Teorema de Tales (linia 1 de
I'espai basic del problema del triangle, pag. 69) es fonamenta a I'esmentat teorema, que
es pot aplicar precisament perqué, segons I'enunciat, DE i AC son paral-leles i ens

CE
donen la proporcio: gng amb la qual cosa la rao B és la mateixa (figura 4.5.1).

Aquest coneixement ens porta a comparar les arees dels triangles DBE i FEC per
aplicacié de la férmula de I'area del triangle i comparacio dels seus elements.

Aixi:  Area (DBE) = %-hl . Area (FEC) = ECA2

, la relacié entre CE i EB ens la

dona el Teorema de Tales i només s’ha d’identificar la igualtat de h1 i h2 (figura 4.5.2)
—altures sobre les bases EB i CE, respectivament— perqué sén perpendiculars a dues
rectes paral-leles —FD i CB—.

C
hz
?\ :
hl
A |

Figura 4.5.2

=

Aixi doncs, el coneixement del Teorema de Tales i la seva aplicacio, la férmula de I'area
del triangle i la identificacid6 de la igualtat de les altures dels dos triangles soén
imprescindibles per al desenvolupament d’aquest enfocament.
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L’enfocament que segueix la linia 2 (veure espai basic del problema del triangle, pag.
69), malgrat 'hem derivat de l'aplicaci6 del Teorema de Tales, perque exigeix
implicitament I'aplicacié de 'esmentat teorema, és a dir, si CA i DE son paral-lels i AD
és dues vegades DB, tracant paral-leles a CA (o DE) por D’ —que divideix al segment
AD en dos iguals— obtenim E’ sobre CE. Si tracem per E i E’ paral-leles a AB obtenim F’
i F, respectivament. Aixi procedim fins a descompondre el triangle ABC en 9 triangles
congruents al DBE (figura 4.5.3).

A B L E

Figura 4.5.3

El paral-lelogram FDEC (figura 4.5.3) conté 4 triangles DBE. La diagonal FE el divideix
en dos triangles congruents, per tant cadascun dels quals conté dues vegades al DBE.

El desenvolupament d’aquest enfocament, tot i que no explicitament, suposa I'aplicacio
del teorema de Tales, I'aplicacié de criteris de congruéncia de triangles per a justificar la
igualtat dels 9 que composen I'ABC, aixi com la de FDE i FEC obtinguts en dividir el
paral-lelogram FDEC per la diagonal FE.

La linia 3 (veure espai basic del problema del triangle, pag. 69), que exigeix la
identificacié préevia dels quatre triangles en qué queda dividit 'ABC (figura 4.5.4) seguint
les indicacions de I'enunciat, té el seu fonament en el fet que els triangles ABC, ADF i
DBE son semblants, i en l'aplicacié de la relacié que hi ha entre la radé de les arees de
dues figures semblants i el quadrat de la raé de dos elements homolegs de les
esmentades figures.

Aquesta relacié ens permet establir les relacions:
Area (ABC) = 9.Area (DBE) i Area (FAD) = 4. Area (DBE),

C

A D B
Figura 4.5.4

Amb la qual cosa, tindrem que:

Area (FDEC) = (9-4-1).Area (DBE).
I, per tant,

Area(FEC) = 2.Area (DBE).

El desenvolupament d’aquest enfocament exigeix, per tant, la identificacié dels quatre
triangles en els quals queda descompost 'ABC en seguir els passos de I'enunciat; el
coneixement del concepte de semblancga i dels criteris de semblanga de triangles i la
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seva aplicacid; el coneixement de la relacié entre la raé de dues figures semblants i la
de dos dels seus elements homolegs i, per ultim, l'aplicacid6 de I'equivaléncia per

complement.

e Si reduim el triangle ABC a un triangle equilater, a un triangle rectangle, o proposem
d’altres proporcions entre les longituds dels costats, la forma de raonar es redueix a les
linies 1 i 3 de I'espai basic del problema. Amb la particularitat que després hem de
generalitzar els procediments que utilitzem.

CONTINGUTS IMPLICATS EN LA RESOLUCIO DEL
PROBLEMA DEL TRIANGLE*

FETS | CONCEPTES

Figures geométriques (triangle, paral-lelogram, etc.) i els
seus elements (paral-lelisme, diagonal, etc.).
Congruéncia de triangles.

Semblancga de triangles.

Criteris de congruéncia de triangles.

Criteris de semblanca de triangles.

Relacions entre els angles determinats per rectes
paral-leles tallades per una secant.

Igualtat de segments paral-leles perpendiculars a dues
rectes paral-leles i compresos entre elles.

Teorema de Tales.

Formula de I'area del triangle.

Relaci6 entre la rad de les arees de dues figures
semblants i la rad de semblanca.

Concepte de proporcio.

PROCEDIMENTS

Aplicacié del Teorema de Tales.

Identificacié i representacio de les altures d’un triangle.
Aplicacié de la relacio entre la rad de les arees de dues
figures semblants i la raé de semblanca.
Aplicacié de criteris de semblanga de triangles.
Equivaléncia per complement.

Utilitzacié de malles triangulars (descomposicié d’un
triangle entre altres que es prenen per unitat).

Recerca de casos particulars.

* Incloem els continguts implicats en tots els enfocaments identificats.

Taula 4.5.1. Resum dels continguts matematics implicats en la resolucié del problema del

triangle

68



Identificacié de continguts Capitol 4

ESPAI BASIC DEL PROBLEMA DEL TRIANGLE

Aplicacié del Teorema de Particularitzacio Identificacié de triangles

Tales l

Casos particulars:

e Triangle
equilater;

e Triangle
rectangle;

e Altres
proporcions entre
els costats

AD_CE _AF_3
DB EB FC I

| Aplicacio de la relacio area/ra¢ de
semblanga
Aplicacio de férmules

Malles triangulars

c
F E
A D E
v
EB.hl
Ar=— A2=4.A1;
At=9.A1;
Ay = CEzh?_ A3+A4=4.A1; A3=A4
Identificacio i
representacio
d’altures
h 4
A3=2.A1

69



Capitol 4 Identificacié dels continguts

Vam considerar dues modificacions del problema que finalment no vam proposar. Per una
. - ‘. a
part, vam pensar en la possibilitat de donar una proporcié genérica —per exemple ;—

entre els segments AD i DB, la qual cosa complica en excés la resolucio. Per altra, la
substituciéo de la comparacié de les arees dels dos triangles —DBE i FEC— per la del
triangle DBE amb la del paral-lelogram FDEC, no suposa modificacié alguna per a la seva
resolucié a efectes d'utilitzacié de conceptes i procediments. Al final vam decidir fer una
presentacié amb una mica més de complicacié a I'enunciat. En tots els casos la presentacio
amb una figura afegida és imprescindible.
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CAPITOL 5

RECONEIXEMENT D’ACCIONS | IDENTIFICACIO DE MISSATGES
EN LA RESOLUCIO DELS PROBLEMES DEL PARAL-LELOGRAM,
DE LA MALLA QUADRADA | DEL TRIANGLE

5.1. Introducci6

En aquest capitol hem elaborat, per cada problema, tot un sistema de missatges (ajudes,
suggeriments, indicacions generals) per ajudar els alumnes en les diferents fases de la
resolucio del problema. Per simplificar, hem considerat que dividim el procés de resolucio de
cada problema en tres fases: familiaritzacio, planificacié/execucio i verificacié. Associada a
cadascuna d’aquestes fases de la resolucid d’'un problema hem identificat missatges
diferenciats en tres nivells o categories, segons siguin les referéncies explicites que facin als
diferents continguts matematics:

e Nivell 0: Missatges generals que no inclouen continguts matematics implicats en la
resolucié del problema

¢ Nivell 1: Missatges que només contenen el nom dels continguts matematics involucrats

o Nivell 2: Missatges que contenen informacions sobre aquests continguts matematics.

Els missatges han estat elaborats amb la idea que, als nivells 0 i 1, fossin indicacions o
suggeriments generals que permetin a cada alumne trobar la solucié del problema sense
que tingui la sensacié que se l'ajuda massa. Els del nivell 2 sén ajudes una mica meés
concretes, perd hem procurat no dir mai a 'alumne que el problema I'hagi de resoldre de tal
o qual forma, malgrat que, com hem comentat al capitol 3, de vegades és dificil ajudar
'alumne sense donar-li massa informacié.

Es normal que els missatges de les fases de familiaritzacié i verificacié de cada problema
siguin molt semblants. Poden diferenciar-se en les referéncies concretes a continguts
matematics, sobretot als nivells 1 2.

Hem utilitzat aquest conjunt de missatges per a cada problema que mostrem en aquest
capitol per tal de seleccionar i d’'implementar els que pot llencar el tutor informatic en cada
moment del procés de resolucio, d’acord amb el que hem cregut oportl després de les
discussions pertinents a l'equip de recerca que assessora la implementaciéo del tutor
informatic.

Aixi doncs, un cop identificades i analitzades les possibles accions que I'alumne pugui fer,
d’acord amb I'analisi dels continguts matematics de cada problema fetes al capitol 4, hem
seleccionat els missatges que hem considerats més adients en cada moment del procés de
resolucié de cada problema, sempre tenint en compte els punts claus per a implementar el
sistema de missatges: el sistema fara sortir un nou missatge per cada tres accions de
'alumne no reconegudes pel sistema; en cada moment de la resolucié I'alumne podra
demanar un missatge d’ajuda; i, depenent de les fases de la resolucié en les que es trobi
l'alumne, els missatges sortiran o no de forma aleatdéria d’entre un conjunt préviament
establert. A més, 'alumne ha de fer un 30% de les accions reconegudes per tal que el
sistema validi el resultat final.
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5.2. Relacié de missatges corresponents a la resolucio del problema
del paral-lelogram

Podem trobar I'enunciat del problema del paral-lelogram a 'apartat 4.3 (pag. 57).

A) Familiaritzacié
Nivell 0

PAO1: Tracta de comprendre bé les condicions del problema.

PAO2: ldentifica I'objectiu del problema.

PAO3: Intenta comprendre totes les paraules de I'enunciat.

PAO4: Torna a llegir a poc a poc I'enunciat del problema.

PAO5: Expressa I'enunciat d’'una altra manera.

PAO06: Recorda tots els conceptes matematics que hi ha a I'enunciat o a la figura i
intenta definir-los amb les teves propies paraules. Si no els tens clars mira el
glossari.

PAO7: Els conceptes associats a I'enunciat o a la figura et suggereixen alguna
informaci6 nova?

PAOQ8: Tracta d’organitzar la informacié que tens.

PAQ09: Esborra la representacio grafica que has carregat i intenta fer-ne una de nova
sense fixar-te en I'anterior.

PAO010:Pren nota de tot el vas fent durant la resolucié que has comencat.

PAO11:Pots carregar una construccié de la figura de I'enunciat prement el boto ‘carregar
figura’.

Nivell 1

PA11: Recorda el que és un paral-lelogram.

PA12: Intenta explicar el que és la diagonal d’un paral-lelogram.

PA13: Mira de recordar el nombre d’altures que té un triangle i la forma de dibuixar-les
(Dibuixa un triangle qualsevol i traca les seves altures).

PA14: Pensa sobre si saber la formula de I'area d'un triangle et pot ajudar o no a
resoldre aquest problema.

PA15: Reflexiona sobre a quin punt de la diagonal hauria de ser el punt M segons
'enunciat del problema.

PA16: Segur que te’'n recordes com son els segments paral-lels compresos entre
paral-leles.

PA17: Consulta en algun llibre de matematiques, en una enciclopédia o en el glossari el
concepte de triangles equivalents.

PA18: Recorda les propietats de les diagonals d’'un paral-lelogram.

Nivell 2

PA21: Un paral-lelogram té els costats paral-lels dos a dos.

PA22: La diagonal d’'un paral-lelogram el divideix en dos triangles de la mateixa area
(equivalents).

PA23: Un triangle té tres altures.

PA24: Cada altura d’'un triangle és perpendicular a cadascun dels seus costats i a més
ha de passar pel vértex oposat.

PA25: Reflexiona sobre el seglient aspecte: per a resoldre aquest problema, el
raonament que has de fer ha de ser independent de la posicié on es trobi el punt
M.

PA26: Les diagonals d’un paral-lelogram es tallen al seu punt mig.

PA27: Pren nota de tot el que vas fent durant la resolucié que has comencat.

72



Reconeixement d’accions i identificacié de missatges Capitol 5

B) Planificacio/execucio
Nivell 0

PBO1:

PBO2:
PBO3:
PBO4:
PBOS:
PBO6:
PBO7:
PBO8:
PB09:
PB10:
PB11:

PB12:

Nivell

PB11:
PB12:

PB13:
PB14:
PB15:
PB16:
PB17:

PB18:
PB19:

Pensa sobre el fet que M pugui estar en qualsevol punt de la diagonal, aixd et
suggereix alguna cosa?

Pensa en un problema equivalent.

Mira d’imaginar-te un problema més senzill o un cas particular d’aquest problema.
Pensa en alguna conjectura. Tracta de justificar-la.

Intenta construir altres figures o altres rectes.

Busca problemes o situacions analogues a les d’aquest problema.

Si es pot, utilitza simetries.

Potser necessitis alguna mena de representacié simbolica.

Experimenta.

Tracta de dividir el problema en dos (crear dos problemes diferents).

Si ja tens un pla o has establert una conjectura busca relacions entre els
elements de la figura. Analitza aquestes relacions.

Mira’t la figura i tracta de conjecturar una relacio entre les arees dels triangles que
es comparen. Pensa que després has de justificar aquesta conjectura.

1

Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en triangles.
Reflexiona sobre el que et suggereixen les possibles descomposicions del
paral-lelogram en triangles.
Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar.
Tracta de trobar també relacions entre les altures dels triangles les arees dels
quals vols comparar.
Pensa en tracgar paral-leles.
Identifica els triangles nous que s'han format en descompondre el paral-lelogram.
Imagina com compararies les arees dels nous triangles que s'han format, en
descompondre el paral-lelogram.
Pots situar el punt M en una altra posicié diferent de la diagonal.
Si et sembla pots tracar les altures dels triangles AMD i ABM i reflexiona sobre
aquestes preguntes:

Quina base del triangle agafaries?

Amb quina altura et quedaries?

Nivell 2

PB21

PB22:

PB23:

PB24:

PB25:

Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en triangles, per
exemple, tracant paral-leles que passin pel punt M.

Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre primer el problema que resulta de
situar el punt M a la posicié del vértex A. Pensa qué faries després per a resoldre
el problema que tens plantejat.

Pots agafar com a bases dels triangles que es comparen el costat comu AM. En
aquest cas, Dibuixa les altures i pensa la relacié que haura entre les altures
corresponents a aquest costat.

Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et donen
en lloc d’'un paral-lelogram un quadrat o un rectangle. Pots aplicar els mateixos
procediments per a resoldre el problema del paral-lelogram?

Si has substituit el paral-lelogram per un quadrat o un rectangle, imagina la
manera de calcular les arees dels triangles que et demanen. Si ja les tens
calculades pensa de quina forma aquest procediment et serviria per a resoldre el
problema inicial.
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PB26:

PB27:

PB28:

Si ja has comparat les arees en el cas particular que el paral-lelogram sigui un
quadrat, pensa de quina forma aquest procediment et serviria per a resoldre el
problema inicial.

Pots situar el punt M en una altra posicio diferent del de la diagonal, per exemple
a la posicié de C. Pensa qué faries després per a resoldre el problema que tens
plantejat.

Si tracem una de les mitjanes d'un triangle, compara les arees dels dos triangles
que es formen. Aixo et suggereix alguna cosa?

C) Verificacié
Nivell 0

PCO1:
PCO2:
PCO03:
PCO04:

PCO5:
PCO06:

PCO7:

PCO08:

PCO9:

Mira de comprovar el resultat que has obtingut. Pensa en alguna forma de fer-ho.
Pensa si aquest resultat €s coherent amb les condicions inicials del problema.
Tens confianga en el resultat que has obtingut? | en la solucié obtinguda?
Reflexiona sobre la possibilitat de revisar la solucié que has obtingut. Pensa com
faries aquesta revisio.
Reflexiona com van sorgir les idees correctes que et van apropar a la soluci6.
Recorda quins van ser els punts que van canviar el rumb de la resolucié i sobre
les causes que els van originar.
Reflexiona sobre aquestes preguntes:

Al llarg de la resolucio, has proposat varies estrategies?

Les has examinat totes?

Et sembla que has desenvolupat la o les més adients?
Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la
resolucio del problema i recupera el que et sembli valuds del que has fet.
Tracta d’identificar les teves possibles errades.

PC010: Repassa la construccioé de la figura i tracta de completar-la.
PCO011: Fes més detallades les deduccions per arribar al resultat final.
PCO012: Et suggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has

Nivell 1

PC11:
PC12:
PC13:
PC14:
PC15:

PC16:
PCA17:

Nivell 2

PC21:

PC22:

trobat per a comprovar que no t'has equivocat.

Comprova numéricament o geométrica el resultat que has obtingut.

Repassa el procés que has seguit per a obtenir la solucio.

Pensa que durant la resolucié has pogut fer alguna errada de calcul o en el
procediment que has seguit.

Repassa tot el que has fet per a obtenir la solucié i escriu les deduccions més
importants a I'area de deduccions.

Reflexiona sobre les dificultats que has tingut per avancar quan desconeixies
algun concepte matematic o quan persisties en alguna estratégia no adient.
Pensa sobre quins han estat els motius dels teus canvis de rumb.

Tracta de recordar qué et va suggerir 'estratégia que has seguit per a resoldre el
problema.

Pensa si les idees que t'han portat a obtenir la solucié t’han sorgit per associacié
amb les d’altres problemes similars... Explica quins problemes.
Els punts que t'han semblat claus en la teva resolucié podrien ser:

Tracat de rectes paral-leles.

Consideraciéo de casos particulars (quadrats, rectangles, punt M en diferents
posicions, etc.).

Aplicacié de férmules.
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Identificacié d’un problema equivalent.
Altres...
PC23: Pensa en altres formes d’enfocar el problema.
PC24: Intenta proposar problemes semblants al que has resolt.

5.3. Implementacio del sistema de missatges en el sistema informatic
d’acord amb totes les possibles accions de la resolucié del
problema del paral-lelogram

5.3.1. Estratégia 0 (construccio o carrega de la figura de I'enunciat)

Si 'alumne obre I'enunciat i no carrega la seva figura i, per tant, tracta de construir-la, les
accions reconegudes pel sistema (totes de construccié grafica, figura 5.3.1) serien les
segilents:

Figura 5.3.1

Creapunts A,BiC

Dibuixa segments AC i BC

Dibuixa paral-lela al segment AB per C, de nom DC
Dibuixa paral-lela al segment BC per A, de nom AD
Crea punt d’interseccié entre DC i AD, de nom D
Dibuixa segment AD (o BD)

Dibuixa punt de nom M sobre el segment AC (o BD).

Per cada tres accions no reconegudes (accions que no siguin del llistat anterior) sortira un
dels seglents missatges seguint I'ordre que mostrem a continuacié:

Tracta de comprendre bé les condicions del problema

Identifica I'objectiu del problema

Intenta comprendre totes les paraules de I'enunciat

Expressa I'enunciat d'una altra manera

Recorda tots els conceptes matematics que hi ha a I'enunciat o a la figura i
intenta definir-los amb les teves propies paraules. Si no els tens clars mira el
glossari.

6. Pots carregar una construccié de la figura de I'enunciat prement el boté
carregar figura.

abrown=

Si 'alumne carrega la figura de I'enunciat, aleshores, per cada tres accions no
reconegudes sortira aleatoriament i successiva un dels segients missatges:

1. Els conceptes associats a I'enunciat o a la figura et suggereixen alguna
informacié nova?.

2. Tracta d'organitzar la informacio que tens.

3. Esborra la representacio grafica que has carregat i intenta fer-ne una de
nova sense fixar-te en I'anterior.

4. Mira de recordar el nombre d'altures que té un triangle i la forma de dibuixar-
les.
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11.

12.
13.

Reflexiona en quin punt de la diagonal hauria de ser el punt M segons
I'enunciat del problema.

La diagonal d'un paral-lelogram el divideix en dos triangles de la mateixa
area (equivalents).

Reflexiona sobre el seglient aspecte: per a resoldre aquest problema, el
raonament que has de fer ha de ser independent de la posicié on es trobi el
punt M.

Pensa sobre el fet que M pugui estar en qualsevol punt de la diagonal, aixo
et suggereix alguna cosa?

Pensa en un problema equivalent.

. Mira d'imaginar-te un problema més senzill o un cas particular d'aquest

problema.

Pensa en alguna conjectura. Per a tractar de justificar-la has de buscar
relacions entre els elements de la figura. Analitza aquestes relacions.

Intenta construir altres figures o rectes.

Tracta de dividir el problema en dos (crear dos problemes diferents).

Si I'alumne fa una nova accié reconeguda (accions descrites en qualssevol dels sots-
apartats d'aquest apartat 5.3) després de representar la figura de I'enunciat o de carregar-la.
Aquesta accié hauria de ser del tipus grafic o del tipus deductiu. El sistema reconeixera
l'accio i identificara I'estrateégia amb la qual esta associada.

5.3.2. Estratégia 1 (equivaléncia per complement)

Si 'alumne dibuixa una linia paral-lela a un dels costats del paral-lelogram, el programa
sabra que intenta seguir I'estratégia que hem anomenat “equivaléncia per complement”,
dins de I'espai basic del problema del paral-lelogram (pag. 61).

A partir de la
desenvolupen

figura de I'enunciat o altra similar que I'alumne faci, la relacié d’accions que
aquesta estratégia per arribar a la solucio serien les seguents (figura 5.3.2):

Figura 5.3.2

Dibuixa la linia paral-lela a AD per M (accio grafica)

Dibuixa la linia paral-lela a AB per M (grafica)

Identifica els punts de tall de les dues paral-leles anteriors amb els costats del
paral-lelogram i dels nous segments que es formen (en realitat aqui hi ha 8
accions grafiques).

Area ABC = Area ACD (acci6 deductiva, basada en la propietat de la
diagonal d’'un paral-lelogram)

Area de B3 = Area de B4 (deductiva, seguim la nomenclatura de I'espai basic
del problema, figura 5.3.2)

Area A1’ = Area A1” (deductiva, per la mateixa propietat de la diagonal)

Area A2'+ Area B1 = AreaA2”+ AreaB2 (deductiva)

Area A2’ = Area B1 (deductiva)

Area A2” = Area B2 (deductiva)
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e Area A1”+Area A2” = AreaA1’ + AreaA2’ (deductiva)
e Area ABM = Area AMD (acci6 deductiva final o resultat del problema).

Per cada tres accions no reconegudes sortira un dels seglents missatges seguint I'ordre
que mostrem a continuacio:

1. ldentifica els triangles nous que s'han format.
2. Imagina com compararies les arees dels nous triangles que s'han format.

Si s’esgoten aquests missatges, per cada tres accions noves no reconegudes (grafiques o
deductives), sortiran de forma aleatdria dos nous missatges (que no hagin sortit préviament)
d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accidé reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges seguents de canvi d’estratégia, un per cada tres accions no reconegudes:

1. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc d'un paral-lelogram un quadrat o un rectangle. Pots aplicar els
mateixos procediments per a resoldre el problema del paral-lelogram?.

2. Pots situar el punt M en una altra posicié diferent del de la diagonal, per
exemple en la posicié6 de C. Pensa qué faries després per a resoldre el
problema que tens plantejat.

3. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar.

4. Si et sembla pots tragar les altures dels triangles AMD i ABM i reflexiona
sobre aquestes preguntes:

Quina base del triangle agafaries?
Amb quina altura et quedaries?

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accio.

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estrategia sortiran els missatges de verificacid, si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.3.3. Estrategia 2 (aplicacio de férmules)

Si 'alumne dibuixa les altures dels triangles ABM o AMD sobre la diagonal AC (accions
grafiques) o expressa igualtats entre les esmentades altures (accions deductives), el
sistema ha de saber que segueix I'estrategia que hem anomenat “aplicacié de férmules”,
dins de I'espai basic del problema del paral-lelogram (pag. 61).

A partir de la figura de I'enunciat o d’altra similar que I'alumne faci, la relacié d’accions que
desenvolupen aquesta estratégia per arribar a la soluci6 serien les seguents (figura 5.3.3):

ki
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Figura 5.3.3

Dibuixa la linia perpendicular a AC per B (accio grafica).

e Dibuixa la linia perpendicular a AC per D (grafica).

Identificacié dels punts de tall d’aquestes perpendiculars amb AC i dels
segments que determinen, suposem que siguin h1 i h2 (aquestes sén 4
accions grafiques).

Linia h1 = linia h2 (acci6 deductiva).

e Abans d’expressar que h1=h2, i per deduir aquesta igualtat I'alumne pot fer
també I'accié d’igualar les arees dels triangles ABC i ACD per la propietat que
diu que la diagonal d’un paral-lelogram el divideix en dos triangles de la
mateixa area.

e Area ABM = Area AMD (acci6 deductiva, resultat final).

Per cada tres accions no reconegudes sortira un dels seguents missatges seguint I'ordre
que mostrem a continuacio:

1. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels
quals vols comparar.

2. Tracta de trobar també relacions entre les altures dels triangles les arees
dels quals vols comparar.

Si s’esgoten aquests missatges, per cada tres accions noves no reconegudes (grafiques o
deductives), sortiran de forma aleatoria dos nous missatges (que no hagin sortit préviament)
d’entre els esmentats a 'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatdria i successiva els
missatges segients de canvi d’estratégia, un per cada tres accions no reconegudes

1. Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en
triangles, per exemple, tragant paral-leles que passin pel punt M.

2. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc d’un paral-lelogram un quadrat o un rectangle. Pots aplicar els
mateixos procediments per a resoldre el problema del paral-lelogram?

3. Pots situar el punt M en una altra posicié diferent sobre la diagonal, per
exemple en la posicié6 de C. Pensa qué faries després per a resoldre el
problema que tens plantejat.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accio.

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacid, si no ha fet aquest
percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.3.4. Estrategia 3 (problema equivalent)

Si 'alumne dibuixa la diagonal BD del paral-lelogram, el sistema ha de saber que segueix
I'estratégia que hem anomenat “problema equivalent”, dins de I'espai basic del problema del
paral-lelogram (pag. 61).

A partir de la figura de I'enunciat o d’altra similar que I'alumne faci, la relacié d’accions que
desenvolupen aquesta estratégia per arribar a la solucié serien les seguents (figura 5.3.4):
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Figura 5.3.4

e Dibuixa la linia diagonal BD del paral-lelogram (accié grafica).

o Identifica el punt de tall de les dues diagonals i dels segments que aquest
punt determina amb els punts A, B i C del paral-lelogram i 'M (5 accions
grafiques).

e Linia BH = linia HD (per la propietat que les dues diagonals d'un

paral-lelogram es tallen en el seu punt mig, accié deductiva).

Dibuixa la linia perpendicular a DH per M (grafica).

Identifica el punt de tall d’aquesta perpendicular amb DH (grafica).

Dibuixa la linia perpendicular a DH per A (grafica).

Identifica el punt de tall d’aquesta perpendicular amb DH (grafica).

Area AHD = Area ABH (mateixa base i altura, deductiva).

Area MBH = area MHD (deductiva).

Area ABM = Area AMD (accié deductiva, resultat final).

Aci, la propietat sobre la que I'alumne ha d’expressar el seu coneixement és la que la
mitjana d’un triangle el divideix en dos triangles equivalents.

Per cada tres accions no reconegudes sortira un dels segiients missatges seguint I'ordre
que mostrem a continuacio:

1. Identifica els nous triangles que s'han format.
2. Si tracem una de les mitjanes d'un triangle, compara les arees dels dos
triangles que es formen. Aixo et suggereix alguna cosa?

Si s’esgoten aquests missatges, per cada tres accions noves no reconegudes (grafiques o
deductives), sortiran de forma aleatoria dos nous missatges, que no hagin sortit préviament,
d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatdria i successiva els
missatges segients de canvi d’estratégia), un per cada tres accions no reconegudes.

1. Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en
triangles, per exemple, tragant paral-leles que passin pel punt M.

2. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc d’'un paral-lelogram un quadrat o un rectangle. Pots aplicar els
mateixos procediments per a resoldre el problema del paral-lelogram?

3. Pots situar el punt M en una altra posicié diferent del de la diagonal, per
exemple en la posici6 de C. Pensa qué faries després per a resoldre el
problema que tens plantejat.

4. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar”.

5. Si et sembla pots tracar les altures dels triangles AMD i ABM i reflexiona
sobre aquestes preguntes:

Quina base del triangle agafaries?
Amb quina altura et quedaries?
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Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacid, si no ha fet aquest
percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.3.5. Estratégia 4 (particularitzacié sobre figures)

Si 'alumne dibuixa un quadrat en lloc d’un paral-lelogram, el sistema ha de saber que
segueix l'estratégia que hem anomenat “particularitzacié sobre figures”, dins de l'espai
basic del problema del paral-lelogram (pag. 61).

A partir d’'una figura que 'alumne hagi fet substituint el paral-lelogram de I'enunciat per un
quadrat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia per arribar a la solucié
serien les seguents (figura 5.3.5):

pz M

hl

Figura 5.3.5

o Dibuixa de les linies perpendiculars a AB i a AD per M (dues accions
grafiques).

¢ Identifica els punts de tall d’aquestes perpendiculars amb el costat AB i AD,
respectivament, i identifica els segments h1 i h2 (figura 5.3.3, quatre accions
grafiques).

e Linia h1 = linia h2 (accié deductiva).

e Area ABM = Area AMD (accié deductiva, resultat particular, que no és el
final).

Després de fer aquesta aproximacio, lI'alumne haura de seguir alguna de la resta
d’estratégies per a obtenir una solucié del problema proposat, és a dir, amb un
paral-lelogram.

Per cada tres accions no reconegudes sortira un dels seglents missatges seguint I'ordre
que mostrem a continuacio:

1. Intenta comparar les arees que et demana I'enunciat sobre aquesta figura.
2. Com son en aquest cas els triangles ABM i AMD.

Si 'alumne ha resolt el problema per al cas d’un rectangle o d’'un quadrat, haura de sortir el
segient missatge:

3. Si ja has comparat les arees en el cas particular que el paral-lelogram sigui
un quadrat, pensa de quina forma aquest procediment et serviria per a
resoldre el problema inicial.
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Si s’esgoten aquests missatges, per cada tres accions noves no reconegudes (grafiques o
deductives), sortiran de forma aleatoria dos nous missatges, que no hagin sortit préviament,
d’entre els esmentats a 'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatdria i successiva els
missatges seglents de canvi d’estratégia, un per cada tres accions no reconegudes.

1. Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en
triangles, per exemple, tragant paral-leles que passin pel punt M.

2. Pots situar el punt M en una altra posicié diferent del de la diagonal, per
exemple en la posicié6 de C. Pensa qué faries després per a resoldre el
problema que tens plantejat.

3. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar.

4. Si et sembla pots tragar les altures dels triangles AMD i ABM i reflexiona
sobre aquestes preguntes:

Quina base del triangle agafaries?
Amb quina altura et quedaries?

Si lalumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estrategia sortiran els missatges de verificacid, si no ha fet aquest
percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.3.6. Estratégia 4’ (casos limit i singulars)

Si dibuixa el punt M en el punt mig de la diagonal AC, en C o en A, el sistema ha de saber
que l'alumne segueix l'estratégia que hem anomenat “particularitzacié” -casos limit i
singulars-, dins de I'espai basic del problema del paral-lelogram (pag. 61).

A partir de la figura en la qual el punt M sigui a C o a A, 'alumne pot seguir qualsevol dels
grups seguents d’accions per apropar-se a una solucio:

a)
o Dibuixa el punt M en A (accio grafica)
e Area ABM = Area AMD = 0 (dues accions deductives que, malgrat que ho
sembli, no donen el resultat final).
b)
o Dibuixa el punt M sobre C (construccio).
Area ABC = Area ACD (aquesta acci6 deductiva es basa en la propietat de la
diagonal d’un paral-lelogram).
c)

o Dibuixa la diagonal BD (acci6 grafica).

¢ Identifica el punt de tall de les diagonals i 'anomena M (acci6 grafica).

e Area ABM = Area AMD (deduccié basada en la igualtat de les arees dels
triangles que es formen sobre les diagonals d’un paral-lelogram i que no és el
resultat final. Aqui també podrien venir d’altres deduccions que serien
correctes: area ABM = area BMC = area MCD = area AMD).

Després de fer alguna d’aquestes aproximacions, I'alumne haura de seguir alguna de la
resta d’estratégies per a obtenir una solucié del problema proposat.
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Per cada tres accions no reconegudes sortira un dels seglents missatges seguint I'ordre
que mostrem a continuacio:

1. Recorda les propietats de les diagonals d’'un paral-lelogram.

2. Imagina, en aquest cas, la manera de calcular les arees dels triangles ABM i
AMD. Si ja les tens calculades pensa de quina forma aquest procediment et
serviria per a resoldre el problema inicial.

Si s’esgoten aquests missatges, per cada tres accions noves no reconegudes (grafiques o
deductives), sortiran de forma aleatoria dos nous missatges (que no hagin sortit préviament)
d’entre els esmentats a 'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatdria i successiva els
missatges segients de canvi d’estratégia, un per cada tres accions no reconegudes.

1. Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en
triangles, per exemple, tragant paral-leles que passin pel punt M.

2. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc d’un paral-lelogram un quadrat o un rectangle. Pots aplicar els
mateixos procediments per a resoldre el problema del paral-lelogram?

3. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar.

4. Si et sembla pots tragar les altures dels triangles AMD i ABM i reflexiona
sobre aquestes preguntes:

Quina base del triangle agafaries?
Amb quina altura et quedaries?

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacid, si no ha fet aquest
percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, pero la justificacido que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.3.7. Verificacio
El sistema ha d’identificar si el resultat que proposa 'alumne és correcte.

Aixi doncs, si la resposta final de I'alumne és incorrecta aniran sortint els seglients
missatges aleatdriament fins que la resposta sigui correcta (accié deductiva):

1. Mira de comprovar el resultat que has obtingut.

2. Pensa si aquest resultat és coherent amb les condicions inicials del
problema.

3. Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la
resolucio del problema.

4. Tracta d'identificar les teves errades.

5. Pensa que durant la resolucié has pogut fer alguna errada de calcul o en el
procediment que has seguit

6. Et suggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has
trobat per a identificar la teva errada.

7. Repassa el procés que has seguit per a obtenir la solucié.

Si la resposta final de I'alumne és correcta sortird de forma aleatoria un dels missatges
segulents.

1. Descriu com et van sorgir les idees correctes que t'han apropat a la solucio.
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7.
8.

9.
10.
11.

Recorda i anota quins van ser els punts que van canviar el rumb de la
resolucio i sobre les causes que els van originar.
Contesta aquestes preguntes:
Al llarg de la resolucid, has proposat varies estrategies?
Les has examinat totes?
Et sembla que has desenvolupat la o les més adients?
Tracta de descriure qué et va suggerir l'estratégia que has seguit per a
resoldre el problema.
Pensa si les idees que t'han portat a obtenir la solucié t'han sorgit per
associacié amb un problema semblant. Explica quin problema.
Identifica els punts que t'han semblat claus en la teva resolucio:
Tracat de rectes paral-leles.
Consideraci6 de casos particulars (quadrats, rectangles, punt M en
diferents posicions etc.)
Aplicacié de férmules
Identificacié d’un problema equivalent.
Altres...
Intenta proposar problemes semblants al que has resolt.
Repassa tot el que has fet per a obtenir la solucié i escriu les deduccions
més importants en |'area de deduccions.
Repassa la construccio de la figura i tracta de completar-la.
Fes més detallades les deduccions per arribar al resultat final.
Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la
resolucio del problema per completar les deduccions.

Al final de tot el procés sortira un missatge que doni per acabada la resolucio.

1.

Has resolt satisfactoriament aquest problema; vols intentar un altre?

5.4. Relacié de missatges corresponents a la resolucié del problema
de la malla quadrada

Podem trobar I'enunciat del problema de la malla quadrada a I'apartat 4.4 (pag. 62).

A) Familiaritzacio

Nivell 0

MAO1:
MAO2:
MAO3:
MAO4:
MAOS:
MAOG:

MAO7:

MAO8:
MAOQ9:

Tracta de comprendre bé les condicions del problema.

Identifica I'objectiu del problema.

Intenta comprendre totes les paraules de I'enunciat.

Torna a llegir a poc a poc I'enunciat del problema.

Expressa I'enunciat d’'una altra manera.

Recorda tots els conceptes matematics que hi ha a I'enunciat o a la figura i
intenta definir-los amb les teves propies paraules. Si no els tens clars mira el
glossari.

Els conceptes associats a I'enunciat o a la figura et suggereixen alguna
informacié nova.

Tracta d’organitzar la informacié que tens.

Esborra la representacié grafica que has carregat i intenta fer-ne una de nova
sense fixar-te en I'anterior.

MAO10:Pren nota de tot el vas fent durant la resolucié que has comencat.

MAO11:Pots carregar una construccié de la figura de I'enunciat prement el boto ‘carregar
figura’.
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Nivell 1

MA11: Recorda el que és un triangle.

MA12: Intenta explicar el que entens per area d’un triangle.

MA13: Expressa d’'una altra manera el significat de la frase: “calcula en unitats
quadrades...”

MA14: Tracta de recordar el que és una malla quadrada.

MA15: Pensa si és veritat o no el fet que la distancia entre dos punts de la malla ha de
ser coneguda.

MA16: Mira quina posicié respecte de la malla tenen els vértexs del triangle.

MA17: Recorda quantes altures té un triangle.

MA18: Dibuixa un triangle qualsevol i traga les seves altures.

MA19: Dibuixa les altures d’un triangle rectangle.

MA110:Recorda la formula de I'area d’un triangle.

Nivell 2

MAZ21: Reflexiona sobre si la zona ratllada de la figura ha de tenir o no un centimetre
quadrat d’area.

MAZ22: Pensa en quines unitats s’expressara el resultat d’aquest problema.

MAZ23: Un triangle té tres altures.

MAZ24: Cada altura d’'un triangle és perpendicular a cadascun dels seus costats i a més
ha de passar pel vértex oposat.

MAZ25: Pensa sobre la relacié entre les altures d’un triangle rectangle i els seus catets.

MAZ26: L'area d’un triangle és el resultat de multiplicar la base per l'altura i fer la divisié
per dos.

MAZ27: Pren nota de tot el que vas fent durant la resolucié que has comencat.

A) Planificacio/execucio.
Nivell 0

MBO1: Pensa sobre el fet que el triangle estigui sobre una malla quadrada, aix0 et
suggereix alguna cosa?

MBO02: Pensa en un problema equivalent.

MBO03: Mira d’imaginar-te un problema més senzill o un cas particular d’aquest
problema.

MBO04: Pensa en alguna conjectura. Tracta de justificar-la.

MBO5: Intenta construir rectes i altres figures sobre la figura de I'enunciat.

MBO06: Busca problemes o situacions analogues a les d’aquest problema.

MBO7: Si es pot, utilitza simetries.

MBO08: Potser necessitis alguna mena de representacio simbolica.

MBO09: Experimenta.

MBO010:Tracta de dividir el problema en dos (crear dos problemes diferents).

Nivell 1

MB11: Podries pensar alguna forma de calcular la longitud de cada costat del triangle.
Per aixd mira d’aplicar algun teorema.

MB12: Imagina que ja coneixes la longitud dels tres costats del triangle, mira de
recordar alguna férmula que els faci servir per a calcular I'area.

MB13: Indica diferents formes de descompondre el triangle. Imagina’t com calcularies
en cada cas les seves arees.

MB14: Identifica els triangles nous que s'han format en descompondre el triangle.

MB15: Imagina com compararies les arees dels nous triangles que s'han format en
descompondre el triangle.

MB16: Tracta d’inscriure el triangle en una altra figura. Aixd et suggereix alguna cosa?
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MB17: Pensa sobre la possibilitat de resoldre primer el problema que resulta de
substituir el triangle que et proposem per un altre en el qual el triangle donat sigui
rectangle.

MB18: Pots intentar referir els vértexs del triangle a uns eixos de coordenades triats de
manera adient.

MB19: Pots identificar les coordenades dels vértexs respecte del sistema de
coordenades que has tracgat.

Nivell 2

MB21: Aprofita la malla per a inscriure el triangle que et donen en un rectangle de 8
unitats quadrades d’area.

MB22: Si inscrius el triangle en un rectangle, pensa com calcularies les arees de
cadascun dels triangles que es formen

MB23: Aplica el teorema de Pitagoras per a calcular la longitud de cada costat del
triangle, sabent que cadascun d’ells és la hipotenusa d’un triangle rectangle.

MB24: Possiblement podries dividir el triangle mitjangant una linia vertical que passi pel
vertex inferior, t'ajudaria aixo?

MB25: Pensa si t'ajudaria el fet de traslladar el vértex superior dret una unitat cap a dalt i
calcular I'area del triangle que resulta.

C) Verificacié
Nivell 0

MCO01: Mira de comprovar el resultat que has obtingut.
MCO02: Pensa si aquest resultat és coherent amb les condicions inicials del problema.
MCOQ3: Tens confianga en el resultat que has obtingut?, i en la solucié obtinguda?
MCO04: Reflexiona com van sorgir les idees correctes que et van apropar a la solucio.
MCO05: Recorda i escriu quins van ser els punts que van canviar el rumb de la resolucio i
sobre les causes que els van originar.
MCO6: Reflexiona sobre aquestes preguntes:
Al llarg de la resolucid, has proposat varies estratégies?
Les has examinat totes?
Et sembla que has desenvolupat la o les més adients?
MCOQ7: Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la
resolucio del problema per a completar les deduccions.
MCO08: Tracta d’identificar les teves possibles errades.

Nivell 1

MC11: Repassa el procés que has seguit per a obtenir la solucid.

MC12: Comprova numéricament o geomeétrica el resultat que has obtingut.

MC13: Pensa que durant la resolucié has pogut fer alguna errada de calcul o en el
procediment que has seguit.

MC14: Reflexiona sobre les dificultats que has tingut per avangar quan desconeixies
algun concepte matematic o quan persisties en alguna estratégia no adient.

MC15: Pensa sobre quins han estat els motius dels teus canvis de rumb.

MC16: Tracta de recordar qué et va suggerir I'estratégia que has seguit per a resoldre el
problema.

Nivell 2

MC21: Una forma aproximada de comprovar el resultat és descompondre el triangle en
figures més petites i tractar de completar quadrats. Intenta-ho.

MC22: Et suggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has
trobat per a comprovar que no t'has equivocat.
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MC23: Pensa si les idees que t'han portat a obtenir la solucié t’han sorgit per associacié
amb les d’altres problemes similars o per les caracteristiques de la malla
quadrada...

MC24: Els punts que t’han semblat claus en la teva resolucio podrien ser:

Saber la férmula del area del triangle.
Saber inscriure unes figures en d’altres.
Descompondre triangles en altres I'area dels quals sigui més senzilla de calcular.
Identificar uns eixos de coordenades adients.
Saber les caracteristiques de las malles quadrades...
MC25: Fes més detallades les deduccions per arribar al resultat final.
MC26: Intenta proposar problemes semblants al que has resolt.

5.5. Implementacié del sistema de missatges al sistema informatic
d’acord amb totes les possibles accions de la resolucié del
problema de la malla quadrada

5.5.1. Estrategia 0

En el problema de la malla quadrada, debut a la dificultat que comporta fer la construccié de
la figura associada a I'enunciat, quan I'alumne obri la finestra de I'enunciat, directament se li
carregara la seva figura en la finestra grafica. En aquesta figura tots els punts de la malla
tindrien un nom A, B, C... i els costats del triangle, igualment, haurien d’estar definits i
anomenats, per exemple: MN, PQ...

Des d’aquest moment, per cada tres accions no reconegudes aniran sortint, de forma
aleatodria, missatges d’entre els seglents:

Tracta de comprendre bé les condicions del problema.

Identifica I'objectiu del problema.

Intenta comprendre totes les paraules de I'enunciat.

Expressa I'enunciat d’'una altra manera.

Recorda tots els conceptes matematics que hi ha a I'enunciat o a la figura i

intenta definir-los amb les teves propies paraules. Si no els tens clars mira el

glossari.

6. Els conceptes associats a I'enunciat o a la figura et suggereixen alguna

informacié nova.

Tracta d’organitzar la informacié que tens.

Torna a llegir a poc a poc I'enunciat del problema.

Mira d’imaginar-te un problema més senzill o un cas particular d’aquest

problema.

10. Pensa en alguna conjectura. Per a tractar de justificar-la has de buscar
relacions entre els elements de la figura. Analitza aquestes relacions.

11. Intenta dibuixar rectes o altres figures sobre la figura de I'enunciat.

12. Recorda el nombre d’altures que té un triangle i la forma de dibuixar-les.

13. Pensa en un problema equivalent.

14. Expressa d’'una altra manera el significat de la frase: ‘calcula en unitats
quadrades...’.

15. Mira quina posicio respecte de la malla tenen els vértexs del triangle.

16. Recorda la férmula de I'area d’un triangl.

17. Pren nota de tot el que vas fent durant la resolucié que has comencat.

18. Pensa sobre el fet que el triangle estigui sobre una malla quadrada, aixd et
suggereix alguna cosa?.

19. Busca problemes o situacions analogues a les d’aquest problema.

akronN=~

© N
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20. Tracta de dividir el problema en dos (crear dos problemes diferents).

L’alumne fa una nova accié reconeguda. Aquesta accié hauria de ser del tipus grafic o del
tipus deductiu. El programa reconeixera l'accio i identificara I'estratégia amb la qual esta
associada.

5.5.2. Estrategia 1 (descomposicio del triangle)

Si 'alumne dibuixa una linia vertical que divideix el triangle en dos, el sistema sabra que
intenta seguir I'estratégia que hem anomenat “descomposicio del triangle”, dins de I'espai
basic del problema de la malla quadrada (pag. 65).

A partir de la figura de I'enunciat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia
per arribar a la solucio serien les seglents, no necessariament en aquest ordre (figura
5.5.1):

E
D
FLB

A
Figura 5.5.1

Dibuixa la recta AE,(accié grafica) (figura 5.5.1).

Identifica el punt D (interseccié de CB amb AE) (accio grafica).

Dibuixa CE (perpendicular per C a AE) (accio grafica).

Identifica el punt E (interseccié de I'esmentada perpendicular amb AE) i el

segment CE (accié grafica).

Dibuixa BF (perpendicular per B a AE) (accio grafica).

o Identifica el punt F (interseccié de I'esmentada perpendicular amb AE) i el
segment BF (accio grafica).

o Expressa les igualtats: BF=CE=1, AD=3.5; AF=3, DE=0.5 (sis accions
deductives)

o Expressa les igualtats: area FBD = area DEC=0.25; area ABF=1.5; area
ABD= 1.75; area AEC=2; area ADC= 1.75 (acci6 deductiva).

e Area ABC =area ABD + area ADC =area ABF +area AEC (acci6 deductiva).

e Area ABC = 3.5 (acci6 deductiva, resultat final).

Si I'alumne arriba al resultat final, el sistema donara per correcte aquest resultat si ha
expressat o dibuixat almenys el 30% del total de les accions que identifiquen aquesta
estratégia.

Un cop iniciada I'estratégia amb una acci6 reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes sortiran successivament els seglients missatges seguint 'ordre que
mostrem a continuacio:

1. lIdentifica els triangles nous que s’han format.
2. Imagina com calcularies les arees dels nous triangles que s’han format.
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Si 'alumne continua fent accions no reconegudes (grafiques o deductives), sortiran de
forma aleatodria dos nous missatges, que no hagin sortit préviament, d’entre els esmentats a
I'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges seglents:

1. Podries pensar alguna forma de calcular la longitud de cada costat del
triangle. Per aixd mira d’aplicar algun teorema. Després mira de recordar
alguna férmula que els faci servir per a calcular I'area.

2. Tracta d’inscriure el triangle en una altra figura. Aixd et suggereix alguna
cosa?.

3. Pensa sobre la possibilitat de resoldre primer el problema que resulta de
substituir el problema que et proposem per un altre en el qual el triangle
donat sigui rectangle.

4. Pots intentar referir els vértexs del triangle a uns eixos de coordenades triats
de manera adient.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accid.

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estrategia sortiran els missatges de verificacid, si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.5.3. Estratégia 2 (superposicio de figures)

Si 'alumne dibuixa un rectangle circumscrit al triangle original, el sistema sabra que segueix
l'estratégia que hem “ superposicié de figures”, dins de I'espai basic del problema de la
malla quadrada (pag. 65).

A partir de la figura de I'enunciat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia
per arribar a la solucié serien les segients, no necessariament en aquest ordre (figura
5.5.2):

C N

B

P A M
Figura 5.5.2

Dibuixa el segment CN (accio grafica).
Dibuixa el segment MN i identifica els segments MB i BN (accions grafiques).
Dibuixa el segment MP i identifica els segments MA i AP (accions grafiques).
Dibuixa el segment CP (accié grafica).
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o Expressa les igualtats: area BNC=1; area AMB=1.5; area APC=2; area
MNCP=8 (acci6é deductiva).

e Area ABC= area MNCP - area MBA - area BNC - area CPA (acci6
deductiva).

e Area ABC = 3.5 (acci6 deductiva, resultat final).

Si 'alumne arriba al resultat final, el sistema li donara per correcte aquest resultat si ha
expressat o dibuixat almenys el 30% del total de les accions que identifiquen aquesta
estratégia.

Un cop iniciada I'estratégia amb una accioé reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes sortiran successivament els seglients missatges seguint I'ordre que
mostrem a continuacio:

1. Identifica els triangles nous que s’han format.
2. Imagina com calcularies les arees dels nous triangles i del triangle original.

Si continua fent accions no reconegudes, sortiran de forma aleatdria dos nous missatges,
que no hagin sortit préviament, d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si 'alumne encara no fa cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges que mostrem a continuacié.

1. Podries pensar alguna forma de calcular la longitud de cada costat del
triangle. Per aixd mira d’aplicar algun teorema. Després aplica alguna férmula
que faci servir els costats per a calcular I'area.

2. Indica diferents formes de descompondre el triangle. Imagina’t com
calcularies en cada cas les seves arees.

3. Pensa sobre la possibilitat de resoldre primer el problema que resulta de
substituir el problema que et proposem per un altre en el qual el triangle
donat sigui rectangle.

4. Pots intentar referir els vértexs del triangle a uns eixos de coordenades triats
de manera adient.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accié.

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estrategia sortiran els missatges de verificacid, si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.5.4. Estrategia 3 (identificacié d’angles i costats)

Si 'alumne dibuixa un triangle rectangle en el qual un dels costat del triangle original és la
hipotenusa o si introdueix la deduccié correcta de la mesura d’'un costat, el sistema sabra
qgue segueix I'estratégia que hem anomenat “identificacié d’angles i costats”, dins de I'espai
basic del problema de la malla quadrada (pag. 65).

A partir de la figura de 'enunciat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia
per arribar a la solucio serien les seglients, no necessariament en aquest ordre (veure figura
5.5.3):
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Figura 5.5.3

e Sense fer cap accié grafica, I'alumne introdueix, com a deduccié, alguna de
les relacions: a? = 2° + 12 = 5 (Teorema de Pitagoras); c¢® = 3% + 12 = 10
(Teorema de Pitagoras); b? =4% +1> = 17 (Teorema de Pitagoras) (accions
deductives).

e Aplicaci6 de la férmula d’Heré (area ABC)®> = p(p-a)(p-b)(p-c) (Accié
deductiva).

e Area ABC = 3.5 unitats quadrades (acci6 deductiva, resultat final).

Si 'alumne arriba al resultat final, perqué el sistema doni per correcte aquest resultat ha
d’haver expressat o dibuixat almenys el 30% del total de les accions que identifiquen
aquesta estratégia.

Un cop iniciada I'estratégia amb una acci6 reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes, sortiran successivament els missatges:

1. Tracta de calcular quant mesuren tots els costats del triangle.

Si continua fent accions reconegudes dins d’aquesta linia (calcul dels tres costats, etc.) no
hi ha missatge nou.

Si 'alumne fa tres accions no reconegudes, pero ja ha calculat la longitud dels tres costats
sortira el missatge:

2. Imagina ara com calcularies I'area del triangle si coneixes els seus costats.

Si continua fent accions no reconegudes, sortiran de forma aleatdria dos nous missatges
(que no hagin sortit préviament) d’entre els esmentats a 'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accidé reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges de canvi d’estratégia seguients:

1. Indica diferents formes de descompondre el triangle. Imagina’t com
calcularies en cada cas les seves arees.

2. Tracta d’inscriure el triangle en una altra figura. Aixod et suggereix alguna
cosa?.

3. Pensa sobre la possibilitat de resoldre primer el problema que resulta de
substituir el problema que et proposem per un altre en el qual el triangle
donat sigui rectangle.

4. Pots intentar referir els vértexs del triangle a uns eixos de coordenades triats
de manera adient.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accio.
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Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacié. Si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.5.5. Estratégia 4 (tria d’eixos de coordenades)

Si 'alumne dibuixa dues linies perpendiculars que simulin uns eixos de coordenades o
representa una de les altures del triangle de I'enunciat, el sistema sabra que segueix
l'estratégia que hem anomenat “tria d’eixos de coordenades”, dins de l'espai basic del
problema de la malla quadrada (pag. 65).

Malgrat que és prou improbable que un alumne implementi aquesta estratégia, a partir de la
figura de l'enunciat, la relaci6 d’accions que la desenvolupen serien les seglents, no
necessariament en aquest ordre (figura 5.5.4).

Figura 5.5.4

¢ Dibuixa una linia recta vertical, r, que passi per B, C o A (accio grafica).
Dibuixa una linia recta horitzontal, s, que passi per qualssevol tres punts
horitzontals de la malla (acci6 grafica).

e Interseccid deris, de nom O (acci6 grafica).

o Dibuixa recta perpendicular al costat BC per A (o recta perpendicular al
costat AC per B, o recta perpendicular a AB per C), de nom h (o i, o j,
respectivament) (accié grafica).

e Interseccido d’h amb el costat BC, de nom P (d’'i amb AC, de nom Q, i de j
amb AB, de nom R) (accié grafica).

e Tracat del segment AP, de nom h, (o del segment BQ, de nom hy, o del
segment CR, de nom h.) (accio grafica).

e Longitud de BC = 4.12; longitud AC = 3.16; longitud AB = 2.24; longitud h, =
1.769; longitud h. = 3.13; longitud h, = 2.21 (accions deductives).

e Area ABC = 3.5 (acci6 deductiva, resultat final).

Si un cop iniciada 'estratégia amb una acci6 reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes sortiran successivament els missatges:

1. Pots identificar les coordenades dels vértexs respecte del sistema de
coordenades que has tragat.
2. Imagina ara com calcularies la base i I'altura del triangle.
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Si 'alumne continua fent accions no reconegudes, sortiran de forma aleatéria dos nous
missatges, que no hagin sortit préviament, d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si 'alumne encara no ha fet cap accié reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva
els missatges seguents:

1. Podries pensar alguna forma de calcular la longitud de cada costat del
triangle. Per aixd mira d’aplicar algun teorema. Després mira de recordar
alguna férmula que els fes servir per a calcular I'area.

2. Indica diferents formes de descompondre el friangle. Imagina’t com
calcularies en cada cas les seves arees.

3. Tracta d’inscriure el triangle en una altra figura. Aixd et suggereix alguna
cosa?.

4. Pensa sobre la possibilitat de resoldre primer el problema que resulta de
substituir el problema que et proposem per un altre en el qual el triangle
donat sigui rectangle.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accié.

Si lalumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacié. Si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.5.6. Verificacio
El sistema ha d’identificar si el resultat que proposa I'alumne és correcte.

Aixi doncs, si la resposta final de I'alumne és incorrecta aniran sortint els seglents
missatges aleatoriament fins que la resposta sigui correcta:

1. Mira de comprovar el resultat que has obtingut numéricament o geométrica.

2. Pensa si aquest resultat és coherent amb les condicions inicials del
problema.

3. Repassa el procés que has seguit per a obtenir la solucié.

4. Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la

resolucio del problema.

Identifica les teves possibles errades.

Una forma aproximada de comprovar el resultat és descompondre el triangle

en figures més petites i tractar de completar quadrats. Intenta-ho.

7. Etsuggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has
trobat per a comprovar per trobar la teva errada.

o o

Si la resposta final de I'alumne és correcta sortira de forma aleatoria un dels seguents
missatges:

1. Escriu sobre com es van sorgir les idees correctes que et van apropar a la
solucié.
2. Recorda i escriu quins van ser els punts que van canviar el rumb de la
resolucio i sobre les causes que els van originar.
3. Contesta aquestes preguntes:
Al llarg de la resolucid, has proposat varies estrategies?
Les has examinat totes?
Et sembla que has desenvolupat la o les més adients?
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4. Tracta de descriure qué et va suggerir I'estratégia que has seguit per a

resoldre el problema.

5. Pensa (i escriu) si les idees que t'han portat a obtenir la solucié t'han sorgit
per associacido amb les d’altres problemes similars o per les caracteristiques

de la malla quadrada....

6. Els punts que t'han semblat claus en la teva resolucié podrien ser:

Saber la férmula de I'area del triangle.
Saber inscriure unes figures en d’altres.

Descompondre triangles en altres I'area dels quals sigui més senzilla de

calcular.

Identificar uns eixos de coordenades adients.

Saber les caracteristiques de las malles quadrades...
Intenta proposar problemes semblants al que has resolt.

® N

més importants en l'area de deduccions.
9. Fes més detallades les deduccions per arribar al resultat final.

Repassa tot el que has fet per a obtenir la solucié i escriu les deduccions

10. Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la

resolucio del problema per completar les deduccions.

Al final de tot el procés sortira un missatge que doni per acabada la resolucio.

1. Has resolt satisfactoriament aquest problema; vols intentar un altre?.

5.6. Relacié completa de missatges corresponents a la resolucio del

problema del triangle
Podem trobar I'enunciat del problema del triangle a I'apartat 4.5 (pag. 66).

A) Familiaritzacié
Nivell 0

PAO1: Tracta de comprendre bé les condicions del problema.
PAO2: Torna a llegir a poc a poc I'enunciat del problema.

PAO3: ldentifica I'objectiu del problema.

PAO4: Expressa I'enunciat del problema amb les teves paraules.
PAO5: Intenta comprendre totes les paraules de I'enunciat.

PAO06: Recorda tots els conceptes matematics que hi ha a I'enunciat o a la figura i
intenta definir-los amb les teves propies paraules. Si no els tens clars mira el

glossari.

PAO7: Els conceptes associats a lI'enunciat o a la figura et suggereixen alguna

informacio nova.
PAOQ8: Tracta d’organitzar la informacioé que tens.

PAQ09: Esborra la representacio grafica que has carregat i intenta fer una de nova sense

fixar-te en l'anterior.

PAO010:Pots carregar una construccio de la figura de I'enunciat prement el bot6 ‘carregar

figura’.
PAO011:Pren nota de tot el vas fent durant la resolucié que has comencat.
Nivell 1

PA11: Recorda qué és un paral-lelogram.
PA12: Intenta explicar qué és la diagonal d’'un paral-lelogram.

PA13: Mira de recordar el nombre d’altures que té un triangle i la forma de dibuixar-les

(Dibuixa un triangle qualsevol i traga les seves altures).
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PA14: Reflexiona sobre el seglent aspecte: per a resoldre aquest problema, el
raonament que has de fer s’ha de basar en alguna propietat de la semblanca de
triangles.

PA15: Pensa si saber la formula de I'area d’un triangle et pot ajudar o no a resoldre
aquest problema.

PA16: Reflexiona sobre la possibilitat que la relacié 2 a 1 sigui una altra.

PA17: Pensa sobre el fet que el punt E pugui estar en un altre lloc sobre el costat BC,
aixo et suggereix alguna cosa?

PA18: Segur que recordes com son els segments paral-lels compresos entre
paral-leles.

PA19: Saps qué son triangles equivalents?, i semblants? Si no te’n recordes consulta
en algun llibre de matematiques, en alguna enciclopédia o en el glossari.

PA110:Qué diu el Teorema de Tales? Si no te’n recordes, consulta en algun llibre de
matematiques, en alguna enciclopédia o en el glossari.

PA111:Saps la relacié que hi ha entre la raé de les arees de dues figures semblants i la
raé de semblanc¢a? Si no te’'n recordes, consulta en algun llibre de
matematiques, en alguna enciclopédia o en el glossari.

PA112:Tracta d’identificar relacions entre els segments de la figura.

PA113:Imagina com compararies les arees dels triangles de la figura.

PA114:Identifica tots els triangles que es formen a la figura de I'enunciat.

PA115:Imagina com compararies les arees dels diferents triangles de la figura de
I'enunciat.

Nivell 2

PA21: Un paral-lelogram té els costats paral-lels dos a dos.

PA22: La diagonal d’'un paral-lelogram el divideix en dos triangles de la mateixa area
(equivalents).

PA23: Un triangle té tres altures.

PA24: Cada altura d’un triangle és perpendicular a cadascun dels seus costats i, a meés,
ha de passar pel vértex oposat.

PA25: La férmula de I'area d’un triangle és la meitat de la seva base per l'altura.

PA26: Dues figures son equivalents si tenen la mateixa area.

PA27: El Teorema de Tales diu: Si Dues rectes secants tallen un feix de rectes
paral-leles, els segments que es formen son proporcionals.

PA28: La rad entre les arees de dues figures semblants és igual al quadrat de la ra6 de
semblanca.

PA29: Traca paral-leles als costats.

PA210:Dos triangles sén semblants si tenen els seus costats homolegs proporcionals.

B) Planificacio/execucio
Nivell 0

PB01: Pensa sobre el fet que E pugui estar en qualsevol punt del costat BC, aix0 et
suggereix alguna cosa?

PB02: Pensa en un problema equivalent.

PB03: Mira d’imaginar-te un problema més senzill o un cas particular d’aquest
problema.

PB04: Pensa en alguna conjectura. Tracta de justificar-la.

PBO05: Intenta dibuixar rectes o segments sobre la figura de I'enunciat.

PB06: Busca problemes o situacions analogues a les d’aquest problema.

PBO7: Potser necessitis alguna mena de representacio simbolica dels elements de la
figura.
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PB08: Experimenta.

PB09: Tracta de dividir el problema en dos (crear dos problemes diferents)

PB010:Si ja tens un pla o has establert una conjectura busca relacions entre els
elements de la figura. Analitza aquestes relacions.

PBO011:Mira la figura i tracta de conjecturar una relacié entre les arees dels triangles que
es comparen. Pensa que després has de justificar aquesta conjectura.

Nivell 1

PB11: Tracta d’identificar les relacions entre els segments de la figura de I'enunciat.

PB12: Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar.

PB13: Pensa en tragar paral-leles.

PB14: Pots tragar linies paral-leles als costats i formar nous triangles.

PB15: ldentifica tots els triangles de la figura i intenta comparar les seves arees.

Nivell 2

PB21: Pots dividir els costats del triangle en tres segments iguals i tragar rectes
paral-leles als costats.

PB22: Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et donen
en lloc del triangle ABC un que sigui rectangle o un triangle equilater. Pots
aplicar els mateixos procediments per a resoldre el problema inicial?

PB23: Pots agafar com a bases dels triangles que es comparen els segments que
determina el punt E sobre el costats BC. En aquest cas, dibuixa les altures i
pensa la relacié que haura entre les altures corresponents a aquests costats.

PB24: Si has considerat el cas d'un triangle rectangle o equilater, et sembla que pots
aplicar els mateixos procediments per a resoldre el problema que t’hem plantejat.

PB25: Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar, aplicant el Teorema de Tales.

PB26: Busca triangles en posicié de Tales a la figura de I'enunciat i tracta d’aplicar la
relacié que hi ha entre la rad de semblanca i la rad de les seves arees.

C) Verificacié
Nivell 0

PCO01: Mira de comprovar el resultat que has obtingut numéricament o geométrica.
PCO02: Pensa si aquest resultat és coherent amb les condicions inicials del problema.
PCO03: Tens confianga en el resultat que has obtingut?, i en la solucié obtinguda?
PCO04: Reflexiona sobre la possibilitat de revisar la solucié que has obtingut. Pensa com
faries aquesta revisio.
PCO05: Reflexiona com es van sorgir les idees correctes que et van apropar a la solucio.
PCO06: Recorda quins van ser els punts que van canviar el rumb de la resolucio i sobre
les causes que els van originar.
PCO07: Reflexiona sobre aquestes preguntes:
Al llarg de la resolucio, has proposat varies estrategies?
Les has examinat totes?
Et sembla que has desenvolupat la o les més adients?
PCO08: Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la
resolucio del problema i recupera el que et sembli valuds del qué has fet.
PC09: Identifica les teves possibles errades.
PCO010:Pensa que durant la resolucié has pogut fer alguna errada de calcul o en el
procediment que has seguit.
PCO011:Et suggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has
trobat per trobar la teva errada.
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PCO012:Tracta d’identificar les teves possibles errades.

Nivell
PC11:

1

Comprova numéricament o geomeétrica el resultat que has obtingut

PC12: Repassa el procés que has seguit per a obtenir la solucié.
PC13: Pensa que durant la resolucié has pogut fer alguna errada de calcul o en el
procediment que has seguit.
PC13: Reflexiona sobre les dificultats que has tingut per avangar quan desconeixies
algun concepte matematic o quan persisties en alguna estratégia no adient.
PC14: Pensa sobre quins han estat els motius dels teus canvis de rumb.
PC15: Tracta de recordar qué et va suggerir 'estratégia que has seguit per a resoldre el
problema.
PC16: Tracta de justificar la teva resposta.
Nivell 2
PC21: Et suggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has
trobat per a comprovar que no t'has equivocat.
PC22: Pensa si les idees que t'han portat a obtenir la solucié t'han sorgit per associacio
amb les d’altre problema similar...
PC23: Els punts que t’han semblat claus en la teva resolucié podrien ser:
Tracat de rectes paral-leles.
Consideracié de casos particulars (triangle rectangle, equilater, punt E en
diferents posicions, etc.).
Aplicacié de férmules.
Consideraci6 de malles triangulars...
PC24: Pensa en altres formes d’enfocar el problema.
PC25: Intenta proposar problemes semblants al que has resolt.

5.7. Implementacié del sistema de missatges en el sistema informatic
d’acord amb totes les possibles accions de la resolucio del
problema del triangle

5.7.1. Estratégia 0 (construccié o carrega de la figura de I'enunciat)

Si 'alumne obre I'enunciat i no carrega la seva figura, per tant, tracta de construir-la, les
accions reconegudes pel sistema serien les seglents (totes de construccié grafica, figura

5.7.1):

A D B
Figura 5.7.1

e CreapuntsA,BiC.

e Dibuixa segments AC, BC i AB.

o Divideix el segment BC en tres parts iguals, de la forma tradicional, és a dir,
tracant pel punt B una linia r qualsevol, marcant un punt B’ sobre r amb el

96



Reconeixement d’accions i identificacié de missatges Capitol 5

compas, i amb centre B’, tracant un punt B” sobre r a la mateixa distancia de
B...) i identifiquem el punt E.

Dibuixa una paral-lela al segment AC per E, de nom DE.

Crea punt d’interseccié d’AB amb DE, de nom D.

Dibuixa una paral-lela al segment BC per D, de nom DF.

Crea punt d’interseccié entre DF i AC, de nom F.

Dibuixa segment EF.

Per cada tres accions no reconegudes, sortira un missatge dels seglients en aquest ordre:

o=

Tracta de comprendre bé les condicions del problema.

Identifica I'objectiu del problema.

Intenta comprendre totes les paraules de I'enunciat.

“Expressa I'enunciat del problema en les teves paraules”.

Recorda tots els conceptes matematics que hi ha a I'enunciat o a la figura i
intenta definir-los amb les teves propies paraules. Si no els tens clars mira el
glossari.

Pots carregar una construccié de la figura de I'enunciat prement el botd
‘carregar figura”.

L’alumne carrega la figura de I'enunciat. Per cada tres accions no reconegudes sortira
aleatoriament un dels seglents missatges:

1.

2.
3

11.

12.

13.

14.

Els conceptes associats a I'enunciat o a la figura et suggereixen alguna
informacié nova?.

Tracta d’organitzar la informacié que tens.

Esborra la representacio grafica que has carregat i intenta fer una de nova
sense fixar-te en I'anterior.

Torna a llegir a poc a poc I'enunciat del problema.

Mira d’imaginar-te un problema més senzill o un cas particular d’aquest
problema.

Pensa en alguna conjectura. Per a tractar de justificar-la has de buscar
relacions entre els elements de la figura. Analitza aquestes relacions.

Intenta dibuixar rectes o segments sobre la figura de I'enunciat.

Potser necessitis alguna mena de representacié simbolica dels elements de
la figura.

Reflexiona sobre la possibilitat que la relacié 2 a 1 sigui una altra.

. Pensa sobre el fet que el punt E pugui estar en un altre lloc sobre el costat

BC, aix0 et suggereix alguna cosa?.

La diagonal d'un paral-lelogram el divideix en dos triangles de la mateixa area
(equivalents).

Reflexiona sobre el seglent aspecte: per a resoldre aquest problema, el
raonament que has de fer s’ha de basar en alguna propietat de la semblanga
de triangles.

Mira de recordar el nombre d’altures que té un triangle i la forma de dibuixar-
les.

Pensa en un problema equivalent.

Si 'alumne fa una nova accié reconeguda després de representar la figura de I'enunciat o
de carregar-la, aquesta accié hauria de ser del tipus grafic o del tipus deductiu. El sistema
reconeixera I'accio i identificara 'estratégia amb la qual esta associada.
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5.7.2. Estratégia 1 (aplicacio del Teorema de Tales)

Si 'alumne fa alguna de les accions que descrivim a continuacio, el sistema sabra que
intenta seguir I'estratégia que hem anomenat “aplicacio del Teorema de Tales”, dins de
I'espai basic del problema del triangle (pag. 69).

A partir de la figura de I'enunciat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia
per arribar a la solucié serien les seguents, no necessariament en aquest ordre (figura
5.7.2).

Figura 5.7.2

e Sense fer cap acci6é grafica, 'alumne introdueix, com a deduccio, alguna de
les relacions: AD/DB=CE/EB=AF/FC=2/1=2 (accions deductives)

e Expressa alguna de les igualtats: BE=1, EC=2, EC=2*EB (accions
deductives).

¢ Dibuixa la recta perpendicular “r’ a EB per D (acci6 grafica).

¢ |dentifica el punt d’interseccio de “r’ amb EB, de nom H (acci6 grafica).

e Identifica el segment DH com l'altura sobre EB des de D en el triangle EBD
(acci6 grafica).

¢ Dibuixa la recta perpendicular “s” a EC pel punt F (acci6 grafica).

¢ |dentifica el punt d’interseccio de “s” amb EC, de nom H' (acci6 grafica).

o Identifica el segment FH’ com l'altura sobre EC des de F en el triangle EFC
(acci6 grafica).

e DH=FH’ (acci6 deductiva)

e Area EDB = 2*Area EFC (deduccid, resultat final).

Si 'alumne arriba al resultat final per tal que el sistema doni per correcte aquest resultat ha
d’haver expressat o dibuixat almenys el 30% del total de les accions que identifiquen
aquesta estratégia.

Un cop iniciada I'estratégia amb una acci6 reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes sortiran successivament els seglents missatges seguint 'ordre
gue mostrem a continuacio:

1. Tracta d'identificar relacions entre els segments de la figura.
2. Identifica els triangles de la figura de I'enunciat i intenta comparar les seves
arees.

Si després d’aquests dos missatges l'alumne no fa cap accié reconeguda grafica o
deductiva, sortiran de forma aleatoria dos nous missatges, que no hagin sortit préviament,
d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accidé reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges segients per tal de canviar d’estratégia:

1. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc del triangle ABC un que sigui rectangle o un triangle equilater.
Pots aplicar els mateixos procediments per a resoldre el problema inicial?
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2. Pots dividir els costats del triangle en tres segments iguals i tragar rectes
paral-leles als costats.

3. Busca triangles en posicié de Tales a la figura de I'enunciat i tracta d’aplicar
la relacié que hi ha entre la rad de semblanca de dos triangles i la relacio
entre les seves arees.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accio.

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacié. Si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.7.3. Estratégia 2 (malles triangulars)

Si 'alumne fa alguna de les accions que descrivim a continuacio, el sistema sabra que
segueix l'estratégia que hem anomenat “malles triangulars”, dins de I'espai basic del
problema del triangle (pag. 69).

A partir de la figura de I'enunciat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia
per arribar a la solucié serien les segients, no necessariament en aquest ordre (figura
5.7.3):

Figura 5.7.3

o Identifica els punts mitos P, Q i R dels segments CE , AF i AD,
respectivament (tres accions grafiques).

Dibuixa la recta paral-lela, “r’, a AB per E (acci6 grafica).

Identifica punt d’interseccio, Q, de “r” amb CA (acci6 grafica).

Dibuixa la recta paral-lela, “s”, a AC per P (accié grafica).

Identifica punt d’interseccid, R, de “s” amb BA (accié grafica).
Identifica punt d’interseccio, M, de “s” amb “r” (accioé grafica).

Dibuixa els segments PF, EQ, PR, RQ i FD (cinc accions grafiques).
Expressa alguna de les igualtats: area PCF = area MPF = area MFQ = area
RMQ = area RQA = area DMR = area DEM = area EPM = area BED (7
accions deductives).

o Expressa que area ECF = 2*area BED (acci6 deductiva final).

Si 'alumne arriba al resultat final per tal que el sistema doni per correcte aquest resultat ha
d’haver expressat o dibuixat almenys el 30% del total de les accions que identifiquen
aquesta estratégia.

Un cop iniciada I'estratégia amb una acci6 reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes, sortiran successivament els missatges:
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. Troba el punt mig del segment CE i traca paral-leles als costats del triangle.
Si has tracat les paral-leles als costats, identifica tots els triangles que es
formen.

3. Imagina com compararies les arees dels triangles que s’han format.

N -~

Si després d’aquests dos missatges l'alumne no fa cap accié reconeguda, grafica o
deductiva, sortiran de forma aleatoria dos nous missatges, que no hagin sortit préviament,
d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accidé reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges segulents per tal de canviar d’estratégia:

1. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc del triangle ABC un que sigui rectangle o un triangle equilater.
Pots aplicar els mateixos procediments per a resoldre el problema inicial?

2. Pots agafar com a bases dels triangles que es comparen els segments que
determina el punt E sobre el costats BC.

3. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar, aplicant el Teorema de Tales.

4. Busca triangles en posicié de Tales a la figura de I'enunciat i tracta d’aplicar
la relacié que hi ha entre la rad de semblanca de dos triangles i la relacio
entre les seves arees.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accio.

Si l'alumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacié. Si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, pero la justificacido que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.7.4. Estratégia 3 (identificacio de triangles)

Si 'alumne fa alguna de les accions que descrivim a continuacio, el sistema sabra que
segueix I'estratégia que hem anomenat “identificacié de triangles”, dins de I'espai basic del
problema del triangle (pag. 69).

A partir de la figura de I'enunciat, la relacié d’accions que desenvolupen aquesta estratégia
per arribar a la solucio serien les seglents, no necessariament en aquest ordre (figura
5.7.4):

A D B
Figura 5.7.4

e Expressa qualsevol de les igualtats segiients: (AB/AD)?> =(AC/AF)’ = area
ABC/ area ADF= 9/4 (accions deductives).
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e Expressa qualsevol de les igualtats segiients: (BA/BD)®> = (BC/BE)? =
(CA/CF)? = area BCA/ area BED= 9/1=9 (accions deductives).

o Expressa alguna de les igualtats seglients: area ADF=4*areaDBE;
areaABC=9*areaDBE; areaECF+areaDEF=4*area DBE; area DEF = area
ECF. (accions deductives).

o Expressa que area ECF=2*area BED (acci6 deductiva, resultat final).

Si 'alumne arriba al resultat final per tal que el sistema doni per correcte aquest resultat ha
d’haver expressat o dibuixat almenys el 30% del total de les accions que identifiquen
aquesta estratégia.

Un cop iniciada I'estratégia amb una accid reconeguda en la seva direccio, per cada tres
accions no reconegudes, sortiran successivament els missatges:

1. ldentifica tots els triangles que es formen.
2. Imagina com compararies les arees dels triangles que s’han format.

Si després d’aquests dos missatges l'alumne no fa cap accié reconeguda grafica o
deductiva, sortiran de forma aleatoria dos nous missatges (que no hagin sortit préviament)
d’entre els esmentats a I'estratégia 0.

Si encara no hi ha cap accidé reconeguda, sortiran de forma aleatoria i successiva els
missatges segients per tal de canviar d’estratégia (en el moment que hi hagi una nova
accié reconeguda el sistema de missatges seguira la linia de l'estratégia identificada en
aquesta accio):

1. Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et
donen en lloc del triangle ABC un que sigui rectangle o un triangle equilater.
Pots aplicar els mateixos procediments per a resoldre el problema inicial?

2. Pots dividir els costats del triangle en tres segments iguals i tracar rectes
paral-leles als costats.

3. Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals
vols comparar, aplicant el Teorema de Tales.

4. Pots agafar com a bases dels triangles que es comparen els segments que
determina el punt E sobre els costats BC.

En el moment que hi hagi una nova accié reconeguda el sistema de missatges seguira la
linia de I'estratégia identificada en aquesta accid.

Si lalumne expressa el resultat correcte i ha fet almenys el 30% de les accions
corresponents a aquesta estratégia sortiran els missatges de verificacid, si no ha arribat a
aquest percentatge d’accions reconegudes sortira el missatge:

1. El resultat que has trobat és correcte, perd la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que
justifiquin la teva resposta.

5.7.5. Verificacio

El sistema ha d’identificar si el resultat que proposa I'alumne és correcte. Aixi doncs, si la
resposta final de I'alumne és incorrecta aniran sortint els seglients missatges aleatériament
fins que la resposta (acci6é deductiva) sigui correcta:

1. Mira de comprovar el resultat que has obtingut numéricament o geométrica.

2. Pensa si aquest resultat és coherent amb les condicions inicials del
problema.

3. Repassa el procés que has seguit per a obtenir la solucié.
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o o

Fes un repas de tots els continguts matematics que has fet servir durant la
resolucio del problema i recupera el que et sembli valuds del que has fet.
Tracta d’identificar les teves errades.

Pensa que durant la resolucié has pogut fer alguna errada de calcul o en el
procediment que has seguit.

Et suggereixo que segueixis en ordre invers els passos de la solucié que has
trobat per trobar la teva errada.

Si la resposta final de 'alumne és correcta, pero la seva argumentacié no arriba al 30% de
les senténcies reconegudes pel sistema sortira el missatge:

1.

El resultat que has trobat és correcte, pero la justificacié que has fet no és
suficient. Intenta buscar relacions entre els elements de la figura que

justifiquin la teva resposta.

Si la resposta final de I'alumne és correcta sortira de forma aleatoria un dels segients
missatges amb la consigna que enviessin les seves respostes al forum del problema:

1.
2.
3.

8.

Tens confianca en el resultat que has obtingut?, i en la solucié obtinguda?
Reflexiona com van sorgir les idees correctes que et van apropar a la solucio.
Recorda quins van ser els punts que van canviar el rumb de la resolucio i
sobre les causes que els van originar.
Reflexiona sobre aquestes preguntes:

Al llarg de la resolucio, has proposat varies estrategies?

Les has examinat totes?

Et sembla que has desenvolupat la o les més adients?.
Tracta de recordar qué et va suggerir I'estratégia que has seguit per a
resoldre el problema.
Pensa si les idees que t’han portat a obtenir la solucié t'han sorgit per
associacié amb les d’altres problemes similars...”.
Els punts que t'han semblat claus en la teva resolucié podrien ser:

Tracat de rectes paral-leles.

Consideracio de casos particulars (triangle rectangle, equilater, punt E en

diferents posicions, etc.

Aplicacié de férmules.

Consideracio de malles triangulars...
Intenta proposar problemes semblants al que has resolt.

Al final de tot el procés sortira un missatge que doni per acabada la resolucio.

1.

Has resolt satisfactoriament aquest problema; vols intentar un altre?
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CAPITOL 6

ANTECEDENTS, DISSENY | FUNCIONAMENT DE L’AGENTGEOM

6.1. Introduccid

En aquest capitol descrivim les funcionalitats que té el sistema tutorial multiagent que hem
anomenat AgentGeom i que ha estat elaborat per un equip de recerca de la UAB format per
dos informatics i dos assessors pedagogics (Puertas, 2002; Cobo i altres, 2004; Cobo i
Fortuny, 2004; Richard i altres, 2003 i 2004).

Com hem assenyalat al capitol 1, 'Agentgeom és un sistema tutorial que combina dues
funcions basiques en qualsevol sistema educatiu: és obert i permet I'atencié a la diversitat,
ja que es donen els mecanismes necessaris perqué el professor pugui ampliar la base de
problemes.

Com hem pogut observar en la seleccié de missatges del capitol 6, en el qual hem elaborat
el guié previ a la implementacié dels missatges per a cada problema, el professor pot
gestionar el sistema, creant problemes, assignar-los als seus alumnes segons les seves
caracteristiques cognitives, examinar I'efectivitat dels seus processos de resolucid i
modificar el sistema de missatges que pot enviar a cada alumne en cada problema, segons
I'estratégia que hagi triat.

Hem dissenyat el sistema AgentGeom de forma que sigui una aplicacié portable a qualsevol
entorn. Per aquest motiu I'hnem desenvolupat sobre una arquitectura web i, fent servir els
recursos més basics que ens proporciona aquest entorn, hem aconseguit que I'alumne
pugui interactuar amb el sistema amb qualsevol ordinador connectat a la Xarxa i amb un
navegador senzill. Aixi doncs, 'AgentGeom és una aplicacio servidora, és a dir, es troba en
una maquina servidora i molts alumnes, simultaniament, s’hi poden connectar mitjangant el
protocol HTTP. Concretament, la seva adreca €s
http://intermat.uab.es/intermates/activitats/tfc/index.jsp En qualsevol cas, en Josep M.
Fortuny (JosepMaria.Fortuny@uab.es), que actua com a administrador del sistema, és la
persona que assigna nom d’usuari i contrasenya a qualsevol persona que vulgui accedir al
sistema.

En el proper paragraf fem una descripcié general de la composicio i de les relacions dels
usuaris (alumnes i professor) amb I’AgentGeom. Després, el comparem amb un antecedent
seu com és el projecte Baghera. A la resta de paragrafs fem una descripcid de les
funcionalitats de I’AgentGeom i del seu funcionament, seguint les diferents pantalles que
van apareixent segons els usuaris siguin un alumne o el seu professor.

6.2. Caracteristiques generals de 'AgentGeom. Relacio amb els seus
usuaris
L’AgentGeom és un sistema tutorial artificial (figura 6.2.1) concebut com un sistema multi-

agent hibrid que combina interficies, utilitzades per persones com a usuaris del sistema
(professors i alumnes), amb dos agents artificials: 'agent tutor, que té una arquitectura
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Figura 6.2.1. Esquema de la composicié del sistema tutorial multiagent AgentGeom
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principalment reactiva, i 'agent mediador, que rep les entrades de les interficies de I'alumne
i el professor.

Les interficies son totes les eines de qué disposen els usuaris per a interactuar amb els
agents mediador i tutor. En el cas del professor (veure 'apartat 6.4.4), 'AgentGeom disposa
d’eines de comunicacié —diferents pantalles- que fan possible que el professor crei
problemes i els assigni als seus alumnes.

La creaci6 de problemes nous exigeix I'elaboracio de tot un contingut pedagogic al voltant
de cada problema, que comporta la identificacié de totes les estratégies que resolguin el
problema i els diferents missatges que el professor vulgui que es mostri als alumnes quan
'agent tutor consideri necessari, com vam fer al llarg del capitol 6 amb els problemes del
paral-lelogram, de la malla quadrada i del triangle.

La interficie de I'alumne ofereix a I'alumne totes les eines per a resoldre el problema. Com
mostrem als apartats 6.4.2 i 6.4.3, 'alumne disposa d’'una area de construccié grafica i d’un
editor de deduccions. A I'area de construcci6 grafica, 'alumne pot dibuixar figures fent servir
els botons (primitives de construccio) per a dibuixar punts, linies rectes, circumferéncies,
segments, paral-leles, perpendiculars, definir la interseccié de dos objectes, etc.

Amb l'editor de deduccions, I'alumne pot construir senténcies sobre els objectes grafics que
ha creat, i que I'agent mediador validara o no.

L’agent mediador rep les entrades de les interficies del professor i dels alumnes, és a dir,
processa totes les accions (grafiques i deductives) del professor quan crea problemes nous i
de lalumne quan resol el problema, i les emmagatzema en una base de dades.
Concretament, pel que fa a les accions geometriques, I'agent mediador rep totes les
primitives de construccio, calcula tots els elements nous derivats de les accions, emet
missatges si hi ha errors en la construccio o en la identificacié dels nous objectes grafics i, si
el procés acaba correctament, mostra la figura que s’ha dibuixat a I'area de construccié
(veure I'apartat 6.4.2).

Pel que fa a I'editor de deduccions, I'agent mediador gestiona la construccié correcta de la
sintaxi de les senténcies, mostrant missatges d’error si no estan ben construides; determina
si la senténcia és veritable o falsa, fent servir el model de grafic al qual esta referida sempre
la senténcia; i mostra la validesa o no de la deduccié introduida (veure I'apartat 6.4.3.2).

L’agent tutor té per objectiu ajudar directament I'alumne en la resolucio del problema. Per a
aixo, I'agent tutor conté, en forma d’arbre, cadascuna de les estrategies corresponents a
cada problema, també té diferents llistes de missatges. Una llista per cada estratégia i una
llista especial de canvi d’estratégia. Aixi, 'agent tutor té tota la informacié sobre estratégies i
missatges, i només necessita un mecanisme per a saber quan i com mostrar els missatges
a l'alumne. Agquest mecanisme comenga quan I'agent mediador, que segueix la pista de
totes les accions que realitza 'alumne, les passa a I'agent tutor, que les identifica dins del
seu arbre d’estratégies. A continuacié descrivim la forma de llengar els missatges que té
I'agent tutor (figura 6.2.2).

L’alumne entra a ’AgentGeom i comencga a fer accions, siguin deductives o grafiques, des
de la seva interficie.

La primera accio que fa I'alumne pot ser reconeguda per I'agent mediador, en el sentit que
la consideri correcta o no reconeguda —accié que el sistema considera incorrecta (de fet és
una accio objectivament incorrecta, excepte en casos molt excepcionals)-. L’agent mediador
passa la informacio a I'agent tutor.

Si l'accio que fa I'alumne és reconeguda, aleshores I'agent tutor la considera com l'Ultima
accié reconeguda (a efectes d’identificar I'estratégia que segueix l'alumne i, com a
consequéncia, triar el missatge adient) i actualitza a zero el comptador d’accions no
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reconegudes, és a dir, no considera les anteriors possibles accions no reconegudes a
efectes d’emetre missatges. Després, I'agent tutor torna al comengament i espera que
I'alumne faci una nova accid.

Si, pel contrari, 'accié que fa I'alumne l'agent mediador no la reconeix, aleshores el
comptador d’accions incorrectes puja una unitat i espera una nova acci6. Si el comptador
d’accions incorrectes arriba a tenir el valor 3, aleshores 'agent tutor selecciona un missatge
segons el seguent criteri:

Si no hi ha una ultima accié reconeguda, aleshores tria de manera aleatoria un
missatge d’entre els disponibles (que no hagin sortit abans) que orientin a I'alumne cap
a una nova estratégia general. Després de la tria, 'agent tutor mostra aquest missatge i
espera una nova accio de I'alumne.

Pel contrari, si hi ha una ultima accié reconeguda, aleshores, I'agent tutor
selecciona el missatge que segueix I'ordre d’aquesta ultima accié reconeguda (que
dependra del moment en el qual es trobi la resolucid i, per tant, el desenvolupament de
missatges perqué la tria sigui aleatdria o no). A continuacio, I'agent tutor mostra per
pantalla el missatge triat. Si el conjunt de missatges relacionats amb I'tltima acci6 és
buit, aleshores el sistema selecciona, de forma aleatdria, un nou missatge entre la resta
dels que orientin 'alumne cap a una estratégia diferent de la que actualment seguia, el
mostra a la pantalla i espera una nova acci6 de I'alumne.
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Figura 6.2.2. Esquema general d’'implementacié de missatges en el sistema multiagent

AgentGeom
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6.3. Antecedents del sistema multiagent AgentGeom. Semblances i
diferéncies amb el Projecte Baghera.

L’AgentGeom té un antecedent immediat, que és el projecte Baghera, desenvolupat en el
Laboratoire Leibniz (2003) de Grenoble i dirigit per I'investigador N. Balacheff. Com aquest,
el nostre sistema multiagent incorpora tres principis que considerem basics en I'elaboracio
d’entorns assistits per ordinador: per una banda, la col-laboracié entre agents humans i
artificials, que supera el paradigma de décades anteriors en les quals es considerava a
I'ordinador com una maquina autdbnoma que concebia I'ensenyament només com a funcié
instruccional (Balacheff, 2000).

En segon lloc, la concepcié de lI'educacié com el resultat de un procés complex que
emergeix de les interaccions entre agents que tenen habilitats diferents i complementaries
(Webber i altres, 2002).

I, per ultim, ambdds projectes estan concebuts com sistemes multiagents de diagnodstic que
son capacos d’identificar els coneixements dels alumnes després de les interaccions
d’aquests amb el sistema i, per tant, han de ser capagos d’adaptar-se a les seves
caracteristiques cognitives i a I'evolucio dels seus coneixements.

En canvi, hi ha diferéncies significatives entre ambdods projectes, concretament en dos
aspectes que considerem també fonamentals i que fan del nostre projecte una proposta
innovadora i pionera en [l'elaboracié d’entorns interactius web densenyament i
aprenentatge. Aixi, mentre el projecte Baghera és un entorn basat en la xarxa per a
'aprenentatge de la demostracié geomeétrica, fonamentat sobre els treballs de Balacheff
(1999) i Luengo (1999), i aquest és el contingut basic de les propostes d’activitats que es
fan als alumnes, el projecte AgentGeom utilitza com a objecte d’estudi, i com a base de les
propostes de les seves activitats, a més de la demostraci6 geomeétrica, la resolucié de
problemes en general, i té els seus fonaments en les amplies investigacions portades a
terme pels investigadors de la Universitat Autobonoma de Barcelona en relacié a les
interaccions que es produeixen entre alumnes quan resolen problemes en diferents
contextos (Cobo i Fortuny, 2000; Fortuny, i Murillo, 1999; Meavilla, i Fortuny, 1999;
Rodriguez, 2003; Richard, 2004a i 2004b).

A més, Baghera té un nivell d’'interficie molt limitat pel que fa a la verificacié, en temps real,
de la realitzacié de les activitats dels alumnes (Webber, i Pesty, 2002), deixant aquesta
verificacié pel final, és a dir, quan I'alumne ha acabat la seva proposta de demostracié. Aixi,
el projecte Baghera no segueix les indicacions de Bunt i Conati (2002) en el sentit que els
entorns oberts d’aprenentatge poden millorar-se proporcionant, en temps real, suport als
processos d’exploraciod, adaptats a les necessitats individuals de cada estudiant.

Seguint aquest principi, hem aconseguit que I'AgentGeom comprovi i verifiqui de forma
instantania totes les accions realitzades pels alumnes, identificant el moment del procés de
resolucio en el qual es troba I'alumne i mostrant-li, sempre que el tutor huma el consideri
oportl o quan l'alumne ho demani, missatges que orientin el seu procés i que li ajudin a
obtenir una solucié del problema, o a donar sentit al concepte de demostracié matematica.
Aquest sistema d’ajuda: diferenciat per a cada alumne en funcié de I'evolucié del seu procés
de resoluci6, fet de forma directa i en temps real, i adaptat a les seves necessitats
cognitives, donara al nostre aplicatiu un caracter d’emergéncia, entesa en el sentit que la
seva conducta no pugui ser facilment predictible simplement fent una descripcié de les
unitats del sistema.

Una altra aportacié del sistema és la possibilitat de servir de base per a discussions
conjuntes, entre el professor i els alumnes o d’aquests entre si sobre la tasca realitzada.
Aixi, els alumnes poden iniciar un forum de debat durant la resolucié del problema o al final
de la mateixa. En aquest cas, 'AgentGeom facilita la discussié fent als alumnes una
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pregunta relacionada amb la verificacid del problema resolt, que els alumnes han de
respondre i penjar les respostes a 'esmentat forum.

6.4. Accés a 'AgentGeom

A continuacié descrivim cadascuna de les funcions que té el sistema, mostrant les diferents
pantalles que van apareixent quan ens anem introduint a I’AgentGeom, sigui com a usuaris
alumnes o com a usuari professor.

6.4.1. Pantalla d’identificacié de I'usuari

La primera pantalla que es presenta a l'usuari en entrar al sistema és la pantalla de
identificacié (figura 6.4.1). Com hem comentat a la introduccié, per a poder entrar al
sistema, I'usuari ha de tenir una clau d’usuari i una clau d’accés.

Un cop inserides les claus d’usuari i d’accés, s’ha de prémer al bot6 ACCEPTAR per a
continuar. D’aquesta manera s’accedira a I'aplicatiu especific per a cadascun dels tipus
d’usuaris, segons les claus inserides.

Si la clau és incorrecta es tornara a mostrar la mateixa pantalla. No es déna informacid
sobre quins dels camps és l'incorrecte, per tenir una seguretat més gran.

A més, es pot triar I'idioma en el qual es mostrara I'aplicacié entre el castella, el catala i
'anglés. Malgrat que per defecte esta seleccionat el catala.

3 AgentGeom Home Page - Microsoft Internet Explorer HEE
J Awchivo  Edicion  Wer  Favortos  Heramientas  Awuda |
3 = »
= = @ @ @ @ % y = - Winculos
Atraz Adelante Detener  Actualizar  Inicio Blzgqueda Favortoz  Historial Coiren Imprimir  Modificar DiizcLtiv
J Direccidn I@ hitp: /fintermat.uab. esintermates/activitats Mfcindex. jsp j @Ir a

Agent Tutor Prototip
| L L

Usuari

——

Clau

——

l-l.| ACCEPTAR
Lod

&7 Listo ’_|_|@ Intermnet
@l inicio | | = deiniiu | & capital - Microsoft word | ¥ Paint Shop Pro |[&1AgentGeom Home Pa... |BBeledd 2% &

Figura 6.4.1. Pantalla d’identificacio de l'usuari

|
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Si les claus d’usuari i d’accés son les corresponents a un alumne, el sistema mostrara la
interficie corresponent a I'alumne.

6.4.2. Pantalla de seleccio de problemes per part de I'alumne

Un cop entrat com a usuari alumne, la primera pantalla que mostra el sistema a I'alumne és
la de seleccié dels problemes que previament el professor ha confeccionat especialment per
a ell (figura 6.4.2).

Enunciats de problemes per I'alumne
memmamm

carles

Figura 6.4.2. Pantalla de seleccio del problema

Des d’aqui es pot tornar a la pantalla d’inici (icona casa) o accedir a una petita ajuda o, pel
contrari, 'alumne podra seleccionar el problema que vol resoldre i prémer el boté acceptar.

El botd ens torna a la pantalla d’identificacié de l'usuari, i el botd obre una
finestra en la qual I'alumne pot trobar tota la informacié sobre el funcionament de les arees
grafica i deductiva (figura 6.4.3).

3 Ajuda Dn-line - Microsoft Internet Explorer =10] ] h

EMUNCIAT

() coNsTRUCCIO DELS
ELEMENTS

(@) FINESTRA
¥ISUALITZACIO

(@) cREAR DEDUCCIONS

(@) MISSATGES DEL
TUTOR

(%) MISSATEES DERROR

PUNT

[©) PUNT EN UNA LiNEA
(@) SEGMENT

[@) LINER PARAL-LELA

(@) LinEA

PERPENDICULAR
(@) pEpuccr

(@) PER CARREGAR
ENUNCIAT

SECCIONS
TUTORIAL

COM FER...
GLOSSARI
@

Figura 6.4.3. Finestra d’ajuda
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6.4.3. Pantalla de I'area de treball de 'alumne

Un cop seleccionat el problema que 'alumne ha de resoldre, el sistema obre la pantalla de
treball de I'alumne (figura 6.4.4) .

Aquesta area de treball esta dividida en dues parts ben diferenciades. La de I'esquerra,
emmarcada de color blau, és on 'alumne té la pissarra per a crear els elements geométrics
(rectangle blanc) i les eines necessaries per a crear-los (a sobre del marc blau). Aquesta
part de I'area de treball de I'alumne 'anomenarem area de construccio grafica.

La de la dreta, de color beige és on l'alumne pot escriure les senténcies sobre les
construccions grafiques que I'agent mediador validara o no. Aquesta part de I'area de treball
de 'alumne 'anomenarem area de deduccions.

A més, a la part inferior de I'area de treball de I'alumne podem trobar la barra d’eines —barra
de color marré que conté, entre d’altres, el botd d’informacié del tutor, el botdé de demanda
de missatges, el boté que mostra I'enunciat de problema, etc.-, que descrivim a I'apartat
6.4.3.3.

& Tutor de geometria M= E3

Hom de I'alumne : gerard Titol del problema : Problema del paral.lelogram

Applet¥Versio 1.11

[324,249]

CREAR. DEDUCCIONS
| 1919 )@

PROCEDIMENTS

‘ hd ‘

& |I=0r=1]] @E E

|Java Applet Window

i@ Inicio | | &4gentGieom -ict..| 8, Paint Shop Pro- 1. | (= defintu | #capitai? - Microso.. | [ Tutar de geom... BBl @D S 165

Figura 6.4.4. Pantalla de I'area de treball de I'alumne

6.4.3.1.Area de construccié grafica

L’area de construccié grafica conté tot una série de botons que permeten a l'alumne
construir objectes geométrics basics. Aquests es visualitzen en la part central blanca —on
diu: “Applet Versié 1.11 (figura 6.4.4)-, que anomenarem la pissarra de I'alumne.

Quan I'alumne prem algun dels botons d’aquesta area se li mostra una casella de text a sota
de la pissarra on se li donen les instruccions per a crear aquest element, aixi com 'espai on
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omplir els parametres que necessiti (figura 6.4.5). Per a validar els parametres introduits en
la casella de text s’ha de polsar la tecla return.

Introdueix el nom de la linea: . Cancel |

Figura 6.4.5. Finestra de dialeg per a crear objectes geométrics

A la taula 6.4.1. descrivim cadascun dels botons que composen l'area de construccio

grafica.

° Punt

Dibuixa un punt a la pissarra. Requereix la introduccié del nom
del punt seguit de la tecla return. A continuacioé I'alumne es pot
moure per la superficie de la pissarra per a determinar la posicié
on vol situar el punt.

Punt en una
linia

Dibuixa un punt que volem situat en una linia. Requereix
assenyalar una linia o segment ja creats a la pissarra, i a
continuacio s’ha de buscar la posicié d’aquest punt en la linia,
mitjangant una linia auxiliar. Finalment es demana el nom
d’aquest nou punt.

Segment

Dibuixa un segment entre dos punts. Es requereix assenyalar
dos punts ja creats sobre la pissarra.

A continuaci6é s’ha d’introduir el nom del segment i prémer la
tecla return.

_ Paral-lela

Dibuixa una linia recta paral-lela a una altra ja existent a la
pissarra. Requereix assenyalar una linia recta o segment i un
punt. Després d’introduir el nom de la linia paral-lela es dibuixara
una linia recta paral-lela a l'anterior i que passi pel punt
assenyalat. La linia paral-lela tragada arribara fins als extrems
de la pissarra.

L Perpendicular

Dibuixa una linia perpendicular a una altra donada i que passi
per un punt. Es requereix assenyalar una linia o segment i un
punt. Després d’introduir el nom de la linia perpendicular es
dibuixara damunt del punt i arribara fins als extrems de la
pissarra.

_+_ Punt

d’interseccio

Dibuixa un punt, que és interseccio de dues linies. Requereix
assenyalar dues linies o segments. Un cop introduit el seu nom
i premut el boto return es dibuixa un punt en la interseccié de les
dues linies si aquesta interseccid es troba dins de la pissarra.

o [Puntmig Dibuixa el punt mig d’'un segment. Requereix assenyalar

segment. Posa el nom del punt, es dibuixara enmig de la linia.
~| | Circumferencia | Dibuixa una circumferencia. Requereix assenyalar el punt que
L

sera el centre, i un altre que delimitara el radi de la
circumferéncia.
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Compas Trasllada distancies sobre una linia. Requereix assenyalar el
punt que sera el centre del compas. A continuacié ens demana
assenyalar un punt que amb [linicial fara de radi del compas.
Finalment s’ha d’indicar quina linia de les que passen pel centre
del compas sera la que aquest tallara. Després d’introduir el
nom del punt que es creara, apareixeran dos punts sobre la linia
seleccionada, el primer amb el nom triat i el segon marcat amb
una cometa (‘).

- Esborrar un Esborra només un objecte. Només s’ha prémer aquest botd,
objecte introduir el nom de 'objecte a esborrar i prémer la tecla return.
No es poden esborrar punts que estiguin en alguna linia, primer
s’ha d’esborrar aquesta linia.

@ Esborrar la Esborra tota la pissarra i també l'area de deduccions. Demana
pissarra confirmacié abans de procedir.

Taula 6.4.1. Botons de I'area de construccio grafica

A més de tots aquests botons grafics, I'alumne disposa, a l'area grafica, d'un boté de
cancel-lacié, que en qualsevol moment li permet cancel-lar qualsevol creacié d’objecte que
hagi comencat.

Amb tot aix0, les accions de I'alumne i reaccions de I'agent mediador de ’AgentGeom en la
creacio d’'un objecte grafic les podem resumir a la taula 6.4.2, en el qual mostrem que, en
les construccions grafiques, durant la resolucié d’'un problema, la creacié d’'un objecte (punt,
recta, segment, paral-lela...) és una accié que l'alumne fa per iniciativa propia (accid
proactiva). Aquesta accid, que es pot cancellar en qualsevol moment, pot tenir dues
respostes per part de I'agent mediador.

Una reaccié proactiva pot ser o demanar el nom de I'objecte que es vol crear o bé demanar
els objectes implicats en la seva construccid. En el primer cas, I'alumne introdueix el nom de
I'objecte i el sistema dibuixa I'objecte en questié. En el segon cas, I'alumne introdueix el
nom de l'objecte o objectes implicats i el sistema crea el nou objecte o esborra un ja
existent.

6.4.3.2.Area de deduccions

La part de la dreta de I'area de treball de I'alumne (figura 6.4.4) és la que hem anomenat
area de deduccions. En la finestra més gran, la de dalt de tot, apareixen validades (en color
negre) o no (en color vermell) totes les senténcies que I'alumne va escrivint, en la seglent
finestra, sobre la figura que ha construit o esta construint a l'area grafica. En aquesta
segona finestra, que ’hem anomenada finestra de crear deduccions, I'alumne escriura les
senténcies deductives com si fossin regles, seguint una sintaxi molt senzilla que descrivim a
continuacié.

Perqué l'escriptura d’una senténcia sigui correcta, la sintaxi ha de seguir un dels tres ordres
seglents: Objecte, Nom, operador, Objecte, Nom; Objecte, Nom, operador, nombre; i
Nombre, operador, nombre.

En la construccié de cada senténcia ens poden ser utils tot un seguit de botons negres
situats per sota de la finestra de procediments, la funcionalitat dels quals expliquem a la
taula 6.4.3.
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— v

Clica un boto
grafic

Demana nom de

I'objecte

Demana objectes
implicats

Introdueix nom de

I'objecte

Selecciona

objectes implicats Cancella

Crea objecte o
I'esborra

No crea objecte

Taula 6.4.2. Accions de I'alumne i reaccions de I'agent mediador en la construccié d’'un

objecte grafic.

Objecte angle

A continuacié d’aquest objecte s’ha d’escriure el nom
de I'angle, mitjangant els punts que formen I'angle

O

Objecte area

Després de I'objecte area s’han de posar els punts
(vértexs) de la figura I'area de la qual és vol comparar.
En lloc d’escriure els noms dels punts, també es
poden assenyalar a la pissarra fins tancar una area.

Objecte linia Després de I'objecte linia s’ha de posar el nom de la
linia o0 segment que volem comparar.

Operadors: Operadors aplicables a nombres i a objectes. Ens

més gran, més | permeten saber si els nhombres o objectes entrats en

petit o igual primer lloc sén més grans o iguals, més petits o iguals,
o iguals als entrats en segon lloc.

Operadors Operadors aplicables només a objectes linia, i ens

paral-lela o permeten saber si dues linies sén o no paral-leles o

perpendicular

perpendiculars.

Taula 6.4.3. Botons d’objectes i operadors per a la construccié de les senténcies deductives

Un cop introduida la senténcia per a validar-la només s’ha de prémer al botd . En

qualsevol moment es pot esborrar la regla inserida amb el botd

la casella d’introduir regles.
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Si pensem que la senténcia introduida és el resultat final del problema que estem resolent,

només s’ha de prémer el botd
senténcia.

A més, l'alumne pot reforgar la validacié d’'una senténcia si tria una propietat o procediment
de la llista que hi ha a la tercera finestra (finestra de procediments) d’aquesta area de
deduccions. Aquesta propietat o procediment ha de fer certa la senténcia escrita per
'alumne. En la finestra del tutor sortira tant el resultat de la validacié com si la regla segueix

Yy

v i, igualment,

0 no la propietat seleccionada per I'alumne.

Amb tot aix0, les accions de I'alumne i reaccions de I'agent mediador en la creacio de
senténcies les podem resumir a la taula 6.4.4, en el qual mostrem que I'alumne escriu una
senténcia, d’acord amb les normes gramaticals que exigeix el sistema, i demanda validacié.
El sistema pot respondre amb una acci6 reactiva (validant o no la senténcia) o reactiva i

el sistema validara o no la nostra

proactiva a la vegada: validant o no la senténcia i llengant un missatge.

—

Escriu deduccid i
demanda
verificacio

Sintaxi correcta

Resposta de
validacio

Taula 6.4.4. Accions de I'alumne i reaccions de I'agent mediador en la construccioé de

6.4.3.3.Barra d’eines

En la part inferior de la finestra de 'area de treball de 'alumne es troba una barra d’eines

—

Sintaxi incorrecta

Resposta de
validacio i
missatge

senténcies deductives

(barra de color marré) amb diferents botons:

_—

a) = Aquest boto obre la finestra del Tutor.

En aquesta finestra es mostraran les senténcies deductives que I'alumne vagi introduint al
llarg de la resolucio del problema i les seves validacions o no, i els missatges que el sistema

li envia per a ajudar-lo en la seva resolucioé (figura 6.4.6).
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& Tutor M=l

gf Missatges del Tutar

—

- area abc = area adc. Es correcte -~
- area abc = area adc. No s'ha especificat cap definicid

- Imagina com compararies les arees dels nous triangles que s'han format

- linia as * linia ds / 2 = linia fc * linia fb / 2. Es correcte

-linia as * linia ds / 2 = linia fc * linia fb / 2. Mo s'ha especificat cap definicid

- Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees dels quals vols comparar
- area dvnc = area vnba. Es correcte

-area dvnc = area vnba. Mo s'ha especificat cap definicid

_I Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant que et donen en lloc d'un pa~|
1 : [

IJava Applet Window

Figura 6.4.6. Finestra del Tutor

b) L Aquest boto serveix per a demanar un missatge nou.

Quan l'alumne esta bloquejat i no sap com continuar la resolucié del problema, té la
possibilitat de demanar un missatge que I'ajudi a desbloquejar la situacié. Si prem aquest
botd, ’AgentGeom obre la finestra del Tutor (figura 6.4.6) i, al final de tota la informacié que
conté, li mostra el missatge demanat.

c) = Aquest boto obre la finestra de I'enunciat del problema.

En aquesta finestra es mostra I'enunciat complet del problema que ha de intentar resoldre
'alumne i la figura o figures auxiliars (figura 6.4.7).

d) = Carrega una construcci6 inicial proposada pel professor si esta disponible.

Aquest boté déna la possibilitat a 'alumne de carregar la figura associada a I'enunciat del
problema sobre la pissarra de I'area de construccié grafica, sempre que professor aixi ho
estimi oportu i préviament I’hagi construit perqué estigui disponible.

e) i Aquest boto6 obre la finestra de I'historial de 'alumne.

Aquest botd obre la finestra de I'historial de I'alumne (figura 6.4.8), en la qual es mostren
totes les accions que I'alumne ha realitzat, tant grafiques com deductives, aixi com les
reaccions del Tutor, sigui en forma de validacions 0 no de les senténcies introduides per
'alumne o els missatges que el tutor envia a I'alumne, demanats o no per aquest, i si les
accions sén reconegudes o no pel sistema. A més podem veure la data i hora en les quals
'alumne ha estat resolent el problema. Aquest historial, completat amb la informacié rebuda
de I'enregistrament de tots els esdeveniments de pantalla realitzat pel programa Flash Cam,
és la informacié que fem servir al capitol 8 per a analitzar les actuacions dels alumnes en la
resolucio dels problemes.
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% EMUHCIAT DEL PROELEMA

Si Ml es un punt qualsevol de la diagonal AC del paral.lelogram ABCD, quina relacid hi ha entre les dels
triangles assenyalats de la Figura?

D C
i
A E
|@] Lista [ | |4 Intemet 4
Figura 6.4.7. Finestra de I'enunciat del problema
HISTORIAL
Data Nom Accid Accid
reconeguda
2004-03-29 )
12:43:30.474 carles rargar 8i B
2004-03-29 . . .
17°46:09.533 Tutar linia ch = linia datrue
2004-03-29 e
1746:09.673 carles Deduccia: linia ch=linia da Mo
2004-03-2912:46:13.82 Tutor linia ch = linia datrue
2004-03-2912:46:13.86 carles Deduccid: linia ch=linia da Mo
2004-03-29 B )
12°47°53.172 Tutar area acd = area abotrue
2004-03-29 _ )
1774753172 carles Deduccio; area scd=area ahc Si
2004-03-29 B .
12:50°25.181 Tutar area cdm = area mbotrue Ll
|&] Listo [ [ |8 Intemet 7

Figura 6.4.8. Finestra de I'historial de 'alumne

f) f% Comparteix els resultats en un forum amb d’altres alumnes.

Aquest botd obre una finestra des de la qual I'alumne podra enviar al forum de debat amb
els seus companys i amb professor les aportacions que ha fet en la resolucié del problema
que esta resolent (figura 6.4.9). Normalment, els enviaments que fan els alumnes estan
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relacionats amb la fase de verificacié de la resolucié que ha fet del problema resolt perqué
en aquesta fase, 'AgentGeom fa a I'alumne una pregunta relacionada amb reflexions sobre
tot el procés que ha seguit, i el convida a enviar al forum la seva resposta.

Recordeu que mentre ested responent teniu que estar connectats a internet,

Introduiu la vostra direccia:

g-mail: noms separats per una coma: carles

Introduiu aci les vostres aportacions, de manera critica i reflexiva respecte del treball cooperatiu propi i dels a
Tracteu de modificar les vostres aportacions inicials, millorant-les i clarificant-les tot valorant i integrant les cc

Ernwviar al Farum

linia ckb = linia da Es correcte

linia ckh = linia da No ='ha especificat cap definiciod e

linia ckb = linia da Es correcte

linia ckh = linia da No ='ha especificat cap definiciod

area acd = area abc Es correcte

area acd = area abc No s'ha especificat cap definicid

aresa odm = area mbc Es correcte

area cdm = area mwhec No s'ha especificat cap definicid

angle ham = angle med Es correcte

angle bam = angle med No 2'ha especificat cap definicid h

1 | L|J

”éﬁ Lista r__r__ﬁblnmmet v

Figura 6.4.9. Finestra per a enviar al forum les aportacions que I'alumne ha fet sobre el
problema que esta resolent

9) 6, Obre un sal6 de xat per a parlar amb altres alumnes.

h) H Desa la sessi6 de I'alumne.

Tot el que 'alumne guardi sera carregat automaticament la seguient vegada que 'alumne
torni a entrar en el mateix problema.

6.4.4. Pantalla de I'area de treball del professor

En aquesta area el professor podra editar problemes, crear-ne de nous, assignar-los als
seus alumnes, visualitzar I'historial de cada alumne, etc.

La primera pantalla que surt en entrar a I'area de treball del professor és la que mostrem a
la figura 6.4.10.

En aquesta pantalla, situada a dalt a I'esquerra, hi ha un menu desplegable on apareixen
numerats tots els problemes disponibles per al professor. Si seleccionem un nombre, a la
finestra del costat, retolada “Titol del problema”, surt el nom que li hem posat al problema en
questio. Al mateix temps, a la finestra retolada “Enunciat del problema” surt I'enunciat del
problema que hem seleccionat. També al mateix temps, a la finestra gran de la dreta (de
color blau fosc) —retolada “Imatge”-, surt una imatge.qgif, que és la que representa la figura
que té associat 'enunciat del problema.
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Prement al boté “Nou” que hi ha al costat del menu desplegable queden en blanc tots els
camps, de tal forma que en omplir-los podem crear un problema nou que apareixera a la
zona d’enunciat de I'alumne un cop assignat a aquest.

Professor Jogep Maria Fortuny

Problema nim. Titol del problema Imatye
] L am u LA L) EEOEEOE
|1 ~| Mou | Problema del paral lelogram Jprablemesinlfimatae.gif

Enunciat del problema
n LR am

<a

href="http://wvw.edud 65, com/anlanet/ intermates/glo
zzari/defs/def238. htm"
target=""_hlank">paral.lelogram<f’a> ABCD, cuina j

51 M e2 un punt gualsevol de la diagonal AC del j

Fitzer construccio
| | an am

Fitxer estratégies Fitxer missatges
= m 'L ] | ] L am

Examinar... I Examinar...
enviar enviar

4

5
I;H

Figura 6.4.9. Pantalla de 'area de treball del professor

A la part superior dreta d’aquesta pantalla hi ha tres icones, dues d’elles —la icona de la
casa i la de I'ajuda tenen la mateixa funcié que en la pantalla de seleccié del problema per
part de 'alumne (veure I'apartat 6.4.2 i la figura 6.4.2). En canvi, aci apareix una nova icona

f que permet visualitzar tots els missatges corresponents a totes les estratégies
implementades del problema que hi ha seleccionat al menu desplegable, el nom del qual
apareix a la finestra del “Titol del problema”. A la figura 6.4.11 podem veure els missatges
corresponents a les estratégies del problema del paral-lelogram.
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Estrategies - Microsoft Internet Explorer O] x|

' ESTRATEGIES 3

Estrategia 0| Estrategia | | Estrategia 2| Estrategia 3 | Solucid

Estrategia 0 : General
Missatge
Inicial:
Tracta de compendre bé les condicions del problema
Tdenfifica l'objectiu del problema
Intenfa comprendre fofes les paraules de Vemmciaf
Expressa Vemmciat £ wna alfra manera

Recorda fofs els concepfes matemafics que b ha a Vemaiciaf o a la figura 1 infenfa
definir-los amb les feves propies paraules. 5T no els fens clars miva el glossari

Fofs carregar una construecid de lafigura de Vemmeiaf prement el bofd "rarregar
Rgura”

pas: 0 Cargar

Missatge:
Eshorra la representacic grafica que has carregat 1 infenfa fer-ne una de nova sense
Arar-te en I anterior.

. X s -
Tracta Ahroanifrar 1A ivfhrmac'a e fens _I

Figura 6.4.11. Sistema de missatges corresponents a les estratégies implementades del
problema del paral-lelogram

6.4.4.1.Fitxer de construcci6

Prement el boté “EDITAR” del fitxer de construccié de I'area de treball del professor (figura
6.4.10) accedim a una pantalla d’edici6é de construccions geometriques (figura 6.4.12).

1. Problema

Nom del Professor - tia Fortuny Titol del problema

Eines Crear contstruccid
Em EEuEEoE

Appletversio 1.11

Tornar area professor |

Figura 6.4.12. Area de construccié grafica del professor
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Aquesta pantalla de construccions grafiques és similar a la que disposa I'alumne per a fer
les seves construccions grafiques (figura 6.4.4). Disposa de les mateixes icones de
construccid, que funcionen de la mateixa forma. El seu funcionament es pot consultar en la
Taula 6.4.1.

La finalitat d’aquesta pantalla grafica és que el professor pugui crear les construccions que
cregui necessaries per a ajudar I'alumne en el procés de resolucié. Normalment es fa servir
perqué l'alumne pugui carregar la figura que I'enunciat tingui associada, que el professor
préviament ha de construir i associar al problema corresponent. A més, en aquest cas,
l'aplicaci6 és capag¢ d’exportar fitxers cabri senzills al format de creacié grafica de
'AgentGeom.

6.4.4.2 Fitxer d’estrategies

Exporta fitxers XML que continguin la sintaxi correcta per a definir les estrategies de
resolucio de cada problema.

Aquests fitxers son interpretats per I'AgentGeom i permeten al tutor virtual conéixer
I'estratégia de resolucié del problema proposat. Amb aquest fitxer 'AgentGeom pot saber en
quin moment del procés de resolucié es troba I'alumne i decidir els missatges d’ajuda a
enviar a I'alumne (figura 6.4.13).

i 3 http://intermat. uab_es/intermates/activitats/tic/problemes/p1 /strategies. xml - Microsoft Int... JE[=] B3

<?aml version="1.0" encoding="150-2359-1" ?=
<IDOCTYPE actions (Wew Source for full doctyne,, )=
- <actionsz
- «strategy num="0" descr="General"=
<ackion name="cargar" step="0" /=

- <acktion name="crear0Obj" step="0" var="%a"»
<param name="classes0bj" value="punt" /=

<faction:

- <acktion name="crear0bj" step="1" var="%b"=
zparam name="classes0bj" value="punt" /=

<faction:

- <action name="crear0bj" step="2" var="%rc"=
zparam name="classes0bj" value="punt" /=

<faction:

- acktion name="crear0bj" step="3" var="%ab"»
zparam name="classesObj" value="linea" /=
<param name="pointOne" value="%ah" /=
zparam name="pointTwo" value="%a" /=

<faction=

- <action name="crear0bj" step="3" var="%ac"=»
zparam name="classesObj" value="linea" /=
<param name="pointOne" value="%a" /=
<param name="pointTwo" value="%c" /= _lj

1| | 3

Figura 6.4.13. Part del Fitxer XML d’estratégies de resolucié del problema del paral-lelogram
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6.4.4.3.Fitxer de missatges

Exporta fitxers XML que continguin la sintaxi correcta per a definir els missatges que el tutor
anira mostrant a lI'alumne al llarg de la resoluci6 de cada problema (figura 6.4.14). El
funcionament de I'emissio de missatges que fa I'agent tutor 'hem mostrat a 'apartat 6.2.

/3 http://intermat_uab_es/intermates/ activitats/tic/problemes/pl /msg. xml - Microsoft Internet __ B [=] E3

<7l wversion="1.0" encoding="150-8859-1" 7=
<IDOCTYPE msgs {lWew Source for full doctype,, )=
- <msgss
+ =strategy num="0"=
- «strategy num="1">
<msg step="0"=Identifica els triangles nous que s'han format</msgz
«msg step="3"=Imagina com compararies les arees dels nous triangles
que s*han format</msg>
< fetrategy s
- «strategy num="2"=
<msg step="0">Tracta de comparar els costats dels triangles ABM i
AMD</msg=
<msg step="4"=Tracta de comparar també les altures dels triangles ABM
i AMD</msg=
<fstrategy=
- «strategy num="3"x»
«msg step="0">Identifica els nous triangles que s'han format</m=g>
<msg step="0" plane="2"=Si tracem una de les mitjanes d'un triangle,
compara les arees dels dos triangles que es formen. Aixd et suggereix
alguna cosa?</msg>
<fetrategy=
- «solution>
<m=g step="0" random="yes"=Mira de comprovar el resultat que has
obtingut=/msg>
<msq step="0" plane="2"=Pensa si aguest resultat és coherent amb les Ll

Figura 6.4.14. Part del Fitxer XML de missatges corresponents a la resolucio del problema
del paral-lelogram

En la barra d’eines de la part inferior de I'area de treball del professor (figura 6.4.10) hi ha
dos botons que volem destacar: el d’assignacio de problemes i el de I'historial de I'alumne.

6.4.4.4 Pagina d’assignacio de problemes

Prement el botdé “ASSIGNACIONS” de la barra d’eines de l‘area de treball del professor
obrim una finestra com la que mostrem a la figura 6.4.15. Des d’aquesta pantalla el
professor pot assignar cada un dels problemes als seus alumnes, només seleccionant
'alumne, el titol del problema i prémer el boté “ASSIGNAR”. Immediatament sortira, on diu
“Assignacions”, el nom de I'alumne i els problemes que té assignats. De la mateixa manera,
podem esborrar I'assignacié d’un problema a un alumne prement la icona esborrar (a sota
del d’assignar).

Professor J ia Fortuny

Alumne Titol del problema
n anm am u LR am

Assignacions
u LR am

Figura 6.4.15. Finestra d’assignacié de problemes
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6.4.4.5.Pagina de I'historial de I'alumne

Prement el bot6 “HISTORIAL” de la barra d’eines de I‘area de treball del professor obrim
una finestra com la que mostrem a la figura 6.4.16. Des d’aquesta pantalla el professor pot
seleccionar un alumne i un problema que hagi resolt (o estigui resolent) aquest alumne, i
visualitzara el seu historial de resolucié amb el mateix contingut que sortia en prémer al boto

de la pantalla treball de I'alumne (veure I'apartat 6.4.3.3, e, i la figura 6.4.8).

Professor Josep Maria Fortuny

Alumne:Problema
EEEEEEN

laia : Problema del paral lelograrm

Alumne laia
Problema Problema del paral lelogram

Figura 6.4.16. Finestra de seleccié de I'historial de la resolucié d’'un problema per un alumne
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CAPITOL 7

EXPERIMENTACIO AMB L’AGENTGEOM. IDENTIFICACIO
D’INTERACCIONS ALUMNE-AGENT TUTOR

7.1. Introduccio

En aquest capitol experimentem amb I'’AgentGeom per a estudiar la seva aplicabilitat i
efectivitat. Per aixd, mostrem de quina manera tres alumnes d’ensenyament secundari
poden apropiar-se d’habilitats geométriques a través de les interaccions amb I'AgentGeom
qguan resolen problemes de matematiques. Aquestes habilitats es refereixen no només a les
competencies estrategiques involucrades en la resolucié de problemes, siné també a
l'aprenentatge de la demostracié matematica en geometria. En aquesta experimentacio
analitzem levolucié de les esmentades interaccions, tenint en compte els missatges
estratégics de l'agent tutor en un procés argumentatiu que considera conjuntament les
accions significatives de I'alumne, el significat de les proposicions associades amb el
descobriment de conjectures i la realitzacié de demostracions.

Per a fer les analisis que pretenem, prenem com a punt de partida els models d'interaccions
de Cobo i Fortuny (2000), i de Kieran (2001), i la nocié d’apropiacié de Moschovich (2004).
Les interaccions del primer model son compatibles amb la dialéctica de Lakatos (1984), en
el sentit que poden relacionar la formulacié d’'una conjectura, el procés d’argumentacio,
I'organitzacio del coneixement o la forma de raonar. S6n de quatre tipus: “guiades”, en les
quals els requeriments i desafiaments d’'un alumne obliguen el seu company a explicar els
seus pensaments; “alternatives”, caracteritzades pel relleu en la successié dels papers
comunicatius dels alumnes que, junt amb les contribucions que fa cadascun, contribueixen
al progrés del procés de resolucio; “rellancament”, caracteritzades perque la realitzacié de
preguntes i les aportacions dinformacions donen una orientaci6 nova al dialeg; i
“cooperatives”, en les quals els alumnes contribueixen per igual al desenvolupament del
procés de resolucié i comparteixen els significats de les aportacions que fan.

El segon model d’interaccions fa possible identificar, en un procés de resolucié entre
parelles d’alumnes, si la produccié cognitiva i heuristica és del mateix ordre, és a dir, si els
interlocutors raonen sobre els mateixos objectes, contribueixen a la formulacié o
demostracié de la mateixa conjectura, i si les seves iniciatives o les seves reaccions es
separen en el procés argumentatiu.

Per altra banda, I'apropiacié és un concepte neovygotskia que ha estat utilitzat per a
descriure de quina forma 'aprenentatge és mediat per la interaccié amb d’altres i de quina
manera els alumnes aprenen quan els adults els guien i els ensenyen (Newman i altres,
1989; Rogoff, 1990; Wells, 1999; Radford, 2001; i Moschkovich, 2004). Aquesta perspectiva
sociocultural que fem servir en aquesta experimentacié considera dos aspectes de
I'apropiacié: un esta relacionat amb el que els alumnes s’apropien i l'altre, amb la forma en
qué transformen activament aquestes apropiacions. Aixi doncs, descriurem com els
alumnes s’apropien de formes de veure la demostracio, com seqiiéncies de senténcies que
sén validades en base a una representacio figural abstracta, com reaccionen als missatges
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de l'agent tutor, les formes d’utilitzacié de les arees grafica i deductiva de 'AgentGeom i la
seva influéncia en el desenvolupament del procés argumentatiu, etc.

El tipus d’interaccions que ens interessa s6n de naturalesa discursiva (intercanvis de
missatges expressats en llenguatge natural o simbdlic) o grafica (intercanvis de missatges
expressats en el registre de les figures geomeétriques) entre alumnes i 'AgenGeom. Aixi
doncs, en aquest capitol mostrem de quina forma evolucionen les interaccions dels alumnes
amb el sistema tutorial artificial AgentGeom des de la senzilla utilitzacié del sistema com a
eina grafica fins a la utilitzacié compartida de les arees grafica i deductiva en la generaci6
de processos argumentatius.

Recordem que I"AgentGeom simula la conducta d'un tutor huma i té tres caracteristiques
basiques: autonomia, en el sentit que és capa¢ de comportaments qualificables
d’espontanis, té una certa iniciativa proactiva, i proporciona als seus usuaris activitats i els
ajuda a resoldre-les. A més, és un sistema tutorial que combina interficies, utilitzades pels
usuaris del sistema (professors i alumnes), amb dos agents artificials: I'agent tutor, que té
una arquitectura principalment reactiva i que envia missatges d'ajuda a l'alumne, i I'agent
mediador, que rep les entrades de les interficies de I'alumne i del professor i valida les
accions de l'alumne.

A través de la seva interficie de comunicacié amb I'alumne, I'agent mediador permet la
construccié de figures en un area grafica, gestiona la construccié correcta de la sintaxi de
les senténcies que l'alumne introdueix a I'editor de deduccions, i determina i mostra si la
senténcia és correcta o incorrecta. De la mateixa manera, l'agent mediador facilita al
professor, a través de la seva interficie, la creacié de nous problemes, la seva assignacié
als alumnes que consideri, la proposta del sistema de missatges que l'agent tutor enviara
als alumnes durant la resolucié de cada problema, i la possibilitat de repassar els historials
de les resolucions que fan els alumnes per a observar si han avancgat suficientment en la
resolucio del problema i per a comunicar-se amb ells quan estimi oportu.

7.2. Aspectes de 'analisi del procés cognitiu dels alumnes en la seva
interaccio amb I'agent tutor

Aquesta seccid resumeix les bases de la micro-analisi dels processos de resolucio i
proporciona un marc teoric de referéncia de les interaccions entre I'alumne, I'agent tutor i
'area de treball, per a analitzar detalladament de quina forma I'apropiacié es va produint
durant aquestes interaccions, i com els alumnes son actius en l'apropiacié d’habilitats de
demostracio.

7.2.1. Aspectes de la micro-analisi
Sent més precisos, els aspectes a tenir en compte seran els seglients:

a) Estudiar la utilitzacié de les arees grafica i deductiva, és a dir, les diferents fases en
les quals I'alumne fa servir una i I'altra, mitjangant accions grafiques (carrega la figura de
'enunciat, crea objectes, que poden ser punts, segments, paral-leles, perpendiculars,
intersecci6..., esborra objectes, anomena objectes, etc.), i deductives (escriu
deduccions, demanda de verificacid de deduccid, demanda de verificacid del resultat
final, demanda d’esborrar deduccions, etc.). Aixi com les utilitzacions i progressions de
coneixements en cada una d'aquestes fases i la seva evolucié. Particularment,
considerem aquest punt en la seva relacié amb els punts segients.

b) Estudiar el caracter proactiu o reactiu de les intervencions dels alumnes i la seva
influéncia en el procés de resolucié. Una accio és:

e Proactiva si és d'iniciativa propia de I'alumne i no espera cap informaci6é de I'agent
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tutor que no sigui una resposta de validacié a una accié deductiva o una resposta
grafica a una accio grafica, excepte quan la demanda sigui d'un missatge.

o Reactiva si és reaccioé de I'alumne a un suggeriment (missatge) de I'agent tutor en la
linia marcada per aquest missatge.

c) Estudiar la influéncia que els missatges de l'agent tutor han tingut en l'alumne, per
exemple, si ha seguit els suggeriments de I'agent tutor i si d'aquest seguiment s'ha
beneficiat I'alumne, o si, pel contrari, no n'ha fet cas i ha seguit les seves propies
iniciatives. Aquesta influéncia ha estat examinada segons els tres nivells de missatges
de l'agent tutor:

o Nivell 0: suggeriments o missatges generals que no inclouen continguts matematics
implicats en la resolucié del problema. Informacions que els alumnes poden
trobar directament a la seva area de treball (reconeixements d'objectes,
elements de la finestra de procediments...).

o Nivell 1: suggeriments o missatges que només contenen el nom dels continguts
matematics involucrats.

e Nivell 2: suggeriments o missatges que contenen informacions sobre aquests
continguts matematics.

L’objectiu ultim per a 'alumne en la resolucié del problema és exercir el significat dels seus
coneixements perqué aquests romanguin coherent al final del procés de resolucio, almenys
en la logica de la situacié proposada. Aleshores, I'agent tutor pot orientar 'alumne perqué el
que veu, el que diu o el que fa resti dins d’aquesta logica. Malgrat aix0, per al nostre agent
tutor, la logica en questié esta explicitament dirigida per I'espai basic del problema, ja que
els missatges de 'agent tutor han estat concebuts en relacié a aquest espai. Dit d’'una altra
forma, es tracta de focalitzar I'atencié de I'alumne, d’assegurar el significat d’'una proposicio
ambigua o de verificar si 'alumne s’encamina cap I'objectiu previst. Donat el métode que
nosaltres hem utilitzat per a crear els missatges, es pot faciiment admetre que I'alumne ha
adquirit efectivament un coneixement al finalitzar el procés de resolucié. Perd per tal d’evitar
que aquest coneixement sigui adquirit només durant la descripcié discursiva o en la
construccié d'una figura que resulta de l'area grafica, demanem a l'alumne produir-la
conjuntament amb inferéncies deductives basades en I'area grafica.

7.2.2. Capes d’accions/interaccions

Si el progrés cognitiu de 'alumne ha de ser avaluat considerant el tractament de les dues
arees, aleshores ha de ser també avaluat integrant les interaccions de I'agent tutor amb
lalumne. Per aix0, considerem tres capes d’accions/interaccions que constitueixen el
fonament de la nostra analisi: les accions significatives de I'alumne a través de la interficie,
enregistrades pel sistema, el discurs de 'alumne i la mediacié del “medi social” amb el tutor
artificial.

Aquestes tres capes d’accions/interaccions estan connectades entre elles, és a dir, la
informacié que és en una capa pot necessariament interpretar la informacié que és en una
altra capa. Per exemple, els continguts de les accions significatives poden haver-se
d’explicar tenint en compte la interaccié amb I'agent tutor, ja que una esta mediada per les
interaccions socials simulades; les accions significatives poden haver-se d’explicar per
comparacioé amb el discurs de I'alumne, ja que aquest revela la seva estratégia i I'objectiu de
les seves accions. Aixi, 'analisi esta basada en la comprovacié creuada d’aquestes tres
capes.

a) Primera capa: les accions significatives o la utilitzacié conjunta de I'area grafica i I'area
deductiva enfocades cap a el progrés cognitiu
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Per a ser capa¢ de comunicar-se amb la interficie, 'alumne crea proposicions grafiques
(elements de figures: punts, segments, linies rectes, etc.) i proposicions deductives (escriu
deduccions, demanda de verificacid de deduccid, demanda de verificacié del resultat final,
demanda d’esborrar deduccions, etc.) a través dels botons. El sistema transforma les
proposicions grafiques en proposicions deductives de forma que poden ser utilitzades com
a premisses per a produir inferéncies, utilitzant un menu que conté les normes de deduccid.
Definim les accions significatives com aquelles que es refereixen a I'escriptura de les
proposicions; la historia d’aquestes accions estableixen I'extensid discursiu-grafica de
'alumne (veure la capa seguent).

Abans d’abordar la capa segient , hem de fer una precisié essencial sobre la historia de les
accions significatives de l'alumne. Aquestes accions soén enregistrades pel sistema a la
vegada que les intervencions de I'agent tutor, com en un joc (produccié teatral). Aixo vol dir
que el sistema reté, al mateix temps, les accions de 'alumne i els missatges de I'agent tutor
en el seu ordre d’aparicié (veure annexos1, 2 i 3). Aixd ens condueix a diferenciar, del
discurs de I'alumne, el que Kieran (2001) anomena “canal de comunicacié”: “I'analisi de la
interactivitat tracta sobre com els participants d’una conversa es mouen entre diferents
canals de comunicacioé (personals i interpresonals) i diferents nivells de parla (object-level i
non-object-level). Observem que el canal personal de comunicacié no s’ha de confondre
amb el discurs privat. El discurs privat es refereix al pensament, mentre que el canal
personal consisteix de totes les declaracions que un interlocutor sembla dirigir més a ell
mateix que al seu company.” (pag. 194).

Malgrat aix0, contrari a 'aproximacié discursiva de Kieran i debut a la naturalesa geomeétrica
de [lactivitat, integrem les proposicions grafiques en [l'estructura discursiva de les
interaccions. Fins i tot, si les proposicions grafiques son enregistrades discursivament pel
sistema, elles preserven el seu status “grafic’ perqué l'alumne les crea en el registre
semiotic de representacid de les figures. Consequentment, si totes les proposicions
grafiques (o discursives) pertanyen al canal de comunicacié, certes proposicions grafiques
(o discursives) no poden referir-se al progrés cognitiu en el procés de resolucié. En
particular, les proposicions que pertanyen a un acte incomplet d’exploracié, com quan
'alumne dibuixa una linia recta i I'esborra, sent aquesta accioé un tipus “d’autorrefutacio”.

b) Segona capa: el discurs de I'alumne

En aquesta capa, ens interessem pel progrés cognitiu que sorgeix de I'extensié discursiu-
grafica de I'alumne, referida al moment de I'espai basic del problema en el qual es troba
'alumne, i considerant I'area deductiva, que fa possible la produccié ben formada de les
deduccions, com una part de I'extensio discursiu-grafica que és raonament.

Quan la intervencié de I'alumne suposa un progrés cognitiu en I'extensio discusiu-grafica -és
a dir, introduccié de procediments o nous continguts matematics, demandes d'informacio i
de validacié a I'agent tutor...- diem que és del tipus progressiva. Pel contrari, si la intervencié
de lalumne no aporta cap informacié nova en I'extensié discursiu-grafica (esborrat
d'objectes, accions grafiques o deductives no acabades, etc.), diem que és del tipus circular
o repetitiva.

c) Tercera capa: la mediacié del “medi social”

En la nostra aproximacio, els tipus de passos de I'alumne estan intrinsecament relacionats,
per una banda, amb I'Us del llenguatge (grafic i discursiu) i, per I'altra, amb les accions sobre
la interficie. Aixi, 'alumne pot prendre la iniciativa en el procés de resolucid, perd també
reaccionar a un suggeriment de I'agent tutor, relacionat amb un missatge o a la validacié
d’una senténcia ben formada d’'una acci6 significativa.

A més, I'agent tutor pot prendre part en un procés argumentatiu amb l'alumne per a
assegurar la progressié de I'extensio discursiu-grafica de I'alumne comparada amb I'espai
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basic del problema, tractant de reorientar 'alumne quan el desenvolupament de la seva
estratégia es troba en un punt mort.

Malgrat que el medi sorgeix d’aquesta comunicacio, estrictament parlant, com un medi
adidactic, segons el significat de Brousseau (1998), el sistema simula, de fet, un medi
didactic en el qual 'agent tutor ocupa certs deures tipics de comunicacié amb I'alumne.

7.3. Experimentacio amb I'AgentGeom: apropiacié d’habilitats
geometriques de demostracio i estrategiques sobre resolucioé de
problemes

Aquest estudi de casos descriu la forma en la qual els alumnes poden aprendre de
I'AgentGeom participant en resolucié conjunta d’un problema geométric. Ells s’apropien
d’aspectes matematics com sén els que tenen a veure amb les estratégies heuristiques
involucrades en la resolucié del problema; els de concebre el que és una demostracio
matematica, apreciant quan la produccié d’'un seguit de senténcies, que li fa visible el
sistema, és ja suficient per a ser considerada com a solucid; els relacionats amb la forma de
redactar i validar les senténcies que s’infereixen des de la representacio figural de I'enunciat
del problema; i els associats a les reaccions dels missatges de I'agent tutor, canviant, si cal,
d’enfocament en la resolucié del problema.

7.3.1. Tasques i condicions d’observacio

En els paragrafs seglients resumim breument les caracteristiques del problema que hem
implementat i la forma de recollir les dades, que ens permetran identificar i analitzar les
interaccions de l'alumne amb ['AgentGeom i els beneficis cognitius que es deriven
d'aquestes interaccions.

Hem seleccionat un problema sobre calcul i comparacié d’arees de figures planes que hem
anomenat problema del paral-lelogram (figura 7.3.1) , i que té dues caracteristiques que el
fan adient per a la seva implementacio en 'AgentGeom: per una banda, és possible abordar
la seva resolucio de diferents formes i, per l'altra, és susceptible de ser resolt combinant
components grafiques i deductives.

Si m® és un punt qualsevol de la diagonal ac del
paral-lelogram abcd, quina relacié hi ha entre les

arees dels triangles “abm” i “amd”?

Figura 7.3.1

A partir de la construccié del seu espai basic (veure el capitol 4, pag. 61), hem analitzat en
profunditat les caracteristiques d’aquest problema, identificant els continguts conceptuals i
procedimentals involucrats en la seva resolucid, aixi com totes les possibles accions
grafiques i deductives que un alumne pugui fer per arribar a solucionar el problema (veure el
capitol 5, pags. 75-82).

En aquestes condicions, s’explica detalladament el funcionament de I'AgentGeom a
cadascun dels alumnes que participen en I'experimentacid, i se’'ls demana que intentin
resoldre el problema del paral-lelogram amb I'ajuda de I'agent tutor. Les dades d’aquesta
resolucié queden enregistrades a I'historial de I'alumne. A partir d’aquest historial i de les

Fem servir lletres mindscules per a identificar els vértexs del paral-lelogram i dels triangles perqué
aixi les hem implementat a I'area grafica de 'AgentGeom.
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transcripcions dels enregistraments de tots els esdeveniments de pantalla realitzades amb
el software Flash Cam* obtenim els protocols escrits que mostrem als Annexos 1, 2i 3, i
que fem servir en la caracteritzacio dels models d’ interaccions.

7.3.2. El cas del Gerard

En els paragrafs seglients resumim les caracteristiques d’'un dels alumnes que participen en
I'experimentacié, al que hem anomenat Gerard.

El Gerard és un alumne de 16 anys que fa primer de primer curs de batxillerat en un institut
d’educacié secundaria.

En Gerard no ha seguit cap aprenentatge especific sobre la resolucié de problemes, pel
contrari, 'ensenyament d’aquest topic sempre se li ha enfocat des d’un punt de vista de la
resolucio d’exercicis o problemes d’aplicacio els continguts matematics dels quals acaben
de ser explicats pel professor. La metodologia de treball que s’ha seguit en la classe a la
qual pertany el Gerard combina fases expositives del professor amb una amplia proposta de
activitats que els alumnes realitzen en grups de dos o tres companys -poques vegades
treballen individualment-, on tenen un ampli grau de llibertat per a comentar les activitats.

El Gerard i els seus companys fan servir amb certa freqiéncia I'ordinador a les classes -
sempre treballant en grups petits-, realitzant activitats estructurades i guiades, i sempre
associades als continguts matematics que es pretén ensenyar, per tant, no tenen
experiéncia en enfrontar-se de forma individual i amb un alt grau d’autonomia a problemes
més oberts i no directament relacionats amb la tematica que segueixen a les classes.

Els continguts matematics del problema que proposem —sobre comparacié d’arees- han
estat tractats en cursos de matematiques anteriors al que actualment es troba el Gerard, tot
i que no de forma explicita i tampoc amb la finalitat concreta de resoldre aquests tipus de
problemes. Aixi, dels cursos anteriors, el Gerard conserva coneixements procedimentals
relacionats amb [l'aplicaci6 de férmules per al calcul d’arees de figures planes, i
coneixements suficients dels conceptes associats a les construccions geometriques de
I'area grafica de 'AgentGeom (punt, rectes, segments, paral-leles, perpendiculars, etc.) i els
que es fan servir en I'escriptura de les senténcies deductives (area, relacions d’igualtat i
desigualtat, longituds de segments, etc.). En canvi, el Gerard mai ha tingut cap
aprenentatge especific dirigit a la comprensié de la demostracié en matematiques i, per tant,
no té habilitats argumentatives o deductives, que és precisament un dels beneficis cognitius
que pot extreure de la seva relacié amb I’AgentGeom.

7.3.3. El procés de resolucié del problema del paral-lelogram del Gerard

A continuacié analitzem el procés de resolucié del Gerard quan interactua amb I'’AgentGeom
en la resolucio del problema del paral-lelogram.

Per analitzar el procés de resolucio dividim la seva transcripcio (veure Annex 1) en episodis
socials, que son intervals en els quals els alumnes culminen una fase del procés de
resolucié seguit per un resolutor expert, en el sentit de Schoenfeld (1985b); o interpreten
l'enunciat o es beneficien d’'una comprensié més gran de conceptes i procediments
involucrats en la resolucié del problema, gracies a la seva confrontacié amb 'agent tutor; o
si ells implementen un enfocament que els condueix a la solucié (Cobo i Fortuny, 2000).

En el procés de resolucié del problema del paral-lelogram per part del Gerard, del qual
mostrem un moment a la figura 7.3.2, hem identificat tres episodis socials, que hem
anomenat tenim en compte la finalitat de les accions de I'alumne. Si es veu clara la finalitat
que persegueix I'alumne estarem davant d’un episodi d’analisi. Si en un mateix episodi es

* http://www.nexusconcepts.com/flashcam/
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combinen accions que semblen no tenir una finalitat clara amb d’altres que si que la tenen,
'anomenarem d’exploracié/analisi. |, per ultim, si el que persegueix I'alumne és provar una
conjectura préviament establerta, a I'episodi 'anomenarem d’'implementacio o de justificacié.

Figura 7.3.2. Pantalla de 'AgentGeom que mostra un moment de la resolucié del problema
del paral-lelogram per part del Gerard

7.3.3.1.Episodi d’exploracié/analisi

A Tinici de la resolucié del problema, després de llegir el seu enunciat, el Gerard intenta
utilitzar I'dnica habilitat que té per abordar la resoluci6 de problemes que involucren
equivaléncies de triangles, com és la utilitzacié de procediments relacionats amb la
identificacid de les seves altures amb la finalitat d’aplicar les férmules que els permetin
calcular les seves arees. Amb aquesta intencié, el Gerard comenca la resolucio tragcant dues
rectes perpendiculars als costats “dc” i “ba” (figura 7.3.3), passant per “b” i “d’,
respectivament (accions 3 i 4), que esborra rapidament al adonar-se que no corresponen a
les altures de cap triangle.

Figura 7.3.3. Tragat de linies auxiliares

Gerard |Carrega la figura.

3 |Gerard |Crea perpendicular al segment dc passant pel punt b amb nom |I.
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Gerard |Crea perpendicular al segment ba passant pel punt d amb nom j.

5 |Gerard |Esborra linia j.

Gerard |Esborra linia .

Crea perpendicular al segment ac passant pel punt d amb nom s
Gerard
7 (cancel-la).

8 |Gerard |Crea perpendicular al segment ac passant pel punt d amb nom s.

9 |Gerard |Crea interseccio al segment s al segment ac amb nom p.

10 [Gerard |Crea linia passant pel punt p passant pel punt d amb nom pd.

11 |Gerard |Esborra linia s.

12 [Gerard [Mira els missatges del tutor: no n’hi ha.

Taula 7.3.1. Actuacio del Gerard a I'episodi d’exploracié/analisi del procés de resolucié del
problema del paral-lelogram

El tragcat de la perpendicular al segment “ac” pel punt “d”, i l'altura “pd” del triangle “amd”
(accions 8, 9 i 10), introdueix al Gerard en una de les estratégies de resolucid, que hem
anomenat “aplicaci6 de formules” (figura 7.3.4), de l'espai basic del problema del
paral-lelogram, que exigeix les accions inicials del tracat de les altures dels triangles.

c:

Figura 7.3.4

Aixi doncs, el Gerard esta en el cami bo. Ha iniciat la resoluci6 amb accions grafiques
progressives, que han estat reconegudes per I'agent tutor. Aquest també ha identificat
I'estratégia que sembla que intenta seguir el Gerard. Per aix0, I'agent tutor no envia cap
missatge. Aquesta actuacio de I'agent tutor de mantenir-se en silenci, no mostrant ni tan
sols missatges d’anim o de validacio de la estratégia que es segueix, en tant que I'alumne
vagi fent accions reconegudes i es vagi endinsant per estratégies que porten a obtenir una
solucié del problema, ha estat discutida en el nostre equip i hem decidir mantenir-la perqué
voliem construir un agent tutor poc intervencionista.

En les interaccions professor-alumne, cadascun dels interlocutors, sobre tot si fa temps que
treballen plegats, saben interpretar les formes de comunicacié no verbals. Ara I'agent tutor
s’ha mantingut en silenci i el Gerard no ha sabut interpretar-ho, tot i que als alumnes que
participen en I'experiéncia se’ls va explicar el funcionament de ’AgentGeom. Possiblement
els alumnes i 'AgentGeom necessitin un periode més ampli d’adaptacié mutua per acabar
de comprendre millor els seus processos comunicatius.

Aixi, després de mirar la finestra del Tutor i no veure cap missatge (accié 12), el Gerard
comencga a abandonar 'estratégia que semblava seguir, esborrant, en les accions seglents,
les linies que tenia fins ara. El Gerard ha perdut una oportunitat de beneficiar-se de la seva
interaccido amb I'agent tutor si hagués demanat un missatge. Si aquesta demanda s’hagués
produit, I'orientacio de I'agent tutor hagués estat en el sentit d’animar I'alumne a “identificar
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les altures dels triangles” i a “comparar els seus costat”, amb la qual cosa la idea de
comparacio de triangles a partir de la comparacio dels seus elements hagués estat una
benefici assolit per 'alumne com a conseqléncia de la seva interaccié amb I'agent tutor.
Ressaltem aquesta hipotética actuacié del Gerard per a manifestar la potencialitat de I'agent
tutor.

Ara bé, la demanda del Gerard no s’ha produit, i el que cal preguntar-se és: per qué el
Gerard no ha demanat un missatge?, i, malgrat no haver-lo demanat, per qué ha abandonat
I'estratégia que havia comencat?

Respecte a la primera pregunta, i tot i la insisténcia del professor abans d’iniciar
'experiéncia en qué els alumnes demanin ajuda en moments claus, hem observat en
'actuacio de tots els alumnes un cert repte implicit a abordar la resolucioé dels problemes
amb la menor ajuda possible. Potser aixo justifiqui I'actuacio del Gerard.

Les respostes al fet de per qué el Gerard abandona l'estratégia poden ser moltes, i
possiblement s’hagin de buscar en les caracteristiques cognitives dels alumnes d’aquestes
edats. Per exemple, els alumnes no estan acostumats a treballar amb altures que “caiguin
fora de la base del triangle”, com es mostra en Cobo (1998). O el fet de no conéixer cap
dada numeérica i, per tant, en la seva logica, no poder calcula I'area de cap triangle és un
motiu que fa desistir molts alumnes d’aplicar la férmula de l'area del triangle, i aixo els
produeix una situacié de bloqueig perque, en la majoria dels casos, aquesta és la seva
manera unica d’abordar la resolucié. No arriben a entendre que el que demana el problema
és independent de la longitud dels costats de la figura que representa el paral-lelogram.

Resumint, a linici de la resolucid, el Gerard ha interactuat amb la part grafica de
I’AgentGeom de forma proactiva, comportant les seves accions un progrés en el procés de
resolucié relacionat amb coneixements matematics que tenen a veure amb el tracat de
perpendiculars i el reconeixement d’'una de les altures d’un dels triangles implicats en la
resolucio. El Gerard no ha demanat cap missatge ni ha produit cap intercanvi deductiu, per
tant, en aquest episodi no ha intervingut explicitament I'agent tutor.

7.3.3.2.Episodi d’analisi

Han passat més de sis minuts des que el Gerard abandonés l'estratégia d’aplicacié de
féormules que exigia el tracat de les altures dels triangles. Durant aquesta estona de
transicié ha esborrat de la figura totes les linies i punts que havia trobat, i ha voltat per tota
la pantalla de I'AgentGeom sense fer cap accio. Es troba perdut. No sap com continuar.
L’obertura de la finestra de procediments i 'assenyalament de la paraula “mediatriu” (accié
23) marquen l'inici d’un nou episodi, que hem anomenat d’analisi i que portara al Gerard a
proposar una conjectura com a resultat del problema del paral-lelogram.

23. Gerard: [Obre la finestra de procediments i assenyala la linia de la mediatriu ].

L’actuacié del Gerard en aquest episodi esta marcada per tres accions que considerem
claus. La primera és la que hem assenyalat a I'accié 28, que desencadena tot un seguit
d’accions grafiques que tenen una finalitat concreta com és el tragat de la mediatriu al costat
“da” (figura 7.3.5). L’agent tutor no reconeix cap d’aquestes accions. No formen part de cap
estratégia de resolucid. Aleshores I'agent tutor comencga a reaccionar enviant al Gerard un
primer missatge, que és la segona accio clau d’aquest episodi (acci6 28).
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Figura 7.3.5

28. Agent Tutor: Tracta de trobar relacions entre els costats dels triangles les arees
dels quals vols comparar

L’agent tutor ha agafat I'tltima acci6 reconeguda -tracgat de I'altura “pd” (accié 10)- i envia un
missatge de nivell 1 per tal que el Gerard continui per aquesta linia de I'espai basic, pero el
missatge és molt general i dona poca informacié —és un missatge que només conté el nom
del contingut matematic involucrat, en aquest cas els triangles que volem comparar, o sigui
I"abm” i I"amd”-. La intenci6 que amaga és que l'alumne, comparant costats, arribi a
adonar-se que el costat “am” és comu als dos triangles, i amb la comparacié de les altures

sobre aquest costat s’arribaria a una solucié del problema.

El Gerard ara no esta en les mateixes circumstancies que quan va iniciar aquesta
estratégia, sobre tot perque ha esborrat totes les linies, malgrat aixo reacciona rapidament
fent servir per primer cop I'area deductiva per a comparar els costats “da” i “ba”.

29. Gerard: linia da* 2 = linia ba
30. Agent Mediador: linia da* 2 = linia ba: falsa

Fins aqui, el Gerard ha respost als estimuls i accions de I'AgentGeom amb accions
progressives malgrat que, en alguns casos, no han estat reconegudes per I'agent tutor
(tracat de la mediatriu), i en d’altres les deduccions introduides han estat falses.

A partir d’ara la comunicacio entre I'agent tutor i el Gerard comencga a ser més fluida. En
aquest moment d’inici de la utilitzacioé de I'area deductiva, Gerard s’atreveix a demanar per
primer cop un missatge (accié 34 de la taula 7.3.2). Aquest és el tercer punt clau d’aquest
episodi perqué porta el Gerard a establir una conjectura. Considerant que el Gerard no ha
sabut aprofitar el missatge anterior, I'agent tutor li contesta amb un missatge de nivell 2 que
suposa un canvi d’estratégia (accid6 35). Aquest missatge conté una primera part
d’informacié més general: “Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram
en triangles®, que es concreta, al final, amb una informacié més precisa: “tracant paral-leles
que passin pel punt m “.

A partir de l'accié 38 (taula 7.3.2), el Gerard reacciona al missatge de I'agent tutor,
combinant accions grafiques i deductives. Les accions grafiques responen directament al
contingut del missatge, i les deductives sén consequéncia de la visualitzacioé de la figura del
paral-lelogram després d’haver tragat les paral-leles per “m” als costats “da” i “ba” (figura
7.3.6). El Gerard comenca a aprofitar-se d’aquesta combinacié discursiu-grafica que déna
significat al procés argumentatiu (Richard, 2004b), i que hem considerat fonamental en la
construccio de I'arquitectura de ’AgentGeom.

134



Experimentacié amb 'AgentGeom Capitol 7

Figura 7.3.6

34 |Gerard [Demana un missatge a I'agent tutor].

Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram
en triangles, per exemple, tragant paral-leles que passin pel punt
m.

Agent

35 Tutor

36 |Gerard [Intenta esborrar el punt n].

Agent
Mediador

38 |Gerard Crea paral-lela al segment da passant pel punt m amb nom A

37 Aquest punt forma part d’'una o més linies.

39 |Gerard Crea paral-lela al segment ba passant pel punt m amb nom B

40 |Gerard Deduccié: area adm = area amb.

Agent
Mediador

42 |Gerard Deducci6 final: area adm = area amb.

41 area adm = area amb: correcta.

Agents R . .
, area adm = area amb: correcta.
43 |Mediador |,,. ] ; L
i Tutor Missatge: No tinc prou suport per a comprovar la solucio.

Taula 7.3.2. Part de I'episodi d’analisi en la qual Gerard arriba a conjecturar el resultat del
problema del paral-lelogram.

La combinacié d’aquests intercanvis grafics i deductius de naturalesa clarament progressiva
culmina amb la conjectura del Gerard (accions 40 i 42 de la taula 7.3.2): les arees dels

LT3

triangles “amb” i “amd” soén iguals.

L’AgentGeom li ha permés no tan sols establir aquesta conjectura, sind que, a més, I'ha
validada, i ha validat també la conjectura com a resultat final del problema (accié 43).
Malgrat aixo, l'agent tutor no se'n dona per satisfet i demana una justificaci6 més
fonamentada amb el missatge: “No tinc prou suport per a comprovar la solucié”.

Des d’'aquest moment el Gerard sap que l'agent tutor posa al seu abast unes eines
grafiques i deductives, que en un moment donat li poden ajudar a trobar el resultat d’'un
problema, perd que li exigeixen un procés argumentatiu al que fins ara no estava acostumat.
Aquesta forma de gestionar el procés de resolucio per part de I'agent tutor és coherent amb
la idea de Polya (1975) sobre el fet que, en un moment determinat, un problema de trobar
es pot transformar, com és el cas, en un problema de provar.

Com a resum de les caracteristiques de la interaccié en aquest episodi podem assenyalar:
per una banda, I'evolucié del comportament del Gerard, que ha passat de fer servir només
l'area grafica a combinar la utilitzacid de les arees grafica i deductiva. Per laltra, la
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capacitat reactiva del Gerard que reacciona a qualsevol estimul de I'AgentGeom, sigui a
l'observacid de la paraula mediatriu, al missatge proactiu de l'agent tutor sobre la
comparacio dels costats o al missatge reactiu del mateix agent tutor sobre el tracat de
paral-leles. En tots els casos el Gerard segueix les indicacions de I'agent tutor fins arribar a
establir la conjectura.

Per dltim, una altra caracteristica de I'esmentada interacci6 alumne-agent tutor és
'obligacié que imposa el propi disseny del medi tecnoldgic que fa que el Gerard prengui
consciéncia de la necessitat de provar la conjectura que ha establert. Aixi, el Gerard té
'oportunitat de generar un procés argumentatiu mitjangant una sequéncia de senténcies
que l'agent mediador ha de validar. D’aquesta manera, el Gerard i I'AgentGeom
contribueixen plegats a donar significat al concepte de demostracio.

7.3.3.3.Episodi d'implementacio (justificacio)

Quan l'agent tutor informa al Gerard de la falta de suport argumentatiu de la seva
conjectura, la seva finestra queda oberta, i el Gerard assenyala i fixa la seva atencié en un
missatge anterior sobre la comparacio dels costats dels triangles “abm” i “amd” (acci6 28).
Aquest missatge proactiu marca linici i 'evolucié del procés argumentatiu que el Gerard
tractara de fer al llarg d’aquest episodi.

Si deixem de banda algunes errades gramaticals del Gerard en escriure les seves
sentencies deductives i els missatges de rectificacié de I'agent mediador, podem dir que
aquest episodi es torna a caracteritzar per la combinacié d’intercanvis grafics i deductius.
Ara, amb una diferéncia respecte de I'episodi anterior que és el fet que el Gerard, moltes
vegades, escriu la senténcia deductiva abans d’haver definit els objectes que hi intervenen,
que els ha de crear a posteriori per tal que I'agent mediador entengui i validi, o no, les seves
deduccions. Aix0 fa que el l'activitat deductiva, recolzada logicament en la construccions
grafiques, sigui el focus de I'actuacié del Gerard en aquest episodi.

Si exceptuen l'accioé 49 (taula 7.3.3), en la qual el Gerard fa servir el compas per a traslladar
el segment “ad” sobre el “ba” a partir del punt “a”, obtenint el punt “f", i que no té cap
incidéncia en l'evolucid del procés de resolucio, la resta de intercanvis grafics que
protagonitza el Gerard es caracteritzen per la identificacié dels punts d’interseccié de les
rectes paral-leles “A” i “B” (accions 38 i 39 de la taula 7.3.2) amb els costats del
paral-lelogram “ba”, “dc” i “da”, respectivament, i la creacié dels segments que determinen
aquestes interseccions amb els vertexs del paral-lelogram. Aquestes accions, reconegudes
pel sistema perqué formen part de la linia de I'espai basic “equivaléncia per complement”,
les combina el Gerard amb accions deductives, generalment falses, sobre comparacio de
segments. Aquesta combinacié d’accions reconegudes i no reconegudes fa que en
'actuacié del Gerard no s’arribin a tenir mai tres accions seguides no reconegudes i, per
tant, 'agent tutor no hagi d’enviar cap missatge nou.

Igual que els intercanvis grafics sén sempre de la mateixa naturalesa —identificacié de punts
i tracat de segments-, en els intercanvis deductius hem observat una evolucié significativa,
que va des de la comparacio senzilla de costats i de segments en general -accions 47, 48,
55 i 56 (taula 7.3.3)- a la comparacié de segments (accions 57 i 58), per acabar comparant
arees com productes de segments (accions 65 i seguients).

47 |Gerard [Deduccio: linia dm = linia am.
Agent . o ]
48  |Mediador linia dm = linia am: falsa.
Crea compas al segment ba passant pel punt a passant pel punt d
Gerard
49 amb nom f.
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55 |Gerard |Deduccio: liniaia = linia in.

Agent linia ia = linia in: falsa

56 |Mediador ' ’

57 |Gerard |Deduccio: liniaia * 4 = linia da (després de dubtar molt).
Agent e A e .

58 |Mediador linia ia * 4 = linia da: falsa.

65 |Gerard |Deduccio: linia da * linia za = linia ba * linia ia.

Agent
66 |Mediador

67 |Gerard |Desa
68 |[Gerard |Deduccio definitiva: linia da * linia za = linia ba * linia ia.

linia da * linia za = linia ba * linia ia: correcta.

Agent linia da * linia za = linia ba * linia ia: correcta.
69 [Mediador

Agent . ) . .
70 |Tutor Missatge: No és la solucié correcta.

Taula 7.3.3. Part de I'episodi d’'implementacié en la qual es mostra I'evolucié de les
senténcies deductives introduides pel Gerard.

Amb la validacié de l'accié 66, el Gerard considera suficient I'argumentacié i dona per
acabada la resolucio, desant tot el procés de resolucio al seu historial. L'agent mediador ha
tingut la capacitat de validar el producte de segments que representen els costats de dos
dels paral-lelograms que s’han formar amb el tracat de paral-leles (figura 7.3.6), pero,
malgrat aix0, no considera suficients els arguments del Gerard, que ha arribat a produir fins
al 27 % d’accions reconegudes, perd no el 30% que I'agent tutor I'exigeix.

Com a resum d’aquest episodi, podem dir que I'actuacio del Gerard ha estat marcada per la
comparacio costats i segments, després de I'observacié del corresponent missatge de
I'episodi anterior, malgrat que ha hagut per la seva part una evolucio significativa en aquesta
comparacio, passant de senzilles comparacions a d’altres en les quals intervenen productes
de segments. Per altra banda, hem observat que, tot i la utilitzaci6 combinada de les arees
grafica i deductives, aquesta ha pres un major protagonisme, ja que les accions grafiques
han estat supeditades a la seva utilitzacio a I'area deductiva.

7.3.3.4.Esquema de [I'evolucio del procés de resoluci6 del problema del
paral-lelogram del Gerard

A continuacié mostrem un esquema general de I'actuacié del Gerard en la seva interaccio
amb I’AgentGeom per a resoldre el problema del paral-lelogram. En aquest esquema hem
diferenciat per a cada episodi les accions grafiques de les deductives i d’altres, que hem
anomenat generals (obrir i tancar finestres, mirar els seus continguts, assenyalar objectes,
etc.).

EPISODIS ACCIONS
| GENERALS | GRAFIQUES | DEDUCTIVES |
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LECTURA1 e Obre finestra
de I'enunciat
o Llegir
’enunciat
e Tancar
finestra

) . e Carregala

EXPLORACIO/ANALISI figura de
'enunciat

e Perpendiculars

(2)

e Esborra
e Perpendicular a
ac perd
e Interseccio de
linies
e Esborra
objectes
| LECTURA2 |—| e Obre finestra
de I'enunciat
o Llegir
I'enunciat
e Tancar
finestra
TRANSICIO e Esborra
i objectes
ANALISI ~* Obre finestra
de
procediments |e Punt mig
i mira la e Perpendicular
mediatriu

Missatge no demanat: Tracta de comparar els costats

dels triangles “abm” i “amd”
e Esborra
objectes e Deduccio de
comparacio de
costats

e Altres intents
de deduccions
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Demana missatge: Descompondre el paral-lelogram en
triangles tragant paral-leles que passin per “m”

e Esborra punt

o Paralleles e Deduccié
Deducci6 final
Missatge: No

tinc prop suport

PROBLEMA DE TROBAR

PROBLEMA DE PROVAR

| IMPLEMENTACIO | e Creacit de e Comparacié

segments de costats

e Comparacio
de productes de
costats

e Missatges de
comprensio de

v deduccions v

¢ Missatge de
no verificacié de
solucié
correcta.

7.3.3.5.Discussions i conclusions

Analitzem i discutim aquesta secci6 des d’'una perspectiva vygotskyana en la que fem servir
el mitja tecnoldgic com a mediador fisic en els processos comunicatius (Vygotsky, 1978, i
Cole, 1996) i, a la vegada, com a sistema tutorial artificial, que simula la conducta humana.

Quan un alumne col-labora amb un sistema tutorial artificial per a resoldre plegats un
problema, es generen canvis en I'aprenentatge de I'alumne. En la nostra recerca, aquests
canvis els expressem en termes de noves apropiacions en la forma de produir senténcies
deductives i d’entendre el significat i la necessitat de les demostracions matematiques en la
resolucié de problemes de geometria que comparen arees de superficies planes. A més,
aquests canvis s’evidencien mitjangant transformacions en les actuacions dels alumnes que
evolucionen cap a un Us del procés argumentatiu basat en una utilitzacié compartida de les
arees grafica i deductiva del sistema tutorial artificial.

En el procés de resolucio del problema del paral-lelogram per part del Gerard hem identificat
tres tipus d’interaccions amb I'AgentGeom, les caracteristiques de les quals mostrem
resumides a la taula 7.3.4 i descrites amb més detall en els paragrafs seglents.

La primera, que correspon a l'episodi d’exploracié/analisi, es caracteritza perqué I'alumne
pren la iniciativa amb accions proactives que giren al voltant de la utilitzacié de I'area grafica
de I'AgentGeom. Podriem dir que el Gerard fa servir I'area grafica simplement com a eina
de dibuix ja que desvincula les construccions grafiques de les deductives (aquestes no les
utilitza).
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Interpretem que aquesta iniciativa “grafica” del Gerard neix, per una banda, de la necessitat
implicita de I'aplicacié de la férmula de I'area del triangle com a recurs unic en abordar la
resolucid del problema i, per laltra, de la reproduccié d’esquemes d’actuaciéo de les
resolucions de problemes amb paper i llapis, en les quals el Gerard no fa servir mai
processos argumentatius com els que comporta la utilitzacioé de I'area deductiva.

Entenem que al llarg d’aquest episodi, el Gerard perd l'oportunitat d’aprofundir en
'estratégia que havia iniciat com a consequéncia de no saber interpretar les formes de
comunicacio no verbals, en aquest cas, el silenci de I'agent tutor, i de no haver demanat cap
missatge que l'orientés en la resolucio. Aquesta manca de compressié marca I'evolucio del
procés de resolucioé en aquest episodi, en el qual, els continguts matematics que el Gerard
utilitza sempre giren al volten del tragat de perpendiculars i de segments relacionats amb
l'altura del triangle. Considerem que, en aquestes circumstancies, el Gerard no ha obtingut
cap benefici cognitiu que puguem constatar.

FASES QUAN ES AREES CONEIXEMENTS ORIGEN
PRODUEIX IMPLICA- |INVOLUCRATS
DES
PROACTIVA |Exploracié/ana | Grafica i Gira al voltant del Neix de forma
lisi general tracats de implicita de la
perpendiculars i necessitat d’aplicar la
segments relacionats |féormula de I'area del
amb altures. triangle
REACTIVA1 |Analisi Grafica i Tragat de mediatriu Observacio de la
deductiva | (punt mig i mediatriu a la finestra
perpendicular). de procediments.
Comparacio de Missatge no demanat
longituds de sobre comparacié de
segments costats
Tracgat de paral-leles | Missatge demanat
sobre tracat de
paral-leles
REACTIVA2 |Implementacio | Grafica i Comparacio de Observaci6 del
deductiva |longituds i de missatge sobre
productes de comparacio de
longituds de costats.
segments

Taula 7.3.4. Interaccions del procés de resolucié del problema del paral-lelogram del Gerard

El segon tipus d’interaccié es correspon amb I'episodi que hem anomenat d’analisi. Aquest
episodi és essencialment reactiu perqué les accions que protagonitza el Gerard sén
induides per ’AgentGeom, sigui de manera indirecta, quan el Gerard observa en la finestra
de procediments la paraula “mediatriu”, o per demanda de missatge, en el cas del tracat de
les paralleles, o reaccionant directament al missatge que envia l'agent tutor sobre la
comparacio de costats.

Es de destacar I'actuacié de I'agent tutor pel que fa a I'emissié de missatges ja que, per a
ajudar I'alumne a sortir de la situacié de bloqueig en la que se troba després del missatge
de la comparacié de costats, selecciona, a demanda del Gerard, un de nou de canvi
d’estratégia i d’'un nivell d’informaci6 superior, que ajuda I'alumne a sortir del bloqueig i a
reconduir la situacié cap a una altra en la qual els processos d’argumentacié son realment
els protagonistes.
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Entenem que, en aquest episodi, el Gerard ha comencgat a beneficiar-se de la potencialitat
de l'agent tutor que suposa la utilitzacié conjunta de les arees grafica i deductiva en la
produccié d’'un procés argumentatiu, que, de moment, 'ha fet arribar a establir una
conjectura sobre el resultat del problema que pretén solucionar. Aixi, la resolucié del
problema es troba en una situacié ideal per al Gerard. Sap el que vol fer —provar la
conjectura-, i la manera de fer-ho, és a dir, mitiangant I'encadenament de senténcies,
malgrat que encara no sap el contingut d’aquestes.

Aquest aprenentatge sobre la idea de demostracid matematica es fa evident en el tercer
tipus de interacci6 del Gerard amb l'agent tutor, que es desenvolupa a [I'episodi
d’implementacio.

Podem classificar I'episodi d'implementacié com a reactiu perqué les accions del Gerard
tenen el seu origen en l'observacid del missatge sobre comparacié de costats, i sobre
aquest fet gira els continguts matematics de les seves accions —creacié i comparacio de
segments i dels seus productes-.

L’agent tutor i el Gerard, cadascun en el seu paper, van contribuint al desenvolupament del
procés de resolucié. EI Gerard va generant accions grafiques reconegudes seguint
I'estratégia “equivaléncia per complement”, al mateix temps que va intercalant senténcies
deductives, moltes vegades falses. Mentrestant, I'agent tutor esta en silenci, només I'agent
mediador reacciona a les errades gramaticals de les senténcies del Gerard. Ara el Gerard
comencga a entendre aquest comportament i no es bloqueja. Continua el desenvolupament
de l'estratégia, cada cop amb més entusiasme, evidenciat per la necessitat del Gerard de
produir noves senténcies deductives sobre objectes que va creant, fins i tot abans de crear-
los.

Interpretem que aquesta conducta del Gerard confirma les expectatives que teniem al
finalitzar I'episodi anterior, en el sentit d’'una integracié6 encara més gran del raonament
grafic-deductiu en benefici del procés argumentatiu.

D’igual forma, entenem que I'evolucié en la conducta del Gerard cap a una apropiacio de la
idea de demostraci6 matematica ha estat consequéncia de la seva interaccié6 amb I'agent
tutor. En aquest sentit podem dir que ambdds han contribuit a la construccié del significat
d’aquest concepte.

Per acabar direm que l'estudi que hem dirigit busca quines son les habilitats geométriques
que l'alumne pot adquirir i de quina manera pot activament transformar aquestes habilitats
després de I'apropiat ajustament de missatges que hem esmentat a dalt.

7.3.4. El cas de I'Adria

En els paragrafs seglients resumim les caracteristiques cognitives i actitudinals de I'alumne
de segon curs de batxillerat (17 anys) al que hem anomenat Adria i que ha participat en
I'experimentaciéo amb I’AgentGeom.

Les caracteristiques metodologiques i els continguts de les classes a les quals ha assistit
I’Adria s6n molt semblants a les que hem descrit a I'apartat 7.3.2 per al Gerard. També ha
fet servir amb freqléncia l'ordinador a les classes perd sempre realitzant activitats
estructurades i guiades, i associades als continguts matematics que es pretén ensenyar, per
tant no té experiéncia en enfrontar-se de forma individual i amb un alt grau d’autonomia a
problemes més oberts i no directament relacionats amb la tematica que et segueix a la
classe.

L’Adria és un alumne intel-ligent, que a la seva capacitat va unir, durant 'ESO (fins als 16
any) molt d’interés i ganes d’estudiar, el que li va a portar a obtenir notes excel-lents a totes
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les assignatures, destacant, si més no, en matematiques per la seva rapidesa en entendre
les explicacions del professor i per la seva creativitat.

En comencar el batxillerat I'Adria va canviar la seva actitud i es va anar deixant fins arribar
al moment actual en el qual té moltes dificultats en superar les avaluacions trimestrals en
moltes assignatures, entre elles les matematiques, sense dubte perqué ha perdut gairebé
completament I'habit d’estudi. Es molt probable, segons 'opinié dels seus professors, que la
seva capacitat i la base tan solida de coneixements que té li ajudaran a superar el curs.

Dels cursos anteriors, i en relacié als continguts matematics implicats en la comparacio
d’arees, I'Adria conserva coneixements procedimentals relacionats amb [I'aplicacié de
férmules per al calcul d’arees de figures planes, i coneixements suficients dels conceptes
associats les construccions geométriques de l'area grafica de 'AgentGeom (punt, rectes,
segments, paral-leles, perpendiculars, etc.) i els que es fan servir en I'escriptura de les
senténcies deductives (area, relacions d’igualtat i desigualtat, longituds de segments, etc.).
En canvi, 'Adria, com el Gerard, mai no ha tingut cap aprenentatge especific dirigit a la
comprensido de la demostracid en matematiques, si exceptuem els raonaments logics
relacionats amb la Geometria Analitica i ’Analisi Matematica que el professor els explica
quan desenvolupen aquests temes en el present curs.

7.3.5. El procés de resolucio del problema del paral-lelogram de I'Adria

A continuacié analitzem el procés de resolucié de I'’Adria quan interactua amb I'’AgentGeom
en la resolucié del problema del paral-lelogram, i observarem com I'Adria es beneficia
d’aquesta interaccid, no tant pel que fa al desenvolupament estratégic del procés de
resolucio, siné en la part final d’aquest procés, de la generacié d’'un procés argumentatiu
que li porta a obtenir la solucié d’'una manera clara.

En el procés de resolucié del problema del paral-lelogram per part de I'Adria hem identificat
tres episodis socials, que els hem anomenat d’exploracié, d’analisi i d'implementacio.

7.3.5.1.Episodi d’exploracid

Després de llegir I'enunciat del problema i de carregar la seva figura, 'Adria comenca una
fase del procés de resolucié en la qual sembla no tenir clara la finalitat que persegueix a
'hora de ftriar el triangle adient, malgrat que ja deixa entreveure la idea del tragat de
perpendiculars i d’aplicacié de la formula de I'area del triangle (figura 7.3.7).

Figura 7.3.7

A part d’aquest intent d’aplicacié de la féormula de 'area del triangle, que es veu reflectida
per quatre accions grafiques i un intent d’accié deductiva (taula 7.3.5), que no arriba ni tan
sols a verificar, aquest episodi es caracteritza per dos fets concrets: per una banda, la
dificultat que té I'Adria de seleccionar les primitives de construccid, és a dir, els botons de
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I'area de construccio i, per l'altra, el temps que dedica a reflexionar sobre la figura que esta
construint (més de cinc minuts).

Adria |Crea perpendicular al segment dc passant pel punt d amb nom w.

Adria |Crea interseccio al segment w al segment ba amb nom e.

Adria |Crea paral-lela al segment dm passant pel punt m amb nom t.

Adria |Crea interseccio al segment ba al segment t amb nom f.

N|[o|jo|h~]|W

Adria |Intenta fer deduccio: area ae*ed/2 (esborra).

Taula 7.3.5. Actuacié de 'Adria a I'episodi d’exploracié del procés de resolucié del problema
del paral-lelogram

De manera que aquest episodi es caracteritza per una utilitzacié proactiva gairebé exclusiva
de l'area grafica i per un primer intent d’aplicacié de la férmula de I'area del triangle, com
I'dnic recurs per solucionar el problema i, per tant, del tracat dels segments auxiliars
corresponents: base i altura.

7.3.5.2.Episodi d’analisi

El procés reflexiu de I'episodi anterior porta a I'Adria a identificar les bases i les altures dels
triangles que vol comparar. Ara, I'Adria té clar el que vol fer, que es manifesta amb les
accions 7 (reproduida en l'accio 27), 24 i 26 de la taula 7.3.6, en les quals considera els
costats “da” i “ba” com a bases dels triangles “amd” i “abm”, respectivament, i sobre elles
traca les altures corresponents (figura 7.3.8).

7 |Adria |Crea perpendicular al segment ba passant pel punt m amb nom r.

Agent |Imagina com compararies les arees dels nous triangles que s'han

8 Tutor |format.

9 |Adria |Crea intersecci6 al segment r al segment ba amb nom j.

24 |Adria [Crea perpendicular al segment da passant pel punt m amb nom w.

Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema considerant
Agent [que et donen en lloc d'un paral-lelogram un quadrat o un rectangle.
Tutor |Pots aplicar els mateixos procediments per a resoldre el problema del
paral-lelogram?

25

Crea interseccio al segment w al segment da amb nom e (mira tots

26 |Adria e
els segments i linies).

27 |Adria [Crea perpendicular al segment ba passant pel punt m amb nom q.

Taula 7.3.6. Part de I'episodi d’analisi en la qual es mostra que I’Adria no reacciona als
missatges de I'agent tutor
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Figura 7.3.8

Molts alumnes aborden d’aquesta manera la resolucié del problema del paral-lelogram
(Cobo, 1998), fins que s’adonen que aixi no és possible comparar els elements dels dos
triangles i, en consequéncia, no és un enfocament valid, excepte si considerem un cas
particular com és el d'un quadrat en lloc d'un paral-lelogram (veure I'apartat 4.3.1).
L’AgentGeom ha contribuit a qué I'Adria abandoni aquesta estratégia no validant la
comparacio de les altures. En una situacié de paper i llapis, els alumnes d’aquestes edats
solen actuar més en funcié de la figura concreta sobre la qual treballen, establint relacions
entre les bases i les altures, considerant les mesures concretes d’aquests elements.

A més de l'anterior, d’aquest episodi hem de ressaltar dos aspectes. El primer té a veure
amb una fase de transicié que hi ha entre les intervencions 9 i 24, durant la qual 'Adria es
dedica a esborrar totes les linies i punts que havia tracat fins aleshores, incloses les de les
intervencions 7 i 9 (per aix0 les ha de tornar a fer). En aquesta fase de transicio, 'Adria es
torna a mirar I'enunciat del problema i mira la finestra del Tutor, on veu el missatge que
I'agent tutor I'ha enviat en I'accio 8.

El segon aspecte a ressaltar, i que marca la forma d’actuar de I'’Adria i la seva relacié amb
I’AgentGeom, és el de no fer cap cas dels missatges que I'agent tutor li envia. L’Adria té una
idea clara i la porta a terme sense deixar-se influir pel que diu I'agent tutor. Amb aquesta
actuacié I’Adria manifesta la seva autonomia i, sembla pels resultats obtinguts, el control del
procés de resolucié. Ens referim concretament al missatge de l'accio 8, en el qual I'agent
tutor li apunta la possibilitat de comparar els nous triangles que s’han format com a
consequéncia de les accions grafiques de I'episodi anterior. Aquest missatge de nivell 1 no
dona a I'Adria massa informacio. El missatge de l'accid 25, qualificat com de nivell 2 i de
canvi d’estratégia, si que inclou informacié suficient com per a produir els seus efectes en el
comportament de I'Adria, perd aquest, en ambdds moments, esta immers en un procés de
tracat de perpendiculars (altures) que no abandona.

Interpretem que I'Adria no considera el missatge de l'accio 25, tot i aportar una informacio
matematica important, pel fet que per desenvolupar-lo ha de tornar a fer una altra
construccié grafica, representant un quadrat o un rectangle que substitueixen al
paral-lelogram. En canvi, ens podem preguntar per qué no considera el primer missatge, si
el veu un primer cop (accié 8) i el torna a mirar després? La resposta a aquesta pregunta
podria ser que, en el primer moment, '’Adria no atén el missatge perqué aquest surt quan
esta immers en el tragat de la perpendicular al costat “ba” per “m”, i esta clar que no vol
abandonar l'estratégia que ha iniciat i, en el segon moment, perqué la visualitzacié del
missatge es produeix just després que hagi esborrat les linies auxiliars que li permetien
identificar els triangles als quals es refereix el missatge, quedant-li una figura (figura 7.3.9)
semblant a la de I'enunciat.
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Figura 7.3.9

Resumint podem dir que aquest episodi es caracteritza perqué I'Adria fa accions proactives
només relacionades amb I'area grafica de I'’AgentGeom i, per tant, encara no ha pogut
comprendre la veritable esséncia del sistema tutorial, que es manifesta com a consequéncia
de la combinaci6 deductiu-grafica per a potenciar el procés argumentatiu. Podriem dir que
I'Adria, fins ara, ha fet servir ’AgentGeom com a eina de dibuix.

El segon punt a ressaltar és I'elevat grau d’autonomia de I'Adria que li ha permés avancar
en el procés de resolucid sense haver de seguir els suggeriments de I'agent tutor. Aquest
aveng es concreta en el seglent episodi, en el qual 'Adria acaba trobant I'estratégia adient,
fruit dels processos d’exploracio i analisi portats a terme fins aquest moment.

7.3.5.3.Episodi d'implementacio

Immediatament després de creada la perpendicular al costat “ba” (figura 7.3.8) pel punt m
(accié 27), I'Adria s’adona que les altures sobre els costats “ba” i “da” no sén les adients.
Les esborra i comencga a realitzar, sense dubtar i amb molta seguretat, dues accions (32 i
33) que li conduiran directament a la solucié del problema.

32. Adria: Crea perpendicular al segment ac passant pel punt b amb nom w (figura
7.3.10).

33. Adria: Crea perpendicular al segment ac passant pel punt d amb nom q (no
dubta).

34. Adria: Intenta accié deductiva: area... (mira linia am, que no existeix).

Figura 7.3.10

Ja des del comengament (accié 34) i en la continuacio (accié 41) d’aquest episodi (taula
7.3.7), 'Adria fa lintent de utilitzar I'area deductiva, perd s’adona que els objectes grafics
que vol fer servir no estan tots definits. En aquestes circumstancies, I'episodi evoluciona des
de la creacié dels objectes grafics (base comuna, “am”, i les altures, segments “kb” i “hd”,
figura 7.3.10), necessaris com a referents de les senténcies deductives, fins a una utilitzacio
gairebé exclusiva de I'area deductiva per a formalitzar el procés argumentatiu. En aquesta
evolucié I'Adria interactua amb molta freqiéncia amb I'agent mediador que, primer li
corregeix aspectes relacionats amb la nomenclatura dels objectes que esta definint i,
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despres, li valida, en la majoria dels casos, les senténcies deductives que va introduint
(taula 7.3.7). Es en aquesta relaci6 amb I'agent mediador quan I'Adria detecta una errada
sintactica que al programador se li havia passat per alt, ja que la senténcia deductiva:

53. Adria: Deduccid: linia kb/2=linia hd/2
54. Agent Mediador: linia kb/2=linia hd/2:falsa

'agent mediador la déna falsa, sent correcta, i en canvi la déna per correcta si abans i
després del signe de la igualtat hi ha un espai en blanc. El mateix passa en un altre moment
posterior.

44 |Adria Deduccié: area amb = linia am * linia kb/2
45 Ager_lt area amb = linia am * linia kb/2: correcta
Mediador
47 |Adria Deduccié: area amd = linia am * linia hd/2
48 |A9ENt 1o amd = linia am * linia hd/2: correcta
Mediador
49 |Adria Intenta fer deduccio: area amd/linia hd/2 = area amb/linia kb/2
50 Agent Les operacions aritmétiques s’han de fer sobre objectes del mateix

Mediador |tipus

55 |Adria Deduccid: linia kb = linia hd

Agent . o ]
56 Mediador linia kb = linia hd: correcta
59 |Adria Deduccid: linia am * linia kb = linia am * linia hd
60 |A98Nt 1iiia am * linia kb = linia am * linia hd: correcta
Mediador
61 |Adria Deduccié: area amd = area amb
62 Ager_lt Area amd = area amb: correcta
Mediador
63 |Adria Deducci6 final: area amd = area amb
64 Ager_lt area amd = area amb: correcta
Mediador

Taula 7.3.7. Part de I'episodi d'implementacio en la qual es mostra I'evolucio de les
senténcies deductives introduides per I'Adria

En el primer pas del seu descobriment, I'Adria expressa les férmules de les arees dels
triangles que vol comparar (accions 44 i 47, taula 7.3.7). Com que ambdues tenen la
mateixa base “am”, les ailla i iguala les dues expressions que resulten (accié 49), en un
procés semblant al que faria amb llapis i paper. Segurament I'Adrid hagués expressat la
igualtat dels segments “kb” i “hd” per a concloure la igualtat de les dues arees “amd” i “abm”,
perd l'agent mediador li mostra la impossibilitat de fer operacions aritmétiques sobre

objectes de diferent tipus (accid 50), i I'Adria es veu en la necessitat de fer el seu procés
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argumentatiu d’'una manera més directa: expressant la igualtat de les altures (acci6 55) i, a
partir d’ella, multiplicant per la mateixa base, concloure que les dues arees son iguals.

Hem de ressaltar que, en aquest episodi, I’Adria sembla que ha tingut una actuacié decidida
i encertada, ja que des de la primera accio grafica (accié 33) ha tingut clar el que volia —
tracat de les perpendiculars sobre el costat comu “am” i aplicacio de la férmula de 'area del
triangle-, i 'ha portat a terme, amb deficiéncies de nomenament d’objectes o d’utilitzacioé
d’'objectes no creats en senténcies deductives, que han estat corregides com a
consequeéncia del seu dialeg amb I'agent mediador. Aquesta actuacié de I'Adria la podem
qualificar de molt reflexiva si ens fixem en dos aspectes: la durada de I'episodi —al voltant de
18 minuts-, aspecte que no queda reflectit en la seva transcripcid, i el fet que la majoria de
les senténcies que ha produit siguin reconegudes per I'agent tutor, excepte les deficiéncies
esmentades anteriorment i corregides per I'agent mediador.

Per la seva part, 'agent tutor ha identificat I'estratégia que ha seguit 'Adria —anomenada
“aplicacié de férmules” (veure I'apartat 4.3.1)- i ha romas en silenci. L’Adria no ha trobat a
faltar I'agent tutor, possiblement perqué s’ha pensat molt les seves accions i ha trobat una
estratégia correcta.

Aixi doncs, I'Adria ha trobat una solucié correcta que el sistema ha validat completament, és
a dir, amb un percentatge suficient d’accions reconegudes.

Pel fet d’haver arribat a una solucioé i que el sistema 'hagi considerada valida i suficientment
argumentada, 'agent tutor envia a I’Adria un missatge de revisié del procés que ha seguit
(acci6 65), al qual respon I’'Adria (acci6 66) de forma poc reflexiva i sense entendre massa el
contingut de les preguntes. El tipus de respostes de I'Adria, tot haver-les fet d’'una forma
molt rapida, ens portara a reconsiderar la formulacié de la nomenclatura que fent servir en
les preguntes, ja que és clar que I’Adria no ha donat el mateix sentit que nosaltres al terme
“estratégies”

65. Agent Tutor: Contesta aquestes preguntes:
a) Al llarg de la resolucid, has proposat varies estratégies?
b) Les has examinat totes?
c) Et sembla que has examinat les més adients?
66. Adria:
a) Si, ja que m’he trobat que una no 'ha entés el programa.
b) Possiblement n’hi hagi d’altres derivades de les que he utilitzat o alguna altra
de diferent (utilitzant angles...).
c) Si, diria que és la més rapida.

Com a resum d’aquest episodi podem dir que I'actuacié de I'Adria s’ha caracteritzat pel
tragat de les altures dels triangles, les arees dels quals es vol comparar, sobre el costat
comu “am”. Aquesta utilitzacio de I'area grafica de 'AgentGeom ha estat compartida des del
primer moment amb la produccié6 de senténcies deductives que han culminat amb la
justificacio de la igualtat de les arees dels dos triangles. Malgrat la utilitzacié combinada de
les arees grafica i deductives, hem observat que aquesta ha pres un major protagonisme, ja
que els objectes de I'area grafica els ha creat explicitament per a ser utilitzats en les seves
senténcies deductives. La no intervencid de l'agent tutor ha estat fruit de l'actuacio
encertada de 'Adria.

7.3.5.4.Conclusions

Aquest procés de resolucio té tres caracteristiques fonamentals que volem ressaltar: el
caracter proactiu de les accions de I'Adria, I'evolucié en la utilitzacié de les arees grafica i
deductiva i la consideraci6, gairebé exclusiva, de I'enfocament consistent en el tracat de les
altures i aplicacio de la férmula de I'area del triangle.
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Aixi doncs, l'actuacioé de I'Adria s’ha caracteritzat per la seva autonomia que li ha permeés
avancar en el procés de resolucié sense haver de seguir els suggeriments de I'agent tutor.
Aquest aveng es concreta a I'episodi d’analisi, en el qual 'Adria concreta la seva estratégia
de tracat d’altures, malgrat que sobre diferents bases, i a I'episodi d'implementacid, en el
qual acaba trobant I'estratégia adient, considerant la base comuna, “am”, i comparant les
altures sobre aquesta base.

Aquesta autonomia manifestada per I'Adria li ha portat a no fer cap cas dels missatges que li
ha enviat I'agent tutor, el segon dels quals 'hagués permés apropar-se a la solucioé des d’'un
enfocament poc freqlent, si considerem els coneixements estratégics de I'Adria, com és el
de la consideracié dels casos particulars d’'un quadrat o d’un rectangle. Aixi, 'Adria ha
tingut clar, des del primer moment, el que volia i 'ha portat a la practica amb decisio,
segurament perqué era I'Unic recurs estratégic del qual disposava en aquest tipus de
situacions.

Pel que fa a la utilitzacié de les arees grafica i deductiva podem dir que hi ha una clara
evolucio en 'actuacié de I'Adria que va des d’'un Us gairebé exclusiu de I'area grafica en els
dos primers episodis, en els quals fa servir 'AgentGeom com si fos una eina de dibuix
grafic, fins a una utilitzacié conjunta i coordinada d’ambdues arees, a I'episodi final, que el
porta a I'obtencié i validacié de la soluci6 identificada com a “aplicacié de formules” dins de
I'espai basic del problema del paral-lelogram (apartat 4.3.1). Per tant, podem dir que,
finalment, ’Adria ha comprés I'esséncia del sistema tutorial, que es manifesta per la
combinacié deductiu-grafica per a potenciar el procés argumentatiu.

7.3.6. El cas de I'Albert

L’Albert és el nom suposat d’'un alumne de primer curs de batxillerat (16 anys) que no ha
seguit cap aprenentatge especific sobre la resolucié de problemes ni sobre la demostracié
en matematiques. L’ensenyament de la resolucié de problemes sempre se li ha enfocat des
d’'un punt de vista de la resolucié de exercicis o problemes d’aplicacié els continguts dels
quals acaben de ser explicats pel professor.

La metodologia de treball de I'Albert a les seves classes combina fases expositives del
professor amb una amplia proposta d’activitats que ell i els seus companys resolen en grups
petits, amb un ampli grau de llibertat per a comentar les activitats. L’Albert i els seus
companys fan servir esporadicament I'ordinador, perd, com I'Adria i el Gerard, sempre
treball en col-laboracié amb els seus companys i fent activitats estructurades i guiades.

L’Albert és un alumne més aviat timid que no ha tingut mai dificultats per a aprovar les
matematiques i la resta d’assignatures, no tant pel que estudia sin6 per la seva capacitat
d’entendre i reflexionar sobre les coses que se li expliquen. Com els alumnes anteriors,
conserva coneixements procedimentals relacionats amb I'aplicacié de férmules per al calcul
d’arees planes, i coneixements suficients sobre els conceptes associats a les construccions
geometriques de l'area grafica de 'AgentGeom i els que es fan servir en I'escriptura de les
senténcies deductives.

7.3.7. El procés de resolucié del problema del paral-lelogram de I'Albert

En els seglents paragrafs analitzem, segons I'esquema de Cobo i altres (2004), el procés
de resolucié desenvolupat per I'Albert en la seva interaccio amb I'AgentGeom. Aquest
esquema d’analisi considera basicament tres aspectes: les formes de fer servir les arees
grafica i deductiva de 'AgenGeom, la naturalesa de les accions de I'alumne -si sén per
iniciativa propia (proactives) o sén dirigides pels missatges de I'agent tutor (reactives)-, i la
influéncia dels missatges en la conducta de I'alumne.

148



Experimentacié amb 'AgentGeom Capitol 7

En la implementacio de missatges a ’AgentGeom hem diferenciat entre missatges de nivell
0, 1i 2, segons siguin, respectivament, suggeriments generals que no incloguin ni cap
contingut matematic ni cap referéncia, informacions que només continguin el nom dels
continguts matematics involucrats, i suggeriments que continguin informacio concreta dels
continguts matematics involucrats en la resolucié.

Hem dividit el procés de resolucidé en tres episodis, que hem anomenat, segons el seu
contingut, de la forma: establiment d’una conjectura, tragat de rectes perpendiculars i tragat
de rectes paral-leles.

7.3.7.1.L’establiment d’'una conjectura

Immediatament després de llegir 'enunciat del problema i de carregar en la pantalla grafica
la figura adjunta a I'esmentat enunciat, I'Albert fa un intent erroni, corregit per I'agent
mediador, d’escriure la igualtat de les arees dels triangles “abm” i “amd” (accions 3 i 4,
figura 7.3. 11).

Figura 7.3.11

3. Albert: Deduccio: area dab = area amb
4. Agent mediador: I'objecte “dab” no existeix.

L’Albert només comencar la resolucio del problema ha utilitzat I'editor de deduccions, per a
escriure directament la conjectura (accions 5 i 6) que les arees dels dos triangles que es
pretenen comparar son iguals.

5. Albert: Deduccié: area dam = area amb
6. Agent mediador: area dab = area amb: correcta

L’agent mediador no sols li ha permés establir aquesta conjectura, siné que I'ha validada.
L’Albert té dubtes d’introduir aquesta senténcia com a deduccio final. No ho fa perqué sap,
per les explicacions prévies, que l'agent tutor se la validara perd li exigira una
argumentacié. Ara I'Albert sap el resultat final del problema, perd ha d’argumentar-lo. Aixi
doncs, en comencar el seu procés de resoluci6 ha transformat el problema del
paral-lelogram, que es un problema de trobar, en un problema de demostrar, en la
terminologia de Polya (1975).

L’Albert ha fet a l'inici del procés de resolucio el que gairebé cap alumne fa, és a dir, utilitzar
directament 'area deductiva de '’AgentGeom. Sembla que I'Albert ha sabut comprendre les
avantatges que li proporciona el sistema i se n’ha aprofitat. A partir d’ara ha de comencar a
justificar la intuicié que ha tingut, basada només en I'observacié de la figura de I'enunciat.

7.3.7.2.El tracat de rectes perpendiculars

A Tlinici d’aquest episodi, I'Albert té dubtes i realitza accions sense una intencionalitat
aparentment definida: torna a llegir I'enunciat, traca l'altra diagonal “db” del paral-lelogram,
identifica el punt on es tallen les diagonals, torna a esborrar aquesta diagonal, assenyala
linies, crea el segment “am”, etc.
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L’Albert ha iniciat la utilitzacié de I'area grafica. Sap que les seves senténcies deductives
han d'utilitzar objectes grafics que estiguin construits en aquesta area i, per tant, no podra
construir la seva argumentacio si no comenga a crear elements auxiliars que complementin
la figura inicial.

L’accié 16 (taula 7.3.8) marca el l'inici de tot un seguit d’accions que semblen tenir una
finalitat concreta: la expressio de les arees dels triangles “abm” i “amd” en funcié de les
seves bases i altures.

16 [Albert Traca perpendicular a da per m amb nom pm.

17 |Albert Crea intersecci6 de la linia pm amb la ab de nom p.

18 [Albert Crea interseccio de la linia pm amb la da de nom q.

19 |Agent Missatge: Tracta de trobar també relacions entre les altures dels
Tutor triangles les arees dels quals vols comparar.

20 [Albert Traca la perpendicular a la linia ab pel punt m de nom alt2.

21 |Albert Interseccio de la linia alt2 amb la ab de nom (no acaba).

Clica la finestra del Tutor i li surt el mateix missatge anterior:
22 |Albert Tracta de trobar també relacions entre les altures dels triangles
les arees dels quals vols comparar.

23 |Albert Intersecciod de la linia alt2 amb la ab de nom r.

24 |Albert Traca segment des de g a m amb nom gm.

Missatge: Podries pensar alguna forma de descompondre el

Agent .
25 Tutor paral-lelogram en triangles, per exemple, tragant paral-leles que
passin per m.
29 |Albert Deduccié: linia gm = linia mr.
30 |Agent linia gm = linia mr: falsa
Mediador 9 ' '
31 |Albert Deduccié: linia gm = linia mr*2.
32 |Agent linia gm = linia mr*2: falsa.
Mediador

Taula 7.3.8. Part de I'episodi en el qual I'Albert traga i compara rectes

perpendiculars als costats dels triangles.
L’Albert ha comencat a tragar perpendiculars (accié 16). Aixd posa en alerta a I'agent tutor
sobre la possibilitat que traci les altures dels triangles, pero les accions 16, 17 i 18 (taula
7.3.8, i figura 7.3.12), en les que I'Albert traga la perpendicular “pm” al costat “da” i identifica
les seves interseccions els costats “da” i “ba”, no estan en cap de les estratégies que
resolen el problema. Per aix0, I'agent tutor respon a aquestes accions enviant un missatge
de nivell 1 (accié 19).

La comunicacié entre I'Albert i 'agent tutor comenga a produir-se. Pel contingut del
missatge, I'Albert pensa que és en el cami bo, perd en realitat no ha sabut interpretar
aquesta comunicacié. El fet que I'agent tutor hagi respost amb un missatge ha d’interpretar-
se com que les accions no segueixen cap estratégia que porti a la solucié del problema, és
a dir, sén accions no reconegudes pel sistema. L’Albert continua amb la seva idea inicial de
tragar les altures corresponents als costats “da” i “ba”, per a poder-les comparar, com diu el
missatge (accions 20, 23, 24...).

150



Experimentacié amb 'AgentGeom Capitol 7

En les interaccions professor-alumne, cadascun dels interlocutors, sobre tot si treballen
plegats amb freqliéncia, saben interpretar las formes de comunicacio verbals o no verbals.
Ara l'agent tutor ha respost amb un missatge a les accions grafiques de I'Albert, que
aquest no ha sabut interpretar, no ja el seu contingut, siné la preséncia del missatge. Aixo
confirma el que ja vam comentar a l'apartat 7.3.3.1, sobre el fet que els alumnes i
I’AgentGeom necessitaven un periode més gran de temps d’adaptacié mutua per a acabar
de comprendre els seus processos comunicatius.

Figura 7.3.12

La persisténcia de I'Albert en el desenvolupament de I'estratégia que ha triat, fa que I'agent
tutor li envii un altre missatge (accio 25, taula 7.3.8), ara de nivell 2 i de canvi d’estrategia:
“Podries pensar alguna forma de descompondre el paral-lelogram en triangles, per
exemple, tragant paral-leles que passin per m”. Aquest missatge és molt més concret i
aporta una informacié matematica considerable, malgrat que no decisiva, com hem tingut
oportunitat de comprovar amb d’altres alumnes.

Al final d’aquest episodi, I'’Albert compleix el seu objectiu de construir les altures sobre els
costats “ba” i “da” dels triangles “abm” i “amd” per a arribar a comparar-les (accions 29 i 31
de la taula 7.3.8).

L’agent mediador no valida cap dels dos intents de comparacié de ['Albert, i aquest
comenga a pensar en canviar d’estratégia mirant I'tltim missatge de I'agent tutor.

Aixi doncs, podem resumir I'actuacié de I'Albert en aquest episodi ressaltant els seglents
aspectes: en primer lloc, la seva persisténcia en desenvolupar fins al final I'estratégia que
ha triat, animat, sense dubte, per la interpretacié que fa del primer missatge que li envia
'agent tutor. En segon lloc, la naturalesa de les seves accions, que soén proactives i que
generen elements grafics auxiliars per a la seva aplicacié en senténcies deductives. |, per
ultim, la desconsideracié del segon missatge que li envia I'agent tutor fins que les
senténcies deductives que pretenen comparar les dues altures que ha tragcat no son
validades per I'agent mediador.

7.3.7.3.El tracgat de rectes paral-leles

L’agent tutor sap que I'Albert no ha tingut en compte el seu ultim missatge (accié 25, taula
7.3.8). No només no ha fet cap accié grafica o deductiva en la direccié que li marca el
missatge, sindé que les tres ultimes accions no han estat reconegudes per I'agent tutor
(accidé 26, en la qual traga el segment “mr”, la 29 i la 31). En aquestes circumstancies
I'agent tutor pot repetir el mateix missatge. Es el que fa en I'accié 33, envia a I'Albert el
suggeriment que descompongui el paral-lelogram en triangles tracant paral-leles que passin
pel punt “m”.
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A partir d’'aquest moment s’inicia un nou episodi del qual ressaltarem dues fases clarament
diferenciades en el desenvolupament de l'estratégia que marca el tracat de rectes
paral-leles als costats del paral-lelogram i que comentem a continuacio.

Durant la primera fase, que abraga quasi 11 minuts, la resposta de I'Albert al missatge
emeés per l'agent tutor és immediata, possiblement perqué es troba en una situacié de
bloqueig. Les seves accions, que son clarament reactives a aquest missatge, ja que mira
diverses vegades la finestra del Tutor per a veure si segueix correctament les seves
indicacions, son totes de naturalesa grafica: tracat de rectes paral-leles als costats del
paral-lelogram, interseccio de les esmentades rectes amb els costats i identificacié de tots
els segments possibles de la figura que resulta. S6n continus els dialegs amb I'agent
mediador, que no accepta sempre la nomenclatura que I'Albert assigna als objectes que va
creant.

Durant tota aquesta fase del procés de resoluciéo I'Albert s’ha oblidat d'utilitzar I'area
deductiva. Sembla que estigui bloquejat. Aquest bloqueig el manifesta obsessionant-se en
la creacié de nous segments i linies (figura 7.3.13), algunes de les quals no son
reconegudes per I'agent tutor, que acaba enviant-li un nou missatge (accié 53).

Figura 7.3.13

53. Agent tutor: Identifica els triangles nous que s’han format.

Aquest missatge és una insinuacido a I'alumne perqué continui amb l'estratégia que ha
iniciat, i és el comengament de la segona fase d’aquest episodi que conduira a I'Albert a la
justificacio de la seva conjectura.

No és possible identificar triangles a l'area grafica, ja que I'agent mediador els crea
automaticament quan l'alumne fa el segment que tanca I'esmentat triangle, perd I'Albert
interpreta correctament el missatge i reacciona comengant novament la creacié de
senténcies deductives, intercalades amb algunes accions grafiques que completen la figura
que havia fet en la fase anterior. Les senténcies deductives comparen les arees de
paral-lelograms que s’han format, de triangles i de sumes d’arees de triangles. Algunes
d’elles serien:

56. Albert: Deduccio: area atdv = area asbu

60. Albert: Deduccio: area atv = area sab

64. Albert: Deduccid area smd = area mdv

66. Albert: Deducci6 area tbm = area bmu

68. Albert: Deducci6 area atv +area avd = area asb + area sub

Totes son validades per I'agent mediador.

Al final, I'Albert introdueix la senténcia de la conjectura que havia establert al comengcament
i 'agent mediador se la dona per justificada, amb al voltant d'un 35 % d’accions
reconegudes. L’AgentGeom ddéna per bona una argumentaciéo quan l'alumne supera el
30% de les accions grafiques que desenvolupen l'estratégia que ha seguit, que son les
accions reconegudes per aquesta estratégia, i sap diferenciar entre totes les accions
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validades, les que sbén reconegudes de les que no ho sén. Aquestes ultimes, per tant, no
contribueixen a justificar la conjectura que I'alumne ha establert.

Resumint aquest episodi, podem dir que les accions de I'Albert han sigut dirigides pels
missatges de I'agent tutor (accions reactives) i, per tant, podem considerar que, en aquest
episodi, la interaccié entre I'Albert i 'AgentGeom ha estat guiada per aquest. Aquesta
direccié ha conduit a l'Albert a realitzar, primer, només accions grafiques i, després, a
combinar les accions grafiques i les deductives per a desenvolupar el seu procés
argumentatiu. L’Albert ha aprés de I'AgentGeom a fer-se una idea de demostracié
matematica com una sequéncia de senténcies relacionades amb la conjectura que vol
demostrar.

7.3.7.4.Conclusions

Els noms que hem donat als episodis del procés de resolucié que I'Albert ha portat a terme
son prou il-lustratius de I'estratégia que ha seguit: “establiment de la conjectura” igualtat de
les dues arees que es pretenen comparar; “tracat de perpendiculars”, amb la finalitat
d’aplicar la formula de l'area del triangle o, si més no, de comparar les altures, per tal
d’arribar a comparar les arees; i “tragat de rectes paral-leles” als costats del paral-lelogram,
amb la idea de comparar les arees dels triangles nous que es formin. D’aquesta manera,
I'Albert ha pogut finalment justificar la conjectura que havia establert al comengament.

A més, les idees basiques més destacades d’aquest procés de resolucié sén les tres
seguents:

e L’Albert ha utilitzat directament, a l'inici del procés de resolucio, I'area deductiva de
I’AgentGeom per tal d’establir una conjectura. En aquest sentit, I'Albert ha aprofitat les
avantatges que li proporciona el sistema. Aixi, 'agent mediador ha permés a I'Albert no
només establir aquesta conjectura, sind que se I'ha validada. Amb la qual cosa, a partir
d’aquest moment I'Albert ha de comencar a justificar la intuicid que ha tingut, que ha
estat basada només en I'observacio de la figura de I'enunciat.

e Es també digne de ressaltar la persisténcia de I'Albert en desenvolupar fins al final
'estratégia que ha triat a I'episodi de “tracat de perpendiculars”. Aquesta persisténcia ha
estat animada per la interpretacio erronia que fa del primer missatge que li envia I'agent
tutor. Aixi, l'actuacié de I'Albert en relaci6 amb I'AgentGeom en aquest episodi es
caracteritza per la naturalesa proactiva de les seves accions, que generen elements
grafics auxiliars per a la seva aplicacié en senténcies deductives, i la desconsideracio
del segon missatge que li envia I'agent tutor fins que les senténcies deductives que
pretenen comparar les dues altures que ha tragcat no sén validades per I'agent
mediador.

® Pel contrari, les accions de 'Albert a I'Gltim episodi han estat dirigides pels missatges de
I'agent tutor (accions reactives) i, per tant, la interaccié entre I'Albert i 'AgentGeom ha
estat guiada per aquest. Aquesta direccidé ha conduit I'Albert a realitzar, al principi,
només accions grafiques i, després, a combinar les accions grafiques i les deductives
per a desenvolupar el seu procés argumentatiu. L’Albert ha aprés de '’AgentGeom a fer-
se una idea de demostracido matematica com una sequéncia de senténcies relacionades
amb la conjectura que vol demostrar.
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CAPITOL 8
CONCLUSIONS, APLICACIONS, i SUGGERIMENTS D’AMPLIACIO

8.1. Establiment de conclusions

Aquest treball consta de dues parts, d’acord amb els objectius que ens haviem proposat. En
la primera, fem una analisi de la bibliografia al voltant de 'ensenyament de la resolucié de
problemes, que abraca el tractament del tema a 'ESO i en el Batxillerat, i una revisié
bibliografica dels models instructius i les formes d’interactuar en I'ensenyament i
'aprenentatge de la resolucié de problemes a l'aula. En la segona, hem fet diferents
aportacions: la proposta de sistemes de missatges amb els quals el professor pot ajudar els
seus alumnes en la resolucid de problemes, la caracteritzacio i implementacié del sistema
tutorial AgentGeom, i les analisis dels beneficis cognitius dels alumnes en la seva interacci6
amb I'’AgentGeom.

Com a resum de la primera part d’aquest treball, direm que, en el tractament de la resolucié
de problemes a 'ESO, s’aborda un ampli ventall d’estratégies de resolucio: distincid entre el
que es coneix i el que és desconegut, diferenciacié entre la informacié dtil i la supérflua,
estimacié de possibles solucions, reduccid de problemes complexos a d’altres de més
senzills, demostracié de propietats per métodes inductius i deductius, formulacié d’hipotesis,
recerca d’exemples i de contraexemples, aplicacio d’algorismes de calcul amb calculadores,
i utilitzacié del llenguatge algebraic. Pero trobem a faltar referéncies explicites a reflexions
sobre el procés que l'alumne segueix per a obtenir una solucié, si exceptuem el cas de la
comprovacio de la validesa dels resultats. En canvi, en el Batxillerat els objectius generals
de I'Area de Matematiques ja fan referéncia als habits relacionats amb la gestié dels
processos de resolucié i, concretament, a les discussions previes, a la comprovacio i
interpretacié de les solucions, i a la conveniéncia de buscar diferents procediments en la
resolucio d’'un problema per tal de triar el que optimi el procés de resolucio.

Pel que fa a la revisio bibliografica de propostes metodologiques per a 'ensenyament de la
resolucid de problemes, hem diferenciat les que fan els investigadors que consideren
'ensenyament i 'aprenentatge de les estratégies involucrades en la resolucié de problemes
com a objectiu principal i, fins i tot, Unic, de les que consideren que la resolucié de
problemes ha d’estar integrada en el curriculum de matematiques, com un objectiu més.
S’han de destacar per la seva rellevancia les aportacions de Polya, les de Garofalo i Lester,
i Schoenfeld, i 'enfocament de I'ensenyament de la resolucié de problemes que fa el NCTM
(veure el capitol 3). Altres investigadors descriuen les regularitats que es construeixen
interactivament entre el professor i els alumnes en I'ensenyament de la resolucié de
problemes, que anomenen models interactius (extractiu, de discussié, de focalitzacid,
afirmatiu, interrogatiu, etc.), per arribar a establir un procés de negociacio de significats.

Als seglients apartats resumim la proposta d’'un sistema de missatges, la caracteritzacié del
sistema tutorial AgentGeom, i les analisis dels beneficis cognitius dels alumnes en la seva
interacciéo amb I’AgentGeom.
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8.1.1. Sistemes de missatges

Hem elaborat per cada problema un sistema de missatges, que mostrem al capitol 5, per
ajudar els alumnes en les diferents fases de la resolucié del problema.

Hem dividit el procés de resoluci6 de cada problema en tres fases: familiaritzacio,
planificacié/execucio i verificacio. Associada a cadascuna d’aquestes fases, hem identificat
missatges diferenciats en tres nivells o categories. Els de nivell 0, que sén missatges o
suggeriments generals que no inclouen continguts matematics implicats en la resolucié del
problema. Els de nivell 1, que son missatges que nomeés contenen el nom dels continguts
matematics involucrats. | els de nivell 2, que s6n missatges que contenen informacions
concretes sobre aquests continguts matematics.

Hem utilitzat aquest conjunt de missatges com a base per a seleccionar els que hem
implementat en el sistema tutorial, amb la finalitat que puguin ser mostrats als alumnes en
cada moment del procés de resolucié de problema.

Aixi doncs, un cop identificades i analitzades les possibles accions que I'alumne pugui fer,
d’acord amb I'analisi dels continguts matematics de cada problema fets al capitol 4, hem
seleccionat els missatges que considerem més adients en cada moment del procés de
resolucié de cada problema, sempre tenint en compte els punts claus per a implementar el
sistema de missatges que son: el sistema fara sortir un nou missatge per cada tres accions
de I'alumne no reconegudes pel sistema; 'alumne podra demanar un missatge d’ajuda en
cada moment de la resolucio; i, depenent de les fases de la resolucio en les quals es trobi
'alumne, els missatges sortiran o no de forma aleatoria d’entre un conjunt préviament
establert.

8.1.2. Caracteristiques del sistema tutorial artificial AgentGeom

Hem descrit al capitol 6 les funcionalitats que té el sistema tutorial multiagent AgentGeom,
elaborat pel nostre equip de recerca de la UAB. Resumim a continuacié les més importants.
L’Agentgeom és un sistema tutorial que combina dues funcions basiques en qualsevol
sistema educatiu: és obert i permet I'atencio a la diversitat, ja que es donen els mecanismes
necessaris perqué el professor pugui ampliar la base de problemes. El professor pot
gestionar el sistema: creant problemes, assignant-los als seus alumnes segons les seves
caracteristiques cognitives, examinant l'efectivitat dels seus processos de resolucio, i
modificant el sistema de missatges que pot enviar a cada alumne en cada moment del
procés de resolucié del problema, segons I'estratégia que hagi triat.

Hem dissenyat el sistema AgentGeom de forma que sigui una aplicacio portable a qualsevol
entorn. Per aquest motiu 'hem desenvolupat sobre una arquitectura web i, fent servir els
recursos més basics que ens proporciona aquest entorn, hem aconseguit que l'alumne
pugui interactuar amb el sistema des de qualsevol computadora connectada a la Xarxa i
amb un navegador senzill. Aixi doncs, 'AgentGeom és una aplicacié servidora, és a dir, es
troba en una maquina servidora i molts alumnes, simultaniament, s’hi poden connectar
mitjangant el protocol HTTP.

L’AgentGeom és un sistema tutorial artificial concebut com un sistema multiagent hibrid que
combina interficies, utilitzades per persones com a usuaris del sistema (professors i
alumnes), amb dos agents artificials: I'agent tutor, que té una arquitectura principalment
reactiva, i I'agent mediador, que rep les entrades de les interficies dels alumnes i del
professor.

Les interficies son totes les eines de les quals disposen els usuaris per interactuar amb els
agents mediador i tutor. En el cas del professor, 'AgentGeom disposa d’eines de
comunicacié —diferents pantalles- que fan possible que el professor crei problemes, els
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assigni als seus alumnes i pugui controlar I'historial de la resolucié de cadascun dels seus
alumnes en el moment que vulgui.

La creacié de problemes nous exigeix I'elaboracio de tot un contingut pedagogic al voltant
de cada problema, que comporta la identificacié de totes les estratégies que resolguin el
problema i els diferents missatges que el professor vulgui que es mostrin als alumnes quan
I'agent tutor I'estimi oportu.

La interficie de I'alumne li ofereix totes les eines per a resoldre el problema. Aixi, 'alumne
disposa d’'una area de construccié grafica i d'un editor de deduccions. A l'area de
construccié grafica, I'alumne pot construir figures fent servir els botons (primitives de
construccié) per a dibuixar punts, linies rectes i circumferéncies, segments, paral-leles,
perpendiculars, definir la interseccioé de dos objectes, utilitzar el compas, etc.

Amb l'editor de deduccions, I'alumne pot escriure senténcies, prenent com a referents els
objectes grafics que ha creat. L’agent mediador validara o no les senténcies que I'alumne
escrigui.

L’agent mediador rep les entrades de les interficies del professor i dels alumnes, és a dir,
processa totes les accions (grafiques i deductives) del professor quan crea problemes nous i
de lalumne quan resol el problema, i les emmagatzema en una base de dades.
Concretament, pel que fa a les accions grafiques, I'agent mediador rep totes les primitives
de construccid, calcula tots els elements nous derivats de les accions, emet missatges si hi
ha errors en la construccié o en la identificacié dels nous objectes grafics i, si el procés
acaba correctament, mostra la figura que ha resultat a I'area de construccio.

Pel que fa a I'editor de deduccions, I'agent mediador gestiona la construccié correcta de la
sintaxi de les senténcies, mostrant missatges d’error si no estan ben construides; determina
si les senténcies son certes o falses, fent servir el model de grafic al qual estan referides; i
mostra la validesa o no de cada deducci6 introduida.

L’agent tutor té per objectiu ajudar directament a I'alumne en la resolucio del problema. Per
aixo, I'agent tutor conté, en forma d’arbre, cadascuna de les estrategies corresponents a
cada problema, també té diferents llistes de missatges: una llista per cada estratégia i una
lista especial de canvi d’estratégia. Aixi, 'agent tutor té tota la informacio sobre estrategies i
missatges, i només necessita un mecanisme per saber quan i com mostrar els missatges a
alumne. Aquest mecanisme comencga quan I'agent mediador, que segueix la pista de totes
les accions que realitza I'alumne, les passa a I'agent tutor, que les identifica dins del seu
arbre d’'estratégies.

Quan 'alumne introdueix el resultat final i ha fet més d’un 30% de les accions reconegudes,
el sistema valida aquest resultat final.

8.1.3. Beneficis cognitius dels alumnes en la seva relaci6 amb el sistema tutorial
AgentGeom

Amb aquesta experiéncia hem aconseguit evidenciar que I'’AgentGeom pot ser una eina
auxiliar del professor, que li pot ajudar en les seves necessitats d’atendre a la diversificacié
d’alumnes amb la qual es troba cada dia. Contribueix a aixd la capacitat que té el professor,
a través de I'AgentGeom, d’adaptar els problemes i els missatges a les caracteristiques
cognitives de cadascun dels seus alumnes.

Pel seu disseny, I'AgentGeom collabora, de manera quasi autdbnoma, en el
desenvolupament de les competéncies estratégiques dels alumnes en la resolucié de
problemes de matematiques, creant les condicions interactives necessaries perqué
'alumne pugui avancar en el procés de resolucié. L’AgentGeom contribueix a aquest aveng
fent suggeriments que orienten a I'alumne, perd també proporcionant-li, en cada moment,
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només la informacié estrictament necessaria, de forma que sigui el propi alumne qui
resolgui realment el problema.

A més, 'AgentGeom ajuda a generar noves habilitats relacionades amb els processos
argumentatius en matematiques. Per aixd, hem dissenyat 'AgentGeom de forma que té
dues arees —grafica i deductiva-, la utilitzacié conjunta de les quals permet als alumnes
crear objectes matematics genérics, €s a dir, desvinculats de les mesures concretes dels
seus elements, per a fer-los servir en les senténcies deductives, que han de ser escrites
seguint les normes propies del llenguatge matematic, i que han de tenir per referents els
objectes préviament creats. Amb tot aixd i amb el fet que 'AgentGeom no pot donar per
bones les simples conjectures o les respostes no suficientment argumentades i, per tant,
exigeix un nombre minim de senténcies que han de ser validades pel sistema, aconseguim
que els alumnes desenvolupin la seva capacitat d’abstraccié i s’apropiin de la idea de
demostracié matematica.

Dels processos de resolucid portats a terme pels alumnes en la seva interaccié amb
I’AgentGeom, mostrem, a continuacid, molt resumides, les interaccions més significatives,
per la influéncia que han tingut al llarg dels esmentats processos.

o Moltes vegades, les interpretacions erronies de les formes de comunicacié no verbals
fan que els alumnes perdin I'oportunitat d’aprofundir en estratégies que havien comencat
a desenvolupar. Aix0 passa en els processos comunicatius presencials —professor i
alumnes o entre alumnes-, i també en la interaccié dels alumnes amb I'’AgentGeom, com
en el cas de I'episodi d’analisi de la resolucié que porta a terme el Gerard. En aquest
cas, el silenci de I'agent tutor i el fet que I'alumne no hagi demanat cap missatge d’ajuda
el porten a abandonar 'estratégia que havia iniciat.

o Pel que fa a la utilitzacié de les arees grafica i deductiva, podem dir que hi ha una clara
evolucio en l'actuacio dels alumnes que va des d’un Us gairebé exclusiu de I'area grafica
en els primers episodis, en els quals fan servir ’AgentGeom com si fos una eina de
dibuix grafic, fins a una utilitzacié conjunta i coordinada d’ambdues arees als episodis
finals. Aixo els porta, en el cas de I’Adria, a I'obtencid i validacié de la solucié identificada
com a “aplicacié de férmules” dins de I'espai basic del problema del paral-lelogram i, en
el cas del Gerard, a establir una conjectura sobre el resultat del problema que pretén
solucionar. D’aquesta manera, la resolucioé del problema es troba en una situacié ideal
per al Gerard: sap el que vol fer —provar la conjectura-, i la manera de fer-ho, és a dir,
mitjangcant I'encadenament de senténcies, malgrat que encara no sap el contingut
d’aquestes. Aixi, en aquests dos casos, podem dir que els alumnes han comprés
'esséncia del sistema tutorial, que es manifesta per la combinacié deductiu-grafica per a
potenciar el procés argumentatiu.

e En canvi, L'Albert ha utilitzat directament, a linici del procés de resolucid, I'area
deductiva de I'’AgentGeom per tal d’establir una conjectura. En aquest sentit, també s’ha
aprofitat de les avantatges que li proporciona el sistema, ja que I'agent mediador ha
permés a I'’Albert no només establir aquesta conjectura, siné que se I'ha validada. Amb
la qual cosa, a partir d’aquest moment, I'Albert ha de comencar a justificar la intuicié que
ha tingut, basada només en I'observacio de la figura de I'enunciat. En la resta de la seva
resolucio, la utilitzacié que fa de la combinacid de les arees grafica i deductiva és
semblant a la dels seus companys.

e La conducta dalguns alumnes davant I'AgentGeom és caracteritza per la seva
autonomia, que els permet avancgar en el procés de resolucié sense haver de seguir els
suggeriments de I'agent tutor. Aquest és el cas de I'Adria que, durant I'episodi d’analisi
del seu procés de resolucio, concreta la seva estratégia de tragat d’altures, malgrat que
sobre diferents bases, i, a I'episodi d'implementacio, acaba trobant I'estratégia adient,
considerant la base comuna, “am”, i comparant les altures sobre aquesta base.
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8.2. Especificacions de les aplicacions del projecte en el sistema
educatiu

Al llarg dels diferents capitols d’aquesta memoria hem anat descrivint moltes de les
aplicacions que aquest projecte pot tenir en el sistema educatiu actual. A continuacio,
resumim les que considerem més importants.

En alguns moments, tots els que ens dediquem a I'ensenyament ens hem trobat en
situacions complexes on intervenien molts factors o, dit d’'una altra manera, molts moéns: el
mon professional i personal dels docents, el mon institucional del Departament d'Educacié,
les situacions de malaltia dels alumnes, les abséncies dels alumnes, les situacions humanes
de les seves families, etc. Cadascuna d'aquestes realitats tenen uns interessos, cultures i
modes d'actuar propis, especifics i ben diferenciats. Apropar-nos a aquest univers tan
divers, des del mon de I'educacioé secundaria, i donar eines que ajudin a solucionar, en la
mesura que sigui possible, situacions problematiques ha estat un dels nostres objectius amb
aquest projecte. Aixi, el sistema tutorial multiagent AgentGeom tracta de proporcionar eines
informatiques als alumnes de I'educacié secundaria i, entre ells, als que tenen necessitats
educatives especifiques. En aquest sentit, ’AgentGeom pot oferir un servei social de suport
a les aules i d'atencio als usuaris, gairebé de manera personalitzada.

Aquest treball mostra que l'elaboracié d’eines informatiques, en general, i la construccio
d’un sistema multiagent intel-ligent que guii i ajudi 'alumne en la resolucié de problemes de
matematiques, en particular, s’han de fonamentar en un estudi sistematic i rigords tant de la
metodologia que segueix el professor en situacions semblants com en la recerca de I'entorn
més adient que simuli, el més fidelment possible, les eines que I'alumne té normalment al
seu abast (llapis, paper, eines de dibuix, etc.), millorant-les, ressaltant-les i aprofitant, en
cada moment, les parts positives dels mitjans informatics.

De la mateixa manera, aquest treball evidencia la importancia que té l'analisi de la
comunicacié entre el professorat i els seus alumnes en contextos d’ensenyament i
aprenentatge de les matematiques, en la classe i a distancia. A més, mitjangant
'aprofundiment en els processos comunicatius, es pot aconseguir utilitzar el tipus de
missatge adient en cada moment, o donar informacions i orientacions addicionals sobre els
continguts matematics de forma que orientin a I'alumne, perd no més del que necessita, la
qual cosa facilita el seu procés d’aprenentatge. En aquesta linia, els sistemes de missatges
que hem elaborat han estat utils en la implementacié del sistema tutorial AgentGeom, perd
també es poden aprofitar en els processos d’ensenyament i aprenentatge presencials a
l'aula.

8.3. Reflexiones sobre possibles ampliacions

Considerem que el sistema tutorial AgentGeom aporta elements nous en l'elaboracié i
aplicacié d’entorns interactius web d’ensenyament i d’aprenentatge de la resoluciéo de
problemes respecte dels referents més immediats, com hem tingut oportunitat de comentar
a l'apartat 6.3. Malgrat aix0, hi ha tres aspectes, en certa forma relacionats, en els quals
s’han d’aprofundir per tal de millorar la seva aplicabilitat. Ens referim, concretament, a la
facilitat d’'implementacido de nous problemes per part del professor, a la disposicié de
bateries de problemes que abracin totes les estratégies implicades en la resolucio del tipus
de problemes que hem considerat i d’altres més generals de tipus geométric, i a la
necessitat d’'implementar un sistema que avalui els processos de resolucié portats a terme
pels alumnes.

Pel que fa a la creacio per part del professor de nous problemes per assignar-los als seus
alumnes segons els seus coneixements, el sistema ja ofereix aquesta possibilitat, com hem
manifestat al llarg d’aquesta memoria, pero la implementacié exigeix al professor, per una
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banda, coneixements informatics que normalment no estan al seu abast i, per 'altra, molt
temps per tal de poder analitzar els nous problemes, com hem fet nosaltres al capitol 4. La
primera qliestio és feina dels informatics que poden elaborar una interficie que faciliti molt
més la implementacio de nous problemes. La segona té a veure amb el fet que el professor
disposi de tot un ventall de problemes geomeétrics que es puguin resoldre fent servir una,
dues o més estratégies, barrejades o no en un mateix problema, a diferents nivells de
dificultat. Amb tot aixd i amb sistemes de missatges semblants als que hem proposat al
capitol 5, el professor podria, sense massa dificultat ni molta feina, confeccionar itineraris de
problemes pels quals cada alumne pogués circular segons les seves caracteristiques
cognitives i els seus avencos individuals.

Independentment de les questions informatiques, I'assessorament pedagogic per a la
implementacié d’'un sistema d’avaluacié dels processos de resolucié dels alumnes a
I’AgentGeom, no contemplat tampoc en aquest treball, comportaria tot un estudi previ sobre
lavaluacié dels diferents continguts implicats en la resoluci6 de problemes que servis
d’argumentacio tedrica i practica del sistema a implementar.
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Annex 1. Historial del procés de resolucié del problema del
paral-lelogram desenvolupat pel Gerard

9

10

Gerard
Gerard

Gerard

Gerard

Gerard
Gerard

Gerard

Gerard

Gerard

Gerard

Lectura de I'enunciat

Carrega la figura

Crea perpendicular al segment dc passant pel punt b
amb nom |

Crea perpendicular al segment ba passant pel punt d
amb nom j

=

Esborra linia j
Esborra linia |

Crea perpendicular al segment ac passant pel punt d
amb nom s (cancel-la)

Crea perpendicular al segment ac passant pel punt d
amb nom s

=

Crea interseccio al segment s al segment ac amb
nom p

Crea linia nassant nel nunt n nassant nel nunt d amb
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31
32
33

Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Gerard
Agent
Mediador
Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Gerard

Gerard

Agent
Tutor

Gerard

Agent
Mediador

Gerard
Gerard

Aaent

nom pd

Esborra linia s

Mira els missatges del tutor: no n’hi ha
Torna a mirar 'enunciat

Intenta escriure deduccions

Esborra deduccio

Intenta esborrar objecte (cancel-1a)
Intenta esborrar objecte pd (cancel-1a)
Obre la finestra de procediments
Intenta esborrar objecte

Esborra segment pd

Intenta esborrar el punt p
Missatge: aquest punt forma part d’'una o més linies

Obre la finestra de procediments i assenyala la linia
de la mediatriu

Crea el punt mig del segment da i li dona el nom m2
Missatge: el punt no pot tenir més d’'un caracter

Crear punt mig al segment da amb nom n

Crear perpendicular al segment da passant pel punt
n amb nom |

Tracta de trobar relacions entre els costats dels
triangles les arees dels quals vols comparar.

Deduccio: linia da* 2 = linia ba
linia da* 2 = linia ba: falsa

Esborra deduccié
Intenta esborrar linia | (posa Il)

Missatge: I'objecte Il no existeix
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34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

Mediador
Gerard

Agent
Tutor

Gerard

Agent
Mediador

Gerard

Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Gerard

Agent
Mediador

Agent
Tutor

Gerard

Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Gerard

Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Demana missatge

Podries pensar alguna forma de descompondre el
paral-lelogram en triangles, per exemple, tragant
paral-leles que passin pel punt m.

Intenta esborrar el punt n
Missatge: aquest punt forma part d’'una o més linies
Crea paral-lela al segment da passant pel punt m

amb nom A

Crea paral-lela al segment ba passant pel punt m
amb nom B

Deduccié: area adm = area amb
area adm = area amb: correcta

Deducci6 final: area adm = area amb
area adm = area amb: correcta

Missatge: No tinc prou suport per a comprovar la
solucié.

Deduccié: linia dm = linia am (s’adona que linia am
no existeix)

Crea linia passant pel punt a passant pel punt m amb
nom am

Deduccié: linia dm = linia am
linia dm = linia am: correcta

Crea compas al segment ba passant pel punt a
passant pel punt d amb nom f

Crea interseccio al segment B al segment da amb
nom i

Crea segment ai

Missatge: ja existeix un objecte amb aquest nom
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53

54

95

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

Gerard

Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Gerard

Agent
Mediador

Gerard
Gerard

Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Gerard

Gerard

Agent
Mediador

Gerard
Gerard

Agent
Mediador

Agent
Tutor

Crea linia passant pel punt a passant pel punti amb
nom ia

Crear linia passant pel punt n passant pel punti amb
nom in (molta estona mirant els segments dels
costats).

Deduccid: linia ia = linia in
linia ia = linia in: falsa

Deduccié: linia ia * 4 = linia da (després de dubtar
molt)

linia ia * 4 = linia da: falsa
Crear intersecci6 al segment A al segment ba amb
nom z

Intenta deduir: linia da = (no escriu res)

Crear interseccio al segment dc al segment A amb
nom o

Torna a I'area de deduccions: linia da * linia za= linia
ba * linia ia

L’objecte za no existeix

Crea linia passant pel punt a passant pel punt z amb
nom za

linia da * linia za= linia ba * linia ia

linia da * linia za = linia ba * linia ia: correcta

Desa

Deduccid definitiva: linia da * linia za = linia ba * linia
ia

linia da * linia za = linia ba * linia ia: correcta

Missatge: No és la solucio correcta
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Annex 2. Historial del procés de resolucié del problema del
paral-lelogram desenvolupat per I'’Adria

I T
Nom Accid

1 Adria Llegeix I'enunciat

2 Adria Carrega

Crea perpendicular al segment dc passant pel punt d amb

3 Adria
nom w
4 Adria Crea interseccio al segment w al segment ba amb nom e
5 Adria tCrea paral-lela al segment dm passant pel punt m amb nom
Adria Crea interseccio al segment ba al segment t amb nom f
Adria Intenta fer deduccié: area ae*ed/2 (esborra)
8 Adria Crea perpendicular al segment ba passant pel punt m amb
nom r
9 Agent Imagina com compararies les arees dels nous triangles que
Tutor s'han format
10 Adria Crea intersecci6 al segment r al segment ba amb nom

11 Adria Esborra linia t
12 Adria Esborra liniar
13 Adria Esborra punt f
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Agent

14 Mediador

15 Adria

16 Adria
17 Adria
18 Adria

19 Adria

Agent
Mediador

21 Adria
22 Adria

20

23 Adria

24 Adria

Agent

25 Tutor

26 Adria

27 Adria

28 Adria
29 Adria
30 Adria

Aquest punt forma part d’'una o més linies

Continua assenyalant tots els punt acumulats sobre la linia
ba (pensa sobre la forma de esborrar-los)

Clica el Tutor i li mostra I'nic missatge que hi ha.

Mira 'enunciat

Esborra linia w (continua assenyalant els punts de ba).

C

Esborra linia ab
L’objecte no existeix

Esborra linia ba
Esborra punt f

Crea linia passant pel punt b passant pel punt a amb nom
ba (Li torna a quedar la figura de I'enunciat).

Crea perpendicular al segment da passant pel punt m amb
nom w

Reflexiona sobre la possibilitat de resoldre el problema
considerant que et donen en lloc d'un paral-lelogram un
quadrat o un rectangle. Pots aplicar els mateixos
procediments per a resoldre el problema del paral-lelogram?

Crea interseccio al segment w al segment da amb nom e
(mira tots els segments i linies).

Crea perpendicular al segment ba passant pel punt m amb
nom q.

Esborra linia w
Esborra linia q

Esborra punt e
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31

32

33

34

35

36

37
38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

Agent
Mediador

Adria

Adria

Adria

Adria

Agent
Mediador

Adria
Adria

Agent
Mediador

Adria

Adria

Adria

Adria

Adria

Agent
Mediador

Adria

Adria

Agent
Mediador

Adria

Aaent

Aquest punt forma part d’'una o més linees
Crea perpendicular al segment ac passant pel punt b amb
nom w

Crea perpendicular al segment ac passant pel punt d amb
nom q (no dubta).

Intenta accié deductiva area... (mira linia am que no
existeix).

Crea interseccio segment ac al segment g amb nom f.
Ja existeix un objecte amb aquest nom.

Crea interseccio al segment ac al segment g amb nom h

Crea intersecci6 al segment ac al segment g amb nom j
Ja existeix un objecte amb aquest nom.

Crea intersecci6 al segment w al segment ac amb nom k

Continua I'accié deductiva: area amb = am * kb (s’adona
que no existeix ni am ni kb).

Crea linia passant pel punt m passant pel punt a amb nom
am

Crea linia passant pel punt b passant pel punt k amb nom
kb

Deduccid: area amb = linia am * linia kb/2
area amb = linia am * linia kb/2: correcta

Crea linia passant pel punt h passant pel punt d amb nom
hd

Deduccid: area amd = linia am * linia hd/2
area amd = linia am * linia hd/2: correcta

Intenta fer deduccio: area amd/linia hd/2 = area ambl/linia
kb/2

Les oneracions aritmétiaues s’han de fer sobre ohiectes del
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51
52
53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

Mediador
Adria
Adria
Adria

Agent
Mediador

Adria

Agent
Mediador

Adria

Agent
Mediador

Adria

Agent
Mediador

Adria

Agent
Mediador

Adria

Agent
Mediador

Agent
Tutor

Adria

mateix tipus

Intenta esborrar deduccio.
Esborra deduccié

Deducci6: linia kb/2=linia hd/2

linia kb/2=linia hd/2: falsa
Deducci6: linia kb = linia hd
linia kb = linia hd: correcta
Deduccid: linia am * linia kb = linia am * linia hd
linia am * linia kb=linia am * linia hd: falsa
Deduccid: linia am * linia kb = linia am * linia hd
linia am * linia kb = linia am * linia hd: correcta
Deduccio: area amd = area amb
Area amd = area amb: correcta
Deduccio final: area amd = area amb
Area amd = area amb: correcta
Contesta aquestes preguntes:
a) Al llarg de la resolucié, has proposat varies
estrategies?

b) Les has examinat totes?
c) Et sembla que has examinat les més adients?

a) Si, ja que m’he trobat que una no I'ha entés el programa.
b) Possiblement n’hi hagi d’altres derivades de les que he
utilitzat o alguna altra de diferent (utilitzant angles...).

c) Si, diria que és la més rapida.
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Annex 3.

Historial del procés de resolucié del problema del
paral-lelogram desenvolupat per I'Albert

10
11

12
13
14

15
16

Albert Carrega la figura

=y

Albert Lectura de I'enunciat

Albert Deducci6: area dab = area amb

Q%Z?; dor Missatge: I'objecte dab no existeix

Albert Deducci6: area dam = area amb

ﬁ/l%edri]etldor area dab = area amb: true

Albert Traca segment de b a d amb nom db

Albert Interseccio6 linia db amb linia ac de nom e

Albert Lectura de I'enunciat

Albert Intenta deduccié final perd no s’acaba de decidir

Albert g:?eZLbOté de tornar a carregar I'enunciat, no el

Albert Esborra linia db

Albert Esborra la linia de deduccions

Albert Va ‘asse_nyalant linies i segments (observa que no
esta definit el segment am)

Albert Crea segment de a fins a m amb nom am

Albert Traga perpendicular a da per m amb nom pm
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17

18

19

20

21

22

23
24
25

26
27
28
29

30

31
32

33

Albert Crea interseccio de la linia pm amb la ab de nom p
Albert Crea intersecci6 de la linia pm amb la da de nom q
Missatge: Tracta de trobar també relacions entre les
Agent . .
Tutor altures dels triangles les arees dels quals vols
comparar.
Albert Traca la perpendicular a la linia ab pel punt m de
nom alt2
Albert Interseccio de la linia alt2 amb la ab de nom (no
acaba)
Clica la finestra del Tutor i li surt el mateix missatge
anterior: Tracta de trobar també relacions entre les
Albert . .
altures dels triangles les arees dels quals vols
comparar.
Albert Intersecci6 de la linia alt2 amb la ab de nom r
Albert Traga segment des de g a m amb nom gm
Missatge: Podries pensar alguna forma de
Agent :
descompondre el paral-lelogram en triangles, per
Tutor .
exemple, tragant paral-leles que passin per M
Albert Traca sement des de m a r amb nom mr
Albert Esborra pm

Albert Esborra alt2

Albert Deduccié: linia gm = linia mr

Agent linia gm = linia mr: false

Mediador '

Albert Deduccié: linia gm = linia mr*2

Agent linia gm = linia mr*2: falsa.

Mediador

Aaent Torna a repetir el mateix missatae anterior: Podries
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34
35
36
37
38

39
40
41

42
43

44
45
46

47
48
49

50

Tutor

Albert
Albert
Albert
Albert

Albert

Albert
Albert
Albert

pensar alguna forma de descompondre el
paral-lelogram en triangles, per exemple, tragant
paral-leles que passin per M

Traga perpendicular a ac per b amb nom par1
Esborra par1

Traca paral-lela a ac per b amb nom par1

Tracga paral-lela a ac per d amb nom (no acaba)

Clica el tutor per a comprovar si fa el que diu el
missatge, s’adona que no esta fent les coses com
aquest diu

Esborra par1
Traca paral-lela a ad per m amb nom par1

Traca paral-lela a ab per m amb nom par2

Albert
Albert

Albert
Albert

Agent
Mediador

Albert
Albert

Agent
Mediador

Albert

Torna a clicar el tutor per a veure el missatge

Interseccio de les linies par2 i da amb nom
(cancel-la)

Intersecci6 de les linies ba i part1 amb nom t

Segment des de aatamb at
Missatge: ja existeix un objecte amb aquest nom

Fa intents de buscar-lo a la figura
Traca segment des de aatamb nomr

Torna a sortir el mateix missatge: ja existeix un
objecte amb aquest nom

Interseccié... (cancel-la)
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51
52
53

54
55
56
57

58
59
60
61

62

63
64
65

66
67

68
69

70
71

72

73

Albert
Albert

Agent
Tutor

Albert
Albert
Albert

Agent
Mediador

Albert
Albert
Albert
Agent
Mediador
Albert

Albert
Albert

Agent
Mediador

Albert

Agent
Mediador

Albert

Agent
Mediador

Albert

Agent
Mediador

Agent
Tutor

Albert

Segment des de a fins a t amb nom att
Interseccio de les linies par2 i da amb nom s

Missatge: Identifica els triangles nous que s’han
format

Intersecci6 de les linies cb i par2 amb nom u
Intersecci6 de les linies dc i par1 amb nom v
Deduccié: area atdv = area asbu

area atdv = area asbu: correcta

Va mirant segments linies i vértexs...
Traga segment des de a a vamb nom z
Deduccié: area atv = area sab

area atv = area sap: correcta

Deducciod: area atv + area atd = area asb + area sub
(no la valida)

Traca el segment des de s fins a b amb nom sb

Deduccié: area smd = area mdv

area smd = area mdv: correcta

Deduccié: area tbm = area bmu

area tbm = area bmu: correcta

Deduccié: area atv + area avd = areaasb + area sub
area atv + area avd = area asb + area sub: correcta
Deducci¢ final: area abm = area amd

area abm = area amd: correcta

Identifica els punts que t'han semblat claus en la
teva resolucio.

Igualtat d’arees, aplicacié de férmules i tragat de
rectes paral-leles
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