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Dicen que la divinidad se enojó contra quien divulgó la doctrina de Pitágoras, pereciendo
como un impío en el mar por sacrílego al haber revelado la doctrina de los números
irracionales y la inconmensurabilidad.
Jámblico. Vida Pitagórica. XXXIV, 247.

Los matemáticos actualmente no precisan del infinito en sus estudios, ni lo emplean en ellos,
sino que conciben la existencia de una magnitud finita tan grande como se quiera.
Aristóteles. Física, Libro III, Cap.7, 208a.

Había más imaginación en la cabeza de Arquímedes que en la de Homero.
Voltaire. Diccionario filosófico.

Para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta con saber la relación que
tienen todos sus puntos con los de las líneas rectas
Descartes. La Geometría, G.AT.VI. 412.

Isaac Barrow fue el primer inventor del Calculo Infinitesimal. Newton adquirió las
principales ideas del mismo a través de su comunicación personal con Barrow.
M.Child. (I. Barrow. Geometrical lectures. Chicago. Open court, 1916. Prefacio, p. VII).
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Introducción: de Pitágoras y Arquímedes a Newton y Leibniz
El Cálculo Infinitesimal es un cuerpo abstracto de conceptos fundamentales para toda ciencia en
los que subyacen infinidad de cuestiones metafísicas sobre la naturaleza de la realidad, pero
ante todo y como su propio nombre indica, el Cálculo Infinitesimal es un instrumento de cálculo
por excelencia. Por ambas razones el Cálculo Infinitesimal es una de las grandes creaciones del
pensamiento científico donde se aborda desde la Matemática el problema del infinito.
Es indiscutible que Newton y Leibniz son los verdaderos creadores del Cálculo Infinitesimal, pero
estos dos grandes genios del pensamiento se encontraron un terreno muy abonado por una
numerosa serie de matemáticos (Arquímedes, Oresme, Kepler, Cavalieri, Torricelli, Fermat,
Pascal, Roberval, Wallis, Barrow, ...), que habían desarrollado, en la resolución de ciertos
problemas, multitud de métodos y técnicas infinitesimales, de las que Newton y Leibniz destilaron
el algoritmo universal que constituye el Cálculo Infinitesimal. El objeto de este trabajo es
precisamente la búsqueda de las raíces históricas del Cálculo Infinitesimal, estudiando con cierto
detalle el devenir histórico de estas técnicas precedentes, cuyo conocimiento permite establecer
cual era la situación de la que partieron Newton y Leibniz.
Así pues, este trabajo sobre la génesis del Cálculo Infinitesimal cubre la etapa histórica
comprendida entre los incipientes conceptos de la antigüedad griega y el propio descubrimiento
del Cálculo por Newton y Leibniz. En el primer capítulo se estudian los primeros problemas
infinitesimales en el mundo griego con la aparición de las magnitudes inconmensurables –que
provoca la primera crisis de fundamentos de la Historia de la Matemática–, las lúnulas de
Hipócrates, las paradojas de Zenón de Elea, los métodos sofistas de Antifón y Bryson, el
Atomismo de Demócrito y la solución de la Academia platónica con la Teoría de la Proporción y
el Método de Exhaución de Eudoxo y su repercusión sobre la Física de Aristóteles y sobre la
estructuración euclídea de la Geometría griega en Los Elementos. Se dedica todo un capítulo a
los problemas infinitesimales de Arquímedes sobre cuadraturas y cubaturas que anticipan el
Calculo Integral, con su método mecánico de descubrimiento –antecedente directo de los
indivisibles e infinitesimales del siglo XVII– y su demostrativo método de exhaución –que es el
antecedente directo de los límites de la aritmetización del Análisis del siglo XIX. Continuamos
con la aportación medieval al tema de lo Infinitesimal, en particular los importantes trabajos de
Oresme, que propician una inflexión radical sobre la consideración conceptual del infinito, lo que
junto a la recuperación y asimilación del legado clásico prepara, a partir del Renacimiento, un
ambiente intelectual propicio que favorece el desarrollo de multitud de nuevas técnicas
infinitesimales que describimos en los dos capítulos siguientes, clasificadas en dos tipos de
problemas:
• Cuadraturas y cubaturas de Cavalieri, Fermat, Pascal, Wallis, Roberval, ..., mediante

Indivisibles e Infinitesimales.
• Extremos y tangentes. Los métodos de «adigualdad» de Fermat, métodos geométricos de

Descartes,  métodos cinemáticos de Roberval y métodos diferenciales de Barrow.
Para cada tipo de problema, la exposición tiene lugar, en general, cronológicamente. Por eso se
describe primero la historia de las cuadraturas –que corresponden a nuestro Cálculo Integral– y
después los extremos y tangentes –que corresponden a nuestro Cálculo Diferencial–, en una
secuencia inversa a la del desarrollo académico del Cálculo Infinitesimal. En todo momento se
intenta analizar la influencia de cada particular método o técnica sobre el descubrimiento final del
Cálculo Infinitesimal por Newton y Leibniz, sobre lo que se abunda en el epílogo.
A lo largo de los diversos capítulos se aborda la dimensión cultural de los problemas
infinitesimales  a base de comentar ciertos aspectos históricos, filosóficos, sociológicos que
tuvieron incidencia sobre los diversos desarrollos infinitesimales. Además, la naturaleza de lo
infinitesimal nos ha obligado a considerar ciertas cuestiones metafísicas involucradas en los
diversos temas, en las que se especula sobre el diverso estatuto ontológico que han ido teniendo
los entes sobre los que se aplican las diversas técnicas y métodos infinitesimales
El material que se ha utilizado en la elaboración de este trabajo está reseñado en la bibliografía.
Para el estudio de muchos de los problemas infinitesimales se ha podido disponer de bastantes
obras originales fundamentales de los matemáticos artífices del Cálculo Infinitesimal. Cuando así
ha sido, se ha procurado una escrupulosa fidelidad cuando se traduce al autor y se interpretan
los problemas que trata con el auxilio de la consulta y el cotejo de las impresiones que
numerosos historiadores de la Matemática han dado en sus publicaciones y artículos científicos,
y se intenta realizar una síntesis coherente.
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En los albores de la Matemática racional ya se encuentran huellas de los métodos
infinitesimales como explicación de los fenómenos de cambio y movimiento que manifiesta
el permanente flujo de las cosas y la curiosidad sobre la constitución última de la materia,
que favorece la reflexión sobre el carácter continuo o discreto de los entes geométricos, es
decir, la infinita divisibilidad de los segmentos versus los átomos indivisibles como última
esencia de la realidad.
El descubrimiento de la existencia de magnitudes inconmensurables, en la Escuela
Pitagórica, y las inquietantes paradojas de Zenón de Elea provocaron la aparición del
«horror al infinito» en la cultura griega y en particular una profunda crisis de fundamentos en
el ámbito de la Matemática.
La emergencia de los irracionales impide que todas las magnitudes geométricas puedan ser
medidas mediante números. De este modo, quedaban invalidadas todas las pruebas de los
teoremas de la Geometría pitagórica que utilizaban proporciones. Para conjurar la crisis de
fundamentos había que soslayar el concepto infinitesimal de número irracional. Eudoxo de
Cnido, de la Academia platónica, resolvió de forma rigurosa el abismo entre finito e infinito.
Al introducir la idea de «tan pequeño como se quiera», equivalente a nuestro proceso de
paso al límite, Eudoxo descubre, con su nueva teoría de magnitudes, un subterfugio a los
problemas planteados por el infinito y lo inconmensurable, mediante un inteligente
instrumento geométrico –la Teoría de la Proporción– que desarrolla en tres fases: una
definición –igualdad de razones–, un axioma –axioma de Eudoxo–Arquímedes o axioma de
continuidad– y un método –el método de exhaución–. La solución de Eudoxo fue un
excelente triunfo matemático, pero provocó que la Filosofía platónica impusiera un férreo
rigor lógico como supremo valor de la Matemática, lo que propició la codificación
axiomático-deductiva de la Geometría griega elemental en la compilación enciclopédica de
Los Elementos de Euclides, que establece un rígido modelo de exposición y demostración
en casi toda la Matemática griega.
La Teoría de la Proporción, mediante la que la Academia platónica resuelve de forma
rigurosa la crisis de los inconmensurables, ejerce una gran influencia en la concepción que
Aristóteles y el Liceo tienen acerca del infinito, y en particular sobre en la Teoría de la
Potencia y el Acto del Libro III de la Física, donde el filósofo estagirita expone su concepción
sobre el infinito, la continuidad, la divisibilidad de magnitudes y el movimiento.
En la mente de Arquímedes, el método de exhaución, conjugado con su genial y heurístico
método mecánico de descubrimiento –método de la palanca–, que Arquímedes describe en
su obra El método relativo a los teoremas mecánicos, se convierte en un poderoso
instrumento infinitesimal rigurosamente lógico que le permite alumbrar intuitivamente y
convalidar apodícticamente numerosos resultados sobre cuadraturas, cubaturas y centros
de gravedad, que hoy obtenemos con nuestros perfeccionados y rigurosos algoritmos
infinitesimales, y con los que Arquímedes, supera Los Elementos de Euclides y amplía de
forma considerable el patrimonio matemático de su época.
Ahora bien, el respeto absoluto al paradigma estilístico euclídeo recorta de forma muy
considerable las posibilidades de expresión y oculta la vía del descubrimiento –el ars
inveniendi de Galileo–, quedando de manifiesto en exclusiva la vía apodíctica –el ars
disserendi–. El Análisis geométrico griego –que Proclo atribuye a Hipócrates de Quíos,
aunque es descrito por Platón en La República y por Pappus en La Colección Matemática–
era una fecunda heurística geométrica, el instrumento fundamental de investigación y
creación matemática; pero, alcanzada tras el Análisis la Síntesis, en presencia de la
demostración sintética cualquier Análisis era superfluo y como tal se suprimía de los
grandes tratados. De esta forma, los griegos ocultaban la forma y el camino utilizados en la
obtención de sus magníficos resultados matemáticos. Esto sucede en las grandes obras
clásicas de los más importantes matemáticos griegos, como Los Elementos de Euclides o
Las Cónicas de Apolonio y también en las obras de Arquímedes, que no dan ni la más ligera
indicación de cómo se habían descubierto los magníficos resultados que describen.
Los matemáticos de los siglos XVI y XVII acogen con entusiasmo las obras clásicas griegas,
que tras la recuperación del legado griego estaban a su disposición, pero preocupados
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porque el estilo sintético de exposición de la Geometría griega, y en particular de las obras
de Arquímedes, privaba a los investigadores de la forma en que habían sido descubiertos
los resultados, todos los matemáticos manifiestan, junto a su admiración, una cierta
perplejidad y extrañeza, ante la lectura de los clásicos. En particular, al ignorar la forma en
que Arquímedes había obtenido sus impresionantes resultados sobre cuadraturas y
cubaturas, los estudiosos más importantes –Fermat, Descartes, Torricelli, Wallis, ...–,
cultivan la sospecha de que Arquímedes tenía a su disposición un método de
descubrimiento que, al no quedar patente al leer sus escritos, de manera premeditada
habría ocultado para la posteridad. Incluso Barrow, que había realizado una edición de
algunas obras de Arquímedes, en 1675, estaba convencido de que Arquímedes se habría
auxiliado del Álgebra, a la que manejaría de incógnito.
Las fantasías de los matemáticos del siglo XVII en torno a Arquímedes eran ciertas sólo en
parte. Arquímedes poseía, en efecto, un original método de investigación, que comunicó a
su amigo Eratóstenes, a la sazón director de la Biblioteca de Alejandría, mediante el que
usando ciertos procedimientos de la Mecánica no del todo rigurosos, según el propio
Arquímedes, vislumbraba sus brillantes resultados matemáticos. Pero fueron las vicisitudes
históricas y no su voluntad, quien ocultó su método mecánico, ya que la obra enviada a
Eratóstenes –EL MÉTODO–, y a través de él a toda la comunidad científica alejandrina, se
perdió y no se descubrió hasta 1906, gracias a la perspicacia escrutadora y a la diligencia
paleográfica e investigadora del gran helenista danés J.L. Heiberg que tras múltiples
avatares diplomáticos y científicos, realizando un encomiable ejercicio de arqueología
matemática, fue capaz de exhumar, para los estudiosos e historiadores, la obra de
Arquímedes de un palimpsesto griego del siglo XIV.
Puesto que en EL MÉTODO, Arquímedes plasma de forma heurística la vía mecánica que
aplicaba para sus descubrimientos y que había omitido en todas sus memorias científicas, el
valor de esta obra es inconmensurable, ya no sólo desde el punto de vista científico o como
documento histórico, sino sobre todo desde el punto de vista del proceso heurístico, que le
da un carácter radicalmente singular en todo el ámbito de la Geometría griega. Aunque esta
obra sólo fue conocida a partir de comienzos del siglo XX, ha estado presente en la Historia
de la Ciencia como una «variable oculta». Una vez conocido EL MÉTODO, la relectura de
las otras obras de Arquímedes sugiere el planteamiento de diversas cuestiones
epistemológicas acerca de la relación entre los procesos de descubrimiento–invención y los
métodos de exposición–demostración. En cualquier caso, hay que reconocer la decisiva
incidencia de la obra de Arquímedes en la conformación de los cimientos tanto de la nueva
Física como del Cálculo Infinitesimal, a partir del Renacimiento.
Quizá es Descartes el que con mayor claridad manifiesta la insatisfacción de una curiosidad
frustrada por la ocultación de los métodos de descubrimiento de la Geometría griega. Así,
por ejemplo, en la Regla IV de las Reglas para la dirección del espíritu, Descartes escribe
(AT.X.375–378):

«[...] Vemos con toda claridad que los antiguos geómetras se han servido de cierto
análisis, que extendían a la resolución de todos los problemas, si bien privaron de él a
la posteridad [...]. Cuando por primera vez me dediqué a las disciplinas matemáticas,
de inmediato leí por completo la mayor parte de lo que suelen enseñar sus autores, y
cultivé preferentemente la Aritmética y la Geometría, [...], pero no caían en mis manos
autores que me satisficieran plenamente, [...], leía cosas acerca de los números que
yo comprobaba, habiendo hecho cálculos, ser verdaderas; y lo mismo respecto de las
figuras; [...]. Pero por qué esto era así, y cómo eran halladas, no parecían mostrarlo
suficientemente a la mente, [...]. Pero como después pensase por qué sucedía que
antiguamente los primeros creadores de la Filosofía no quisieran admitir para el
estudio de la sabiduría a nadie que no supiese “Mathesis”, [...], tuve la sospecha de
que ellos conocían cierta “Mathesis” muy diferente de la Matemática vulgar de nuestro
tiempo. [...]. Y ciertamente me parece que vestigios de esta verdadera ”Mathesis”
aparecen en Pappus y Diofanto, [...]. Y fácilmente creería que después fue ocultada,
por cierta audacia perniciosa, por los mismos escritores; pues así como es cierto que
lo han hecho muchos artistas con sus inventos, así ellos temieron quizá que, siendo
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tan fácil y sencilla, se envileciese después de divulgada; y para que les admirásemos
prefirieron presentarnos en su lugar, como productos de su método, algunas verdades
estériles deducidas con sutileza, en vez de enseñarnos el método mismo que hubiera
hecho desaparecer por completo la admiración. Ha habido, finalmente, algunos
hombres de gran talento que se han esforzado en este siglo por resucitarla; pues
aquel arte no parece ser otra cosa, que lo que con nombre extraño llaman Álgebra
[...].»

Como señala Descartes, en la pléyade de geómetras griegos, Pappus fue una excepción,
porque desarrolló una singular metodología en la forma de exposición, al codificar todo un
cuerpo de tratados analíticos de solución de problemas en el llamado Tesoro del Análisis del
Libro VII de La Colección Matemática. En estos tratados se procede a la reducción de un
problema dado a un problema equivalente cuya solución era ya conocida, por ejemplo uno
de los tratados más importantes Los Datos de Euclides, es en esencia, Los Elementos, pero
reformulados de una forma que patentiza el camino que sigue la investigación matemática.
Desgraciadamente, la obra de Pappus fue ignorada o desconocida por los escritores árabes,
intermediarios en el tránsito a occidente de la cultura clásica griega, y permaneció oculta en
manuscritos griegos originales que vieron de nuevo la luz en los siglos XVI y XVII, bajo el
nuevo espíritu humanista de Commandino, Vieta, Fermat y otros muchos, que se
propusieron la traducción, recuperación y restauración de las obras antiguas. Si Descartes
hubiera conocido EL MÉTODO, la excepción que hace con Pappus la hubiera extendido con
toda razón, tal vez, a Arquímedes, ya que estos matemáticos son los únicos en toda la
Geometría griega que dan a conocer la vía heurística de los descubrimientos, vía analítica
en el caso de Pappus y también vía mecánica en el de Arquímedes.

La Matemática del siglo XVII presenta una inflexión radical respecto a la Matemática clásica
griega. El paradigma estilístico y demostrativo que impuso la filosofía platónica, cuyo
exponente más representativo es la obra de Euclides Los Elementos, es reemplazado por el
principio de que lo que importa es la consecución de nuevos resultados, aunque sea sin
expresión rigurosa. Se trata de crear y descubrir, se impone el lema «primero inventar,
después demostrar». La Matemática griega es ponderada por su alto grado de rigor y es la
fuente de formación y de inspiración de los matemáticos, pero se abandonan y critican sus
métodos porque no son heurísticos. En efecto, el camuflaje permanente del infinito convierte
a casi toda la Matemática griega en Geometría y el tratamiento absolutamente riguroso de
los problemas infinitesimales requiere un subterfugio: el método de exhaución de Eudoxo,
que obliga a tratar cada problema de forma particular, dependiendo de su estructura
geométrica concreta, además de precisar un método complementario para prever los
resultados. Por eso en el siglo XVII, tras la recuperación, reconstrucción, divulgación y
asimilación del legado clásico, se impuso un nuevo clima psicológico y una nueva actitud
hacia los problemas matemáticos, que permitió el desarrollo de multitud de nuevas técnicas
infinitesimales, ya que era general el deseo de encontrar nuevos métodos para resolver
rápidamente los problemas que las nuevas condiciones sociales planteaban, métodos que
permitieran obtener de forma directa los resultados, aunque fuera a costa del rigor.
Las especulaciones de la Escolástica medieval sobre el infinito y el continuo habían
propiciado que los matemáticos posteriores no fueran refractarios a la utilización de las
técnicas infinitesimales. El Álgebra simbólica de Vieta, Fermat y Descartes, aplicado al
material del Análisis geométrico recuperado de los antiguos, facilitó el desarrollo de técnicas
formales que permitieron métodos de rápido descubrimiento más que demostraciones
rigurosas. Finalmente la representación algebraica de curvas, vía la Geometría Analítica de
Fermat y Descartes, facilitó la rápida y sencilla formulación para la investigación de multitud
de problemas de áreas, volúmenes, rectificación, centros de gravedad, tangentes, máximos
y mínimos, etc. Con esta rica miscelánea de ingredientes matemáticos –problemas
arquimedianos, técnicas algebraicas de Cálculo, Geometría Analítica y sobre todo el libre
uso del concepto intuitivo de infinito–, el siglo XVII produjo una impresionante profusión de
nuevos resultados, a base de nuevas técnicas y métodos infinitesimales, que provocaron
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una progresiva aritmetización de problemas que en la antigüedad habían tenido un enfoque
estrictamente geométrico.
En particular, respecto del Cálculo Infinitesimal, se abre al comienzo del siglo XVII una etapa
empírica, que cubre los dos primeros tercios de este siglo, en los que manejando unos
elementos con un estatuto ontológico no muy bien definido –indivisibles, infinitamente
pequeños, incrementos evanescentes, cantidades despreciables, etc.–, se desarrollan
multitud de técnicas y métodos infinitesimales, que contribuyen a resolver de forma
sorprendente antiguos y nuevos problemas, bajo la acción de profundas intuiciones, que
supliendo la falta de rigor, evitan las contradicciones y el absurdo donde podía haber llevado
tanto desenfreno conceptual, y que conducen, bajo una visión de generalización y
unificación, a la destilación de un algoritmo universal, al descubrimiento simultáneo del
Cálculo Infinitesimal por parte de Newton y Leibniz.
Bajo esta situación, resulta que los matemáticos que desarrollan el germen del Cálculo
Integral, bebiendo en las fuentes de los grandes tratados conocidos de Arquímedes –que
ahora ya tenían a su disposición–, donde el método de exhaución presidía todo el desarrollo
con un implacable rigor, al intentar soslayar la rigidez de la exhaución mediante artificios
geométricos que les condujeran a procedimientos heurísticos de rápido descubrimiento, se
aproximan de forma sorprendente a la técnica del método mecánico de EL MÉTODO de
Arquímedes. Esto es particularmente cierto en el caso de B.Pascal –que aplica
ingeniosamente su método de la balanza, llamada balanza de Arquímedes en los famosos
problemas sobre la cicloide–, y sobre todo, en el caso de Cavalieri, con sus indivisibles.
Aunque el siglo XVII no pudo disponer de EL MÉTODO de Arquímedes, el cúmulo de
analogías con éste es evidente, lo que hace comprensible el que muchos matemáticos de
esta época estuvieran convencidos, de que Arquímedes disponía de un método singular y
casi milagroso de descubrimiento.
A comienzos del siglo XVII aparecen métodos infinitesimales que modifican y simplifican los
métodos de Arquímedes, sobre todo en Stevin y Luca Valerio, que intentan metodizar las
técnicas arquimedianas obviando la necesidad de la doble reducción al absurdo del método
de exhaución, pero manteniendo el rigor en la demostración, apareciendo de forma latente
consideraciones sobre límites basadas en la incipiente Teoría de Números.
En Kepler, la influencia pitagórico-platónica, así como las especulaciones escolásticas sobre
la naturaleza del infinito, le dirigen e influyen en su modificación de los métodos de
Arquímedes, pero parece no tener muy claro la distinción entre pruebas por exhaución, por
ideas, o más bien intuiciones sobre límites o por consideraciones infinitesimales o de
indivisibles, aunque generalmente considera áreas y volúmenes compuestos de elementos
infinitesimales de la misma dimensión, de manera que por algún procedimiento ad hoc
realiza la cuadratura o cubatura. A propósito de determinar las proporciones idóneas de los
barriles de vino, Kepler consigue –en su obra Nova Stereometria doliorum vinariorum de
1615–, por una parte, una multitud de cubaturas de innumerables nuevos cuerpos que
Kepler creó, que influyeron durante más de cincuenta años sobre las construcciones
infinitesimales posteriores, y por otra, resuelve numerosos problemas de máximos y
mínimos, basándose en la elaboración de tablas numéricas de volúmenes según distintas
dimensiones.
Con Kepler tiene lugar la ruptura con el escrupuloso rigor de los griegos, salvando de forma
más o menos inconsistente la barrera entre lo rectilíneo y lo curvilíneo, lo finito y lo infinito, lo
discreto y lo continuo, que había obligado a los helenos, con su espíritu de rigor, a utilizar la
doble reducción al absurdo. En efecto, apoyándose en el «Principio de continuidad» de
Nicolas de Cusa, Kepler salta la barrera y realiza subrepticiamente el paso al límite,
identificando descaradamente una curva con una suma de segmentos infinitamente
pequeños, un circulo con la yuxtaposición de infinitos triángulos infinitamente pequeños con
base infinitamente pequeña sobre la circunferencia y tercer vértice en el centro, etc.
El enfoque de Cavalieri es muy diferente de la forma de Kepler de salvar la continuidad. A la
noción de infinitamente pequeño de la misma dimensión opone el indivisible de una
dimensión menor, que excluye lo infinitamente pequeño. De esta forma, Cavalieri soslaya la
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dificultad lógica del paso al límite y resuelve los problemas con más simplicidad y mayor
generalidad que la exhaución arquimediana. Para Cavalieri un área estaba formado por un
número infinito de líneas paralelas o indivisibles, que al sumarlos con los recursos
algebraicos de que disponía, podía, por una parte, ratificar los resultados clásicos –lo que
daría seguridad a su método–, y por otra, obtener cuadraturas y cubaturas no conocidas por
los antiguos. Cavalieri resuelve de forma todavía geométrica problemas equivalentes a las
cuadraturas Ixndx, con n=1,2,3,4,5,6,9, lo que viene a ser el primer Teorema general del
Cálculo. Por eso se considera a Cavalieri como el primer hito importante en la línea histórica
que conduce desde el método mecánico de Arquímedes al algoritmo infinitesimal que
descubrieron Newton y Leibniz. Hay cierta similitud en cuanto a la concepción del continuo
entre el método mecánico de Arquímedes y la aplicación del Principio de Cavalieri con el
que el matemático italiano obtiene, por ejemplo, el área de la elipse a partir del área del
círculo y el volumen del cono a partir del volumen de la pirámide. La intención de Cavalieri
era aunar en una única actuación matemática el descubrimiento y la prueba, es decir,
romper con la dualidad heurística-apodíctica de la Geometría griega. No obstante, Cavalieri
no está muy seguro del rigor de su trabajo y en esto sí que se diferencia de Arquímedes,
quien tenía muy claro y así lo manifiesta en el preámbulo de EL MÉTODO que «la
investigación obtenida por este método no implica verdadera demostración», por eso ha de
confirmar rigurosamente lo que descubre mediante el método de exhaución.
El método de los indivisibles ganó adeptos con el tratamiento que le dio Torricelli. Bajo su
enfoque, a pesar de la imprecisión geométrica del «fluir de los indivisibles», estas entidades
geométricas influyeron en la concepción de Newton sobre momentos y fluxiones y en la
noción de diferencial de Leibniz, y además han pervivido a la creación del Cálculo por
ambos. El análisis de la obra de Torricelli De Dimensione Parabolae arroja un profundo
conocimiento de los métodos antiguos y modernos. Entre las 21 demostraciones de la
cuadratura de la parábola hay pruebas a la manera de los antiguos, otras del tipo de las de
Valerio que le acercan a los límites –aunque geométricamente– y otras por indivisibles. En el
uso de éstos, muestra más perspicacia que Cavalieri, tanto por la forma de tratarlos como
por los importantes nuevos resultados que obtiene. Además, al utilizar indivisibles
curvilíneos –cilíndricos en el caso de un sólido hiperbólico infinito–, Torricelli va mucho más
allá que Cavalieri. A propósito de este ejemplo y el de la rectificación de la espiral
logarítmica, Torricelli cree ser el primero en haber descubierto que una figura con alguna
dimensión infinita puede tener una magnitud –longitud, área o volumen– finita, pero
probablemente fue precedido por Fermat –con su cálculo de áreas bajo hipérbolas
generalizadas– y desde luego por Oresme y otros filósofos escolásticos.
El punto de vista de Sant-Vincent, de la escuela holandesa, es bastante diferente al de los
italianos Cavalieri y Torricelli, tanto en conceptos como en método, acercándose al de Stevin
y Valerio. Saint-Vicent recoge de éstos la idea de substituir la doble reducción al absurdo
que aplicaban los antiguos en los problemas de exhaución por una única y directa
demostración, pero si Stevin y Valerio, así como Arquímedes, subdividían una figura, por
ejemplo en rectángulos, o inscribían polígonos de creciente número de lados, aproximando
hasta que el error fuese menor que una cierta cantidad, Saint-Vincent –en su Opus
Geometricum– influenciado por las discusiones escolásticas, utiliza infinitos rectángulos
infinitamente pequeños hasta «agotar» la figura, permitiéndose una subdivisión continua
hasta el infinito y considerando polígonos de infinitos lados inscritos en un círculo, creyendo
que podía alcanzar el infinito actual en la línea de N. de Cusa, de ahí lo justificado que es
llamar a este método «exhaución» nombre que el mismo acuñó –y que resulta más ajustado
que para el método de los antiguos–. Con esta concepción no es extraño que cayera en el
grave error de creer que había logrado la cuadratura del círculo. No obstante, el elemento
infinitesimal que Saint-Vincent utiliza está más próximo al infinitamente pequeño de la
subdivisión continua, que al indivisible estático de Cavalieri, de modo que a pesar de la falta
de claridad y de rigor, Saint-Vincent dirigió su creación en un sentido histórico positivo, es
decir, hacia la doctrina de los límites, aunque se mantuvo todavía en un estadio geométrico.
Con el grupo de matemáticos franceses –Roberval, Fermat, Pascal y Descartes–, tiene lugar
una cierta ruptura conceptual y metodológica. Se conserva el fuerte interés por la Geometría
de Arquímedes, pero la orientación estrictamente geométrica de los indivisibles de Cavalieri
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y Torricelli es sustituida, gracias a la incipiente Teoría de Números –que inicia y desarrolla el
propio Fermat–, por una progresiva aritmetización, que usaba de forma implícita los límites,
lo cual se favorece al reemplazar el indivisible fijo, geométrico y estático por el infinitamente
pequeño de la subdivisión continua. Con todo ello, aparecen las integraciones aritméticas
que se aproximan a nuestra integral definida.
Es quizá en el caso de Roberval donde más diáfanamente se advierte esta transición, hasta
el punto de que realmente utiliza infinitamente pequeños homogéneos, pero da la impresión
de que lo que maneja son indivisibles heterogéneos, al obtener los resultados mediante
razones de figuras que compara, lo cual introduce una cierta confusión. Por otra parte
Roberval amplía el elenco de elementos infinitesimales al utilizar no solo rectángulos o
paralalepípedos, sino también triángulos y tubos cilíndricos infinitesimales. Roberval regresa
a la concepción pitagórica de la composición aritmética de los elementos geométricos, para
permitirse, por ejemplo, despreciar un cuadrado frente a un cubo, lo que desde un punto de
vista aritmético supondría una intuición de límites así como una anticipación de la
evanescencia de los infinitesimales de orden superior en el Cálculo Diferencial de Leibniz.
Roberval resuelve la cuadratura básica Ixndx y se acerca a nuestro Cálculo Integral con sus
numerosos resultados equivalentes a integrales definidas de funciones algebraicas y
trigonométricas, en especial con el estudio exhaustivo que hizo de cuadraturas y cubaturas
a propósito de la cicloide.
Fermat poseía una extraordinaria erudición matemática, que incluía un profundo
conocimiento de toda la Matemática griega –en particular las obras de Diofanto, Apolonio,
Arquímedes y Pappus– y un soberbio dominio del Análisis Algebraico del Arte Analítica de
Vieta, de cuya conjugación emergen sus estudios sobre Teoría de Números y la invención
de su Geometría Analítica. A su vez de ambas doctrinas matemáticas surgen sus brillantes
artificios infinitesimales que hacen de Fermat el matemático que más contribuyó, sin duda
alguna, al nacimiento del nuevo Cálculo que desarrollarían Newton y Leibniz. Los métodos
que Fermat aplica a un considerable conjunto de problemas de cuadraturas, cubaturas,
máximos y mínimos, tangentes, rectificaciones, centros de gravedad, etc. suponen una
auténtica revolución en las técnicas del Cálculo Diferencial e Integral que anteceden al
descubrimiento de Newton y Leibniz. En sus cuadraturas aparecen varios de los aspectos
conceptuales esenciales de la integral definida, en particular el equivalente al límite de una
suma de infinitas áreas de rectángulos infinitamente pequeños. Y en sus originales y
prácticos métodos de extremos y tangentes, brota por primera vez el «cociente incremental»
que define nuestra derivada. Aunque en el tema de extremos y su primera aplicación a las
tangentes, Fermat se mantiene en un ámbito algebraico sin cruzar la frontera entre lo finito y
lo infinitesimal, es indiscutible que desde el punto de vista de lo formal Fermat da un paso
trascendental hacia la algoritmización de la diferenciación de Newton y Leibniz.
Los dos representantes más señeros de la escuela inglesa Wallis y Barrow, son dos de los
matemáticos que más influyeron sobre Newton, quizá por la proximidad en el espacio
geográfico y temporal. Sin embargo y a pesar de ello, los trabajos de Wallis y Barrow son
casi antagónicos, no sólo porque partían de concepciones diferentes sino sobre todo por la
diferencia de método y estilo. Esto significa que Newton, con su reconocida genialidad, fue
capaz de captar lo que de fructífero había en ambos trabajos para construir sobre ello su
magnífico instrumento algorítmico.
Al corriente del Álgebra literal de Vieta, los métodos analíticos cartesianos, los orientados
hacia los límites de los matemáticos de los Países Bajos (Stevin, Saint-Vincent, ...) y
franceses (Fermat, Pascal y Roberval), Wallis inicia una potente aritmetización de las
técnicas del Cálculo –en particular de los indivisibles– de modo que al adentrarse en la
exploración del infinito es, entre los predecesores del Cálculo, quien más se acerca a la idea
de límite, hasta llegar a aplicarla de forma subrepticiamente intuitiva con una habilidad
inusitada, que llega a resolver la cuadratura básica de Cavalieri para exponentes racionales
mediante una interpolación, e incluso extiende la validez a exponentes irracionales.
Los trabajos de Barrow en contraste con los de Wallis suponen una rémora en el camino de
la aritmetización. Barrow trabajó en un lenguaje casi estrictamente geométrico–sintético, en
el que fue capaz de desarrollar importantes descubrimientos que son equivalentes
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geométricos a numerosos teoremas del Cálculo Infinitesimal –trazado de la tangente de una
curva implícita mediante su consideración como límite geométrico de la secante, a través del
Triángulo característico; comportamiento de la derivación y la integración frente a las
operaciones aritméticas; problemas de máximos y mínimos; métodos de «integración por
partes y cambios de variable»; reglas para la diferenciación e integración de funciones
potenciales, circulares, logarítmicas y exponenciales; carácter inverso de la integración y la
diferenciación; teoremas sobre rectificación de curvas y centros de gravedad; etc.

El excesivo abuso de la intuición inmediata de las magnitudes geométricas y la violación del
principio de homogeneidad espacial dimensional con los indivisibles, provocaba que no
hubiera en el ambiente matemático un consenso acerca del valor demostrativo de los
métodos utilizados. Algunos concebían el método de los indivisibles como simplemente
heurístico y creían necesaria una demostración por exhaución –punto de vista
arquimediano–. En general se consideraba que los resultados obtenidos mediante
indivisibles podían justificarse fácilmente con la exhaución, pero no era necesario porque
concebían el nuevo método inventivo no más que como un lenguaje diferente, un estilo
distinto de expresar unos mismos conceptos. Saben que los resultados son correctos
porque saben y pueden probarlos rigurosamente mediante los métodos de Arquímedes.
Vamos a reproducir algunas frases representativas de lo que se acaba de exponer:

J.KEPLER (Nova Stereometria Doliorum Vinariorum de 1615):
«[...]. Podríamos obtener demostraciones perfectas de los libros de Arquímedes, a
nosotros no nos repele la espinosa lectura de ellos.»

P.FERMAT (De aequationum localium ... in quadrandis infinitis parabolis et hiperbolis
“Tratado sobre cuadratura” de 1658):

«[...]. Basta hacer esta observación [sobre las condiciones para poder aplicar el
método de Arquímedes] una vez para no obligarse a recordar y a insistir
constantemente sobre un artificio bien conocido de todos los geómetras. [...]. Así
alcanzamos la conclusión, que podría ser fácilmente confirmada por una más prolija
prueba llevada a cabo a la manera de Arquímedes. [...].»

B.CAVALIERI (Geometría Indivisibilibus Continuorum ...) de 1635:
«[...]. Se podría demostrar todo esto utilizando las técnicas arquimedianas, pero
supondría un gran esfuerzo.»

B.PASCAL (Lettre à Carcavi  de 1658):
«[...]. He querido hacer esta advertencia para mostrar que todo lo que está demostrado
por las verdaderas reglas de los indivisibles, se demostrará también con el rigor y a la
manera de los antiguos [como Arquímedes] y que así ambos métodos no difieren más
que en la manera de hablar. [...].Y por eso no tendré ningún reparo en usar este
lenguaje de indivisibles hablando de la suma de líneas y de la suma de planos, aunque
la suma de ordenadas no parezca ser algo geométrico a los que no entienden la
doctrina de los indivisibles y creen que es pecar contra la Geometría [...].»

I.BARROW (Lectiones Geometricae de 1670):
«[...]. Se podría alargar mediante un discurso apagógico [mediante la doble reducción
al absurdo del método de exhaución], pero ¿para qué tanto esfuerzo?»

J.WALLIS (Arithmetica Infinitorum de 1656):
«[...]. Este procedimiento es altamente heterodoxo, pero puede verificarse mediante el
bien conocido método apagógico de figuras inscritas y circunscritas, lo que es
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superfluo, porque la frecuente iteración produce náusea en el lector. Cualquiera ducho
en Matemáticas puede realizar tal prueba.»

C.HUYGENS (Horologium Oscillatorium de 1673):
«[...]. No es de gran interés el que demos una demostración absoluta, después de
haber visto que una perfecta demostración puede ser dada. Concedo que debería
aparecer en una forma clara, ingeniosa y elegante, como en todos los trabajos de
Arquímedes. Pero lo primero y más importante es el método de descubrimiento
mismo.»

Las frases transcritas son muy significativas para comprender la enorme influencia de
Arquímedes sobre los matemáticos del siglo XVII, pero sirven sobre todo para mostrar la
primacía de la argumentación heurística sobre la apodíctica, de la ponderación del método
de descubrimiento por encima de la expresión rigurosa.
El método de lo indivisibles recibió ciertas críticas dirigidas contra su propia naturaleza,
debido al problema que plantean sobre la estructura del continuo, toda vez que contradecían
la doctrina aristotélica del continuo, como divisible en partes del mismo tipo que la magnitud
original, divisibles de nuevo indefinidamente. Por eso Fermat, Roberval, Wallis y otros,
recogen estas críticas e intentan modificar los procedimientos de Cavalieri, para evitar los
errores de dimensionalidad, manifestando que no se toman segmentos para la suma de
todas las ordenadas, sino rectángulos de anchura infinitesimal –infinitesimales–, lo que
desde el punto de vista del rigor no representa un gran progreso, pero salva, mejor que
peor, la homogeneidad. Con ello se abre la segunda etapa del Cálculo Infinitesimal,
sustituyendo los «indivisibles» por los «infinitamente pequeños» de igual dimensión
geométrica espacial que la figura a la que pertenecen. Como no se sabe muy bien lo que es
una magnitud infinitesimal ni lo que debe entenderse por una suma de infinitos sumandos, el
rigor brilla por su ausencia, pero como contrapartida la fecundidad de los nuevos métodos
fue asombrosa.
El Cálculo Infinitesimal del siglo XVII, anterior a Newton y Leibniz, estuvo esencialmente
vinculado a la investigación sobre curvas. Se insistió inicialmente en las curvas conocidas
por los griegos –las cónicas de Menecmo y Apolonio, la cuadratriz de Hipias y Dinostrato, la
concoide de Nicomedes, la cisoide de Diocles, la hippopede de Eudoxo, la espiral de
Arquímedes, etc.), pero en seguida esta colección se vio complementada por multitud de
nuevas curvas, entre las que sobresalen las parábolas, hipérbolas y espirales generalizadas
o de orden superior –llamadas de Fermat–, el caracol de Pascal, el folium de Descartes, la
curva de Lamé, la espiral logarítmica, la kappa-curva, la curva tangentoidal, y ante todo la
reina de todas las curvas: la cicloide.
Contrariamente al punto de vista estático que fue casi exclusivo –salvo quizá en el estudio
de la espiral de Arquímedes– en el tratamiento de las curvas en Grecia, en el siglo XVII se
abre paso en seguida el punto de vista cinemático, de manera que desde el principio los
problemas de diferenciación se presentan no sólo a propósito de tangentes sino también de
velocidades. Particularmente el estudio de la espiral logarítmica y de la cicloide contribuyen
a la simbiosis de los métodos geométricos con los cinemáticos. En efecto, una curva se
puede considerar como la trayectoria de un punto en movimiento y la tangente como la recta
que pasa por dos posiciones consecutivas. La idea de dirección instantánea del movimiento,
el principio de la composición de movimientos y más precisamente de la composición de
velocidades permite a Torricelli, Roberval y otros, disponer de un método general de
obtención de tangentes –para curvas que se pueden definir cinemáticamente–, que va a
influir de forma considerable en la forma geométrica del cálculo de Barrow, y sobre todo en
el cálculo de las fluxiones de Newton y en sus aplicaciones geométricas.
Y todo ello a pesar de Descartes que trataba desdeñosamente de mecánicas a las curvas
no algebraicas, y pretendía su exclusión de la Geometría. Para curvas algebraicas,
Descartes idea un método de obtención de tangentes –el método del círculo–, basado en
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consideraciones sobre raíces dobles, bajo un punto de vista en absoluto diferencial,
independiente del concepto de límite y que es el de la Geometría Algebraica. La actividad
matemática de Descartes ocupa un segundo plano dentro del desarrollo de su Filosofía –La
Geometría aparece en 1637 como uno de los apéndices de su Discurso del Método–; y a
pesar de la gran influencia que tuvo la difusión de sus métodos analíticos, Descartes no
contribuyó de forma efectiva al desarrollo de las técnicas infinitesimales, aunque se sirviera
de algunos de sus conceptos y métodos, por ejemplo, en el estudio de algunas cuestiones
físicas –la presión de los fluidos o la caída de los cuerpos– en las que al igual que en la
gestación de la Geometría Analítica recogió la influencia de la Escolástica y particularmente
de Oresme, y también en la resolución de cuestiones que le sugirió el padre Mersenne
acerca de cuadraturas, cubaturas y centros de gravedad, cuando aplica los métodos de
Arquímedes, Stevin, Kepler y Cavalieri. Pero Descartes siempre consideró que estos
métodos no eran lo suficientemente rigurosos como para ser publicados.
Los métodos algebraicos coexisten con los métodos cinemático–diferenciales de Roberval,
Fermat y Barrow. Se empieza a considerar que las curvas definidas cinemáticamente son
como las demás, no hay por qué hacer distinción, todas pueden estudiarse por los mismos
métodos. La variable tiempo en los trabajos de Barrow se convierte en una variable
independiente universal de la que dependerá la variación simultánea de varias magnitudes,
como base de un Cálculo Infinitesimal de tendencia geométrica, ideas que son el punto de
partida de Newton, para quien sus fluyentes son las distintas magnitudes funciones de un
tiempo, que es un parámetro universal, mientras sus fluxiones son las derivadas respecto al
tiempo, lo que supone la culminación de los métodos cinemáticos.
Otro aspecto decisivo del Cálculo del siglo XVII es que se empieza a intentar una
clasificación de los problemas. Los problemas de diferenciación aparecen bajo tres
aspectos: velocidades, tangentes y máximos y mínimos. Fermat unifica los tres aspectos e
inicia el argumento diferencial de incrementar la variable independiente y valorando el
correspondiente incremento de la función considerar por primera vez –aunque
manteniéndose en el terreno de lo operativo y algebraico– el cociente incremental que
definirá la primera derivada. Por ello Laplace y la mayor parte de los matemáticos franceses
consideran a Fermat como el verdadero descubridor del Cálculo Diferencial. Coordinados
los aspectos vinculados a la primera derivada, hay que decir que los relativos a la segunda
derivada tardarán bastante más en unificarse, lo que llevará a cabo Huygens a propósito de
las evolutas y del radio de curvatura de una curva.
Respecto al Cálculo Integral se estudiaban desde la época clásica griega –sobre todo por
parte de Arquímedes, los problemas de cuadraturas, cubaturas y centros de gravedad. El
siglo XVII ampliará considerablemente el número de cuadraturas y cubaturas en relación
con la ingente cantidad de nuevas curvas que se definen y añade la rectificación de curvas y
el cálculo de superficies de revolución –en la antigüedad sólo Arquímedes había tratado los
casos particulares de la rectificación de la circunferencia en Sobre la medida del círculo y la
superficie de la esfera en Sobre la esfera y el cilindro–. Se emprendería una clasificación de
los problemas según la naturaleza de la integral subyacente. Para áreas y volúmenes el
paso fundamental lo da Cavalieri con sus indivisibles, mediante los cuales advierte que
muchos de los problemas resueltos por Arquímedes se reducen a la cuadratura de xn, para
n=1,2. Sigue inmediatamente el intento de generalizar la cuadratura de Cavalieri para n
racional distinto de –1 (para n=–1, la llamada cuadratura de la hipérbola de Apolonio se
tardaría bastante más tiempo en resolver–, con una profusión de brillantes resultados sobre
cuadraturas de hipérbolas y parábolas generalizadas, algunas obtenidas por indivisibles o
infinitesimales –Roberval, Pascal, ...–, otras mediante cuadraturas aritméticas –que se
basaban en el modelo de la cuadratura de la espiral por Arquímedes– por medio de diversas
fórmulas para la suma de las potencias de los primeros enteros obtenidas por
consideraciones sobre números poligonales en el caso de Fermat o sobre el triángulo
aritmético en el trabajo de Pascal; otras obtenidas empíricamente a base de una buena
dosis de inducción incompleta, que permitiría a Wallis obtener la cuadratura de xn/m, y,
finalmente, otras por originales métodos como el de la progresión geométrica de Fermat.
De esta forma todos los problemas sobre áreas y volúmenes podían reducirse a
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cuadraturas. Dos problemas se consideraban equivalentes cuando dependían de la misma
cuadratura. Por ejemplo Cavalieri demuestra que el problema del volumen de la pirámide y
el de la cuadratura de la parábola son equivalentes porque ambos dependen de la
cuadratura de x². Se disponía por tanto de una forma de clasificar los problemas según el
grado de la dificultad de la cuadratura a que daban lugar.
Si a esto le añadimos que tanto Pascal como Barrow, obtienen mediante consideraciones
geométricas resultados asimilables a los métodos de integración por partes e integración por
cambios de variable, resulta que los matemáticos del momento pueden resolver ya infinidad
de problemas que se reducen a cuadraturas elementales. Todo ello al inmenso precio de dar
la espalda al pasado y aceptar el buscar la justificación de los métodos nuevos en la
fecundidad de los resultados y no en el argumento riguroso.
Pero todavía quedaban por resolver los arduos problemas de la cuadratura del círculo y de
la hipérbola de Apolonio, a lo que se enfocan ciertos trabajos de Saint-Vincent, Mercator,
Wallis, Gregory y Newton, mediante procedimientos de interpolación indefinida de funciones
circulares y logarítmicas, que pronto darán lugar con Newton y Leibniz a los métodos
generales de desarrollo en serie. Entre los algoritmos infinitos obtenidos sobresalen los
sensacionales descubrimientos de la serie de Mercator para el logaritmo en relación con la
cuadratura de la hipérbola, así como el desarrollo de Wallis de π/2 en producto infinito y el
desarrollo de la serie binomial de Newton, ambos en relación con la cuadratura del círculo.
Los problemas de la rectificación de curvas se resolvieron más tardíamente. Históricamente
la primera curva rectificada después del círculo fue la espiral logarítmica –llamada por
Torricelli espiral geométrica para distinguirla de la espiral de Arquímedes, que sería la
espiral aritmética–. El problema fue resuelto por medios cinemáticos hacia 1640 por
Roberval y Torricelli. Neil resuelve hacia 1658 la rectificación de la parábola semi-cúbica
kx2=y3, llamada parábola de Neil, mientras Roberval y Wren consiguen rectificar la cicloide
hacia 1659. Por las mismas fechas Pascal obtiene la igualdad de la longitud de la espiral de
Arquímedes con la de una parábola en Egalité des lignes spirale et parabolique de Les
Lettres de A. de Dettonville. Respondiendo a estos éxitos de Wren y Pascal, Fermat escribe
hacia 1659 un tratado general sobre rectificación, De linearum curvarum cum lineis rectis
comparatione dissertatio geometrica, en el que al aplicar el material desarrollado en sus
cuadraturas y con base en la parábola de Neil, obtiene la rectificación de una familia infinita
de curvas. Varios matemáticos reducen la rectificación de la parábola a la cuadratura de la
hipérbola, ejemplo importante porque aparece como caso particular según el cual la
rectificación de la curva y=f(x) se corresponde con la cuadratura de la curva y=[1+f'(x)2]1/2, de
manera que el problema de la rectificación forma una transición geométrica natural entre la
diferenciación que presupone y la integración a la que se reduce, contribuyendo a vincular
así los dos tipos fundamentales de problemas del Cálculo Infinitesimal: las tangentes del
Cálculo Diferencial y las cuadraturas del Cálculo Integral.
Precisamente el descubrimiento de que tales problemas –las cuadraturas y las tangentes–
son en cierto modo inversos uno del otro, cuestión vislumbrada por Barrow –aunque,
oscurecida un tanto por el abstruso lenguaje geométrico y sintético que utilizaba, le impidió
advertir que había descubierto la clave del Cálculo Infinitesimal, el instrumento esencial para
realizar las cuadraturas mediante la operación inversa del cálculo de la tangente, es decir, la
antiderivación–, en la mente de Newton y Leibniz fraguó de tal forma, que constituyó un
componente esencial en la sistematización del Cálculo por ambos, al destilar de la rica
miscelánea de técnicas infinitesimales anteriores un poderoso algoritmo instrumental para el
cálculo sistemático de áreas y tangentes.
Así termina este trabajo en el que de forma interdisciplinar se investiga desde la Matemática
el pasado histórico de uno de los instrumentos científicos más potentes que se ha elaborado
en la historia del pensamiento, a propósito de una de las cuestiones que más ha inquietado
el espíritu del hombre: el infinito.
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LOS FILÓSOFOS Y MATEMÁTICOS  QUE MÁS PARTICIPARON
EN EL NACIMIENTO DEL CÁLCULO INFINITESIMAL

PITÁGORAS HIPÓCRATES ZENÓN DEMÓCRITO

EUDOXO ARISTÓTELES EUCLIDES ARQUÍMEDES

CAVALIERI DESCARTES FERMAT PASCAL

WALLIS BARROW NEWTON LEIBNIZ
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CITAS MEMORABLES SOBRE LA HISTORIA DEL CÁLCULO INFINITESIMAL

1. «Dicen que la divinidad se enojó contra quien divulgó la doctrina de Pitágoras,
pereciendo como un impío en el mar por sacrílego al haber revelado la doctrina de
los números irracionales y la inconmensurabilidad.»
Jámblico. Vida Pitagórica. XXXIV, 247.

2. «Viendo en ello [en la ocultación de las magnitudes inconmensurables] menos
una debilidad humana que una necedad propia de puercos de cría, sentí
vergüenza no sólo de mí mismo, sino de toda la raza helena [...].»
Platón. Leyes, 819e.

3. «Sumando siempre algo al finito, sobrepasaremos todo finito; igualmente
restándole algo, vendremos a caer por debajo de todo finito.»
Aristóteles. Física, Libro VIII, Cap.10, 266b.

4. «Los matemáticos actualmente no precisan del infinito en sus estudios, ni lo
emplean en ellos, sino que conciben la existencia de una magnitud finita tan
grande como se quiera [...].»
Aristóteles. Física, Libro III, Cap.7, 208a.

5. «No es digno de llamarse hombre aquel que desconoce que la diagonal de un
cuadrado es inconmensurable con el lado.»
Sophie German. Mémoire sur les Vibrations des surfaces élastiques (1816).

6. «Eudoxo construyó una profunda teoría que aparece descrita en el Libro V de Los
Elementos de Euclides, y que es considerada por muchos matemáticos modernos
como el logro más depurado de las Matemáticas griegas. Esta teoría es
sorprendentemente moderna en espíritu, y puede ser considerada como el
principio de la moderna teoría de números irracionales, que ha revolucionado el
Análisis Matemático y ha tenido mucha influencia en la filosofía reciente.»
G.H. Hardy. Apología de un matemático. Nivola. Madrid, 1999. pp.98–99.

7. «Había más imaginación en la cabeza de Arquímedes que en la de Homero.»
Voltaire. Diccionario filosófico.

8. «Arquímedes es el más científico de todos los griegos, el sabio más profundo de
toda la antigüedad clásica [...]. La Geometría estática de Euclides se convierte en
Geometría cinética con Arquímedes, quien llenó la sima platónica abierta ente la
razón pura y la experiencia, y, apoyándose en ésta, descubrió métodos generales
para calcular las áreas de las figuras curvilíneas y los volúmenes de cuerpos
limitados por superficies curvas.»
F.Vera. Breve Historia de la Geometría. Losada. B. Aires. 1963. Cap. 4. pp.64-65

9. «Dice Plutarco que los inventos fueron para Arquímedes como juegos de
Geometría. [...] Arquímedes es, acaso, el hombre de ciencia que ha llegado a la
más alta cima de la abstracción. [...] Arquímedes puso los cimientos del Cálculo
integral. [...] En su trabajo EL MÉTODO, analizó los vínculos entre el
descubrimiento y la demostración de las verdades matemáticas, dejando la más
amplia libertad para aquél y exigiendo el máximo rigor lógico para ésta.»
F.Vera. Arquímedes (en Científicos griegos). Aguilar, Madrid, 1970. pp.11-13.

10. «Todo lo que varía, se sepa medir o no, lo podemos imaginar como una cantidad
continua representada por un segmento rectilíneo.»
Oresme. Tractatus de Latitudinibus Formarum, 1362.
16



CITAS MEMORABLES SOBRE LA HISTORIA DEL CÁLCULO INFINITESIMAL

11. «Los geómetras antiguos empleaban en sus demostraciones un método diferente al
seguido en la fase inventiva y procedían así, entre otras razones, para ocultar el
secreto del arte. [...]. Entre todos los trabajos que se refieren a las disciplinas
matemáticas, parece que el primer lugar puede ser reivindicado por los
descubrimientos de Arquímedes, que confunden a las almas por el milagro de su
sutilidad.»
Torricelli. Opera Geometrica. Florencia, 1644. Proemio.

12. «[...]. Así alcanzamos la conclusión [sobre la cuadratura de parábolas generalizadas,
que podría ser fácilmente confirmada por una más prolija prueba llevada a cabo a la
manera de Arquímedes. [...].»
P.Fermat. Tratado sobre cuadratura,1658.

13. «Para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta con saber la relación
que tienen todos sus puntos con los de las líneas rectas, [...] y conocer la manera de
trazar otras líneas que las corten en todos esos puntos en ángulo recto. [...] Y me
atrevo a decir que éste [el trazado de las rectas normales a una curva] es el problema
más útil y más general no sólo que yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamás
conocer en Geometría.»
Descartes. La Geometría, G.AT.VI. 412–413.

14. «Lo que ha inmortalizado el nombre de este gran hombre [Descartes], es la aplicación
que ha sabido hacer del Álgebra a la Geometría, una idea de las más vastas y felices
que haya tenido el espíritu humano, y que será siempre la llave de los más profundos
descubrimientos no solamente en la Geometría, sino en todas las ciencias físico-
matemáticas.»
D'Alembert. Discours Préliminaire de l'Encyclopédie (Orbis, 1984, pp.84–85).

15. «[...]. Todo lo que está demostrado por las verdaderas reglas de los indivisibles, se
demostrará también con el rigor y a la manera de los antiguos [como Arquímedes].»
B.Pascal. Lettre à Carcavi, 1658.

16. «Al no poder imaginar qué ingenio mortal pueda llegar a tanto mediante la virtud del
razonamiento, estoy seguro que Arquímedes se vio ayudado por el Álgebra, a la que
conocía en secreto y que ocultaba de forma estudiada.»
I.Barrow. Archimedis Opera. Londres,1675.

17. «[...]. Este procedimiento es altamente heterodoxo, pero puede verificarse mediante el
bien conocido método apagógico de figuras inscritas y circunscritas [mediante el
método de exhaución].»
J.Wallis. Arithmetica Infinitorum,1656.

18. «[...]. No es de gran interés el que demos una demostración absoluta, después de
haber visto que una perfecta demostración puede ser dada. Concedo que debería
aparecer la demostración de las cuadraturas] en una forma clara, ingeniosa y
elegante, como en todos los trabajos de Arquímedes. Pero lo primero y más
importante es el método de descubrimiento mismo.»
C.Huygens. Horologium oscillatorium, 1673.

19. «Isaac Barrow fue el primer inventor del Calculo Infinitesimal. Newton adquirió las
principales ideas del mismo a través de su comunicación personal con Barrow.»
M.Child. (I. Barrow. Geometrical lectures. Chicago. Open court, 1916. Prefacio, p. VII).

20. «[...] Fermat fue uno de los grandes genios de Francia y uno de los matemáticos más
extraordinarios de todos los tiempos.»
R. Paintandre, Profesor de Matemáticas del Licée P.  Fermat de Toulouse,  22/6/1957.
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Los primeros problemas infinitesimales en el mundo griego
La aparición de las magnitudes inconmensurables
Desde los albores de la aparición de la Matemática racional se encuentran rastros de los
métodos infinitesimales. Las reflexiones provocadas por el cambio y el movimiento que
surgen en las primeras manifestaciones del pensamiento crítico, conducen a concepciones
de índole infinitesimal, al intentar construir doctrinas de pensamiento matemático abstracto
sugeridas por el permanente fluir de las cosas que manifiesta el mundo natural circundante.
De esta forma aparece el problema de la continuidad de los entes geométricos, la
divisibilidad de los segmentos «ad infinitum», o la existencia atomística de partes
intrínsecamente indivisibles.
La idea de que dos magnitudes, y más concretamente dos segmentos, tienen siempre una
parte alícuota común, es decir que son conmensurables, es si duda una etapa primigenia
inevitable en el desarrollo del pensamiento matemático y por supuesto en el ámbito
artesanal por necesidades de la medida siempre aproximada de longitudes.
La grandeza sublime del Teorema de Pitágoras –aplicado a la diagonal y el lado de un
cuadrado– y la mágica belleza del Pentagrama místico pitagórico –generador de la sección
áurea como razón entre la diagonal y el lado del pentágono regular (Euclides, XIII.6)– fueron
dos de los tópicos más relevantes de la Escuela Pitagórica, pero se convirtieron en dos
caballos de Troya para la Geometría griega, porque llevaban en su interior el germen de la
profunda crisis de la comunidad pitagórica donde aparecieron. Los pitagóricos demuestran
que el lado y la diagonal de un mismo cuadrado no admiten ninguna medida común, y lo
mismo respecto de un pentágono regular. En ambas figuras, si un número entero representa
el lado, ningún otro número entero puede representar la diagonal. Ambos segmentos son
inconmensurables. No se pueden conocer numéricamente juntos. Si el descubrimiento
hubiera sido a través de la diagonal del cuadrado, 2  sería la primigenia magnitud
inconmensurable de la historia, mientras que, si hubiera sido a través de la diagonal del
pentágono regular, habría sido 5 , ya que el número de oro es φ=(1+ 5 )/2 .

LOS INCONMENSURABLES QUIEBRAN LA FILOSOFÍA PITAGÓRICA

 Pitágoras. Museo Nacional de Nápoles.

Aunque Proclo en su famoso Comentario al Libro I de Los
Elementos de Euclides atribuye al propio Pitágoras el primer
reconocimiento de inconmensurables, la tradición lo atribuye
al pitagórico Hipasos de Metaponto, hacia el 480 a.C.
 Las concepciones pitagóricas establecían que toda la
naturaleza estaba regida por un orden matemático y acuñaban
el término Cosmos para describir un universo armonioso y
ordenado por unas leyes cognoscibles, inteligible por el
hombre a través de número, «esencia de todas las cosas» y
principio generador en el macrocosmos y el microcosmos. Con
esta cosmovisión se puede entender la magnitud de la
conmoción que debió suponer para el Pitagorismo la aparición
del inconmensurable, ya que no sólo  quiebra lo inmediato, es
decir, la Aritmética y la Geometría –el Pitagorismo había
establecido una exacta identificación entre número y
magnitud, entre el pensamiento aritmético y la realidad
natural concreta–, sino también la Ciencia en general y la
Filosofía, al resquebrajarse sus cimientos aritméticos que eran
principios racionales basados en el número entero.
El descubrimiento de los inconmensurables es un reto lanzado
por la naturaleza a la Aritmética que refuta la creencia
pitagórica en la omnipotencia de los números.
La súbita emergencia de la inconmensurabilidad sometió el
pensamiento pitagórico a un doble desafío, uno filosófico, ya
que la irracionalidad atentaba contra el sincretismo
aritmético-físico que establecía la preeminencia del número
como esencia del Cosmos y otro matemático ya que, por una
parte, a partir de entonces en Geometría era imposible medir
siempre con exactitud, y por otra los inconmensurables
exigían la reconstrucción de todas las pruebas pitagóricas de
los teoremas que utilizaban proporciones.
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En la Matemática actual las razones inconmensurables se expresan mediante números
irracionales. Los babilonios y los egipcios habían trabajado con tales números, a base de
aproximaciones, aunque sin la conciencia de la falta de exactitud, es decir, sin la constancia
de la diferencia radical entre razones conmensurables e inconmensurables. En cambio para
los griegos la palabra número significa «número entero positivo»; una fracción a/b indicaría
no un número racional sino una relación entre los números enteros a y b, «la razón» entre a
y b. En sentido actual sería un par ordenado de números.
Para los pitagóricos dos razones a/b, c/d, se dice que son «proporcionales»,

a/b=c/d, cuando existen enteros p,q,m,n, tales que a=mp, b=mq, c=np, d=nq;
por ejemplo: 12/15=16/20, porque 12 contiene cuatro de las cinco partes de 15, al igual que
16 contiene cuatro de las cinco partes de 20.
A partir de esta base se desarrolló inicialmente la Teoría pitagórica de la proporción. La
visión de número como tamaño se aplicó a las magnitudes geométricas: longitudes, áreas y
volúmenes, en la creencia de que dos segmentos de línea eran siempre conmensurables, es
decir que existía una unidad común de la que ambos serían múltiplos. De esta forma la
doctrina de razones enteras y proporciones se podía extender a longitudes, áreas y
volúmenes de figuras simples como segmentos, rectángulos y paralelepípedos.
Con el descubrimiento de los inconmensurables quedaban afectadas y debían ser
reconstruidas todas las pruebas pitagóricas de los teoremas que utilizaran proporciones. Por
ejemplo para demostrar la Proposición VI.1 de Los Elementos de Euclides:

«Los triángulos que tienen la misma altura, son entre sí como sus bases»,
los primeros pitagóricos actuarían de la siguiente manera:

Sean los triángulos ABC y ADE, con
bases BC y DE sobre la recta MN. BC
y DE tendrán alguna unidad común de
medida; sea GH contenido p veces en
BC y q veces en DE. Marquemos los
puntos de división sobre BC y DE y
unámoslos con el vértice A.
Los triángulos ABC y ADE quedan
divididos respectivamente en p y q
triángulos menores, que según la

Proposición I.38 de Los Elementos («los triángulos que tienen igual base y altura son
equivalentes») tienen el mismo área. Por tanto la razón de los triángulos ABC/ADE = p/q =
BC/DE, como se quería probar.
Es evidente que la aparición de magnitudes inconmensurables invalida la prueba geométrica
exhibida en esta proposición y en todas las pruebas pitagóricas en las que haya que
comparar razones de magnitudes geométricas.
Se comprende que el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables produjera un
escándalo lógico en todo el ámbito pitagórico, ya que exigía una revisión a fondo de los
fundamentos de su Matemática y su Filosofía. A esta titánica empresa se enfocará la
importante labor de Eudoxo de Cnido de la Academia platónica, que resolverá de forma
brillante y rigurosa, aunque provisional –durante más de dos mil años–, la antinomia radical
entre finito e infinito. Al renunciar a la exactitud aritmética y trascender lo empírico, la
Geometría griega soslayará la presencia temible e inexorable del infinito mediante la
construcción geométrica
El descubrimiento de la inconmensurabilidad marca un hito en la Historia de la Geometría,
porque no es algo empírico, sino puramente teórico –es un acto intelectual puro–. Su
aparición  señaló el momento más dramático no sólo de la Geometría pitagórica sino de toda
la Geometría griega, pero fue la causa de su grandeza ante la emergencia de la
demostración, uno de los componentes esenciales del milagro griego en Matemáticas.
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Las cuestiones infinitesimales en los filósofos preplatónicos
Las lúnulas de Hipócrates
Hipócrates de Quíos (hacia el 450 a.C.) consigue la primera cuadratura rigurosa de una
figura curvilínea en la Historia de la Matemática.
Proclo de Licia en su Comentario al Libro I de los Elementos de Euclides, siguiendo al
historiador de la Matemática del Liceo, Eudemo de Rodas (hacia el 335 a.C.), informa que
Hipócrates escribió unos Elementos de Geometría –la primera concatenación lógica de las
proposiciones en un corpus racional– ahora perdidos, donde habría tratado, quizá a
propósito del intento de resolver el famoso problema de la cuadratura del círculo, la
cuadratura de las lúnulas –figuras planas limitadas por arcos de círculo de radios diferentes–
y en donde aparecería el famoso teorema (Euclides, XII.2):

«Los círculos están entre sí como los cuadrados de sus diámetros»
teorema que generalizando permite enunciar para segmentos semejantes (que subtienden
ángulos iguales) de círculo:

«Segmentos semejantes de círculo están entre sí en la misma razón que los
cuadrados construidos sobre sus bases»

resultados que serán considerados reiteradamente por Eudoxo, Euclides y Arquímedes, y
cuya importancia histórica es considerable, ya que permiten demostrar que ciertas áreas
limitadas por líneas curvas –ciertas lúnulas–, son conmensurables con áreas limitadas por
líneas rectas, es decir permiten realizar la cuadratura de lúnulas.

Al utilizar crecientemente lúnulas de mayor tamaño, Hipócrates intentaría vanamente
resolver el problema de la cuadratura del círculo. No sabemos si Hipócrates estaba
convencido de haber resuelto el problema; es posible que así sea, porque recibiría la dura
acusación de Aristóteles de haber incurrido en paralogismo.

L

a

T

c

LAS LÚNULAS DE HIPÓCRATES

A = Semicírculo de radio a
D = Cuadrante de radio a
C = Semicírculo de diámetro c
T = Triángulo
L = Lúnula

2

2

c
)a2(

C
A
=                           =2

( A = 2C ; C = D ; L = T )

Euclides.XII.2
Euclides I.47
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Estudios de Leonardo (hacia 1515) sobre las Lúnulas de Hipócrates. Códice Atlántico (f. 455r).
El sorprendente descubrimiento realizado por Hipócrates de Quíos acerca de la cuadratura de
lúnulas impresionó considerablemente la mente de Leonardo. La posibilidad de que se puedan
calcular ciertas áreas curvilíneas circulares, es decir, construir cuadrados equivalentes a ellas,
fascinó de tal modo a Leonardo da Vinci, que le indujo a realizar en numerosos escritos multitud
de estudios sobre lúnulas con la intención de perseguir la cuadratura del círculo.

LAS LÚNULAS DE HIPÓCRATES
EN LOS CUADERNOS DE LEONARDO DA VINCI
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Según Proclo en su Comentario al
Libro I de los Elementos de Euclides:

«Hipócrates de Quíos es el
inventor de la cuadratura de la
lúnula y fue el primero que
compuso Elementos.»

Hipócrates es, en cierto sentido, un
pionero en la Historia de la
Matemática, ya que inició la
utilización de letras en las figuras
geométricas para atemperar la
excesiva retórica del discurso
matemático,  aplicó el Método de
Análisis e ideó el método de
demostración por reducción al absurdo
que tanta influencia tendría sobre el
método de exhaución de Eudoxo.
Hipócrates también estudió el
problema de las proporciones
continuas, es decir de la interpolación
de dos medias entre dos magnitudes
dadas, advirtiendo la relación de este
problema con la resolución de la
duplicación del cubo.
Se dice que Hipócrates es el primer
matemático profesional  de la historia,
porque más allá de su ferviente
afición a la Matemática, se ganaba la
vida con esta ciencia. Siempre
agradeció que un abordaje de piratas
en el mediterráneo cambiara su
destino de comerciante por el de
matemático. Hipócrates de Quíos.

LOS TRABAJOS MATEMÁTICOS  DE  HIPÓCRATES DE QUÍOS

La ilustración es un grabado que
representa a Anaxágoras visitado
por Pericles –que había sido
discípulo suyo– en la prisión.
En la línea del rastreo del infinito el
gran filósofo experto en Geometría,
Anaxágoras de Clazomene establece
una aguda definición de lo que
llamamos el «Axioma de continuidad»:

«En lo pequeño no existe lo
extremadamente pequeño, sino
algo cada vez más pequeño,... De
igual modo en lo grande siempre
hay algo más grande,...»

A Anaxágoras se le atribuye (según
Plutarco) el mérito de haber sido el
primer matemático que estudió el
problema de la cuadratura del círculo,
mientras estaba en prisión acusado de
impiedad por sus creencias
cosmológicas.

LA CONTINUIDAD EN ANAXÁGORAS DE CLAZOMENE

Pericles visita a Anaxágoras en prisión.
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Las paradojas de Zenón de Elea
La Escuela de Elea agudiza el sentido crítico como principio sistemático de elaboración
científica y reacciona contra el fisicismo de los jonios y el misticismo de los pitagóricos. Los
argumentos de Zenón de Elea –discípulo de Parménides de Elea y fundador de la
dialéctica–, son, además de paradojas, agudas críticas contra el atomismo geométrico de
los pitagóricos, que concebían los cuerpos como yuxtaposición de puntos, el tiempo como
sucesión de instantes y el movimiento como adición de pasos de un punto a otro. Con su
reflexión idealista, Zenón defendía las teorías de su maestro sobre la ilusoria experiencia
sensible, sosteniendo la inmutabilidad de las cosas a pesar de la apariencia de cambio.
Las aporías de Zenón frustran el intento pitagórico de trasladar la estructura de la Aritmética
a la Geometría que pretendía establecer un paralelismo entre el concepto numérico y la
representación geométrica. El carácter discreto de la serie natural de números, que sirvió
como modelo atomista, no podía reflejar la naturaleza de la continuidad del espacio. La
pluralidad discontinua, ya sea la de los puntos aritméticos de Pitágoras o la de los átomos
extensos de Demócrito, no se podía conciliar con la realidad continua del espacio en el que
los cuerpos se mueven. Aparece una oposición esencial entre la naturaleza discreta del
número y la naturaleza continua y homogénea del espacio. No se puede hacer corresponder
el infinito numerable de los instantes sucesivos con el infinito no numerable de los puntos del
continuo. Lo irracional exige no sólo la infinitud numérica sino la infinita divisibilidad.
Las paradojas de Zenón ponen en tela de juicio los principios de la Geometría, aunque sin
proporcionar alternativa, apareciendo nuevos problemas de fundamentación de la
Matemática. En particular como consecuencia de la crítica filosófica de Zenón a la
Matemática, se arraiga la convicción de que la Geometría debía desarrollarse
independientemente de la Aritmética. El devenir de la Geometría griega al margen del
Algebra fue el efecto más inmediato.
Frente al ser eternamente inmutable e inmóvil de la escuela de Elea, Heráclito de Efeso
contrapone el ser cambiante en transición continua entre el pasado y el devenir. Como
influencia sobre la Matemática la línea no será una yuxtaposición de puntos cercanos sino el
fluir continuo de un punto móvil.
La tempestad provocada por el descubrimiento pitagórico de los irracionales y la inquietud
que introdujeron en el mundo griego las paradojas de Zenón contra la pluraridad y el
movimiento, precipitó una profunda crisis en la Matemática que trajo consigo el «horror al
infinito», que introduce el supremo rigor lógico impuesto por la escuela platónica, cuyo
exponente más representativo será Eudoxo de Cnido. La crisis trajo consigo un refinamiento
geométrico. Como reacción al lenguaje ingenuo de los pitagóricos, mezcla de brillantes
ideas matemáticas, actitudes místicas y aforismos religiosos, se impondrá el severo rigor de
Los Elementos de Euclides donde quedan compiladas las doctrinas geométricas de la
Academia de Platón.

Zenón y la Escuela de Elea.
Fragmento de un fresco de la Biblioteca de El Escorial de P.Tibaldi. 1586.
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El método de compresión: Antifón y Bryson
Las conclusiones de Hipócrates sobre lúnulas animarían a muchos de sus sucesores a
alimentar la esperanza quimérica de conseguir la cuadratura del círculo. Son legión los
matemáticos que ensayaron la resolución del problema. Mencionemos simplemente a dos
de ellos, Antifón de Atenas (hacia el 430 a.C.) y a Bryson de Heraclea (hacia el 400 a.C.),
por la incidencia que tienen sus desarrollos sobre las cuestiones infinitesimales posteriores.
Antifón, llamado el sofista, es contemporáneo de Sócrates. Debemos a Aristóteles (Física,
Libro I, Cap.2, 185a) y a la Física de Simplicio, lo que sabemos sobre el método de Antifón.

Dado un círculo, Antifón parte de un polígono regular, por
ejemplo un triángulo o un cuadrado, inscrito en él. Sobre cada
lado del polígono construye un triángulo isósceles, obteniendo
un polígono regular de doble número de lados, y repite la
operación continuamente.
Simplicio continúa el relato del método con estas palabras:

«Antifón piensa que de esta manera el área [del círculo] podría ser cuadrada, ya que
después de un número de veces [de realizar la operación de duplicar los lados del
polígono] tendremos un polígono inscrito en el círculo, cuyos lados, debido a su
pequeñez, coincidirán con la circunferencia del círculo. Y puesto que para todo
polígono podemos construir un cuadrado equivalente [Euclides, I.14], [...], estamos en
disposición de conseguir un cuadrado igual al círculo.»

Eudemo, discípulo de Aristóteles, aduce que el principio infringido por Antifón es que las
magnitudes son divisibles sin límite. Siendo el área del círculo divisible sin límite, el proceso
descrito por Antifón nunca alcanzará todo el área, por tanto los lados del polígono inscrito se
acercan en potencia a la circunferencia, pero nunca ocuparán en acto la posición de la
misma. A pesar de su discurso matemático falaz, Antifón ocupa una posición honorable en
la pléyade de geómetras griegos, porque su método supone un gran avance hacia la idea de
«acercarse con tanta aproximación como se quiera», lo que junto con la idea de agotar el
círculo con polígonos inscritos de un número creciente de lados, está en la base del riguroso
Método de Exhaución que introducirá enseguida Eudoxo de Cnido. Además, la construcción
de Antifón tiene un valor práctico, como ilustraría más tarde Arquímedes en la Proposición II
de Sobre la Medida del Círculo, donde calculando el perímetro de un polígono inscrito (y otro
circunscrito) de 96 lados, construido a la manera de Antifón, partiendo de un triángulo
equilátero inscrito, obtiene una excelente acotación del valor de π.
Bryson, que fue discípulo de Sócrates, da un paso más allá que Antifón, al considerar no
sólo polígonos inscritos sino también circunscritos, dando una prueba, calificada por
Aristóteles como sofística (Lógica, Analítica Posterior, Libro I, Cap.9, 76a): «[...] estas
pruebas son semejantes al método que seguía Bryson para la cuadratura del circulo.»
Bryson inscribe y circunscribe polígonos regulares en torno a un círculo y va duplicando el
número de lados de  manera que el área de los polígonos se acercan cada vez más a la del
círculo. Bryson arguye que en un momento dado los polígonos inscritos y circunscritos se
acercan hasta tal punto que sólo podría haber un polígono de área intermedia entre ellos, el
cual necesariamente debería coincidir en su área con la del círculo. El argumento se basa
en que «las cosas que son respectivamente mayores y menores que las mismas cosas son
iguales». Al aplicar este principio resulta: «el polígono intermedio es mayor que todos los
inscritos y menor que todos los circunscritos; y también el círculo cumple esta condición; por
tanto el polígono intermedio y el círculo son iguales.»
El método no es válido en absoluto, pero tuvo la virtud de idear «la compresión», entre dos
figuras conocidas, de la figura a cuadrar, que junto con la exhaución, con tanto éxito
aplicaría Arquímedes en sus brillantes cuadraturas y cubaturas.
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El Atomismo de Demócrito
El fundador, junto con Leucipo, del atomismo físico, Demócrito de Abdera, que escribió
algunas obras Matemáticas, Sobre la Geometría, Sobre los Irracionales, se interesó por
problemas matemáticos en donde, de alguna forma, subyacían planteamientos
infinitesimales. Arquímedes atribuye a Demócrito el descubrimiento y la demostración –
aunque no rigurosa– del volumen de la pirámide y del cono como la tercera parte de los
correspondientes prisma y cilindro respectivos –de igual base y altura–. Bajo un atomismo
geométrico de corte pitagórico, pero con mentalidad de físico, Demócrito considera estos
sólidos como si estuvieran formados por innumerables capas paralelas. En el caso del
cilindro o prisma las capas son iguales, pero para el cono o la pirámide el tamaño irá
disminuyendo gradualmente de capa en capa hasta llegar a un punto. Por eso Demócrito,
según relata Plutarco (en Sobre las nociones comunes), hace una reflexión que prefigura la
labor constructiva de Arquímedes en El Método y la de Cavalieri en la Geometria
Indivisibilibus Continuorum:

«Si un cono es cortado por planos paralelos a la base, ¿cómo son las secciones,
iguales o desiguales? Pues si son desiguales el cono será irregular como si tuviera
muchas incisiones a modo de escalera; pero si son iguales, las secciones serán
idénticas y el cono tendrá la propiedad del cilindro, estando formado por círculos
iguales y no desiguales, lo cual es completamente absurdo.»

Vemos cómo los filósofos van introduciendo unos interrogantes, que iniciarán una titánica
lucha para intentar resolver los problemas más profundos de las Matemáticas, aquellos que
otean el infinito al intentar explicar la composición de los entes geométricos. Pero parece
que Demócrito no intenta ir más allá en la metafísica de la cuestión, y aunque no lo sabemos
con certeza, seguramente concluiría que dos sólidos compuestos de iguales secciones
paralelas a iguales distancias de sus bases deben tener el mismo volumen, lo cual es un
caso particular que anticipa el famoso Principio de Cavalieri. De aquí deduciría el resultado
del volumen de la pirámide (Euclides, XII.7) como un tercio del prisma triangular de igual
base y altura, al dividir el prisma en tres pirámides triangulares de igual base y altura. Para
el volumen del cono (Euclides, XII.10), como un tercio del cilindro de igual base y altura, el
resultado se obtendría considerando las pirámides de base los polígonos de creciente
número de lados, inscritos en el círculo base del cono y aplicando una argumentación
inductiva, en la que nuevamente aparecerá el fantasma del infinito.

Demócrito es el primer defensor de una teoría atómica de la realidad natural pero
también de un atomismo geométrico que inicia una línea de pensamiento matemático
precursora de los Indivisibles de Cavalieri. Es un matemático admirado por Arquímedes,
quien le atribuye los teoremas sobre el volumen de la pirámide y el cono.
En las ilustraciones: Cuadro de la Pinacoteca de Brera (Milán) que representa a Demócrito
con Heráclito y un sello con la efigie de Demócrito.
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Los problemas infinitesimales en la Academia de Platón
Los inconmensurables en la Academia platónica
Los Diálogos de Platón informan que la comunidad matemática griega se vio gravemente
sofocada por un descubrimiento que refutaba los fundamentos de su doctrina y que
prácticamente demolía la base de la fe pitagórica en los números enteros como «esencia de
todas las cosas».

En algunos de los Diálogos de Platón se
advierte la influencia del descubrimiento de
los irracionales sobre la Educación y la
Filosofía platónica de la ciencia.
Teodoro de Cirene, a quien Platón reconoce
como maestro, demuestra la irracionalidad de
las raíces cuadradas de los números
naturales que no son cuadrados perfectos
desde el 3 al 17, ambos incluidos (diálogo
entre Sócrates y Teeteto, Platón, Teeteto,
147d). En este Diálogo de Platón, Teeteto,
además de ponderar a Teodoro como
«geómetra, astrónomo, calculador, músico y
maestro en todo lo relativo a la educación»,
da unas orientaciones hacia la continuación
de su trabajo matemático relativo a los
inconmensurables. Por eso se atribuye a
Teeteto –según Proclo y Pappus– gran parte
del contenido del Libro X de Los Elementos
de Euclides que trata la clasificación y estudio
en forma geométrica de las propiedades de
cierto grupo de expresiones irracionales
cuadráticas.
En el Libro VII de Las Leyes Platón reprueba
con acritud –en boca de un ateniense que
dialoga con el extranjero Clinias– la ocultación
a los jóvenes griegos, en su educación, de la
distinción entre magnitudes conmensurables e

inconmensurables tachándola de «ignorancia vergonzosa y ridícula». Platón opina con una
retórica exageración (Leyes, 819e–821a):

«[...] Se me ha revelado muy tardíamente nuestra habitual deficiencia en este campo
de cosas; me quedé enormemente sorprendido y, viendo en ello [en la citada
ocultación] menos una debilidad humana que una necedad propia de puercos de cría,
sentí vergüenza no sólo de mí mismo, sino de toda la raza helena». [...] Son temas en
los que la ignorancia es una deshonra, mientras que su conocimiento, como verdades
elementales que son, no es ninguna proeza. [...] son ciencias en las que deben
aprender los jóvenes, porque ellas no ofrecen ni inconvenientes ni dificultades. [...]
Será bueno que, por el momento, se incluyan como estudios obligatorios en nuestras
leyes, a fin de que no haya en ellas lagunas. [...]»

También en el Menón (82b-85b) insiste Platón sobre el tema a propósito del problema de la
Duplicación del cuadrado. Curiosamente Platón utiliza el problema para sustentar la doctrina
de la reminiscencia. Sócrates y un esclavo mantienen una conversación, en la que mediante
una concatenación de preguntas de aquél, entrelazadas heurísticamente con las respuestas
de éste, se resuelve el problema. Las primeras respuestas del esclavo, son de índole
aritmética, pero resultando la imaginación aritmética inexacta, Sócrates reconducirá el
diálogo, induciendo un tratamiento exclusivamente geométrico.

Platón. Museo Pío Clementino. Vaticano.
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La Teoría de la Proporción y el Método de Exhaución de Eudoxo
El descubrimiento de la inconmensurabilidad imprimió a la Matemática griega un cambio
radical de rumbo. La imposibilidad de calcular exactamente la diagonal del cuadrado en
función del lado fue la primera manifestación de la incalculabilidad aritmética de ciertas
medidas que pronto se hizo notar en otras muchas, ya que los inconmensurables aparecían
por doquier en otros muchos campos de la Geometría, por ejemplo, en la relación entre lado
y altura del triángulo equilátero o entre la circunferencia y el diámetro –que comenta
Aristóteles en su Metafísica, 983a–. El fenómeno trajo la primera crisis de fundamentos en la
Historia de la Matemática, que resuelta en la  Academia de Platón transformaría esta ciencia
en una magnífica obra de ingeniería geométrico-deductiva plasmada en Los Elementos de
Euclides.
El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables exigía, pues, una necesaria revisión
de ciertos fundamentos de la Matemática pitagórica, ya que a partir de entonces las
magnitudes geométricas no podían ser medidas mediante números. El inevitable carácter
continuo que tienen impide que se puedan someter a las manipulaciones algebraicas como
a los números. De modo que los griegos del siglo IV a.C. eran conscientes de la existencia
de magnitudes geométricas que nosotros llamamos irracionales, pero no las concebían
como números.
Eudoxo de Cnido es uno de los matemáticos más importantes de la Academia platónica, que
al Introducir la idea de «tan pequeño como se quiera», antecedente de nuestro proceso de
«paso al límite», encuentra una escapatoria a los problemas planteados por el infinito y lo
inconmensurable, mediante un recurso genial que desarrolla en tres estadios:
• una definición: igualdad de razones, Euclides, Definición V.5,
• un axioma: axiomade Eudoxo-Arquímedes o de continuidad, Euclides Definición V.4,
• un método: el Método de Exhaución, Euclides, Proposición X.1.

1. Imagen atribuida a la efigie de Eudoxo, aunque no es seguro que sea tal porque también se
atribuye a Ptolomeo. La confusión puede provenir de la importante dedicación de ambos
matemáticos a la Astronomía.

2. Tratado de las esferas de Eudoxo. Papiro egipcio del Siglo II d.C. Museo de Louvre. París.



Como lo inexpresable era la razón entre dos cantidades inconmensurables, Eudoxo elimina
la dificultad definiendo no la razón misma, sino la igualdad de razones de la siguiente forma
(Definición V.5 de Los Elementos de Euclides):

«Se dice que una primera magnitud guarda la misma razón con una segunda
magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando cualesquiera
equimúltiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la par o sean
inferiores a la par, que cualesquiera equimúltiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente.»

Es decir si a,b son dos magnitudes geométricas del mismo tipo y c,d son también del mismo
tipo (aunque no necesariamente del mismo tipo que a y b), Eudoxo define que las razones

 a/b y c/d son proporcionales: a/b=c/d,
cuando para cualquier par de enteros positivos n y m, se tiene:

na>mb  y  nc>md  ó  na=mb  y  nc=md,  ó  na<mb  y  nc<md .
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La definición de Eudoxo de proporción generaliza la noción pitagórica de
proporcionalidad de razones de enteros:

i a/b = c/d  en sentido pitagórico, existen enteros p,q,m,n positivos , tales que a=mp, b=mq,
np, d=nq.

an h, k, enteros positivos cualesquiera. Se tiene:
 (>, =,<) kb ⇒ hmp  (>, =, <) kmq ⇒ hp  (>, =, <) kq ⇒ hnp  (>, =, <) knq ⇒ hc  (>, =, <) kd .
r tanto se ha demostrado que  a/b = c/d sentido de Eudoxo.

i a/b = c/d en sentido  de Eudoxo, donde a,b,c,d, son enteros positivos. Existen enteros, r,s,
les que: ra = sb, y por tanto: rc = sd.
a h=mcd(r,s), entonces: r=qh, s=ph, donde mcd(q,p)=1. Ahora se verifica:

= sb ⇒ qha = phb ⇒ qa = pb ⇒ 
Teorema de Euclides
 Elementos, VII.30

 
 
 

⇒ 
= α 

 = β 

a p
b q

⇒ α=β=m ⇒ 
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 = 

a pm
b qm

= sd ⇒ qhc = phd ⇒ qc = pd ⇒ 
Teorema de Euclides
 Elementos, VII.30

 
 
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⇒ 
= χ 

 = δ 
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b q

 ⇒ χ=δ=n  ⇒ 
= 

 = 

c pn
d qn

r tanto se ha demostrado que a/b = c/d en sentido pitagórico.
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s con esta nueva definición de Eudoxo de proporcionalidad la demostración rigurosa
roposición VI.1 de  Los Elementos de Euclides «Los triángulos que tienen la misma
son entre sí como sus bases», que se citó en un apartado anterior:
a recta CB, tracemos a partir de B, m-1 segmentos iguales a CB y unamos los puntos
sión B2,B3,...,Bm con el vértice A. De forma similar tracemos a partir de E n-1
ntos iguales a DE y unamos los puntos de división E2,E3,...,En con el vértice A.

B3

A

N

D EnB CB2Bm

M

E E3E2



30

Se tiene BmC=m(BC),  ABmC=m(ABC), EnD=n(ED), AEnD=n(AED). Ahora según la
Proposición I.38 de Los Elementos y su consecuencia: «de triángulos que tienen la misma
altura tiene mayor área el que tiene mayor base», se deduce que el triángulo ABmC es
mayor, igual o menor que el triángulo AEnD según que m(BC) sea mayor, igual o menor que
n(DE), por tanto según la definición de Eudoxo de proporción se tiene la tesis de la
proposición ABC/ADE=BC/DE.
Se observa que no se menciona la naturaleza conmensurable o inconmensurable de las
magnitudes geométricas; la definición de Eudoxo se aplica a ambos casos.
Esta prueba de la Proposición VI.1 de Los Elementos es una buena muestra de cómo a
partir de la definición de Eudoxo las magnitudes geométricas pueden compararse a través
de razones; y es sobre esta base que Eudoxo procedió a la demostración rigurosa de los
resultados pitagóricos sobre proporciones, así como de los teoremas de Hipócrates y
Demócrito sobre áreas de círculos y volúmenes de pirámides y conos que aparecen en el
Libro XII de Los Elementos de Euclides.
Eudoxo prescinde del número irracional y opera con magnitudes que se pueden hacer
menores que otras arbitrariamente prefijadas para lo que introduce lo que hoy llamamos el
«axioma de Eudoxo-Arquímedes» o «axioma de continuidad», que aparece inocuamente
como una definición en Los Elementos de Euclides (Definición V.4) :

«Se dice que dos magnitudes tienen razón cuando se puede multiplicar una de ellas
de modo que supere a la otra.»

La asunción de Euclides fue considerada por Arquímedes como un principio o postulado, de
ahí el nombre con el que ha pasado a la literatura Matemática. La importancia del axioma la
ha remarcado Hilbert, en su obra Los principios fundamentales de la Geometría, donde le
asigna un papel fundamental en la estructura de la Geometría. Arquímedes lo enuncia en el
postulado V del Libro I de su obra Sobre la Esfera y el Cilindro.

«Dadas dos líneas, dos superficies o dos sólidos desiguales, si el exceso de una de
estas figuras sobre la otra se añade a sí mismo un cierto número de veces, se puede
superar una u otra de las figuras que se comparan entre sí.»

 Arquímedes repite el enunciado en la carta a Dositeo, que acompaña a su obra Sobre la
Cuadratura de la Parábola:

«[...] Para demostrar este teorema he utilizado el siguiente lema: Si la diferencia entre
dos magnitudes se añade sucesivamente a sí misma, llegará  a ser mayor que un
 área dada. Los geómetras anteriores  a mí [Eudoxo, ...] también se han apoyado en
este lema para demostrar que los círculos son entre sí como la razón duplicada [el
cuadrado] de sus diámetros y las esferas como la razón triplicada [el cubo]; que una
pirámide equivale a un tercio de un prisma de la misma base y altura que la pirámide y
un cono igual al tercio del cilindro de igual base y altura que el cono, [...].»

Vemos como Arquímedes advirtió que el principio no debe ser  una definición ni un teorema,
sino un axioma, en el que, al igual que él mismo, se habría apoyado Eudoxo para abordar
las cuestiones infinitesimales.
En la Geometría griega se considera que las figuras curvilíneas como círculos o segmentos
de parábola tienen áreas que son magnitudes geométricas del mismo tipo que las figuras
poligonales. Dada una figura curvilínea A, para determinar su área a(A) se buscará una
sucesión de polígonos {P1,P2,...,Pn,...}, que aproximen progresivamente el área de A. El
Método de Exhaución se ideará para sustituir con absoluto rigor en la demostración de la
magnitud de un área o volumen a la idea vaga e intuitiva de que el área de A es el límite de
las áreas de los polígonos {P1,P2,...,Pn,...}. El horror al infinito evitaba pasar al límite. En vez
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de ello se intenta demostrar que se puede encontrar un polígono en la sucesión
{P1,P2,...,Pn,...} cuyo área difiera del área de la figura A en una cantidad menor que otra
prefijada. Simbólicamente dado ε>0 se debe encontrar un polígono Pn tal que la diferencia
a(A) – a(Pn) sea menor que ε para n suficientemente grande. A este respecto cumple un
papel fundamental la Proposición X.1 de Los Elementos que Euclides demuestra aplicando
el axioma de Eudoxo-Arquímedes:

 «Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que
su mitad y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite
continuamente este proceso, quedará una magnitud menor que la menor de las
magnitudes dadas.»

Este enunciado que es conocido por algunos historiadores como «Principio de Eudoxo»
abre las puertas al «Método de Exhaución», con el que Eudoxo demuestra rigurosamente
los teoremas sobre el círculo, así como sobre la pirámide y el cono, que habían sido
enunciados por Hipócrates y Demócrito, respectivamente, y que aparecerán en Los
Elementos de Euclides en las Proposiciones XII.2, XII.5 y XII.10.

El Principio de Eudoxo permite estimar el error que se comete en cada paso del método de
Antifón. En efecto, es fácil ver que, inscribiendo un cuadrado en un círculo, la diferencia
entre ambos es menor que la mitad del área del círculo. Si ahora se considera el octógono
inscrito, se puede ver que la diferencia entre cada segmento circular (determinado por el
cuadrado y el círculo) y el triángulo isósceles descrito anteriormente que determina dos
lados del octógono, es menor que la mitad del segmento circular. Partiendo de un círculo y
un cuadrado (por pequeño que sea), continuando el proceso anterior, se resta
reiteradamente a una cantidad otra cantidad superior a su mitad (en primer lugar al círculo
se le resta el cuadrado, en segundo lugar a los segmentos circulares resultantes los
triángulos isósceles que determinan el octógono, y así sucesivamente); aplicando el
Principio de Eudoxo suficientemente, alcanzaremos un polígono inscrito, cuya diferencia con
el círculo es menor que el cuadrado pequeño prefijado.

Simbólicamente, dado un círculo C y un número ε>0 se puede encontrar un polígono regular
P inscrito en C tal que a(C) – a(P)<ε («Lema de exhaución del círculo»).
Este resultado permite demostrar rigurosamente mediante el típico argumento de la doble
reducción al absurdo el ya aludido teorema de Hipócrates (Elementos XII.2)

«Los círculos son entre sí como los cuadrados de sus diámetros.»

En efecto, sean C y D círculos de diámetros c y d; el teorema enuncia que a(C)/a(D)=c2/d2.
La demostración consiste en probar que cualquiera de las desigualdades conduce a
contradicción.
Supongamos que en vez de la igualdad se verifica a(C)/a(D)<c2/d2. Entonces
a(D)>[a(C)·d2]/c2=h. Sea ε=a(D) – h. Según el resultado anterior se puede encontrar un
polígono Q inscrito en el círculo D tal que a(D) – a(Q)< ε=a(D) – h. Por tanto a(Q)>h. Sea P
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el polígono regular semejante a Q, inscrito en el círculo C. Ahora bien, según la Proposición
XII.1 de Los Elementos («los polígonos semejantes inscritos en círculos son  entre sí como
los cuadrados de los diámetros»), a(P)/a(Q)= c2/d2=a(C)/h. Se tiene h/a(Q)=a(C)/a(P)>1. Por
tanto h>a(Q) lo cual es una contradicción. Luego no es cierto que a(C)/a(D)< c2/d2.
Intercambiando los papeles entre los círculos se demuestra análogamente que no es cierto
que a(C)/a(D)>c2/d2. De donde concluimos que la igualdad es cierta.
Aplicando también el lema de exhaución del círculo mediante polígonos inscritos, se puede
demostrar, asimismo, mediante una doble reducción al absurdo, que al igual que para el
prisma el volumen del cilindro es el producto del área de su base por su altura.
Habiéndose convertido el infinito en tabú, por el misterio que le envolvía, es reprimido o se le
camufla a través del Axioma de continuidad, el Principio de Eudoxo y el Método de
Exhaución, procedimientos que según hemos visto son la traducción geométrica de la
operación de paso al límite. Aceptando de una vez por todas el Axioma de continuidad, los
griegos ya no tendrán que recurrir en cada construcción, como Antifón y Bryson, a una
nueva evidencia intuitiva. El Método de Exhaución de Eudoxo proporciona al desarrollo
matemático una consistencia lógica absoluta, transformando en rigurosos los argumentos
infinitesimales simplemente plausibles de sus antecesores.
Sobre el nombre de Método de Exhaución conviene observar que es bastante inapropiado
porque nunca se llega a agotar, con los polígonos que van aproximando, la figura cuya
magnitud se quiere estudiar. Es más, la exhaución paradójicamente pretende resolver
rigurosamente el problema de la inexhaustividad del infinito. De hecho el nombre del método
no lo utilizaron los griegos, sino que es una desafortunada acuñación introducida en el siglo
XVII por Gregory de Saint Vincent, pero su uso se ha hecho habitual en la literatura
Matemática, aunque alguno de los más importantes estudiosos de Arquímedes, como
E.J.Dijksterhuis se resisten a llamarlo así y prefieren denominarle el método indirecto del
proceso infinito.

La Proposición X.1 de Los Elementos
de Euclides (edición de I. Barrow,
Londres, 1678).
La Proposición I del Libro X es una
de las más importantes de Los
Elementos de Euclides. En ella se
demuestra el Principio de Eudoxo que
es la base preliminar del Método de
Exhaución –instrumento fundamental
de la Geometría griega para la
resolución de los problemas
infinitesimales de cuadraturas y
cubaturas–.
El Método de Exhaución preside la
obtención de los resultados euclídeos
del Libro XII sobre círculos, esferas,
pirámides, cilindros y conos.
Arquímedes atribuyó la obtención de
muchos de estos resultados a
Demócrito y las demostraciones
rigurosas de los correspondientes
teoremas a Eudoxo, de quien Euclides
adaptaría el material para la
redacción de Los Elementos.
El propio Arquímedes aplicaría con
gran brillantez y pericia el Método de
Exhaución en las obras Sobre la
Cuadratura de la Parábola, Sobre la
Esfera y el Cilindro, y otras para
demostrar sus famosas cuadraturas y
cubaturas que había descubierto
mediante su original método
mecánico.
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Platón dando una lección de Geometría a sus discípulos en La Academia de Atenas (Mosaico
procedente de Pompeya. Mansión de Siminio Estéfano, siglo I a.C. Museo Arqueológico, Nápoles).
Según otras interpretaciones, este mosaico podría representar a los Siete Sabios de Grecia.
Con la fundación en 387 a.C. de La Academia de Atenas, Platón crea el centro más importante de
especulación matemática y filosófica de la Antigüedad.
Una de las principales contribuciones de la Academia platónica a la Matemática nace de su
profunda comprensión del problema de los inconmensurables y su consiguiente sustitución de las
concepciones aritméticas del Pitagorismo original por presupuestos geométricos.
Sin duda alguna, la mayor aportación de la Academia platónica a las cuestiones infinitesimales, y
una de las más importantes en la Matemática en general, fue la brillante solución que le dio
Eudoxo –el más importante de sus matemáticos– a la correspondiente crisis de fundamentos, con
la Teoría de la Proporción que pasó al Libro V de Los Elementos de Euclides, uno de los más
importantes de toda la obra euclídea. Sobre ello afirma uno de los grandes matemáticos del siglo
XX, G.H. Hardy en su famosa obra Apología de un matemático (Nivola. Madrid, 1999. pp.98–99):

«Eudoxo construyó una profunda teoría que aparece descrita en el Libro V de Los Elementos de
Euclides, y que es considerada por muchos matemáticos modernos como el logro más depurado
de las Matemáticas griegas. Esta teoría es sorprendentemente moderna en espíritu, y puede ser
considerada como el principio de la moderna teoría de números irracionales, que ha
revolucionado el Análisis Matemático y ha tenido mucha influencia en la filosofía reciente.»

Realmente el trabajo de Eudoxo ha sido uno de los más influyentes en la Historia de la
Matemática. Por una parte, su definición de igualdad de razones –que guarda una gran similitud
con las cortaduras que utilizó Dedekind en el siglo XIX para la fundamentación del conjunto de
los números reales–, permitió salvaguardar el legado pitagórico mediante la reconstrucción de las
pruebas de los teorema pitagóricos que involucraban proporciones, y por otra, su Método de
Exhaución se convirtió en un instrumento fundamental en la Geometría griega para la resolución a
los problemas infinitesimales, que al emplear un sistema indirecto de prueba, no requiere un
proceso explícito de paso al límite. En efecto, con el Método de Exhaución de Eudoxo, tanto
Euclides –en el Libro XII de Los Elementos– como Arquímedes –en las obras Sobre la Cuadratura
de la Parábola, Sobre la Esfera y el Cilindro, y otras– pudieron alcanzar, con todo rigor, los mismos
resultados sobre cuadraturas y cubaturas que cuando se efectúan investigaciones propiamente
infinitesimales mediante la potencialidad aritmética del uso de los límites.

LOS PROBLEMAS INFINITESIMALES
EN LA ACADEMIA DE PLATÓN
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Las cuestiones infinitesimales en La Física de Aristóteles
Los inconmensurables inauguran en el mundo griego los problemas infinitesimales
asociados a la continuidad de los entes geométricos, que enfrentan la infinita divisibilidad de
los segmentos con la existencia de indivisibles. Estos asuntos fueron objeto de polémica
sobre la constitución de la materia y la estructura del continuo entre los filósofos de la
Academia posteriores a Platón y los pensadores del Liceo de Aristóteles. Mientras la
Academia dirigida por Xenócrates, defendía los indivisibles fijos, el Liceo, dirigido por
Aristóteles, en sus especulaciones sobre la naturaleza del infinito, la existencia de
indivisibles o infinitesimales, mantenía la continua divisibilidad de los entes geométricos.
Para Aristóteles «el continuo es infinitamente divisible» (Física, Libro III, Cap.7, 207b).
Estas concepciones de Aristóteles arrancan de la crítica a las concepciones pitagóricas que
expone en el Libro I de La Metafísica (985b, 986a). El misticismo numérico de los pitagóricos
describía las formas geométricas mediante números como parte de su doctrina acerca de
que todas las cosas son números y por tanto la base de la naturaleza es numérica porque
los cuerpos sólidos se componen de superficies, las superficies de planos, los planos de
líneas y las líneas de puntos, y, en su concepción geométrica del número, los pitagóricos
identificaban puntos y unidades. La concepción pitagórica sobre la generación de figuras
geométricas es criticada por Aristóteles en el Libro VII de La Metafísica (1036b): «La
continuidad es la materia de las figuras geométricas y el número el elemento formal», de
modo que para él «una línea es lo que se extiende entre dos puntos» más bien que «dos
puntos colocados uno al lado del otro constituyen en sí una línea». Esto es la teoría del flujo
que rechaza la existencia atomística de partes intrínsecamente indivisibles al defender la
divisibilidad de los segmentos ad infinitum.

Aristóteles considera toda magnitud finita, pero, como admite la infinita divisibilidad, rechaza
el atomismo geométrico. La antinomia entre rechazo o admisión del infinito es resuelta
acuñando los términos «actual» y «potencial». Un infinito «en acto», es decir, un todo
constituido de una infinidad actual de cosas dadas, no puede ser pensado como inteligible;
sin embargo si se puede pensar en una magnitud creciente por encima «en potencia» de
todo límite, o en una serie de magnitudes cada vez más pequeñas que «en potencia»
pueden hacerse más pequeñas que cualquier magnitud. Pero estas magnitudes, que no
están dadas como una infinidad acabada, siendo susceptibles de prolongación «tanto como
se quiera», puede decirse que son infinitas «en potencia». No obstante la doctrina
aristotélica se hace confusa, por razones metafísicas, cuando se aplica al número, porque
afirma el infinito extensivo del número, pero niega su divisibilidad indefinida. En efecto, hay
un pasaje de la Física donde sintéticamente Aristóteles aplica la Teoría de la potencia y el
acto, pero donde manifiesta el confusionismo aludido (Física, Libro III, Cap.7, 207a):

«El número, en un proceso de disminución hacia el mínimo, tiene un término; mientras, en
un proceso de aumento, siempre se ve excedida cualquier cantidad que se tome. En las
magnitudes, en cambio, ocurre todo lo contrario; pues en un proceso que tienda al mínimo,
queda excedida negativamente toda magnitud; mientras que en un proceso de aumento no
existe una magnitud infinita. [...]. En un proceso hacia el más, el número es siempre
inteligible, ya que la magnitud se puede dividir indefinidamente por la mitad. Por esta razón
existe el infinito en potencia, pero de ninguna manera en acto.»

La aplicación del infinito potencial a la división de un segmento de recta conducirá a los
Infinitesimales, mientras que la aplicación de un infinito actual a la división de un segmento
de recta en un número infinito de puntos introduce los Indivisibles, que sobre todo con
Cavalieri se convirtieron en un poderoso soporte heurístico del  Cálculo  infinitesimal.
La polémica entre la Academia y el Liceo tuvo una gran repercusión ulterior en el desarrollo
conceptual de la Matemática, inaugurando la dualidad Infinitesimales–Indivisibles, que
establece la tradición cinemática representada por Arquímedes, Oresme, Galileo, Torricelli,
Roberval, Barrow y Newton frente a la tradición atomística representada por Demócrito,
Kepler, Cavalieri, Fermat, Pascal,  Huygens y Leibniz.
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LO  INFINITESIMAL  EN  LA  FÍSICA  DE  ARISTÓTELES

Sellos con la efigie de Aristóteles. El primero reproduce un busto atribuido a Lisipo que se exhibe en el
Kunsthistorisches Museum de Viena. El segundo representa un busto que se conserva en el Museo del Louvre.

La Teoría de la Proporción de Eudoxo tiene una gran
influencia en la concepción que Aristóteles y El Liceo
tienen sobre el infinito. De hecho en la Física donde
expone su concepción sobre el infinito, la continuidad,
la divisibilidad de magnitudes y el movimiento,
Aristóteles conjuga el Axioma de continuidad con el
Principio de Eudoxo cuando indica que al adicionar
continuamente a una cantidad finita se sobrepasará
toda otra cantidad finita y al sustraer continuamente de
una cantidad se llegará a una cantidad menor que
cualquier otra (Física, Libro VIII, Cap.10, 266b) :

«Sumando siempre algo al finito, se sobrepasará
todo finito; igualmente restándole algo, vendremos a
caer por debajo de todo finito.»

He aquí una descripción del infinito potencial en la
Matemática, basado en la idea de «tan grande o tan
pequeño como se quiera» del Método de Exhaución de
Eudoxo, que destierra el infinito actual de la
Matemática y que servirá ulteriormente de base a la
noción de límite del Cálculo Infinitesimal. En palabras
de Aristóteles (Física, Libro III, Cap.7, 208a) :

«Los matemáticos actualmente no precisan del
infinito en sus estudios, ni lo emplean en ellos, sino
que conciben la existencia de una magnitud finita
tan grande como se quiera.»

Para Aristóteles el infinito es como una ilusión del
pensamiento que siempre puede traspasar en potencia
un límite prefijado, pero distingue la cuestión del
infinitamente grande y el infinitamente pequeño en las
magnitudes y en los números.
En su exploración del infinito parece que para
Aristóteles lo discreto y lo finito son objeto de la
ciencia, reservando para la metafísica la virtualidad del
continuo y del infinito.

Portada del Libro VIII de La Física de
Aristóteles. Venecia, 1617.
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Los inconmensurables y la estructura euclídea de la Geometría griega
Una de las consecuencias más importantes de la crisis de fundamentos que provoca en la
Matemática griega la aparición de los inconmensurables es de índole metodológico. La
Academia platónica impone el supremo rigor lógico por encima de cualquier otro valor, lo
que cristaliza en la sistematización axiomático-deductiva de la geometría griega elemental
en la compilación enciclopédica de Los Elementos de Euclides, estableciendo un severo
modelo de exposición y demostración en Matemáticas, que presidirá casi toda la producción
Matemática posterior, o por lo menos la que nos ha llegado en los grandes tratados clásicos.
La solución de la crisis de los irracionales con la teoría de magnitudes de Eudoxo que quedó
plasmada en el Libro V de Los Elementos de Euclides, constituyendo a partir de entonces la
médula de la Geometría griega, fue un magnífico éxito científico, pero tomó una excesiva
forma geométrico-deductiva bajo la filosofía platónica. Cierto que en ese momento la crisis
no podía solventarse con la definición de número irracional, ya que ello hubiera precisado un
desarrollo considerable de las técnicas de la Aritmética de la computación, lo que no podía
darse en un ambiente científico dominado por el idealismo platónico, que despreciando el
estudio de la dimensión sensible de la realidad, rechazaba de forma elitista las aplicaciones
prácticas por considerarlas corruptoras y degradantes. Si los científicos griegos no idearon
un sistema de numeración manejable, mal podían prestar atención a las cuestiones
calculísticas, que, además, eran objeto de una actividad, que llamaban Logística, de rango
intelectual inferior a la Aritmética, de modo análogo a como de las aplicaciones prácticas de
la Geometría se ocupaba una actividad inferior que llamaban Geodesia.
Así pues, lo inconmensurable impuso la omnipresencia de la Geometría en la Matemática
griega. Al limitar la Aritmética al estudio de los enteros –y siempre en forma geométrica– se
impidieron desarrollos de tipo algebraico, de modo que el Algebra se hizo retórica y
geométrica, con toda ausencia de un aparato simbólico y algorítmico.  Esta realidad produjo
un doble efecto a tener en cuenta para entender el desarrollo de la Geometría griega.
Por una parte, los limitados conceptos numéricos de los griegos no permitían asignar a las
figuras geométricas números que midieran sus áreas o sus volúmenes y por tanto tenían
que calcular directamente con las figuras, que se trataban como magnitudes. Para llevar a
cabo la cuadratura o cubatura de una figura –en nuestro lenguaje, el volumen–, los griegos
debían encontrar la razón de la figura y otra figura previamente conocida, por ejemplo la
razón entre un segmento de parábola y un triángulo inscrito, como hace Arquímedes en
Sobre la Cuadratura de la Parábola o en la Proposición I de El Método. Es por ello por lo
que los griegos desarrollaron, como se ha visto, una muy perfeccionada teoría de
magnitudes y proporciones, sobre todo por parte de Eudoxo.
Por otra parte esta limitación algebraica hizo imposible la introducción de nuevas curvas por
medio de ecuaciones. Las curvas se obtenían constructivamente mediante lugares
geométricos o intersección de superficies y también a través de relaciones de áreas o
longitudes, que daban la propiedad de definición de la curva, lo que Apolonio llamaba el
«Symptoma» de la curva. De esta forma, el elenco de curvas que manejaron los griegos
hubo de ser necesariamente muy limitado (las cónicas de Menecmo y Apolonio, la espiral de
Arquímedes, la cuadratriz de Hipias o Dinóstrato, la cisoide de Diocles, la hipopede de
Eudoxo, la concoide de Nicomedes, y pocas más).
Además, de acuerdo con el punto de vista de la Filosofía eleática, la Geometría griega, con
la excepción de la de Arquímedes, adquirió un carácter estático, como secuela del papel
escaso que tuvo en la ciencia griega los conceptos de movimiento y variación continua de
cantidades. Así por ejemplo, para Euclides, un círculo no es el resultado de un movimiento
de giro de un segmento en torno a uno de sus extremos, sino el conjunto de todos los
puntos que equidistan de un punto fijo. El concepto se expresa así en lenguaje eleático,
mediante la descripción de la esencia y no mediante la descripción del fenómeno de la
generación del círculo, es decir en términos ontológicos y no en términos físicos. Los griegos
sólo estudiaron el movimiento uniforme –circular o lineal– y no discutieron los fenómenos de
cambio o variabilidad en términos cuantitativos. En este sentido puede decirse que la
ausencia de una auténtica Cinemática provocó que no se abordara la diferenciación.
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LOS  ELEMENTOS  DE  EUCLIDES  Y  LA  ESTRUCTURA
DE  LA  GEOMETRÍA GRIEGA

La crisis de los inconmensurables marcó una inflexión radical en la evolución histórica de la
Matemática griega, ya que puso fin al sueño filosófico pitagórico acerca del número como esencia
del universo, abrió el abismo entre lo discreto y lo continuo, entre lo finito y lo infinito, eliminó de
la Geometría la posibilidad de medir siempre con exactitud, privilegió la Geometría sobre la
Aritmética y el Álgebra y fue lo que imprimió a la Matemática griega una orientación geométrico-
deductiva plasmada en la compilación enciclopédica de Los Elementos de Euclides.
La necesidad de reconstruir las pruebas geométricas de los teoremas pitagóricos que involucraban
proporciones, a base de fundamentarlas en un nuevo rigor, produce, como reacción ante la crisis, la
aparición de Los Elementos de Euclides, donde la Matemática elemental de los griegos queda
rígidamente estructurada con el severo rigor que impone el método axiomático. Así pues, uno de
los objetivos principales de Los Elementos de Euclides debió ser la recopilación de la Geometría
griega elemental en un Corpus geométrico, organizado de forma lógico-deductiva, que debía
normativizar la forma definitiva en que debía de quedar el conocimiento matemático después de la
aparición de los inconmensurables. En este sentido, el Libro V contiene el instrumento para llevar a
cabo el programa euclídeo – La Teoría de la Proporción de Eudoxo– y por eso es uno de los más
importantes de esta Biblia matemática.
La revisión de los fundamentos traerá como secuela el desarrollo de la Geometría independiente de
la Aritmética, la ausencia de un Álgebra en sentido algorítmico y simbólico y por tanto un enfoque
exclusivamente geométrico de toda la Matemática griega.
El sintético estilo euclídeo de exposición y demostración, que establece un severo e impecable rigor
como supremo valor lógico y que oculta la vía heurística del descubrimiento alcanzado por vía
analítica o mecánica, se impondrá como paradigma normativo en los más importantes tratados de la
Matemática griega, en particular Las Cónicas de Apolonio y Las Obras de Arquímedes.
Pero el respeto absoluto al paradigma estilístico euclídeo cercena considerablemente las
posibilidades de expresión y oculta la vía del descubrimiento: «el ars inveniendi», quedando de
manifiesto en exclusiva la vía apodíctica: «el ars disserendi». Así sucede, por ejemplo, con el Método
de exhaución que es sólo un método de demostración de lo que se ha descubierto a priori mediante
los diversos procedimientos inventivos. Precisamente la Geometría Analítica y con base en ella el
Cálculo Infinitesimal son instrumentos que irán emergiendo a lo largo de la Historia de la
Matemática,  persiguiendo el alumbramiento de métodos que permitan fundir en un sólo acto el
descubrimiento y la demostración.

1. Primera edición en español de Los Elementos de Euclides.
2. Euclides a los pies de la Geometría. Colección Cambó de Barcelona.
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La incidencia histórica del descubrimiento pitagórico de los inconmensurables y de la
solución de Eudoxo, de la Academia platónica, a la consiguiente crisis de fundamentos

de la Matemática griega que se resuelve en Los Elementos de Euclides:

• Geometría al margen de la Aritmética y del Álgebra.
• Conversión de toda la Matemática griega en Geometría.
• Limitación operacional que impide asignar a las figuras geométricas números que midan

sus longitudes, áreas y volúmenes.
• Álgebra Geométrica. Aplicación de las áreas (Libro II de Los Elementos de Euclides ).
• Teoría de la Proporción de Eudoxo (Libros V, VI de Los Elementos de Euclides ).
• Inauguración en la Matemática griega de los problemas infinitesimales.
• Aparición de la idea de «tan pequeño como se quiera» del Método de Exhaución que produce

resultados infinitesimales análogos al ulterior cálculo de límites.
• Horror al infinito en la cultura griega.
• Teoría de la Potencia  el acto. Hilemorfismo de Aristóteles.
• Énfasis en el rigor como supremo valor de la Matemática.
• Estilo sintético-apodíctico de exposición (ars disserendi) que oculta la vía heurística del

descubrimiento (ars inveniendi) alcanzado por vía analítica o mecánica.
• Compilación de la Geometría griega elemental en Los Elementos de Euclides.
• El estilo axiomático deductivo de Los Elementos de Euclides se convierte en paradigma

canónico de exposición y demostración (Obras de Arquímedes, Cónicas de Apolonio, ...)

El origen de la Matemática griega –y en particular el inicio de las cuestiones infinitesimales– se
desarrolla en tres estadios fundamentales, cuyas figuras principales son Pitágoras, Platón y
Euclides. Cada uno de ellos aporta una singularidad esencial. Pitágoras es el instaurador de la
tradición matemática griega y el artífice de la fundamentación filosófica e ideológica de la
Matemática. Platón es la figura central en todos los sentidos; su actividad es la que confiere un
estatuto gnoseológico y ontológico a la Geometría griega. Además, creó un entorno académico
donde se potenciaron hasta el paroxismo los estudios geométricos. Euclides es el sistematizador de
todos los conocimientos precedentes. Su obra, Los Elementos, se convierte en canónica, y como tal
marca una pauta a lo largo de veintidós siglos. La tradición matemática de la Escuela Pitagórica es
recogida por Platón para ponerla en manos de Euclides, que en la compilación de Los Elementos
creará un modelo geométrico estructural paradigmático.
El descubrimiento de los inconmensurables tiene lugar en la Escuela de Pitágoras, acarreando una
crisis de fundamentos en la matemática pitagórica que es resuelta por Eudoxo, en la Academia de
Platón, mediante unos instrumentos que conformarán la estructura de la Geometría griega
elemental plasmada por Euclides en Los Elementos.

PITÁGORAS, PLATÓN Y EUCLIDES
EN LA ESCUELA DE ATENAS DE RAFAEL
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Cuadraturas y cubaturas en Euclides. El Libro XII de Los Elementos
Euclides recopila en Los Elementos gran parte de la Matemática elemental elaborada por los
matemáticos anteriores –en particular la doctrina pitagórica y la fundamentación de Eudoxo
de las cuestiones infinitesimales– y por él mismo y lo hace a base de seleccionar y
estructurar rígidamente los conocimientos matemáticos mediante el método axiomático, en
el que una vez establecidos los axiomas  y postulados, como verdades evidentes, para
demostrar los resultados ya no se emplea la intuición sino el rigor deductivo.
A fin de saber de conocer los presupuestos geométricos sobre los que se basaría
Arquímedes para la obtención de sus brillantes resultados infinitesimales, conviene, a modo
de resumen de lo anterior, relacionar sucintamente la parte de Los Elementos que interesa a
la cuestión infinitesimal.
Ya se ha mencionado que Euclides trata en el Libro V de Los Elementos la Teoría general
de la Proporción, y en particular enuncia lo que hemos llamado «Axioma de
Eudoxo-Arquímedes» o «Axioma de continuidad»:
• Definición V.4. Se dice que dos magnitudes tienen razón cuando se puede multiplicar

una de ellas de modo que supere a la otra.

También define, como se ha visto, la igualdad de razones:
• Definición V.5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razón con una

segunda magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando
cualesquiera equimúltiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la
par o sean inferiores a la par, que cualesquiera equimúltiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente.

Desarrollada en el Libro V la Teoría de la Proporción, Euclides la aplica en el Libro VI para
demostrar teoremas relativos a razones y proporciones que se presentan al estudiar
triángulos, paralelogramos y otros polígonos semejantes.
En el Libro X Euclides estudia en forma geométrica las propiedades de cierto grupo de
expresiones irracionales que hoy denominamos irracionales cuadráticos. Euclides
demuestra también en este Libro lo que hemos llamado «Principio de Eudoxo», que es la
antesala del Método de exhaución:
• Proposición X.1. Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una

magnitud mayor que su mitad y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad y se
repite continuamente este proceso, quedará una magnitud menor que la menor de las
magnitudes dadas.

Pero interesa particularmente el Libro XII de Los Elementos, con sus 18 proposiciones,
donde Euclides utiliza, de forma impecable, la doble reducción al absurdo del Método de
Exhaución de Eudoxo, para obtener el volumen de pirámides, conos, cilindros y esferas.
Euclides se prodiga en el cálculo de cuadraturas y cubaturas, aplicando el método de
exhaución en cuatro casos:
• Proporcionalidad entre círculos y los cuadrados construidos sobre sus diámetros.
• Proporcionalidad entre esferas y los cubos construidos sobre sus diámetros.
• Equivalencia entre la pirámide y la tercera parte del prisma de igual base y altura.
• Equivalencia entre el cono y la tercera parte del cilindro de igual base y altura.

Transcribimos en el cuadro siguiente la relación completa de Los enunciados de las
proposiciones del Libro XII de Los Elementos, donde aparecen los resultados aludidos sobre
cuadraturas y cubaturas:
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Cuadraturas y cubaturas en el Libro XII de Los Elementos de Euclides

oposición XII.1. Los polígonos semejantes inscritos en círculos son entre sí como los
adrados de los diámetros.
oposición XII.2. Los círculos son entre sí como los cuadrados de sus diámetros [Teorema
 Hipócrates, primera aplicación del método de exhaución de Eudoxo establecido en X.1,
e evita el paso al límite].
oposición XII.3. Toda pirámide triangular se descompone en dos pirámides triangulares
uivalentes, semejantes entre sí y a la pirámide entera, y en dos prismas equivalentes
e son mayores que la mitad de la pirámide entera.
oposición XII.4. Si dos pirámides triangulares de la misma altura se descomponen en
s pirámides equivalentes y semejantes a ellas y en dos prismas equivalentes; entonces
 bases de las pirámides están en la misma razón que los prismas

oposición XII.5. Las pirámides triangulares que tienen la misma altura son entre sí
mo sus bases.
oposición XII.6. Las pirámides que tienen la misma altura y tienen polígonos como base
n entre sí como sus bases.
oposición XII.7. Todo prisma triangular se descompone en tres pirámides triangulares
uivalentes.
Corolario. Una pirámide es equivalente a la tercera parte del prisma de la misma base y
altura.

oposición XII.8. Las pirámides triangulares semejantes son entre sí como las razones
plicadas de sus lados correspondientes.
Corolario: La pirámides que tienen como bases polígonos semejantes son entre sí como
las razones triplicadas de sus lados correspondientes.

oposición XII.9. En las pirámides triangulares equivalentes, las bases son inversamente
oporcionales a las alturas; y las pirámides cuyas bases son inversamente proporcionales
as alturas son equivalentes.
oposición XII.10. Todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma base y la
isma altura.
oposición XII.11. Los conos y cilindros que tienen la misma altura son entre sí como sus
ses.
oposición XII.12. Los conos y cilindros semejantes son entre sí como las razones
plicadas de los diámetros de sus bases.
oposición XII.13. Si un cilindro se corta por un plano paralelo a sus bases, entonces, el
indro es al cilindro como el eje es al eje.
oposición XII.14. Los conos y cilindros de bases iguales son entre sí como sus alturas.
oposición XII.15. En conos y cilindros equivalentes las bases son inversamente
oporcionales a las alturas; y los conos y cilindros cuyas bases son inversamente
oporcionales a las alturas son equivalentes.
oposición XII.16. Dados dos círculos con el mismo centro, inscribir en el círculo mayor
 polígono equilátero y de un número par de lados que no toque el círculo menor.
oposición XII.17. Dadas dos esferas con el mismo centro, inscribir en la esfera mayor un
liedro que no toque la superficie de la esfera menor.
Corolario: Poliedros semejantes inscritos en esferas son entre sí como las razones
triplicadas de los diámetros de éstas.

roposición XII.18. Las esferas son entre sí como las razones triplicadas de sus
spectivos diámetros.
40
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Los métodos de Arquímedes antecedentes del Cálculo Integral
La obra matemática de Arquímedes
El pensamiento y la obra de Arquímedes han ejercido siempre una irresistible atracción, por
su genialidad y originalidad, que hacen de su legado un manantial de savia singular para
muchos caminos de la Ciencia y especialmente de la Matemática, donde se le considera
uno de sus cultivadores más grandes de todos los tiempos. Arquímedes es reconocido, con
sorprendente unanimidad, como el más importante de los matemáticos de la antigüedad.
Sus principales obras fueron impresas y traducidas al latín por vez primera entre 1503 y
1588, ejerciendo una decisiva influencia sobre la especulación científica de esa época. En la
centuria siguiente Stevin, Galileo, Cavalieri, Kepler, Torricelli, Fermat, Wallis y Barrow
reconocerán la inmensa deuda con el «sobrehumano Arquímedes», cuya obra, pródiga en
asombrosos resultados y modelo de exposición rigurosa, constituyó un sólido punto de
partida tanto para la configuración de la nueva física como para la invención del cálculo
infinitesimal.
Euclides y Arquímedes, las dos figuras más importantes de la Matemática griega,  se sitúan
en el siglo III a. C. Si a Euclides le cabe el gran mérito de la compilación, ordenación y
sistematización de la Geometría griega elemental en sus Elementos, así como la
instauración de un estilo de presentación, a Arquímedes se le considera como el
investigador por excelencia. La obra de Euclides establece un férreo paradigma de
exposición y de demostración en Matemáticas, una especie de norma académica de
obligado respeto para todo matemático. Sin embargo Arquímedes, aunque se atiene al
estándar geométrico euclídeo establecido para la exposición, a base de fijar con antelación
las hipótesis que postula, previo a la demostración cuidadosamente rigurosa de las
proposiciones que enuncia, tiene una actuación matemática que enlaza más directamente
con el genio creador del siglo IV a.C. representado por Eudoxo, ya que el propósito
fundamental de Arquímedes no es de índole metodológica, como el caso de Euclides, sino
el aporte de nuevos resultados, la magnificación del acervo matemático. Por eso sus
escritos son brillantes memorias científicas originales en las que se da por sabido todo lo
descubierto con anterioridad.
Arquímedes era hijo del astrónomo Fidias y por tanto es probable que su primera formación
proviniera de su padre; pero enseguida se traslada de su ciudad natal, Siracusa, a
Alejandría,  que por entonces era el más importante centro de estudios del Mediterráneo y el
núcleo de la cultura helenística. Con sus dos instituciones, El Museo y La Biblioteca,
Alejandría era un foco de atracción para todos los estudiosos del momento, no sólo por
disponer de prácticamente todo el material bibliográfico conocido o por albergar a los más
importantes científicos y eruditos, sino también por el mecenazgo que oficialmente ejercía la
dinastía del fundador Ptolomeo I Soter. Así pues, Arquímedes al llegar a Alejandría, debió
encontrar un ambiente científico polarizado hacia las Matemáticas, que habiendo recibido un
enorme impulso gracias a la figura de Euclides, estaban imbuidas del modelo de
racionalidad geométrica fundado por él, y mantenido por sus epígonos, los cuales se lo
transmitirían en sus enseñanzas a Arquímedes.
Sorprende que Arquímedes, con su vocación estudiosa e investigadora, no permaneciera en
Alejandría, donde tenía un emporio científico institucional a su disposición. Se puede
conjeturar que fue la llamada de Hierón –rey de Siracusa, con quien Arquímedes estaba
emparentado–, empeñado en favorecer la cultura en su tierra natal, lo que le  indujo a
regresar a su patria. Sin embargo los motivos que impelieron a Arquímedes a abandonar
Alejandría pueden ser de índole más profunda aún que el propio patriotismo, enraizados en
su propia personalidad como científico. La ciencia alejandrina estaba muy mediatizada por la
influencia ideológica del platonismo. Con casi la única excepción de la Medicina, la cultura
helenística desarrolló una ciencia sustancialmente teórica y abstracta, que, complacida en
su idealidad en los métodos y en los contenidos, permaneció ligada al modelo teórico de la
Matemática pura, rechazando de forma elitista las aplicaciones prácticas por considerarlas
corruptoras y degradantes y despreciando el estudio de la dimensión sensible de la realidad.
Plutarco describe esta filosofía en un párrafo de su obra Vida de Marcelo (XIV):
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«[...] Platón se indispuso e indignó contra ellos [contra Arquitas de Tarento y Eudoxo
de Cnido], porque degradaban y echaban a perder lo más excelente de la Geometría
con trasladarla de lo incorpóreo e intelectual a lo sensible y emplearla en los cuerpos
que son objeto de oficios toscos y manuales.»

Es posible que fueran estos presupuestos ideológicos los que indujeran a Arquímedes a
abandonar Alejandría, consciente de que allí su espíritu científico no iba a tener un ámbito
adecuado. En efecto, la actividad investigadora de Arquímedes fue profundamente original y
diferente de la ciencia alejandrina, porque al fundir los aspectos científicos con los técnicos,
logró alcanzar una síntesis armónica que, elevándose a las más altas cotas del rigor,
produjo extraordinarios resultados al complementar la investigación teórica con las
aplicaciones prácticas. Arquímedes se enfrentó contra todos los prejuicios platónicos y en
aras de la realidad no dudó en extraer de la Mecánica y de la Geometría del mundo sensible
–en el que no hay puntos sin extensión ni líneas sin grosor y en el que todo es material–, los
elementos y recursos físicos que, contando, midiendo e incluso pesando y no haciendo
metafísica, como los platónicos epígonos de Euclides, conducen por abstracción al
conocimiento lógico.
El abismo que el idealismo de Platón había establecido entre la teoría y la práctica fue
salvado por Arquímedes con la aplicación de la técnica y de instrumentos geométricos más
allá de la Geometría que permitía la regla y el compás platónicos; por ejemplo al prescindir
de los cánones euclídeos e introducir una de las curvas más importantes de la Matemática
como la Espiral llamada de Arquímedes. Así pues, En su actividad investigadora,
Arquímedes no descarta ningún procedimiento técnico extraído del mundo físico o
geométrico sino que aprovecha cuanto habían desdeñado o proscrito los que le precedieron
–lo infinitesimal, lo mecánico, lo operativo–, y todo lo que le ofrece la realidad, por irregular y
corpórea que sea, como elementos de una investigación objetiva precedente, a la que sigue,
bajo un espíritu de rigor euclidiano, la convalidación apodíctica de todo cuanto en la fase
inventiva anterior ha intuido.
Arquímedes lleva por tanto una doble actividad como matemático, la inventiva y la
demostrativa, pero en sus grandes tratados clásicos sólo da cuenta de la segunda,
produciendo una gran admiración sus magníficos resultados matemáticos, pero también una
gran perplejidad, ante la ocultación del camino seguido en la investigación. Sólo en una
obra, El Método relativo a los teoremas mecánicos  –cuyo largo título indicaremos por EL
MÉTODO– , Arquímedes, de una forma totalmente diferente a los esquemas metodológicos
alejandrinos, con una brillante conjunción de la Mecánica y la Geometría, revela de forma
heurística, en una comunicación a Eratóstenes, las vías y los procedimientos mecánicos que
utilizaba en sus descubrimientos matemáticos. Desgraciadamente la obra de Arquímedes
desapareció, siendo recuperada por J.L. Heiberg en 1906, de modo que aunque se intuía
que Arquímedes utilizaba un método singularmente original en su investigación, permaneció
oculto durante siglos.
A pesar de que Arquímedes desarrolló su ingente labor investigadora lejos de Alejandría, no
permaneció totalmente aislado, sino que, convencido de la importancia de sus
descubrimientos,  se comunicaba con los sabios alejandrinos. Es posible que Arquímedes
viera como una necesidad la aprobación por parte de los científicos del Museo de sus
resultados matemáticos. Quizá por ello también, después de realizar sus descubrimientos
con su original método mecánico, como obedeciendo a la ciencia oficial, Arquímedes
realizaba una impecable demostración mediante el método de exhaución. No es probable
que Arquímedes hiciera esto por la persistencia en él de la influencia platónica; antes bien,
parece que él mismo, como manifiesta en el Preámbulo de EL MÉTODO, sentía necesario
confirmar sus intuiciones mecánicas con una demostración rigurosa. Así, por una parte, su
obra queda perfectamente engarzada en la rígida tradición de la Geometría griega; y por
otra, sus descubrimientos pudieron ser conocidos y ponderados por el resto del mundo
científico helénico y a través suyo permanecer para la posteridad.
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EUCLIDES Y ARQUÍMEDES
EL MAESTRO Y EL INVESTIGADOR

Euclides y Arquímedes son las dos figuras más relevantes de la Matemática griega.
Euclides es el compilador de la Geometría griega elemental y el creador de un estilo de exposición en Los
Elementos,  de modo que con independencia de sus aportes originales, en lenguaje actual diríamos que
Euclides es un gran maestro y su obra fundamental un Libro de Texto.
Como contrapunto, Arquímedes es el científico investigador por antonomasia que aunque en la exposición
se atiene al canon estilístico euclídeo al establecer a priori las hipótesis que postula previo a la rigurosa
demostración de las  proposiciones que enuncia, lo que más fascina de este sabio es la brillante creatividad
de la fase inventiva que precede a la demostrativa, en la se sustrae a los prejuicios del idealismo platónico
vigente –que marca la obra euclídea– y utiliza los recursos de la realidad física, aunque muy consciente en
todo caso del grado de rigor que subyace en esta fase primitiva de la elaboración matemática teórica.
Arquímedes compartía con Euclides la potencia demostrativa, pero en la genialidad de la invención superó
con creces a todos sus coetáneos y antecesores, magnificando de forma muy considerable el patrimonio
matemático griego con múltiples cuestiones y problemas geométricos nuevos. Arquímedes crea en dos
estadios de actividad científica, con dos métodos diferentes que se complementan, el primero intuitivo
donde se descubre y se  inventa, el segundo apodíctico donde se convalida lo intuido demostrándolo de
forma rigurosamente deductiva según el modelo euclidiano.
Los Elementos de Euclides debieron tener una misión escolar y académica en la docencia  del Museo de
Alejandría y por tanto la obra tiene un valor metodológico fundamental que se ha prolongado en la escuela
hasta hace muy pocas décadas. El propósito de la obra de Arquímedes es bien distinto. Sus escritos, que
constituyen una magnifica contribución científica, no son compilaciones sino brillantes memorias
científicas originales en las que se da por sabido todo lo descubierto con anterioridad, lo cual se explica
porque en general las obras de Arquímedes están dirigidas a matemáticos de Alejandría. El hecho de que
sus obras tengan un destinatario explica un rasgo fundamental de la mismas: un científico se dirige a otro
científico, al que considera situado en su propio nivel intelectual y de conocimientos; por ello no se siente
obligado a demorarse –como Euclides– en aclaraciones de carácter didáctico.
El estilo de Arquímedes es extraordinariamente conciso, emplea las palabras necesarias para la plena
inteligibilidad y precisión del razonamiento y no se entrega nunca a expansiones retóricas.
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ARQUIMEDES SEGÚN EL HISTORIADOR DE LA CIENCIA F.VERA

F.VERA: Breve Historia de la Geometría. Losada. Buenos Aires. 1963. Cap. IV. pp.64-65.
Arquímedes es el más científico de todos los griegos, el sabio más profundo de toda la
antigüedad clásica y el único que no prestó oídos a los cantos de sirena de los filósofos para
sólo atender a lo que veía con los ojos de la cara y con los de la inteligencia y coordinar
armoniosamente ambas visiones: la exterior para contemplar la naturaleza y descubrir sus leyes,
y la interior para hacer progresar la Matemática, tomando como punto de partida los datos
suministrados por la visión material, pues el primero que el mundo exterior es el profundo
hontanar del que mana todo conocimiento.

[...] Hombre completo y ciudadano ejemplar, Arquímedes es el primero que en la Historia de la
Técnica puede recibir el título de ingeniero en la acepción actual de esta profesión, y como
matemático en general y geómetra en particular, su nombre está en las cimas más altas.

[...] A Euclides lo podían leer todos sus contemporáneos cultos y seguir paso a paso sus
demostraciones; pero a Arquímedes no, porque era necesario tener ya una formación
matemática; Euclides sistematiza genialmente todo lo que se sabía a él, pero en sus Elementos
hay poca aportación personal, mientras que Arquímedes es todo él original, desde las ideas
hasta los métodos, perfectamente heterodoxos para la época. La Geometría estática de Euclides
se convierte en Geometría cinética con Arquímedes, quien llenó la sima platónica abierta ente
la razón pura y la experiencia, y, apoyándose en ésta, descubrió métodos generales para calcular
las áreas de las figuras curvilíneas y los volúmenes de cuerpos limitados por superficies curvas,
que aplicó al círculo, segmento parabólico, espirales, segmento esférico, cilindro, cono, esfera,
elipsoide, hiperboloide, paraboloide, etc.

______________________________

F.VERA: Arquímedes (en Científicos griegos).  Aguilar, Madrid, 1970. pp.11-13.
Dice Plutarco que los inventos fueron para Arquímedes «como juegos de Geometría».

[...] Arquímedes es, acaso, el hombre de ciencia que ha llegado a la más alta cima de la
abstracción, y, según Plutarco, la muerte le acechaba, en uno de sus momentos de éxtasis.

[...] Euclides y Arquímedes representan una orientación distinta de la ciencia llamada exacta por
antonomasia. Euclides se preocupa por ordenar, sistematizar y completar la labor de sus
antecesores, mientras que Arquímedes se plantea problemas nuevos, cuya solución le obliga a
prescindir de los métodos conocidos e inventar otros, acudiendo incluso a recursos físicos :
audacia herética para los epígonos de Euclides, cuya autoridad era indiscutible en Alejandría.

[...] Hombre antes que intelectual y ciudadano antes que sabio, Arquímedes no se encerró en la
torre de marfil de sus lucubraciones, ni permaneció al margen de la cosa pública.

[...] El abismo platónico entre teoría y práctica no existió para Arquímedes, que supo aplicar la
Técnica al resultado de su meditaciones, ni tampoco existió para él la restricción de la regla y el
compás como únicos instrumentos de la actividad matemática, al prescindir de los cánones
euclídeos.

[...] Las obras de Arquímedes no son compilaciones, sino verdaderas monografías en el sentido
actual del término, tanto por su extensión, siempre breve, como por su intensidad, siempre
grande, por lo cual puede decirse que fue un hombre moderno.

[...] Arquímedes inventó la curva espiral que lleva su nombre, determinó con rigor científico la
razón de la circunferencia  al diámetro mediante cálculos aproximados y encontró el área del
segmento parabólico haciendo pesadas teóricas.

[...] El gran siracusano echó los cimientos del Cálculo integral; determinó el centro de gravedad
del segmento parabólico; estableció el concepto riguroso de momento estático; calculo las áreas
y volúmenes de cuerpos limitados por superficies curvas, y, en su trabajo EL MÉTODO, analizó
los vínculos entre el descubrimiento y la demostración de las verdades matemáticas, dejando la
más amplia libertad par aquél  y exigiendo el rigor lógico para ésta.
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Los Elementos de Euclides en la edición de F. Domenichi,
Venecia (1793). Esta versión contiene también obras de
Arquímedes, como apunta su largo título: Degli Elementi
d’Euclide gli otto libri contenenti la Geometria de’ piani e de’
solidi... Aggiuntavi in fine la dottrina d’Archimede. En
concreto, esta edición tiene los Libros de Euclides, a
excepción de los aritméticos (VII, VIII, IX), el X y el XIII, y
también los teoremas de Arquímedes sobre la esfera, el
cilindro y el cono.
El Método de Exhaución preside la obtención de los
resultados euclídeos del Libro XII sobre círculos, esferas,
pirámides, cilindros y conos. Arquímedes atribuyó la
obtención de muchos de estos resultados a Demócrito y las
demostraciones rigurosas de los correspondientes teoremas a
Eudoxo, de quien Euclides adaptaría el material para la
redacción de Los Elementos.
En su famosa obra Sobre la Esfera y el Cilindro, Arquímedes
demostrará de forma impecable, mediante el  Método de
Exhaución, resultados obtenidos mediante el Método
Mecánico, sobre estas figuras y el cono, y en particular, la
legendaria propiedad de la razón de 2 a 3 entre la esfera y el
cilindro circunscrito, tanto en superficie total como en
volumen, presente como epitafio en su tumba de Siracusa.
La Proposición XII.2 de Los Elementos dice que la razón del
área de un círculo al cuadrado del diámetro es siempre la
misma, un hecho de gran importancia que introducía una
constante vinculada a todos los círculos y que, sin embargo,
Euclides, de acuerdo con su proceder estrictamente
geométrico, no reparó en su cuantificación. A este asunto
dedicará Arquímedes todo un libro: Sobre la Medida del
Círculo, donde obtiene una magnífica acotación del número
π, que amplía los resultados de Euclides.

EL  LIBRO  XII  DE  LOS  ELEMENTOS  DE EUCLIDES
Y  LA  INFLUENCIA  DE  EUCLIDES  SOBRE  ARQUÍMEDES

Euclide immaginato. J. van Ghent (siglo XV).
Arquímedes geómetra con vestimenta oriental.
Colección Municipal de la imprenta Bertarelli de Milán.
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LOS MANUSCRITOS DE LAS OBRAS DE ARQUÍMEDES

1. Página de la traducción al latín, de W. de Moerbeke de las Obras de Arquímedes con comentarios de Eutocius (en un
manuscrito de 1269 de la colección vaticana, Ottob. lat. 1850 fol. 37 recto math05 NS.52), que muestra la solución al
problema clásico de la duplicación del cubo en una parte del Comentario de Eutocius a la obra de Arquímedes Sobre
la Esfera y el Cilindro.

2. Página de la traducción al latín (hacia 1458) de J. de Cremona de las Obras de Arquímedes con comentarios de
Eutocius –que fue un encargo de papa Nicolás V– (en un manuscrito de la colección vaticana, Urb. lat. 261 fol. 44
verso - 45 recto math02 NS.17), que muestra el comienzo del tratado Sobre Conoides y Esferoides.

Hasta el hallazgo de J.L.Heiberg, en 1906, del palimpsesto que contenía EL MÉTODO, la fuente primigenia de las
Obras de Arquímedes era un manuscrito griego de Constantinopla del siglo IX que llegó a Europa Occidental a través
de la corte normanda de Palermo y fue utilizado para las traducciones de W. de Moerbeke y de J. de Cremona. Esta
última versión fue revisada por Regiomontano en 1468 y se convirtió en la versión estándar hasta que fue finalmente
impresa en Basilea, en 1544. En España se conservan al menos dos ejemplares de esta edición princeps, una en la
Biblioteca del  Monasterio de El Escorial y otra en la Universidad de Valladolid.
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Los escritos de Arquímedes son densas memorias científicas en las que se asumen, sin
mencionarlos explícitamente, todos los resultados matemáticos concebidos anteriormente.
Todos los escritos de Arquímedes son originales que transcienden considerablemente la
Matemática anterior y tienen la estructura euclídea de empezar postulando las hipótesis, a
las que siguen las proposiciones impecablemente demostradas, con una ocultación –salvo
precisamente en EL MÉTODO–, que parece deliberada, del proceso inventivo.
Arquímedes afrontaba y resolvía problemas que iban más allá de la Geometría tradicional, y
lo hacía sin el rigor suntuoso de sus colegas alejandrinos, aplicando a las cuestiones
geométricas razonamientos análogos a los empleados en las cuestiones mecánicas. En los
contenidos trascendió de forma considerable Los Elementos de Euclides. Así, por ejemplo,
consiguió obtener la primera cuadratura de la parábola, comunicando a los científicos de
Alejandría el procedimiento mecánico del que se sirvió para descubrir el resultado, así como
la demostración rigurosa, en su tratado Sobre la Cuadratura de la Parábola, en cuyo
preámbulo dirigido a Dositeo, Arquímedes escribe:

«[...] Pero ninguno de mis predecesores, que yo sepa, ha buscado la cuadratura del
segmento comprendido por una recta y una sección de cono rectángulo, problema
cuya solución he encontrado [...].»

Efectivamente, la cuadratura de la parábola es el primer ejemplo histórico de la obtención de
un área limitada por curvas y rectas.
Análogamente Arquímedes tiene conciencia de la originalidad e importancia de los
resultados sobre la esfera, el cilindro y el cono, en donde no sólo considera los volúmenes
de estas figuras, sino que va más allá del Libro XII de Los Elementos de Euclides, al
estudiar también las superficies, llegando a obtener la cuadratura de la esfera. En el
preámbulo de su obra Sobre la Esfera y el Cilindro, Arquímedes dice:

«[...] Aunque estas propiedades eran inherentes a las figuras a que acabo de referirme
[la esfera y el cilindro], no habían sido conocidas por quienes me han precedido en el
estudio de la Geometría [...].»

En Sobre el Equilibrio de los Planos Arquímedes estudia las leyes del equilibrio de la
palanca. Esta obra de Matemática aplicada, construida con el rigor habitual, nos permite
asegurar que desde un principio Arquímedes se inhibió de los escrúpulos del idealismo y el
purismo platónicos, que censuraba toda aplicación práctica a la Matemática. Arquímedes, al
contrario, quiebra los esquemas ideológicos vigentes del euclidianismo platónico que ligan la
ciencia exacta con la reflexión abstracta y trasciende los límites de la teoría pura al vincular
estrechamente la investigación teórica con sus aplicaciones prácticas
Asimismo, en su tratado Sobre la Medida del Círculo, Arquímedes va mucho más allá de la
Geometría de Euclides, ya que no sólo trata el área del círculo que Euclides –en la
Proposición XII.2 de Los Elementos– había establecido –con base en Eudoxo– que era
proporcional al cuadrado del diámetro, sino que al considerar la circunferencia obtiene un
valor aproximado del número π.
También en Sobre las Espirales Arquímedes inventa, construye y estudia una nueva curva,
la espiral, que todavía lleva su nombre, resolviendo entre otros el problema de cuadrar la
porción limitada por las espiras de la curva.
Finalmente en Sobre Conoides y Esferoides, Arquímedes estudia sólidos de revolución, de
los que nadie se había ocupado con anterioridad.
Exceptuando ciertas obras menores (El Stomachion, El Libro de los Lemas y El Problema de
los bueyes), en los restantes tratados Arquímedes demuestra importantes resultados sobre
la determinación de áreas, volúmenes y centros de gravedad, que actualmente se obtienen
con el Cálculo Integral. En el siguiente cuadro se describen muy sucintamente el contenido
de las obras de Arquímedes sobre cuestiones infinitesimales:
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LAS PRINCIPALES OBRAS DE ARQUÍMEDES CON SUS

SULTADOS MATEMÁTICOS MÁS IMPORTANTES SOBRE

CUESTIONES INFINITESIMALES

obre la Esfera y el Cilindro: 
esultados sobre la esfera, el cono y el cilindro, en particular la legendaria
ropiedad de la razón de 2 a 3 entre la esfera y el cilindro circunscrito, tanto
n superficie total como en volumen.

obre la Medida del Círculo: 
esultados sobre la equivalencia entre el círculo y el triángulo de base la

ircunferencia del círculo y altura el radio (es decir, reducción de la
uadratura del círculo a la rectificación de la circunferencia), y cálculo
proximado de la razón entre la circunferencia y el diámetro (valor
proximado del número π).

obre Conoides y Esferoides: 
esultados sobre la razón entre segmentos de elipsoides, paraboloides e
iperboloides de revolución y los conos de igual base y eje.

obre las Espirales: 
esultados sobre el área encerrada por las espiras de «La Espiral de
rquímedes» y rectificación de un arco de la circunferencia mediante esta

urva.

obre el Equilibrio de los Planos:
esultados sobre el centro de gravedad de figuras poligonales, del

egmento de parábola y del trapecio parabólico. Aunque es un tratado de
stática, formalmente sigue la línea euclídea con definiciones, postulados y
emostraciones en los que además de conceptos geométricos se utilizan el
eso y el centro de gravedad de figuras. En este escrito Arquímedes formula

a famosa «Ley de la palanca».

obre la Cuadratura de la Parábola:
esultados sobre la cuadratura de un segmento de parábola, primero
ediante recursos de estática extraídos de Sobre el Equilibrio de los Planos

 después mediante consideraciones geométricas.

obre los Cuerpos Flotantes: 
esultados sobre la posición de equilibrio de un segmento de paraboloide
e revolución parcialmente sumergido en un fluido. En este tratado,
laborado también a la manera euclídea, aparece el famoso «Principio de
rquímedes» de la Hidrostática.

l Método sobre los teoremas mecánicos:
Arquímedes pone de manifiesto el procedimiento heurístico seguido en el
escubrimiento de los resultados matemáticos.
48
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ALGUNAS  PÁGINAS  DE  OBRAS  DE  ARQUÍMEDES  EN
ARQUÍMEDES  OPERA  OMNIA  ( BASILEA, 1544).

1. Portada de Archimedis Opera Omnia, Basilea, 1544. Ejemplar de la Biblioteca del  Monasterio
de El Escorial. Esta edición forma parte de la Edición Princeps de las Obras de Arquímedes.

2. Página de  Sobre la Medida del Círculo.
3. Página de  Sobre las Espirales.
4. Página de  Sobre la Cuadratura de la Parábola.
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ALGUNAS  PÁGINAS  DE  OBRAS  DE  ARQUÍMEDES  EN
ARQUÍMEDES  OPERA  OMNIA  ( BASILEA, 1544).

1. Portada de Archimedis Opera Omnia, Basilea, 1544. Ejemplar de la Universidad de Valladolid.
2. Página de Sobre el Equilibrio de los Planos.
3. Página de Sobre la Medida del Círculo.
4. Página de  Sobre Conoides y Esferoides
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Arquímedes demuestra los resultados matemáticos relacionados anteriormente mediante el
método de exhaución de Eudoxo que confiere un rigor lógico impecable al argumento
matemático pero tiene ciertas servidumbres. En primer lugar suele resultar bastante
engorroso el establecimiento de las desigualdades básicas que se necesitan para iniciar una
doble reducción al absurdo, lo que hace onerosa la lectura de las obras de Arquímedes,
pero lo más grave es que este método obliga a conocer previamente el resultado a
demostrar, es decir carece de valor heurístico, no sirve para encontrar nuevas verdades sino
sólo para demostrar aquellas de las cuales ya se tiene un conocimiento previo. El método de
exhaución es pues un método de demostración y no de descubrimiento, precisando ser
complementado a priori con otro método, ya sea analítico o mecánico, para descubrir los
resultados.
Siendo esto así, surge de forma natural la pregunta acerca de cómo conocía y obtenía
Arquímedes los magníficos resultados que luego demostraba con un rigor absoluto, porque
en ninguna de las obras citadas en el apartado anterior Arquímedes sugiere lo más mínimo
al respecto. Cabe decir que en los casos sencillos, Arquímedes puede haber llegado
intuitivamente a los resultados por vía inductiva. Por ejemplo, relacionando un polígono con
el cuadrado construido sobre el diámetro de su círculo circunscrito, sabiendo que las áreas
de dos polígonos regulares de igual número de lados están en razón como los cuadrados
correspondientes aludidos (Euclides, XII.1), razonando inductivamente resulta plausible que
la misma razón se mantenga para los propios círculos (Euclides, XII.2). Así se aventuraría
un resultado –ya conocido por Hipócrates de Quíos–, que el método de exhaución –aplicado
por Eudoxo– confirmaría plenamente a posteriori.
Pero el alcance de la intuición tiene sus límites:
• ¿Cómo se puede intuir que «la superficie de la esfera es cuatro veces un círculo

máximo»?
• ¿Cómo se puede inducir que «el área de la primera vuelta de la espiral es un tercio del

primer círculo»?
• ¿Cómo se puede augurar que «el área de un segmento parabólico es cuatro tercios del

área del triángulo inscrito de la misma base y altura sobre el eje»?
• ¿Cómo se puede vaticinar que «el volumen del segmento de paraboloide de revolución

es tres medios el del cono de igual base y altura»?
Ante estos sorprendentes descubrimientos, no es extraño que muchos matemáticos
creyeran que Arquímedes disponía de un método milagroso que aplicaba en sus
investigaciones.
Cuando en el Renacimiento y siglos posteriores tiene lugar la recuperación, reconstrucción y
divulgación del legado clásico griego y en particular se difunde un entusiasta interés por las
obras de Arquímedes, todos los estudiosos, impresionados por estos trabajos, se formulan
las anteriores preguntas, sintetizadas en la formulación de la siguiente: 
¿Cómo había alcanzado Arquímedes sus impresionantes resultados sobre cuadraturas y
cubaturas, que luego demostraba rigurosamente mediante el método de exhaución?
Como bien señaló Galileo, en la práctica de la investigación científica y en particular en la
investigación matemática siempre existe un dualismo metódico, dos momentos distintos y
consecutivos en el proceder, la fase de la invención, intuitiva, no rigurosa y cargada de
hipótesis, sugerencias, analogías, argumentos plausibles y razonamientos informales, es el
«ars inveniendi» o vía del descubrimiento; y la fase apodíctica, donde se impone el rigor, el
«ars disserendi» o vía de la demostración. De ambas vías que son complementarias en la
investigación científica, ¿dónde está en Arquímedes el primer camino?
Ignorada por todos la forma en que Arquímedes había alcanzado sus descubrimientos,
muchos matemáticos albergaron la sospecha de que Arquímedes disponía de un método
que aplicaba en sus investigaciones, una vía de descubrimiento que no surge ante el lector
de sus obras y que parece haber ocultado premeditadamente para la posteridad, «por
audacia perniciosa», como diría Descartes en la Regla IV de sus Reglas para la dirección
del Espíritu.
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Así por ejemplo Torricelli manifiesta en el Proemio de su Opera Geometrica (Florencia,
1644):

«Los geómetras antiguos empleaban en sus demostraciones un método diferente al
seguido en la fase inventiva y procedían así, entre otras razones, para ocultar el
secreto del arte.»

También Wallis, que tuvo a su cuidado una edición de las Obras de Arquímedes, publicada
en Oxford en 1676, escribía:

«Al parecer Arquímedes ocultó adrede las huellas de su investigación, como si hubiera
sepultado para la posteridad el secreto de su método de investigación.»

Asimismo, Barrow, que se encargó también de una edición en latín de las Obras de
Arquímedes, que se publicó en Londres en 1675, se manifestaba en estos términos:

«Al no poder imaginar qué ingenio mortal pueda llegar a tanto mediante la virtud del
razonamiento, estoy seguro que Arquímedes se vio ayudado por el Álgebra, a la que
conocía en secreto y que ocultaba de forma estudiada.»

Efectivamente Arquímedes poseía un método de investigación, que plasmó en su obra EL
MÉTODO, en la que mediante procedimientos reconocidos por él mismo como no rigurosos,
descubría sus famosos teoremas matemáticos. Pero fueron, como veremos, los avatares
históricos y no su voluntad, quien lo dejó oculto para la posteridad. En palabras de E. Rufini
(en Il Metodo d'Archimede e le origine dell'analisi infinitesimale nell'antichità, Feltrinelli, 1926,
p.91):

«[....] La obra escasamente estudiada y quizá poco comprendida por los propios
griegos, cayó fatalmente en un completo olvido.»

EL MÉTODO es una obra singular de Arquímedes, porque en ella se decide a revelar a la
comunidad matemática alejandrina, en carta dirigida a Eratóstenes, la vía de investigación
de cuestiones matemáticas por medio de la mecánica, un método que Arquímedes utilizaba
en sus descubrimientos y que había omitido en todos los restantes escritos científicos. La
combinación de Geometría y Estática que Arquímedes había hecho en Sobre el Equilibrio de
los Planos y en Sobre los Cuerpos Flotantes para establecer rigurosamente ciertas
propiedades relacionadas con el equilibrio de ciertos cuerpos geométricos, la realiza de
nuevo en EL MÉTODO para descubrir e investigar resultados, que, obtenidos de forma
mecánico-geométrica, demostrará de forma rigurosa en sus tratados científicos.
EL MÉTODO de Arquímedes es un magnífico informe científico sobre un método de
investigación y de argumentación plausible en Geometría, ilustrado con algunos ejemplos,
unos conocidos y otros nuevos, donde Arquímedes da muestras de una pericia y de una
imaginación teórica inefables, así como de una intuición que se mueve con un increíble
instintivo olfato matemático. En realidad EL MÉTODO es una memoria científica muy
elaborada, bastante singular por su carácter metodológico dentro del conjunto de los
grandes tratados de la Geometría griega, pero es fácil tomarlo por un escrito más de
Arquímedes, estructurado con el mismo rigor. Claro está que el propio Arquímedes lo
desmiente cuando manifiesta a Eratóstenes en el preámbulo de EL MÉTODO:

«[...] He creído oportuno exponerte por escrito y desarrollar en este mismo libro las
particularidades de un método, por medio del cual te será posible iniciar la
investigación de ciertas cuestiones matemáticas por medio de la mecánica. Estoy
convencido, además, de que dicho método no será menos útil para demostrar los
propios teoremas. Pues algunos de los que primero se me hicieron patentes
mecánicamente, recibieron luego demostración geométricamente, habida cuenta de
que la investigación hecha por este método no comporta demostración [...].»
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LA RECONSTRUCCIÓN DEL MÉTODO DE ARQUÍMEDES POR HEIBERG

1. Imagen venerable de Johan Ludving Heiberg (1854-1928).
2. Página 41r del palimpsesto encontrado por Heiberg con la obra EL MÉTODO, donde

Arquímedes describe la vía heurística de sus magníficos descubrimientos matemáticos.

El gran helenista e historiador de la Matemática
J.L Heiberg exhumó, en circunstancias casi
novelescas, en 1906,  de un palimpsesto
medieval conservado en la biblioteca del
Priorato del Phanar del Patriarcado griego del
Santo Sepulcro de Jerusalén, en Constantinopla,
la obra de Arquímedes EL MÉTODO,
reproduciendo en el artículo Eine neue
Archimedeshandschrift  (en la revista Hermes,
vol.XLII, Berlín, 1907) el folio 41r.
El documento era un eucologio de los siglos XII
al XIV con textos litúrgicos escritos en un
manuscrito que contenía fragmentos de Obras
de Arquímedes. Por fortuna, el amanuense no
raspó la escritura original sino que se limitó a
lavarla escribiendo después encima.
Tras una titánica labor de arqueología
matemática, J.L.Heiberg consiguió transcribir,
letra a letra, el contenido del texto
arquimediano, situado en la escritura inferior,
reconstruir figuras semiborradas y restablecer el
orden secuencial de las hojas que había sido
muy alterado.
El contenido del palimpsesto que fue utilizado
por J.L.Heiberg para  la edición de sus
Archimedis Opera Omnia, de 1910-1913, es
considerado por los historiadores de  la
Matemática Zeuthen, Reinach, E.Rufini, Ver
Eecke, Vera y Babini como el descubrimiento
más importante de los tiempos modernos para el
conocimiento de la Historia de la Geometría
griega en general y del genio de Arquímedes en
particular.

Portada de la definitiva edición de
J.L.Heiberg de las Obras de Arquímedes,
Archimedes Opera Omnia (Leipzig, 1910-
1913), que incluye EL MÉTODO.
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Es decir, EL MÉTODO, al utilizar consideraciones mecánicas, desarrolla sugerencias que
descubren resultados por analogía que ilustran el arte de la invención con una
argumentación científica informal que establece una pauta de discurso matemático dirigida a
mostrar el carácter plausible de unas conclusiones que serán enseguida convalidadas en la
forma demostrativa vigente, es decir, mediante el método de exhaución. Pero no sólo esto,
porque la propia confirmación del resultado mediante rigurosa demostración se ve también
favorecida por la forma de descubrirlo, ya que como señala también Arquímedes:

«[...] pues es más fácil, después de haber adquirido por ese método cierto
conocimiento de las cuestiones objeto de investigación, dar luego la demostración, que
investigar sin ningún conocimiento previo.»

Los resultados que Arquímedes obtiene en EL MÉTODO y que desarrolla en forma de
proposiciones son los siguientes :

1. Determinación por el método mecánico de la cuadratura del segmento parabólico,
obteniendo que el área del mismo es cuatro tercios del triángulo de igual base y altura.

2. Determinación por el método mecánico de la equivalencia de la esfera con el cuádruple
del cono (resp. con los dos tercios del cilindro) de base el círculo máximo de la esfera y
de altura el radio (resp. el diámetro), de donde felizmente intuye que la superficie de la
esfera equivale a cuatro de sus círculos máximos, ya que, como todo círculo equivale al
triángulo cuya base es igual a la circunferencia y la altura es igual al radio, se debe
suponer que toda esfera equivale a un cono cuya base es equivalente a la superficie de
la esfera y cuya altura es igual al radio.

3. Determinación por el método mecánico de análogas equivalencias que en la
Proposición, entre un elipsoide de revolución, un cono y un cilindro.

4. Determinación por el método mecánico de la equivalencia entre un segmento de
paraboloide de revolución, de base perpendicular al eje, y los tres medios del cono de
igual base y eje que el segmento.

5. Determinación por el método mecánico del centro de gravedad de un segmento de
paraboloide de revolución.

6. Determinación por el método mecánico del centro de gravedad de un hemisferio.
7. Determinación por el método mecánico de la razón entre un segmento esférico y el cono

de igual base y altura.
8. Determinación por el método mecánico de la razón entre un segmento de elipsoide de

revolución y el cono de igual base y altura.
9. Determinación por el método mecánico del centro de gravedad de un segmento esférico.

10. Determinación por el método mecánico del centro de gravedad de un segmento de
elipsoide de revolución.

11. Determinación por el método mecánico del volumen y centro de gravedad de un
segmento de hiperboloide de revolución.

12. 13. Determinación por el método mecánico de la equivalencia de la uña cilíndrica  y la
sexta parte de todo el prisma circunscrito al cilindro.

14. Determinación mecánico-geométrica del volumen de la uña cilíndrica.
15. Determinación geométrica (por el método de exhaución) del volumen de la uña cilíndrica.
16. Determinación mecánica de la equivalencia de la bóveda cilíndrica y los dos tercios del

cubo correspondiente.

De las 16 proposiciones de EL MÉTODO veremos, a continuación,  las dos primeras– la
cuadratura del segmento parabólico y la cubatura de la esfera– que, además, son las más
significativas.
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El método mecánico de Arquímedes
PROPOSICIÓN I:  La Cuadratura del segmento parabólico
Sea ABC un segmento parabólico comprendido entre la recta AC y la sección
ABC de un cono rectángulo (parábola); divídase AC por la mitad en D y trácese
la recta DBE paralela al diámetro de la parábola, y uniendo B con A y B con C,
trácense las rectas AB y BC. El segmento parabólico ABC es cuatro tercios del
triángulo ABC.
Trácense por los puntos A y C la recta AZ paralela a DBE y la CZ tangente al segmento
parabólico en C; prolónguese CB hasta T y sea KT igual a CK. Considérese CT como una

palanca, siendo K su punto medio, y sea MQ una
recta paralela a ED.
Puesto que CBA es una parábola  y que CZ es
tangente a ella «la subtangente relativa a un punto de
la parábola es doble de la abcisa de este punto», es
decir EB es igual a BD.
De la semejanza de los triángulos ZKC, MNC y EBC,
así como KAC, NQC Y BDC se deduce [Euclides
VI.4] las igualdades de segmentos:
MN = NQ y ZK = KA al ser EB=BD.
Aplicando una relación conocida que Arquímedes
había demostrado en la Proposición V de Sobre la
Cuadratura de la Parábola resulta que CA/AQ

=MQ/QO, y siendo semejantes los triángulos ACK y QCN se tiene: CA/AQ = CK/ KN, pero al
ser iguales los segmentos CK y TK, resulta la igualdad de razones TK/KN = MQ/QO,
relación geométrica básica para aplicar el método mecánico de la palanca.
En efecto, puesto que el punto N es el centro de gravedad de la recta MQ, por ser MN igual
que NQ, si tomamos la recta VH igual a QO de manera que su centro de gravedad sea el
punto T, es decir, de modo que sea  VT igual que TH, la recta VTH estará en equilibrio con
la recta MQ «que permanece en su lugar», por estar TN dividida por el punto K en partes
que están en razón inversa a los pesos VH y MQ [Sobre el Equilibrio de los Planos I.6], y por
lo tanto K es el centro de gravedad del conjunto de ambos pesos.
Análogamente si en el triángulo AZC se trazan tantas paralelas como se quiera a ED, éstas,
«permaneciendo en su lugar», estarán en equilibrio con los segmentos determinados sobre
ellas por segmento parabólico y trasladados al punto T, de manera que el centro de
gravedad de unas y otros será K.
Ahora bien, las rectas trazadas en el triángulo AZC «componen» el propio triángulo y los
segmentos rectilíneos obtenidos en segmento parabólico del mismo modo que OQ
«componen» el segmento parabólico ABC; por lo tanto el triángulo AZC, «permaneciendo en
su lugar», estará en equilibrio, respecto del punto K, con el segmento parabólico trasladado
hasta tener su centro de gravedad en T, de manera que el centro de gravedad del conjunto
de ambos será el punto K.
Divídase ahora CK por el punto X de manera que sea  CK sea el triple de KX, el punto X
será entonces el centro de gravedad del triángulo AZC [Sobre el Equilibrio de los
Planos I.14], y puesto que el triángulo AZC, «permaneciendo en su lugar» está en equilibrio,
respecto del punto K, con el segmento parabólico ABC, trasladado con centro de gravedad
en T, y que X es el centro de gravedad del triángulo AZC, se verifica, por consiguiente, que
la razón del triángulo AZC al segmento parabólico ABC colocado alrededor del centro T es
igual a la razón de TK a KX.  Ahora bien, siendo TK triple de KX, el triángulo AZC será triple
del segmento parabólico ABC. Además, el triángulo AZC es cuádruple del triángulo ABC, ya
que ZK es igual que KA y KA es doble de BD al ser AD igual que DC, luego el  segmento
parabólico ABC equivale a cuatro tercios del triángulo ABC.
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PROPOSICIÓN II:  La Cubatura de la Esfera
Toda esfera es cuádruple del cono cuya base sea igual al círculo máximo de la
esfera y cuya altura sea igual al radio de la esfera; a su vez el cilindro cuya
base sea igual al círculo máximo de la esfera y cuya altura sea igual al
diámetro de la esfera, es igual a vez y media la esfera.

 Sea una esfera cuyo círculo máximo sea ABCD, siendo
AC y BD dos diámetros perpendiculares. Sea también en la
esfera un círculo de diámetro BD, perpendicular al círculo
ABCD; y a partir de  ese círculo constrúyase un cono que
tenga por vértice el punto A. Prolongada la superficie del
cono, córtese éste por un plano que pase por C y sea
paralelo a la base, que dará un círculo perpendicular a AC,
cuyo diámetro será la recta EZ. Constrúyase después a
partir de este círculo un cilindro de eje igual a AC y sean
EL y ZH  generatrices del mismo. Prolónguese CA y
tómese en su prolongación una recta  AT igual a ella, y
considérese CT como una palanca cuyo punto medio sea
A. Trácese una paralela cualquiera MN a BD, que corte al
círculo  ABCD en Q y O, al diámetro AC en S, a la recta AE
en P y a la recta AZ en R. Levántese sobre la recta MN un
plano perpendicular a AC, que cortará al cilindro según el
círculo de diámetro MN, a la esfera ABCD según el círculo

de diámetro QO y al cono AEZ según el círculo de diámetro PR.

De la geometría de la figura Arquímedes va obteniendo:
AQ² = AC·AS [Euclides III.31], AQ² = QS² + SP²  [Euclides, I.47].
MS·SP = AC·AS = AQ² = QS² + SP².  AT/AS = MS/SP =MS2/ MS·SP = MS2/(QS² + SP²).
Sean ahora c(MN), c(QO), c(PR) los círculos de diámetro MN, QO, PR, respectivamente.

2 2

2 2
AT MS MN c (MN)
AS QS²  SP² c (QO) c(PR)QO PR

= = =
+ ++

  [Euclides, XII.2] ,

relación geométrica básica para emprender el método mecánico de la palanca: el círculo
c(MN) del cilindro, «permaneciendo en su lugar» estará en equilibrio respecto del punto A
(fulcro de la palanca) con los círculos c(QO), c(PR) trasladados y colocados sobre el punto
T, de tal manera que el centro de gravedad de cada uno de ellos sea T.
Realizando el mismo proceso para todas las paralelas MN a EZ y los círculos que se
obtienen sobre la esfera, el cilindro y el cono, resulta que «llenados» con tales círculos el
cilindro, la esfera y el cono, el cilindro, «permaneciendo en su lugar», estará en equilibrio,
respecto del punto A, con la esfera y el cono juntos, trasladados y colocados sobre la
palanca en el punto T, de manera que el centro de gravedad de cada uno de ellos sea T. De
aquí aplicando la Ley de la Palanca [Sobre el Equilibrio de los Planos I.6 y I.7] resulta que:
«la razón del cilindro a la esfera y el cono juntos, será la misma que la razón de  AT a AK».

Desarrollando simbólicamente los cálculos que Arquímedes describe retóricamente, sean:
e = esfera ABCD.
c = cilindro de diámetro EZ y generatrices EL, ZH.
d = cilindro de diámetro BD y generatrices XF, WV.
a = cono cuya sección es el triángulo AEZ.
b = cono cuya sección es el triángulo ABD.
Aplicando el método mecánico Arquímedes muestra que c = 2(e+a) .
Pero como según Euclides XII.10  se verifica que d=3b y  c = 3a, se tiene: a = 2e.
Ahora de Euclides XII.12 resulta:  a = 8b y de Euclides XII.14  se obtiene: c = 2d.
Combinando los resultados se obtiene finalmente: e = 4b,  d=(3/2) e.
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LA CUADRATURA DE UN SEGMENTO PARABÓLICO Y LA CUBATURA DE
LA ESFERA EN ARCHIMEDIS OPERA OMNIA DE J.L. HEIBERG.

Los dos ejemplos más ilustrativos de la aplicación del método mecánico de Arquímedes al cálculo
de cuadraturas y cubaturas de figuras son precisamente las dos primeras proposiciones de EL
MÉTODO, referentes a la cuadratura de un segmento parabólico y a la cubatura de la esfera, parte de
las cuales se  reproducen extraídas de Archimedis Opera Omnia de J.L. Heiberg.
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LA  ESFERA  Y  EL  CILINDRO
EN  LA  TUMBA  DE  ARQUÍMEDES EN SIRACUSA

la obra de Arquímedes Sobre la Esfera y el Cilindro se considera la continuación natural del Libro XII de Los
Elementos de Euclides. Ambas tratan de las figuras esferas, cilindros y conos, pero Arquímedes trasciende
de forma considerable los resultados de Euclides, al demostrar aquí, de forma impecable, mediante el
método de exhaución, nuevos y fundamentales teoremas sobre el volumen y la superficie de la esfera, que
Arquímedes había obtenido mediante el Principio de la Palanca del Método Mecánico.
Euclides se había limitado a dar la proporcionalidad entre dos esferas y los cubos construidos sobre sus
diámetros (XII.18). Arquímedes no sólo da las razones entre la esfera, el segmento esférico y el sector
esférico y ciertos conos, sino también la razón entre la superficie de la esfera y del casquete esférico y
ciertos círculos.
Los trabajos geométricos desarrollados por Arquímedes en esta obra son probablemente los considerados
más importantes por el científico, hasta el punto que exhortó a sus deudos a que se grabara en su tumba las
figuras de un cilindro circunscrito a una esfera junto con un epigrama que describiese la relación que las
vincula, que son sencillas proporciones que debieron impresionar al propio Arquímedes:
• «La esfera y el cilindro circunscrito a ella están en la relación de 2 a 3, tanto en volumen como en superficie total.»

• «los volúmenes de un cono, una semiesfera y un cilindro de la misma altura y radio están en la razón 1:2:3.»
Según testimonio de Plutarco, confirmado por Cicerón, el deseo de Arquímedes fue cumplido, lo que
contribuyó a convertir en legendario el famoso resultado  matemático arquimediano. Efectivamente, según
referencia de Plutarco (Marcelo, XVII):

«[...] Habiendo sido autor de muchos y excelentes inventos, dícese haber encargado a sus amigos y
parientes que después de su muerte colocasen sobre su sepulcro un cilindro con una esfera inscrita,
poniendo en la inscripción la cantidad en que en esos dos sólidos el continente supera al contenido.»

La tumba de Arquímedes fue hallada por Cicerón gracias a la identificación de la inscripción., como
describe en sus Tusculanorum disputationum, V:

«[...] Arquímedes, cuyo sepulcro ignorado por los siracusanos, rodeado de zarzas y espesos matorrales,
hasta el punto de haberse perdido todo rastro de él, yo descubrí siendo cuestor de Siracusa. Yo conocía
ciertos versos senarios, que eran copia de los de un epigrama que había sido inscrito en su monumento,
los cuales declaraban que había en su sepulcro una esfera con un cilindro. »

La inscripción geométrica en la tumba de Arquímedes constituye el primer epitafio científico de la historia,
y ha contribuido a mitificar la relación obtenida por Arquímedes entre la esfera y el cilindro circunscrito.

Primera página de la obra de Arquímedes
Sobre la Esfera y el Cilindro. Museo
Municipal de Trieste.

La tradicionalmente llamada «tumba de
Arquímedes», situada en Siracusa, en las cercanías
de Acradina.
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Análisis crítico del Método mecánico de Arquímedes
EL MÉTODO de Arquímedes es un tratado donde se resuelven unos cuantos problemas
geométricos mediante consideraciones mecánicas, con importantes resultados obtenidos
por deducciones informales, que destilan un método de descubrimiento al servicio de un
desarrollo sustancial del conocimiento matemático.
Es interesante hacer un análisis de la estructura interna del proceso discursivo de
Arquímedes en EL MÉTODO, a través de un planteamiento abstracto de las diversas fases
del método mecánico, a fin de que, aunque Arquímedes reconozca que:

«[....] la investigación hecha por este método no comporta demostración [....].»

intentar dilucidar la cota de rigor que subyace en cada una de esas fases.
La esencia del método mecánico se deduce de cualquiera de los problemas que
Arquímedes trata. Se pueden considerar tres fases. En una primera fase, puramente
geométrica, seleccionados los objetos geométricos pertinentes, se procede a la
comparación de secciones del cuerpo cuyo volumen es objeto de investigación, con otras
secciones de cuerpos ya conocidos. Sea determinar el volumen de un sólido S, cuyas
secciones s, determinadas por un sistema de planos paralelos, son comparadas con las
secciones t, de un sólido conocido T. Arquímedes fija la posición de los extremos y punto de
apoyo de una palanca y obtiene, en virtud de las propiedades geométricas conocidas de S y
T, una relación geométrica:

 s/t = k/h ,
 siendo h la distancia fija del extremo de la palanca al punto de apoyo y k la distancia de la
sección t –de su centro de gravedad– al punto de apoyo.
A continuación se entra en la segunda fase del método, la fase mecánica, en la que
aplicando consideraciones estáticas que Arquímedes había desarrollado en su tratado
Sobre el Equilibrio de los Plano", establece que la sección t del sólido T, «permaneciendo en
su lugar», equilibra, respecto del fulcro de la palanca, a la sección s del sólido S, trasladada
a una posición de forma que su centro de gravedad sea un extremo de la palanca.
Hasta aquí el desarrollo lógico e intuitivo seguido por Arquímedes es totalmente riguroso, ya
que es consecuencia lógica de los postulados admitidos y de los teoremas demostrados en
otros tratados. Pero Arquímedes entra ahora en una tercera fase en la que dice que las
secciones s y t llenan o componen, respectivamente, los sólidos S y T, de manera que
repitiendo la operación anterior para todas las secciones paralelas, el sólido T
«permaneciendo en su lugar», equilibrará, respecto del fulcro de la palanca, al sólido S
trasladado a una posición de forma que su centro de gravedad sea un extremo de la
palanca. Por tanto, conociendo el centro de gravedad de las figuras y el volumen de una de
ellas, su posición de equilibrio permitirá encontrar el volumen de la otra.
Si en lugar de sólidos se consideran figuras planas, el proceso es similar considerando un
sistema de rectas paralelas, que determinan sobre las figuras unas cuerdas que llenan o
componen las figuras.
Está claro que la clave del método mecánico de Arquímedes estriba en el proceso que tiene
lugar en la tercera fase y que él mismo llama con gran acierto «composición», mediante el
cual como buen griego soslaya y camufla la presencia del infinito.
Para el caso de la cubatura de sólidos consideremos nuevamente los sólidos anteriores S y
T. Consideremos el lado de la palanca en el que el sólido T «ha permanecido en su lugar»,
Arquímedes dice que las secciones t de T llenan o componen T, pero esto, además de no
tener ninguna base matemática, ya que no se deduce de ningún postulado ni teorema, no
tiene base material alguna, pues las secciones t que son superficies no pueden componer ni
llenar de manera alguna ningún sólido (por ejemplo los círculos no pueden llenar un
cilindro), pues ello violaría la «ley de la homogeneidad». No obstante, el error lógico de la
consideración de Arquímedes se ve atemperado intuitivamente por el hecho de que el sólido
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T no se ha desplazado, está «en su lugar». Sin embargo las secciones s que componen el
sólido S, se han movido paralelamente a su posición inicial hasta coincidir sus centros en el
otro extremo de la palanca, de manera que todas quedan colocadas en un mismo plano que
debería equilibrar a un sólido, lo cual lógica e intuitivamente es absurdo.
Sin embargo Arquímedes, con un esfuerzo de intuición ideal, imagina que las secciones s
del sólido S, trasladadas, recomponen y reconstruyen el sólido del cual eran sus
componentes, como si los elementos geométricos que se desplazan no fueran en realidad
elementos planos, sino elementos sólidos de cierto espesor capaces de recomponer el
sólido del que proceden. Tratándose de una intuición ideal que no casa con la intuición
sensible de la experiencia y con el sentido común, Arquímedes tiene muy en cuenta que
estos resultados sólo tienen «cierta apariencia de verdad» y el método «no comporta
demostración».
Aunque resulte anacrónico es interesante hacer un análisis y valoración del método
mecánico de Arquímedes a la luz de nuestro Cálculo Integral, sobre todo porque con ello se
comprende cómo con métodos tan poco ortodoxos pudo Arquímedes obtener resultados
absolutamente correctos.
Considerando el caso plano, sean S y T dos figuras planas situadas a lo largo del mismo
intervalo de un eje horizontal L . Dada el área a(T) y el centro de gravedad G de T, se quiere
hallar el área a(S) de S.

Podemos interpretar las dos figuras planas como láminas de densidad unidad, compuestas
de un número infinitamente grande de elementos geométricos elementales –segmentos de
línea o rectángulos de anchura infinitesimal, es decir indivisibles o infinitesimales,
respectivamente, que dirían los matemáticos del siglo XVII–, perpendiculares al eje L.
Tomemos el eje L como una palanca con el punto de apoyo en A y supongamos que
podemos encontrar una constante h tal que cada línea vertical, a una distancia x de A,
determina en las figuras S y T segmentos de línea de longitudes s y t, respectivamente, tales
que se verifica:

 s/t = x/h  (1) .
La ley de la palanca implica entonces que el segmento desplazado al punto H, que está a
una distancia h de A, equilibra al segmento t, mantenido «en su lugar». De ello deduce
Arquímedes que si la figura S se desplaza de forma que llegue a tener su centro de
gravedad en H, equilibrará a la figura T mantenida «en su lugar», es decir que se tiene:

 a(S)/g(T) = a(T)/h  (2) ,

siendo g(T) la distancia del punto A al centro de gravedad G de T y asumiendo que cada
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figura actúa como una masa puntual situada en su centro de gravedad. Conocidos entonces
el área a(T) y las distancias h y g(T), aplicando (2) se obtendrá el área a(S).
El punto crucial del desarrollo anterior estriba en el tránsito lógico de (1) a (2), es decir en la
forma de demostrar que (1) implica (2), deducción que Arquímedes no realiza sino que lo
asume. El paso de (1) a (2) es resuelto fácilmente mediante Cálculo Integral. En efecto,
sean s(x) y t(x) las secciones de las figuras S y T a la distancia x del fulcro de la palanca A;
tenemos para las áreas S y T, y para el centro de gravedad de T, las siguientes expresiones:

b b b

a a a

1a(S) s(x) dx , a(T) t(x) dx , g(T) x t(x) dx
a(T)

= = =∫ ∫ ∫  .

Ahora bien, de la igualdad (1) se deduce: s(x)=x·t(x)/h, de donde se obtiene:
b b

a a

1a(S) s(x) dx x t(x) dx
h

= =∫ ∫  ,

es decir: a(S)= g(T)·a(T)·(1/h), expresión equivalente a (2).
Así pues, en términos de integrales, el efecto del método mecánico de EL MÉTODO es
expresar una integral que hay que calcular para hallar el área de una figura S, en términos
de otras integrales, el área y el centro de gravedad de otra figura conocida T.
J.Babini en su introducción a su versión de EL MÉTODO, describe muy significativamente
que al pensar en el proceso discursivo que tiene lugar al realizar una integral definida, se
puede explicar la aparente paradoja de cómo Arquímedes pudo lograr con método tan poco
riguroso un resultado correcto. Escribe J.Babini (Eudeba, 1996, p.24):

 «[...] El cálculo actual de cuadraturas y cubaturas, así como la determinación de
centros de gravedad, se realiza mediante el cálculo de integrales definidas, que
pueden considerarse como límites de sumas, cuyos sumandos son productos de dos
factores: la función integrando que en nuestro ejemplo está dada por la sección, y un
incremento o diferencial que corresponderá a la distancia entre dos secciones
consecutivas. Ahora bien, el resultado de la integral depende exclusivamente de la
forma y propiedades de la función integrando, no desempeñando el otro factor sino el
papel pasivo destinado a mantener la homogeneidad; es pues, explicable que
Arquímedes, al despreciar en absoluto la homogeneidad y atender únicamente a las
propiedades de la sección, expresada en su proporción de equilibrio, logre resultados
correctos.»

Parece pues que el método mecánico de EL MÉTODO es una etapa intermedia entre el
momento realmente creador que Arquímedes oculta y la etapa final, rigurosamente
deductiva, en la que mediante el Método de Exhaución Arquímedes demuestra sus
magníficos tratados geométricos. Pero estas etapas están íntimamente vinculadas, porque,
como bien señala Arquímedes en el Preámbulo:

 «[...] Estoy convencido, además, de que dicho método no será menos útil para
demostrar los propios teoremas. Pues algunos de los que primero se me hicieron
patentes mecánicamente, recibieron luego demostración geométricamente [...] pues es
más fácil, después de haber adquirido por ese método cierto conocimiento de las
cuestiones objeto de investigación, dar luego la demostración, que investigar sin
ningún conocimiento previo [...].»

En definitiva el método mecánico de Arquímedes es una genial combinación de
consideraciones geométricas y mecánicas, en las que en esencia subyacen ciertos
procedimientos de nuestro Cálculo Integral.
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ARQUÍMEDES,  UN  SABIO  ENTRE LA HISTORIA Y LA  LEYENDA
Arquímedes ha sido un personaje célebre, curioso y
famoso por sus méritos científicos, por sus
excentricidades y por los originales inventos que le
atribuyeron los historiadores de las guerras púnicas y
los escritores más eximios de la antigüedad. Su figura
histórica fue embellecida hasta la hagiografía o
deformada por la imaginación popular y por la
tradición legendaria ulterior, que la revestiría con
anécdotas muchas de ellas inverosímiles que llegaban a
impregnar al personaje de una aureola casi
sobrenatural.
Así por ejemplo Silio Itálico escribe sobre Arquímedes
en el poema Punica, dedicado a la segunda guerra
púnica:

«Había, pues, en Siracusa, un hombre que, sin estar
favorecido por una gran fortuna, se elevó por su genio
por encima de la esfera de la humanidad y de la
gloria inmortal de esa ciudad. Todos los secretos del
universo le eran conocidos. Sabía cuando los oscuros
rayos del sol naciente presagiaban la tempestad, si la
tierra estaba fija o suspendida por su eje, por qué el
mar extendido sobre el globo se mantenía encadenado
a su superficie, cuáles eran las causas de la agitación
de las olas y de las diferentes fases de la luna, qué ley
seguía el océano en el flujo y reflujo de las mareas.
Fama tenía de haber contado las arenas de la tierra;
él, que supo poner a flote una galera con el esfuerzo
de una sola mujer; él, que hizo subir rocas
amontonadas en contra de la pendiente del terreno».

Sobre ciertas actitudes excéntricas de Arquímedes a las
que le llevarían su actividad creativa, tenemos un
testimonio de Plutarco (Marcelo, XVII):

«Halagado y entretenido de continuo por una sirena
doméstica y familiar, se olvidaba del alimento y no
cuidaba de su persona y llevado por la fuerza a
ungirse y bañarse, formaba figuras geométricas en el
mismo hogar, y después de ungido tiraba líneas con el
dedo, estando verdaderamente fuera de sí, y como
poseído de las  musas, por el sumo placer que en estas
ocupaciones hallaba.»

Busto de Arquímedes. Museo Nacional de
Nápoles. Es uno de los iconos más conocidos de
Arquímedes.

Sobre el carácter especulativo en la invención así como riguroso y claro en la demostración, Plutarco platoniza
a Arquímedes al escribir (Marcelo, XVII):

«En cuanto a Arquímedes , fue tanto su juicio, tan grande su ingenio y tal su riqueza en teoremas, que sobre
aquellos objetos que le habían dado el nombre y gloria de una inteligencia sobrehumana, no permitió dejar
nada escrito; y es que tenía por innoble y ministerial toda ocupación en la mecánica y todo arte aplicado a
nuestros usos, y ponía únicamente su deseo de sobresalir en aquellas cosas que llevan consigo lo bello y
excelente, sin mezcla de nada servil, diversas y separadas de los demás, pero que hacen que se entable
contienda entre la demostración y la materia; de parte de la una, por lo grande y lo bello, y de parte de la
otra, por la exactitud y por el maravilloso poder; pues es imposible encontrar en toda la Geometría cuestiones
más difíciles y más importantes explicadas con términos más sencillos ni más comprensibles; lo cual unos
creen debe atribuirse a la sublimidad de su ingenio, y otros, a un excesivo trabajo, [...].

A pesar de estas manifestaciones de Plutarco, muchos de los trabajos de Arquímedes están vinculados a la
experiencia, de modo que muchas de sus investigaciones y descubrimientos resultan de la necesidad de
resolver problemas prácticos. De hecho a Arquímedes se le conoce como el físico e ingeniero más famoso de la
antigüedad por la cantidad de máquinas e ingenios asombrosos que se le atribuyen, algunos de los cuales
parecían subvertir las propias leyes de la naturaleza. A título de ejemplo mencionemos el tornillo hidráulico
llamado también «cóclea», una ingeniosa máquina construida por Arquímedes a la que Galileo calificó como
«maravillosa y milagrosa», que permite elevar el agua de forma rápida venciendo la resistencia gravitatoria.
Fue utilizada para extraer agua de los ríos para convertir en fértiles tierras yermas, así como para desaguar las
tierras más bajas, donde se originaban pestes por el estancamiento de las aguas. En el Renacimiento, Leonardo
vuelve a estudiar y reproducir el instrumento de Arquímedes, y en sus escritos atestigua su profunda
admiración por la sabiduría geométrica y técnica del siracusano, hasta el punto que los coetáneos de Leonardo
calificaban su ingenio de arquimediano.
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El método de exhaución en Arquímedes
El método de exhaución aplicado por Arquímedes en la demostración de los resultados
obtenidos por vía mecánica es aplicado de diversas formas que pueden clasificarse en dos
tipos fundamentales: el método de compresión y el método de aproximación.
Veamos sucesivamente el aspecto formal de ambos métodos y una ilustración práctica
mediante sendos ejemplos: el método de compresión aplicado a la cuadratura de la espiral
y el de aproximación aplicado a la cuadratura de la parábola

El método de compresión. La Cuadratura de la Espiral
El método de compresión de Arquímedes se aplica de la siguiente forma:
Dada una magnitud geométrica A, ya sea longitud, área o volumen, se quiere demostrar que
es igual a otra magnitud B conocida. Basándose en la geometría de la figura A, se
construyen dos sucesiones de figuras geométricas: {In} monótona creciente (inscritas en A) y
{Cn} monótona decreciente (circunscritas a A) tales que:

In<A<Cn para todo n  (1) ,
entonces se demuestra:
1. La diferencia Cn–In se puede hacer tan pequeña como se quiera para n suficientemente

grande, es decir, en nuestro lenguaje:

para todo ε >0 existe N tal que para todo n>N, Cn–In < ε  (2)
2. Para todo n, In<B<Cn  (3)
A partir de (1), (2) y (3) se demuestra fácilmente que A=B. En efecto:

a. Supongamos A>B. Tomando ε=A–B, podemos encontrar un n tal que Cn–In < ε=A–B,
pero según (1) A<Cn, luego A–In<A–B, por tanto se verificaría B<In, lo que está en
contradicción con (3).

b. Supongamos A<B. Tomando ε=B–A, podemos encontrar un n tal  que Cn–In < ε=B-A,
pero según (1) In<A, luego Cn–A<B–A, por  tanto se verificaría Cn<B, lo que está en
contradicción con  (3).

En consecuencia, al no ser A<B ni B<A, debe ser A=B.
La aplicación del método de compresión no es uniforme, sino que difiere de un ejemplo a
otro dependiendo de la magnitud conocida B, con la que se compara la desconocida A y no
hay ninguna regla general válida en todo caso. No obstante, una vez que se han
demostrado las desigualdades (1) y (3), el proceso demostrativo subsiguiente es automático;
sin embargo, Arquímedes realiza el proceso para cada caso particular basándose en la
geometría de las figuras.
Arquímedes aplica el método de compresión en las proposiciones 1 de Sobre la Medida del
Círculo; 22, 26, 28, 30 de Sobre Conoides y Esferoides; 24, 25 de Sobre las Espirales; 16 de
Sobre la Cuadratura de la Parábola y 15 de El método sobre a los teoremas mecánicos.
Uno de los ejemplos mas significativos de la aplicación del método de compresión es la
cuadratura de la primera vuelta de la espiral que Arquímedes consigue en la Proposición 24
de Sobre las Espirales.
Arquímedes dedica toda una obra, Sobre las Espirales, al estudio de la curva que lleva su
nombre. La introduce, en la Definición I, en términos de composición de movimientos:

«Si una línea recta trazada en un plano gira un número cualquiera de veces con
movimiento uniforme, permaneciendo fijo uno de sus extremos, y vuelve a la posición
inicial, mientras que, sobre la línea en rotación, un punto se mueve uniformemente
como ella a partir del extremo fijo, el punto describirá una espiral en el plano.»
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A lo largo del tratado Sobre las Espirales, Arquímedes va obteniendo las cuadraturas de
diversas áreas relacionadas con la espiral.

En las definiciones 4, 5 y 7, respectivamente,
Arquímedes define respecto de la primera vuelta
de la espiral, la primera recta –que une el punto
inicial con el final–,  el primer área E –la región
determinada por la curva y la primera recta– y el
primer círculo C –con centro en el origen de la
espiral y radio la primera recta–. Tras diversas
proposiciones y corolarios, Arquímedes acaba
demostrando el siguiente resultado fundamental:

PROPOSICION 24
«El área comprendida entre la espiral descrita en la primera vuelta y la primera de las
rectas en posición inicial de giro, es equivalente a un tercio del primer círculo.»

Es decir, se tiene:  a(E) = (1/3)a(C)  (4).
En la prueba de (4) Arquímedes utiliza
resultados previos a las definiciones, que
obtiene en la proposición 10, y que son
equivalentes a las habituales fórmulas
para la suma de enteros consecutivos y
sus cuadrados, que a la postre le llevarán
a ciertas desigualdades necesarias para
emprender la exhaución. Transcribamos la
Proposición 10:

PROPOSICION 10
«Si varias líneas en número cualquiera que sucesivamente se superan unas a otras en
una misma magnitud se colocan unas a continuación de las otras, siendo el exceso
igual a la más pequeña, y se dispone del mismo número de otras líneas iguales a la
mayor de las anteriores, los cuadrados construidos sobre estas ultimas, juntamente
con el cuadrado de la mayor y el rectángulo delimitado por la menor y una línea
formada por todas las que se superan igualmente, valen el triple de todos los
cuadrados construidos sobre éstas.»

Despojando esta proposición de su carácter geométrico y traduciendo el lenguaje retórico a
expresión algebraica, se encuentra una progresión geométrica: a, 2a,3a, ... , na, para la cual
Arquímedes demuestra la relación:

(a2n2+a2n2+ ··· +a2n2) + a2n2 + a(a+2a+ ··· +na) = 3[a2+(2a)2+ ··· +(na)2]
resultado equivalente a la fórmula para la suma de los n primeros cuadrados de enteros

12+22+ ··· +n2 = n(n 1)(2n 1)
6

+ +   (5) .

Prosigue Arquímedes con el Corolario de la Proposición 10:

C
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COROLARIO
«De aquí resulta que la suma de los cuadrados construidos sobre las líneas iguales a
la mayor es menor que el triple de los construidos sobre las líneas que se superan
sucesivamente en la misma magnitud, porque la primera suma sería triple de la
segunda si se le añadiese la primera de esas magnitudes y mayor que el triple de la
segunda si se resta de ésta el triple del cuadrado de la línea mayor, porque lo
aumentado a la primera suma es mayor que el triple del cuadrado de la línea
mayor. Por consiguiente, si se construyen figuras semejantes sobre las líneas que se
superan unas a otras en la misma magnitud, y sobre las iguales a la mayor, la suma
de las figuras construidas sobre éstas será menor que el triple de las construidas
sobre las líneas desiguales, y la primera suma será mayor que el triple de la segunda
si se resta de ésta el triple de la figura construida sobre la línea mayor, porque estas
figuras por ser semejantes tienen la misma razón que los cuadrados de los que con
anterioridad hemos hablado [Euclides, VI.20].»

Nuevamente al despojar el Corolario de Arquímedes de su ganga geométrica, y expresarlo
en lenguaje algebraico, se puede escribir:

12+22+ ··· +(n–1)2 < 
3n

3
< 12+22+ ··· +n2  (6) ,

resultado que se podría obtener al expresar (5) en la forma:

12+22+ ··· +n2 = 
3 2n n n

3 2 6
+ +  .

A partir de aquí, Arquímedes prepara el terreno para resolver el problema considerando las
habituales figuras –en este caso sectores circulares– inscritas y circunscritas, y lo hace en la
Proposición 21 y siguientes, y finalmente en la Proposición 24 aplica impecablemente el
método de exhaución para obtener con todo rigor el resultado.
Interpretando el razonamiento de Arquímedes en lenguaje aritmético se tendrá:
Con referencia a la figura siguiente (similar a la figura contigua, utilizada por Arquímedes en
la Proposición 21 de Sobre las Espirales), se divide el círculo C en n sectores, que
intersecan a la espiral en los puntos O, A1 , A2, ... An.

Escribiendo OA1 = c, resulta:
OA1=c, OA2=2c, ... OAn=nc.

Se tiene, entonces, que la región espiral E contiene una región P, formada por sectores
circulares inscritos Pi, de radios o, c, ... , (n–1)c, y está contenida en una región Q, formada
por sectores circulares circunscritos Qi, de radios c, 2c, ... , nc. 
Trivialmente las áreas de P, E, Q, verifican: a(P) < a(E) < a(Q).
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Además, la cantidad a(Q)–a(P) es igual al área de un sector circular y por tanto puede
hacerse tan pequeña como se quiera tomando n suficientemente grande, de modo que,
conociendo previamente el resultado (4) de la cuadratura, éste se demostrará con todo rigor
mediante la doble reducción al absurdo del método de exhaución.
En efecto, supongamos a(E) < (1/3)a(C), escojamos n suficientemente grande para que se
verifique:

a(Q) – a(P) < (1/3) a(C) – a(E),
como a(P) es menor que a(E), se tiene:

a(Q) < (1/3)a(C)  (7) .
Ahora bien, la razón de las áreas de sectores circulares semejantes es igual a la razón de
los cuadrados de sus radios (Euclides, XII.2), es decir:

2

2
a(Q) (ic) i 1,2, ...,n (8)
a(C) (nc)

= =

donde C son los sectores del círculo C circunscrito a la espiral. A partir de (8) aplicando las
propiedades de la suma de proporciones (Euclides, 5.12) se obtiene:

2 2 2 2 2 2

2 3
a(Q) c (2c) ··· (nc) 1 2 ··· n 1 (9)
a(C) 3n(nc) n

+ + + + + +
= = >  ,

la última desigualdad siendo consecuencia de (6).
A partir de (9) se obtiene el resultado a(Q) > (1/3)a(C), contradictorio con (7), luego no
puede suceder que a(E) sea menor que un tercio de a(C).
De forma análoga se aborda el supuesto a(E) > (1/3)a(C).

1. Arquímedes pintado por Ribera en 1630. Museo del Prado (Madrid).
2. Portada de la edición de las Obras de Arquímedes  realizada por D.Rivault en 1615.
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El tratado de Arquímedes Sobre las Espirales está dedicado al estudio de una curva llamada Espiral de
Arquímedes, que el científico de Siracusa define de forma cinemática. Está catalogado como la obra
más importante de Arquímedes sobre Geometría Plana. No es una obra fácil de entender y de hecho
no es bien interpretada hasta después del Renacimiento. Quizá el primero en hacerlo con certeza es
Cavalieri, quien por sus importantes estudios sobre la curva arquimediana fue considerado por
Galileo como un «émulo de Arquímedes».   
La cuadratura de la espiral de Arquímedes constituye uno de los ejemplos más representativos de la
aplicación del método de exhaución de los griegos a los problemas de cuadraturas. Además, este
trabajo de Arquímedes tuvo una influencia decisiva en los métodos de cuadratura aritmética del siglo
XVII, en especial los de Fermat y Pascal, basados en la generalización a potencias superiores de las
desigualdades numéricas obtenidas por Arquímedes a partir de resultados geométricos equivalentes a
las fórmulas para la suma de enteros y sus cuadrados.
Puede decirse, además, en cierto modo, que la memoria Sobre las Espirales es el tratado más antiguo
sobre Cálculo Diferencial, ya que Arquímedes presta atención a la determinación de las tangentes, y
ello desde el mismo prólogo en el que escribe:

«Si una recta es tangente a la espiral en su extremo obtenido en último lugar, y si, sobre la recta
que ha girado y vuelto a su lugar, se alza en su extremo fijo una perpendicular hasta que se
encuentre con la tangente, digo que la recta así llevada hasta ese encuentro es igual a la
circunferencia del [primer] círculo. »

Como vemos Sobre las Espirales tiene que ver también con las investigaciones teóricas de Arquímedes
sobre la rectificación de la circunferencia del círculo.

Páginas de la obra de Arquímedes Sobre las Espirales de un ejemplar de la Universidad de Valladolid
de  Archimedis Opera Omnia (Basilea, 1544).

EL TRATADO DE ARQUÍMEDES SOBRE LAS ESPIRALES



68

El método de aproximación. La Cuadratura de la Parábola.
El método de exhaución de Arquímedes en la modalidad de aproximación se aplica de la
siguiente forma:
Dada una magnitud geométrica A, ya sea longitud, área o volumen, se quiere demostrar que
es igual a otra magnitud B conocida. Basándose en la geometría de la figura A se construye
una sucesión s1,s2,...,sn de magnitudes tales que:

1. Sn=s1+s2+···+sn sea tal que la diferencia A–Sn se pueda hacer tan pequeña como se
quiera para n suficientemente grande, y lo mismo respecto de sn (de hecho, esto es
consecuencia de lo anterior). Es decir en nuestro lenguaje:

 para todo ε>0 existe N tal que para todo n>N, A–Sn<ε, sn<ε.
2. Para todo n se satisface la relación s1+s2+···+sn+Rn=B, donde Rn<sn.
 A partir de 1 y 2 se demuestra que A=B. En efecto, de no ser así, sería A>B o A<B.

a. Supongamos A>B. Tomando ε=A–B, podemos encontrar un n tal que A–Sn<ε=A–B,
luego B<Sn, lo que está en contradicción con 2.

b. Supongamos que A<B. Tomando ε=B-A, podemos encontrar un n tal que sn<ε=B-A, pero
según 2, B–Sn=Rn<sn<ε=B–A, por tanto se verificaría A<Sn, lo que está en contradicción
con 1.

 En consecuencia, al no ser A<B ni B<A debe ser A=B.

Arquímedes utiliza este método de aproximación en las Proposiciones 20-24 de su obra
Sobre la Cuadratura de la Parábola, siendo la sucesión s1,s2,...,sn una progresión geométrica
descendente de razón 1/4 y el resultado 1 consecuencia del «Principio de Eudoxo»
(Proposición X.1 de Los Elementos de Euclides).
Arquímedes comienza el tratado Sobre la Cuadratura de la Parábola con un preámbulo
dirigido a Dositeo que termina diciendo que los teoremas están precedidos de unas
proposiciones elementales sobre las secciones cónicas cuya demostración supone
conocida. Según definiciones dadas por el propio Arquímedes, en un segmento de parábola
ABC la base es la recta AC que une sus extremos, la altura es la mayor de las
perpendiculares trazadas desde los puntos de la curva a la base y el vértice B es el punto de
intersección de la altura y la parábola.
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De la Proposición 1 se obtienen los siguientes resultados elementales:
a. La tangente a la parábola en el vértice B del segmento es paralela a la base AC.
b. La recta a través del vértice B del segmento, paralela al eje de la parábola, interseca la

base AC en su punto medio D.

De la Proposición 3 se obtiene la propiedad de caracterización de los puntos de la parábola:
c. Siendo la recta BD paralela al eje y las rectas AD y EZ paralelas a la tangente en el

punto B se verifica:

 =
2AD BD

EZ² BZ

Se llama triángulo inscrito al
segmento de parábola al triángulo
ABC que tiene su misma base y su
misma altura.
Arquímedes demostrará en la
Proposición 24 –mediante el
método de exhaución por
aproximación– que el área del
segmento parabólico es los cuatro
tercios del área del triángulo
inscrito. Para lo cual va preparando

el camino en las proposiciones anteriores. Así en la Proposición 20 Arquímedes establece:

PROPOSICION 20
«El triángulo inscrito en un segmento parabólico de igual base y altura es mayor que la
mitad del segmento.»

En efecto: hay un paralelogramo natural ADEC circunscrito al segmento parabólico ABC que
tiene como dos lados opuestos la base AC y la tangente DE en el vértice B, siendo los otros
dos las rectas AD, CE paralelas al eje. Ya que el área del triángulo inscrito ABC es la mitad
del área de este paralelogramo, el área de este triángulo es mayor que la mitad del área del
segmento parabólico.
Consideremos ahora los segmentos parabólicos con bases AB y BC y vértices respectivos D
y E; razonando de forma análoga se sigue que las áreas de los triángulos inscritos ADB y

BEC serán menores que la mitad de
las áreas de los correspondientes
segmentos. Continuando este proceso
iremos obteniendo una sucesión de
polígonos inscritos en el segmento
parabólico ABC en las condiciones
requeridas para aplicar el método de
aproximación. En efecto, ya que el
área total de los triángulos inscritos es
mayor que la mitad de los segmentos,
se deduce aplicando el «Principio de
Eudoxo» lo que Arquímedes enuncia
como corolario de la Proposición 20:
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COROLARIO
«Demostrado esto [la Proposición 20] es claro que se puede inscribir en el segmento
un polígono tal que la suma de los segmentos exteriores a él sea menor que un área
dada.»

Vamos a ver que la suma de las áreas de los triángulos ADB y CEB es la cuarta parte del
área del triángulo ABC. Sean H el punto medio de AM, Y el punto de intersección de DH y
AB, V el punto de intersección de BM y la recta paralela a AC por el punto D. Se tiene:

= = =
2 2BM MA MA 4.

BV DV² HM²

Luego BM=4BV, o sea DH=3BV. 
Pero YH=(1/2)BM=2BV, por tanto YH=2DY.
Ahora aplicando que «la razón entre las áreas de dos triángulos que tienen la misma base
es igual a la razón entre sus alturas» [Euclides VI.1] se obtiene:

 a(ADB)=(1/2)a(BHA)=(1/4)a(ABM).
Análogamente se obtiene:

 a(BEC)=(1/4)a(CMB).
Al combinar ambos resultados se tiene:
 a(ADB)+a(BEC)=(1/4)a(ABM)+(1/4)a(CMB)= (1/4)ABC.

El resultado obtenido lo desarrolla Arquímedes en la Proposición 21:

PROPOSICION 21
«Si en un segmento parabólico se inscribe un triángulo de la misma base y altura, y en
cada segmento lateral que resulta se inscribe otro triángulo de la misma base y altura
que él, el primer triángulo es ocho veces mayor que cada uno de los otros.»
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De forma análoga se demostraría que la suma de las áreas de los triángulos inscritos añadidos
en cada paso es un cuarto de la suma de las áreas de los triángulos añadidos en el paso
anterior.
Si ahora llamamos so=a(ABC), s1=a(ADB)+a(CEB), y asísucesivamente para las áreas de
los triángulos obtenidos en los siguientes pasos, y llamamos Pn el polígono inscrito en el
segmento de parábola obtenido después de n pasos, su área será:

 = + + +0 0 0
n 0 2 n

s s sa(P ) s
4 4 4

,

de modo que si llamamos  P al segmento parabólico ABC, el corolario de la Proposición 20
se podrá enunciar simbólicamente así:

 Dado ε>0, a(P)-a(Pn)< ε para n suficientemente grande,
que es la condición 1 para aplicar el método de aproximación.
A continuación Arquímedes demuestra la siguiente proposición

PROPOSICION 23
«Dado un número cualquiera de áreas tales que, colocadas unas a continuación de las
otras, cada una sea cuádruple de la siguiente, su suma añadida al tercio de la menor
es igual al cuádruple del tercio de la mayor.»

Este resultado que Arquímedes demuestra retóricamente es equivalente a la identidad
elemental

+ + + + + ⋅ =2 n n
1 1 1 1 1 41
4 4 4 3 4 3

que se demuestra fácilmente observando que

+ ⋅ = = ⋅
⋅n n n n-1

1 1 1 4 1 1
4 3 4 3 4 3 4

y aplicando la fórmula de la suma de los términos de una progresión geométrica.
Multiplicando por so la relación obtenida por Arquímedes y llamando Rn a la cantidad

Rn = (1/3)(1/4³)so ,
se obtiene la relación:

 so+s1+s2+ .... +sn+Rn=B=(4/3)so,

que es la condición 2 para aplicar el método de aproximación.
Tras estos desarrollos estamos en condiciones de aplicar el desarrollo teórico sobre el
método de aproximación del comienzo de este apartado para obtener como Arquímedes (en
la Proposición 24) el resultado de la cuadratura del segmento de parábola

PROPOSICION 24
«El área de un segmento parabólico es igual al cuádruple del tercio de la del triángulo
de la misma base y de la misma altura que el segmento.»
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LA OBRA DE ARQUÍMEDES SOBRE LA CUADRATURA DE LA PARÁBOLA

Páginas de la obra de Arquímedes Sobre la Cuadratura de la Parábola de un ejemplar de la Universidad
de Valladolid de  Archimedis Opera Omnia (Basilea, 1544).
En este tratado Arquímedes consigue cuadrar por vez primera una figura limitada por líneas no todas
rectas ni todas curvas, a base de construir un polígono equivalente a la parábola, primero por vía
mecánica –que ya había desarrollado en EL MÉTODO– y después por vía geométrica.
R.Taton escribe sobre Arquímedes en su Historia general de las Ciencias (Orbis. Barcelona, 1988. Vol.2.
Libro II, Cap.II.2. p.356–357):

Dos hechos hay que observar en esta inducción  [de la Física y la Técnica sobre la Matemática] que
Arquímedes utiliza [en EL MÉTODO] para una gran cantidad de cuadraturas y cubaturas. El
primero es el empleo de la estática para conseguir descubrimientos geométricos; Arquímedes no tiene
ningún prejuicio de purista, y aprovecha toda analogía fecunda entre dos dominios científicos
distintos. El segundo hecho es la asimilación de un área a una suma de segmentos rectilíneos; la de un
volumen, a una suma de secciones planas, y la de un continuo en general, a la suma de una infinidad
de indivisibles. Cuando Cavalieri vuelve a tomar, en el siglo XVII, este mismo camino, el método no
resultará menos fecundo. Pero el sutil italiano será siempre, hasta cierto punto, prisionero de su
propia conquista, y no logrará completar su análisis intuitivo con una síntesis rigurosa. Su
predecesor griego había dado airosamente ese paso difícil, hecho en el cual se encierra una prueba de
la magnitud de su genio. [...].
En la Cuadratura de la Parábola, Arquímedes elimina una tras otra las dos dificultades. En la
primera demostración conserva la misma figura de la carta a Eratóstenes, pero no descompone el
segmento de parábola en un número infinito de segmentos rectilíneos, sino que le inscribe y
circunscribe dos series de trapecios. Calcando el razonamiento de su método de descubrimiento,
muestra entonces apelando a la exhaución de Eudoxo, que el segmento no es ni superior ni inferior a
la tercera parte de la superficie del triángulo. Esta demostración rigurosa sigur, empero, basándose en
los principios de la estática y no le satisface plenamente. Entonces da una demostración puramente
geométrica, siguiendo paso a paso la dada por Eudoxo en la cubatura de la pirámide:

ACB es un segmento de parábola, C es el punto en que la
tangente es paralela a AB; D, el punto en que es paralela a AC;
E, el punto en que es paralela a BC. Los triángulos ADC y CEB,
que son equivalentes, tienen, cada uno de ellos, un área igual a
1/8 de la del triángulo ACB. La serie 1 11

4 16
+ + +  tiene, como

límite, 4/3 (empleando el lenguaje moderno). Arquímedes
demuestra que el segmento no puede ser ni inferior ni superior a
los 4/3 de la superficie del triángulo ABC.



El método de exhaución en Arquímedes  según J.Babini
ARQUIMEDES: El Método. Introducción y notas de J. Babini.

Eudeba, Buenos Aires, 1966, pp.14-17.

A comienzo del siglo IV a.C. la matemática tenía mas de un siglo de existencia. Nacida a la sombra de
la metafísica pitagórica fundada en la omnipresencia y omnipotencia del numero («el numero es la
esencia de todas las cosas»), ya había andado mucho. Sin embargo, pronto mostró su
incompatibilidad con aquella metafísica, pues se demostró que no había numero (racional) para
expresar la relación entre elementos tan simples como la diagonal y el lado de un cuadrado, o el lado
de un triángulo equilátero y el diámetro de su circunferencia circunscrita, y así sucesivamente. Este
hecho planteaba a los pitagóricos una tremenda alternativa: de mantener su metafísica, mutilaban la
geometría; de mantener la geometría anulaban su metafísica. Mientras los pitagóricos se debatían en
esta cuestión, los matemáticos encararon el problema desde el punto de vista técnico, y uno de ellos,
Eudoxo de Cnido, encuentra una escapatoria. La solución de Eudoxo comprende una definición, un
principio y un método. La definición de Eudoxo evita la dificultad que había presentado la razón
entre cantidades inconmensurables, por carecer los griegos del concepto de nuestro «numero
irracional», definiendo, no esa razón, sino la igualdad de razones; es decir, la proporción, de una
manera tal de soslayar esa carencia. Para ello, mediante desigualdades y números enteros, logra
definir la proporcionalidad, sean conmensurables o no las cantidades proporcionales.  Esta definición
de la proporcionalidad [Euclides V.5] es la que luego servirá de base a la teoría de la semejanza que
aparece en los Elementos de Euclides [Libro VI].
El principio de Eudoxo establece la condición para que dos cantidades tengan razón. Ese «principio»,
que figura entre las definiciones del libro V de los Elementos [Euclides V.4], establece como tal
condición que «existe razón entre dos cantidades cuando un múltiplo de la menor supera a la mayor»,
expresión en la que vuelven a aparecer números enteros y una desigualdad. Ahora bien, en su libro
de la Esfera y del Cilindro [y también en la carta a Dositeo que antecede a la obra Sobre la Cuadratura
de la Parábola] Arquímedes incluye esa proporción entre los postulados [Postulado I.5], ya que no
obstante la gran evidencia que el «principio» revela, su perspicacia matemática le advierte que no se
trata de una definición, sino de una proposición de la cual debe partirse, es decir, de un postulado. La
existencia de «geometrías no arquimedianas» demostradas este siglo que ni cumplen con ese
postulado, muestran claramente cuan acertada fue la ubicación que Arquímedes asignó a este
«principio». en la construcción geométrica. Hoy, ese postulado es el importante «Postulado de
Continuidad», a veces llamado «Postulado de Arquímedes» o «Postulado de Eudoxo–Arquímedes», en
vista de su origen.
Tal postulado desempeña un papel fundamental en el «método de exhaución». Este método ideado
por Eudoxo y aplicado por éste por primera vez, es el que en la geometría griega suple los actuales
métodos infinitesimales. La primera observación importante que se formula es que no se trata de un
método de descubrimiento sino de demostración, es decir, que supone conocido de alguna manera el
resultado y ofrece un procedimiento riguroso para demostrarlo. De paso observemos como, ya en la
época de Eudoxo, la matemática reflejaba su característica fundamental de poner el acento en el
proceso deductivo, en la demostración, y no en el resultado.
Conocido, pues, de antemano el resultado, la demostración por el método de Eudoxo de que, por
ejemplo, una cierta figura A es equivalente a una cierta figura B, consiste en una doble reducción al
absurdo, probando que los supuesto de ser A mayor o menor que B conducen a contradicciones, de
manera que no queda otra alternativa que A sea equivalente a B. Y es en esta demostración que juega
su papel el postulado anterior, ya que la demostración exige que se pueda descomponer la figura en
partes tales que una de ellas sea inferior a una figura dada, y esto se logra precisamente en virtud el
postulado. Esta descomposición de la figura en partes cada vez más pequeña fue la causa por la cual
un matemático renacentista dio al método el nombre de «método de exhaución», aunque en verdad tal
descomposición «no agota» la figura, sino que solo llega la punto en que cierta figura es menor que
una figura dada.
El método de exhaución, aplicado por Euclides en los Elementos en la demostración de unos pocos
teoremas se convierte en manos de Arquímedes en el método riguroso con el cual determina sus
muchísimas cuadraturas y cubaturas que hoy se logran más fácilmente mediante los métodos
infinitesimales.
Así como el «Principio de Eudoxo», convertido por Arquímedes en postulado, es nuestro actual
«Postulado de Continuidad», indispensable en el Análisis Infinitesimal, el método de exhaución es la
traducción geométrica de la operación de «paso al límite», característica de los métodos
infinitesimales. Así como en el método de exhaución se trata de llegar a una figura menor que una
figura prefijada, la definición de límite exige precisar un valor menor que una cantidad prefijada.
De ahí que no ha de extrañar que se advierta en los escritos de Arquímedes  una estrecha analogía
con los métodos infinitesimales de hoy, que permiten calcular las cuadraturas y las cubaturas de
Arquímedes  mediante integrales definidas. Estas integrales que los recursos del Calculo Integral
proporcionan fácilmente, comportan por su definición el concepto de límite aplicado a ciertas sumas.
Ahora bien, estas sumas aparecen en sus escritos como material previo a la determinación de las
cuadraturas o las cubaturas.
73
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Dibujo a plumilla de un busto tradicionalmente atribuido a Arquímedes
del Museo Capitolino de Roma.
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LA OBRA CRÍTICA DE MAZZUCHELLI SOBRE ARQUÍMEDES

Este tratado, de un gran valor histórico e
iconográfico, intenta ordenar las múltiples
informaciones, muchas de ellas legendarias
sobre los episodios más o menos inverosímiles
de la vida y la obra de Arquímedes, en
relación con su brillante actividad científica y
técnica.
La propia portada ilustra la escena urbana del
«Eureka» de un Arquímedes pletórico de
alegría ante la intuición del descubrimiento
hidrostático, a propósito de la anécdota más
conocida de Arquímedes que es la del «fraude
de la corona de oro del rey Hierón»,
simplemente mencionada por Plutarco, pero
extensamente relatada por Vitrubio –en su
obra De Architectura, IX, Pref,9–10–, para
quien la forma de descubrir el engaño
cometido contra el rey, constituye la más sutil
y genial de las intuiciones de Arquímedes.
El sabio de Siracusa introduce el llamado
«Principio de Arquímedes» de la Hidrostática
en su obra Sobre los Cuerpos Flotantes :«Todo
cuerpo sumergido en un líquido experimenta un
empuje hacia arriba igual al peso del líquido
desalojado». Con los desarrollos matemáticos
introducidos en este tratado, Arquímedes
contribuyó de forma poderosa al ulterior
desarrollo de la arquitectura naval.

La obra crítica de Mazzuchelli sobre Arquímedes (Brescia, 1737). Biblioteca Municipal de Mantua.
1. Portada de la obra crítica de Mazzuchelli con la escena del «Eureka».
2. Página inicial de obra crítica de Mazzuchelli con una escena de la muerte de Arquímedes por un

soldado romano, en la toma de Siracusa por el cónsul Marcelo.
3. Grabado de la obra crítica de Mazzuchelli que reproduce algunos estudios geométricos de

Arquímedes: la cuadratura del círculo, la relación entre la circunferencia y el diámetro, y la
esfera y el cilindro.
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Recreación libre, realizada por Pedro Lario (2000), del grabado sobre la muerte de Arquímedes que se conserva en la
Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo del Escorial. La figura geométrica corresponde a la utilizada por
Arquímedes para la cuadratura de la esfera en EL MÉTODO.
La biografía histórica y la literatura ha descrito la figura de Arquímedes como el paradigma del ingeniero de la
antigüedad, que pone su genio y su ingenio, como técnico, al servicio del patriotismo que exige la difícil situación
política y militar de su tierra, con una actuación épica que alcanza a dar la vida por la patria. Tal vez por esto la
Historia del Arte ha sido muy generoso con Arquímedes al tomar su figura y su historia personal, en particular sus
últimos momentos, como tema artístico en los más diversos estilos, lo que se refleja en la abundante iconografía
arquimediana.
Arquímedes murió en el año 212 a.C. en la caída de Siracusa en manos del cónsul romano, Marcelo, durante la
segunda guerra púnica, tras un prolongado cerco de tres años, en el que el sabio participó brillantemente como
defensor, ingeniando espectaculares artilugios militares, que causando el terror al enemigo, prolongarían de
forma muy considerable la de otro modo inminente toma de la ciudad.
La muerte de Arquímedes ha sido descrita en diversas narraciones por parte de numerosos historiadores y literatos
(Plutarco, Valerio Máximo, Tito Livio, Silio Itálico, Giorgio Valla, Zonarás, Tzetzes, Cicerón, etc.) siempre rodeada de
una atmósfera novelesca épica. Veamos el relato de Plutarco (Marcelo, XIX):

«[...] Lo que principalmente afligió a Marcelo [tras la conquista de Siracusa] fue lo que ocurrió con Arquímedes: hallábase
éste casualmente entregado al examen de cierta figura matemática, y fijos en ella su ánimo y su vista, no sintió la invasión
de los romanos ni la toma de la ciudad. Presentósele repentinamente un soldado, dándole orden de que le siguiera a casa de
Marcelo; pero él no quiso antes de resolver el problema y llevarlo hasta la demostración; con lo que, irritado el soldado,
desenvainó la espada y le dio muerte. Otros dicen que ya el romano se le presentó con la espada desenvainada en actitud de
matarle, y que al verle le rogó y suplicó se esperara un poco, para no dejar imperfecto y oscuro lo que estaba investigando;
de lo que el soldado no hizo caso y le pasó con la espada. Todavía hay acerca de esto otra relación, diciéndose que
Arquímedes llevaba a Marcelo algunos instrumentos matemáticos, como cuadrantes, esferas y ángulos, con los que
manifestaba a la vista la magnitud del sol, y que dando con él los soldados, como creyesen que dentro llevaba oro, le
mataron. Fuese como fuese, lo que no puede dudarse es que Marcelo lo sintió mucho, que al soldado que le mató de su propia
mano le mandó retirarse de su presencia como abominable, y que habiendo hecho buscar a sus deudos, los trató con el
mayor respeto y distinción.»

La capacidad abstractiva de Arquímedes, absorto siempre en sus especulaciones geométricas, le inhibió la
atención sobre el evento más dramático que vivió su patria en toda su historia. Cualquiera que sea la versión
auténtica, todos los historiadores coinciden en que Marcelo quería proteger a Arquímedes, es decir que la
admiración del militar hacia el sabio, convertía la hostilidad que debía tener hacia su enemigo principal en
magnanimidad. Así desapareció el más grande de todos los sabios del mundo antiguo, víctima, como muchos,
de la violencia que trae los desastres de la guerra.

LA  ÉPICA  MUERTE  DE  ARQUÍMEDES
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ARQUÍMEDES PRECEDENTE DEL CÁLCULO INTEGRAL

1. Portada de la edición de Maurólico (1685) de las Obras de Arquímedes. Biblioteca de la Universidad de Pavía.
2. Página 54 de esta edición con numerosas ilustraciones de los desarrollos geométricos de los teoremas.

Mediante su brillante método mecánico, Arquímedes
realiza una investigación preliminar que ratifica con
absoluto rigor mediante el método de exhaución. Con ello
anticipa infinidad de resultados sobre cuadraturas,
cubaturas, que forman parte de la doctrina de nuestro
Cálculo Integral, y que actualmente obtenemos mediante
los recursos analíticos del cálculo algebraico y de la
aplicación de los límites, que descubren y demuestran
simultáneamente. Pero las rigurosas demostraciones de
Arquímedes deben implicar bajo una forma estrictamente
geométrica –la del Algebra Geométrica de los Libros II y
VI de Los Elementos de Euclides– todos esos medios
infinitesimales modernos. Todo ello ubica a Arquímedes
en antesala histórica del Cálculo Integral. Por eso como
afirma E.Rufini (Il Metodo d'Archimede e le origine
dell'analisi infinitesimale nell'antichità, p.187):

«Arquímedes anticipa nuestro Cálculo Integral, tanto
en el tiempo como en la seguridad de los
procedimientos y en la genialidad de los artificios no
superados por los precursores del siglo XVII.»

En suma, la influencia de Arquímedes ha sido decisiva en
la génesis del Cálculo Infinitesimal. Los impresionantes
problemas de cuadraturas y cubaturas, resueltos mediante
el método mecánico son el antecedente directo –aunque
oculto– de los indivisibles e infinitesimales del siglo XVII
que anticipan el Calculo Integral, mientras que el método
demostrativo de exhaución es el antecedente directo de los
límites de la aritmetización del Análisis del siglo XIX.
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1. Sello de correo italiano de 1983 que reproduce el busto de Arquímedes del Museo Nacional de Nápoles,
junto a un tornillo hidráulico ideado por Arquímedes.

2. Sello de correo nicaragüense que representa la famosa Ley de la Palanca de Arquímedes, considerada
como una de «las diez fórmulas que cambiaron la faz de la tierra»

3. Sello de correo de San Marino de 1982 que representa un fragmento del busto de Arquímedes del Museo
Nacional de Nápoles.

4. Sello de correo de la antigua Alemania Oriental de  1973  que reproduce el cuadro sobre Arquímedes del
pintor italiano D.Fetti (Gemäldegalerie Alte Meister,Dresde, Alemania).

5. Sello de correo español de 1963 que reproduce el cuadro del pintor español Ribera (1630) sobre
Arquímedes (Museo del Prado, Madrid).

ICONOGRAFÍA ARQUIMEDIANA EN LOS SELLOS DE CORREOS
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Las cuestiones infinitesimales en la Edad Media. Oresme
Las especulaciones de los filósofos del Liceo fueron la base para la Filosofía escolástica en
sus elucubraciones, discusiones y disputas medievales sobre el infinito, la naturaleza del
continuo y los indivisibles, aunque desde un punto de vista más filosófico que matemático,
llegando a plantear con sagacidad sutiles dificultades lógicas que no se resolvieron hasta
bien entrado el siglo XIX.
El estudio del cambio y el movimiento fue un tópico de la especulación filosófica medieval,
desarrollada sobre todo en las Universidades. A ello contribuyó considerablemente las
traducciones latinas de La Física de Aristóteles y de los trabajos de Arquímedes sobre
Estática.
El punto de vista más aristotélico sobre la ciencia del siglo XIII lo ostenta Jordanus
Nemorarius (hacia 1225), ponderado como fundador de la escuela medieval de mecánica.
En su obra De Triangulis apreciamos ciertas sorprendentes definiciones:

«La continuidad es la imposibilidad de distinguir los puntos límites unida a la posibilidad de
establecer un límite. [...]. El punto es lo que establece la continuidad simple, [...].»

Son definiciones que con todas sus deficiencias de estilo, dificultades y contradicciones,
demuestran cómo la Matemática infinitesimal iba abriéndose camino entre los escolásticos.
Durante el siglo XIV las Universidades de Oxford y de París desarrollaron abundantes
estudios sobre el cambio y el movimiento, de donde surgen las primeras cuestiones de
índole infinitesimal, diferentes a las de la Geometría griega. En Oxford los filósofos del
Colegio de Merton –epónimo de un grupo de maestros entre los que sobresalen
R.Swineshead, W.Heytesbury, J.Dumbleton– comparan movimientos uniformes y
movimientos uniformemente acelerados, estudian la tasa uniforme de cambio y desarrollan
hacia 1330, de forma retórica, la famosa «Regla de Merton»:

«Si un cuerpo se mueve con movimiento uniformemente acelerado, la distancia
recorrida será la misma que la recorrida, en el mismo tiempo, con movimiento uniforme
y a una velocidad igual a la de la mitad del tiempo [velocidad media entre las
velocidades inicial y final del recorrido].»

T. Brawardine conocido por su eminencia en Filosofía y Matemáticas como «Doctor
Profundis», escribe, hacia 1325, una Geometría que recuerda algunos aspectos de Sobre la
medida del círculo de Arquímedes. Su tendencia filosófica resalta en sus obras Geometrica
speculativa y Tractatus de continuo, donde especula sobre el continuo, el infinito y el ángulo
de contingencia. En torno al continuo, Brawardine distingue el continuo fijo –«continuum
permanens»–, que se manifiesta en las líneas, superficies y volúmenes, del continuo
progresivo –«continuum succesivum»– que acontece en el tiempo y el movimiento. En las
obras aludidas aparecen reflexiones que se sintetizan en algunas frases:

«[...]. Lo indivisible es lo que no puede dividirse nunca. El punto es lo indivisible
determinado por su posición. [...]. En el tiempo lo indivisible es el instante. [...] El
movimiento es lo continuo sucesivo medido en el tiempo.»

Brawardine distingue dos tipos de magnitud infinita, una infinita «a secas», que no tiene fin,
y otra tal que para cada magnitud finita siempre existe otra mayor, sin pararse nunca.
Muchos historiadores aprecian en esta distinción la raíz del intuicionismo moderno e incluso
la analogía con el infinito y transfinito de Cantor. Sobre el continuo y el indivisible,
Brawardine insiste en que una magnitud continua no puede estar formada por un número
finito de magnitudes indivisibles, sino que incluye un número infinito de indivisibles, pero no
están constituidas por estos átomos matemáticos, sino que cada continuo está formado por
un número infinito de elementos continuos de la misma naturaleza; así por ejemplo, un
segmento, área o volumen está compuesto por infinitos segmentos, áreas o volúmenes.
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Página del Libro VIII de la Física de Aristóteles. Edición salmantina de 1555. Biblioteca Central de Barcelona.

Aristóteles enseñando Filosofía, en un manuscrito medieval. Monasterio de El Escorial. Madrid.
El interés por las cuestiones infinitesimales en el Medioevo aparece en el ámbito del estudio del cambio y el
movimiento que fue un tópico de la especulación filosófica medieval, desarrollada ante todo en las Universidades,
a partir de las traducciones latinas de La Física de Aristóteles, que fue la punta de lanza de la recuperación en la
Edad Media de la Filosofía griega, en general.
La Filosofía escolástica debatió ampliamente sobre el concepto de «forma» – en el sentido de la «cualidad»
aristotélica,  como los atributos de los fenómenos naturales de intensidad medible, la cuantificación de cuya
variación nos aporta valiosa información. En particular, en el estudio del movimiento, como investigación de las
variaciones de las intensidades de las formas –cantidades continuas–, en este caso distancias a partir de otras –en
función de– como el tiempo –paradigma del continuo– se alcanzaron resultados muy importantes como el «Teorema
de Merton», sobre el valor medio de una forma cuya velocidad de cambio es constante.
Toda una prolija reflexión filosófica, de origen aristotélico, tiene lugar sobre el continuo, el infinito y el indivisible,
a lo largo del siglo XIV, en las Universidades de Oxford y de París, que al desarrollar abundantes estudios sobre el
cambio y el movimiento, inician las primeras cuestiones  infinitesimales diferentes a las de la Geometría griega y
van atemperando «el horror al infinito» que caracterizó a ésta.

LA FÍSICA DE ARISTÓTELES
Y LAS CUESTIONES INFINITESIMALES EN LA EDAD MEDIA
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La Filosofía escolástica discutió largamente sobre el concepto de «forma» –con un
significado más o menos equivalente a la «cualidad» aristotélica, es decir, atributos que
admiten variación en intensidad–, aplicado al estudio de la naturaleza, en el sentido de
fenómeno natural de intensidad medible, es decir, estudiando la cuantificación de las formas
variables. Se estudian las variaciones de las intensidades de las cantidades continuas, tales
como la distancia de un punto móvil con relación a un punto fijo, a partir de otras cantidades
como el tiempo, que se convierte en el prototipo de continuo. Aunque las discusiones fueron
largas y prolijas, se consiguieron importantes resultados, como el aludido «Teorema de
Merton», relativo al valor medio de una forma cuya velocidad de cambio es constante.
Nicolás de Oresme recoge y desarrolla ampliamente el tema de la llamada «latitud de las
formas» en su obra Tractatus de latitudinibus formarum, escrito hacia 1362, a modo de
resumen de su obra más importante Tractatus de figurationem potentiarum et mensurarum.
En la primera de estas obras Oresme escribe:

[...]. La dimensión de los fenómenos está sometida a múltiples variaciones y dicha
multiplicidad es difícilmente discernible si su estudio no se remite al estudio de figuras
geométricas. [...]. Todo lo que varía, se sepa medir o no, lo podemos imaginar como
una cantidad continua representada por un segmento rectilíneo. [...].

He aquí la importante novedad de Oresme, la noción de gráfico como elemento descriptivo
de una cualidad para facilitar la comprensión de la variación de un fenómeno, lo que él llama
la representación gráfica de «las intensidades de la cualidades», germen de nuestra
representación gráfica de funciones en un sistema de coordenadas introducido a priori, uno
de los aspectos esenciales de la Geometría Analítica. La representación gráfica en sí no es
lo nuevo pues las figuras geométricas y los mapas son ejemplos antiguos de
representaciones gráficas. La innovación de Oresme estriba en que ya no se mantiene la
homogeneidad entre la representación que es un segmento y la magnitud representada que
es tiempo o intensidad.
Elegido un punto origen en una recta horizontal, Oresme llama «longitudo» (longitud) a
nuestra abscisa, que es el tiempo o el espacio, y eleva una perpendicular, la «latitudo»
(latitud), nuestra ordenada, que es proporcional a la intensidad o amplitud del fenómeno, ya
sea velocidad, calor u otros. La diferencia entre dos ordenadas sucesivas se llama grado de
la amplitud («excessus graduum») y es una medida de la variabilidad. Si el «excessus
graduum» varía los puntos extremos de las ordenadas ya no se situarán sobre una recta
sino sobre una curva. La cualidad, forma o propiedad es representada de acuerdo con la
variación de la intensidad respecto del tiempo. Pero esta variación no se refleja como en la
Geometría Analítica por la curva descrita por los puntos de longitud y latitud dadas, sino por
la figura total, es decir el área que determina esa curva, el eje de las longitudes y las
intensidades inicial y final, que Oresme llama simplemente «figura».
En la obra de Oresme hay un estudio matemático de las figuras planas que producen las
representaciones gráficas de las cualidades. Oresme considera varios géneros de formas
que darán lugar a otras tantas formas de representación geométrica. En primer lugar las
formas uniformes («qualitas uniformes») correspondientes a nuestras funciones constantes
y cuya representación gráfica da un rectángulo. Siguen las formas uniformemente diformes
(«uniformitis difformis»), que se corresponden con nuestras funciones afines y cuya
representación gráfica es un trapecio.
Oresme define estas últimas en forma de proporción de la siguiente manera:

«La cualidad uniformemente diforme es aquella para la que, siendo dados tres puntos
cualesquiera, la razón de la distancia del primero al segundo a la distancia del
segundo al tercero es igual a la razón del exceso de intensidad del primero sobre el
segundo al exceso de intensidad del segundo sobre el tercero.»

Finalmente Oresme define el tercer género de formas, las formas diformemente diformes
(«difformitis diformis») como las que no corresponden a los géneros anteriores.
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LA  LATITUD  DE  LAS  FORMAS  DE  ORESME

aequalitas uniformes
A B

uniformitis difformis
A B

Representación gráfica de «las intensidades de las cualidades» de las formas geométricas más sencillas
de Oresme:
1. Las formas uniformes –«qualitas uniformes»– corresponden a  funciones constantes y su

representación gráfica es un rectángulo.
2. Las formas uniformemente diformes –«uniformitis difformis»–, que se corresponden con nuestras

funciones afines y su representación gráfica es un trapecio.

Página de una edición de 1505 de la obra de Oresme Tractatus de latitudinibus formarum, donde
aparecen los diversas formas geométricas correspondientes a las representaciones gráficas de «las
intensidades de las cualidades».
Oresme introduce la noción de gráfico para facilitar la comprensión de la variación de un fenómeno
natural de intensidad medible. Al estudiar la cuantificación de las formas variables, Oresme realiza la
primera aproximación histórica al concepto de función –y su representación gráfica– como un dinámico
instrumento matemático que conecta los entes geométricos que se utilizan para describir la evolución de
un fenómeno. De este modo, Oresme empieza a desarrollar una herramienta, –el concepto de función–
de una utilidad esencial para desentrañar las leyes de la naturaleza.
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LAS  LEYES  DEL  MOVIMIENTO  DE  ORESME

Nicolás de Oresme aplica la Teoría de latitud de las formas al estudio del movimiento mediante lo que se
le considera un auténtico anticipador de la Cinemática de Galileo.
Con el fin de describir el movimiento rectilíneo, Oresme introduce la idea de representar gráficamente la
velocidad instantánea del móvil en función del tiempo. Sobre una recta horizontal lleva graduaciones de
segmentos equivalentes al tiempo y sobre ellas eleva segmentos perpendiculares de longitudes
equivalentes a la velocidad del móvil en los instantes correspondientes. Así obtiene el diagrama
velocidad-tiempo del cual a Oresme le interesa la porción de plano barrido por las perpendiculares
sucesivas. A través de la generalización del examen de casos particulares simples, Oresme llega a la
conclusión de que el área barrida por las perpendiculares sucesivas elevadas sobre cada graduación de un
intervalo de tiempo equivale a la distancia recorrida por el móvil durante ese intervalo de tiempo –
Principio de Oresme–. Este postulado es la base de sus descubrimientos sobre el movimiento
uniformemente acelerado.
Para este tipo de movimiento, que es el caso más importante, el crecimiento de la velocidad del móvil es
proporcional a la duración durante la cual se produce tal crecimiento. La representación gráfica de la
velocidad en función del tiempo en el sentido de Oresme, es decir, la porción de plano barrido por las
perpendiculares sucesivas –los segmentos de velocidad– resulta ser un trapecio determinado por la recta
formada por los puntos superiores de tales perpendiculares, la recta de longitudes y los segmentos de las
latitudes extremas.

C’

tiempo

D’

D

C

M BA
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Claro está que una demostración rigurosa exige los recursos del Cálculo Integral. Es posible que lo
asumiera como una generalización inmediata del caso de la velocidad uniforme, o tal vez en la línea de la
«composición» de Arquímedes y de los futuros «Indivisibles» de Cavalieri considerase el área como la
yuxtaposición de los segmentos verticales, o en la línea de los posteriores desarrollos infinitesimales de
Roberval pensase el área como formada por rectángulos muy finos de altura una velocidad constante
actuando durante un instante muy pequeño, con toda la problemática que esto acarrea en cuanto a la
composición del continuo.
Los resultados de Oresme puede que no sean rigurosos a nuestros ojos –el concepto de rigor en
Matemáticas es privativo del paradigma de cada época– pero hasta la invención de la Geometría Analítica
por parte de Fermat y Descartes y hasta el desarrollo del Cálculo por Cavalieri, Fermat, Pascal y
finalmente Newton y Leibniz, la Cinemática no tendrá mejores demostraciones del movimiento
uniformemente acelerado que las de Oresme.
Prosiguiendo sus estudios, Oresme considera un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado en el
que la velocidad inicial es cero. Subdividiendo el intervalo AB en un cierto número de partes iguales,
resulta que las áreas de los trapecios alzados sobre los intervalos están en las proporciones 1,3,5,7,... De
acuerdo con el Principio lo mismo sucederá con las distancias recorridas en estos intervalos. Oresme
escribe:
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5

7

3

 Vemos, pues, que la representación gráfica, como instrumento básico de la Geometría Analítica ha
empezado a dar su fruto: Oresme ha establecido la ley fundamental del movimiento rectilíneo
uniformemente acelerado. La distancia recorrida es proporcional al cuadrado del tiempo.

Ya que según el Principio de Oresme, el área del trapecio
ABCD equivale a la distancia recorrida en el intervalo de
tiempo AB, y puesto que el área de este trapecio es igual a la
del rectángulo ABC’D’, deduce Oresme que la distancia
recorrida por el móvil con movimiento uniformemente
acelerado en el intervalo de tiempo AB, es la misma que la
que recorrería con movimiento uniforme de velocidad igual
a la que tiene en el instante medio M. Así pues, Oresme
obtiene una verificación geométrica del famoso «Teorema de
Merton» del grupo de filósofos que adoptaron el epónimo
de Colegio de Merton.

«Ahora bien, como ha señalado el gran matemático griego
Pitágoras [la suma de números triangulares consecutivos es
un número cuadrado]: se tiene:
1=1=1 vez 1 [=22]
1+3=4=2 veces 2 [=22]
1+3+5=9=3 veces 3 [=32]
1+3+5+7=16=4 veces 4 [=42]
.................................
se obtiene siempre un número cuadrado. Por este medio se
pueden obtener las razones mutuas de las cantidades [áreas]
totales.»
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Oresme sugiere incluso una extensión a tres dimensiones de la«latitud de las formas», que
en nuestro lenguaje sería la representación gráfica de una función de dos variables
mediante un volumen formado por todas las ordenadas de valor dado por una regla
levantadas sobre los puntos de un plano horizontal.
Es interesante analizar en qué sentido Oresme desarrolló Geometría Analítica y Cálculo
Infinitesimal. La consideración de coordenadas cartesianas, denominadas por Oresme
longitud y latitud, no es en realidad una innovación. Apolonio y otros matemáticos y
geógrafos griegos habían utilizado algún sistema de coordenadas. La verdadera innovación
de Oresme es la representación gráfica de una cantidad variable mediante coordenadas,
aunque se limitara a las funciones afines, y en este aspecto el trabajo de Oresme se
desarrolla en el sentido positivo de la Geometría Analítica. Pero Oresme no recorre el otro
sentido de la Geometría Analítica, es decir no desarrolla el principio de que toda curva plana
puede ser representada, con respecto a un sistema de coordenadas, como una función de
una variable. Oresme está más bien interesado por las cuestiones de la variación de las
formas –es decir, por los aspectos diferenciales– así como por la variación del área bajo la
curva –es decir, los aspectos integrales–, más que por el estudio analítico de la curva. En
este sentido podemos decir que Oresme se acercó más al Cálculo Infinitesimal que a la
Geometría Analítica.
Pero hay otros aspectos en relación con el concepto de función y con los máximos y
mínimos, que sitúan a Oresme en la línea de lo Infinitesimal. Conceptualmente hay una
diferencia esencial entre la representación de una trayectoria bajo la forma de una curva y la
representación que hace Oresme de las variaciones de la intensidad de un fenómeno
respecto al tiempo. Es de aquí, al generalizar, de donde surge el concepto de función, el
instrumento matemático más dinámico, que conecta los entes geométricos, describiendo el
devenir de un ser que se transforma en otro. El concepto de función permite alcanzar así la
síntesis dialéctica entre las antagónicas concepciones de la realidad, la estática concepción
eleática y la dinámica concepción heraclitiana, por eso se ha convertido en el instrumento
más adecuado para desentrañar las leyes de la naturaleza.
Abundando en cuestiones infinitesimales y moviéndose en un nivel intuitivo, Oresme
advierte que en una figura curva, por ejemplo un semicírculo construido sobre la longitud, es
decir, sobre el eje de abscisas, las latitudes que corresponden a los puntos donde la curva
empieza a ascender crecen de forma rápida. Pero este aumento, medido por el llamado
grado de la amplitud (excessus graduum), va continuamente disminuyendo a medida que
ascendemos, es decir a medida que nos acercamos al máximo, en cuyo entorno desaparece
casi totalmente. Parece advertirse en esta argumentación una intuitiva observación en torno
al problema de la tangente y a la correspondiente condición necesaria de extremo, embrión
de las consideraciones de Fermat sobre máximos y mínimos y antes, de Kepler, tal como
aparecen en su obra Nova stereometria doliorum vinariorum de 1615:

«Cerca de un máximo los decrementos son al principio imperceptibles.»

En resumen, Nicolás de Oresme introduce al menos implícitamente cinco ideas innovadoras:

a) La medida de diversas variables físicas por medio de segmentos.
b) Algún tipo de relación funcional entre variables.
c) Una aproximación a la introducción de las coordenadas mediante la representación

gráfica de relaciones funcionales
d) La constancia de la disminución de la variación en las proximidades de un extremo.
e) Una especie de integración o sumación continua para calcular la distancia como el área

bajo el grafo velocidad-tiempo.
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LA CONTRIBUCIÓN DE ORESME AL DESARROLLO
DE LO INFINITESIMAL EN EL MEDIEVO

Nicolás de Oresme fue el científico medieval que más contribuyó al desarrollo de las cuestiones
infinitesimales con la consideración de la «latitud de las formas» en su obra Tractatus de
latitudinibus formarum.
Las aportaciones de Oresme cubren muchos aspectos del ulterior Calculo Infinitesimal, desde el
concepto de función y su representación gráfica en un sistema de coordenadas, hasta la
constatación intuitiva de  la condición necesaria para un extremo, y desde la medida de variables
físicas por medio de segmentos, a modo de coordenadas que se vinculan mediante relaciones
funcionales que permiten cuantificar la variación de un fenómeno, hasta la obtención de la
distancia recorrida como una especie de sumación continua de ordenadas bajo el diagrama
velocidad–tiempo equivalente a una especie de integración de una función, que Oresme considera
en su estudio del movimiento.
Oresme apunta, pues, incipientes pero muy importantes cuestiones tanto de Geometría Analítica
como de Calculo Integral. En Geometría Analítica Oresme representa el segundo estadio histórico
de introducción de un sistema de coordenadas –el primero es Apolonio que considera las
coordenadas a posteriori– y, además, Oresme las introduce a priori para representar el gráfico de la
curva respecto de ellas. En Cálculo Infinitesimal, ciertos aspectos de Cavalieri, Torricelli, Fermat,
Roberval,  Pascal, Barrow, e incluso Newton y Leibniz, son en parte tributarios de Oresme.
Aunque rudimentarias y primitivas, las ideas de Oresme tienen un valor embrionario por el papel
decisivo que jugaron en la inflexión radical que experimenta la Matemática –y en particular los
problemas infinitesimales– respecto de la clásica griega a partir del Renacimiento.

N.Oresme en su pupitre junto
a una esfera armilar. Siglo XV.
Biblioteca Nacional. París.
Ilustración de su obra en
francés Les gloses du traité du
ciel et du monde, que es un
comentario a la traducción que
hizo de la obra de Aristóteles
De Caelo.
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La maduración de estas incipientes ideas jugaron un papel decisivo en el advenimiento de
las técnicas del Cálculo del siglo XVII y desde luego influyeron decisivamente sobre Galileo,
que en su obra Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, de 1638,
sistematizó los desarrollos medievales en una nueva ciencia de la Mecánica.
Los filósofos y matemáticos del siglo XIV manifestaron su fascinación por las series infinitas.
Como consecuencia de la superación del «horror al infinito» de los griegos, la Escolástica de
la baja Edad Media recurría con frecuencia en sus especulaciones al infinito, tanto en
sentido potencial como actual. Esta amplitud de miras permitió desarrollar la importante
innovación de los algoritmos infinitos. En este sentido, los Escolásticos son pioneros, toda
vez que en la antigüedad sólo se desarrollaron algunos algoritmos reiterados, y en cuanto a
series propiamente sólo Arquímedes en su Sobre la Cuadratura de la Parábola se aproximó
al tema, manejando la progresión geométrica indefinida:

 2 n
1 1 1 41
4 34 4

+ + + + + =  ,

aunque sin extender de forma actual (en sentido aristotélico) la suma hasta el infinito, ya que
no lo requiere así el método de exhaución, ideado precisamente para obviar la dificultad del
infinito.
La aplicación concreta de las series tuvo lugar a propósito de ciertos problemas sobre la
«latitud de las formas», en los que se consideraban movimientos arbitrarios, regidos por lo
que llamaban una «ley artificial», y en los que los espacios recorridos presuponen la deter-
minación de la suma de una serie convergente. Es preciso señalar que el manejo de las
series infinitas en este periodo, no tuvo lugar como las utilizamos hoy en el Cálculo, sino de
forma retórica con casi total ausencia de símbolos. Los resultados fueron hallados mediante
la argumentación verbal o geométricamente a través de la representación de la forma, más
que por consideraciones aritméticas basada en la idea de límite
R.Swineshead, de la Escuela de Merton, escribió hacia 1345 su Liber Calculationum, por la
que se le apodó «Calculator», en la que además de la Regla de Merton, aludida
anteriormente, considera y resuelve el siguiente problema de ley artificial:

«Si a lo largo de la primera mitad de un cierto intervalo de tiempo, una forma se
mantiene con cierta intensidad; a lo largo del siguiente cuarto de intervalo la forma se
mantiene al doble de dicha intensidad; a lo largo del siguiente octavo de intervalo la
forma se mantiene al triple de la intensidad, y así ”ad infinitum”, entonces la intensidad
media durante todo el intervalo será la intensidad de la forma durante el segundo
intervalo [el doble de la intensidad inicial].»

Se trata de una serie de movimientos uniformes tales que los intervalos sucesivos de tiempo
forman una progresión geométrica de primer término y razón 1/2, mientras que las
intensidades de la forma son los términos de una progresión aritmética de primer término y
razón 1. El resultado es equivalente (tomando como unidad el intervalo de tiempo y la
intensidad inicial de la forma) a la suma de la serie aritmético-geométrica:

n
1 2 n 2
2 4 2
+ + + + =  .

Calculator dio una prolija y confusa argumentación verbal para llegar al resultado, mientras
que Oresme lo demostró de manera mucho más inteligible y sencilla a través de
procedimientos gráficos.



87

Uno de los resultados más importantes de Oresme sobre series lo describe de forma
retórica de la siguiente forma:

«Si de una cierta cantidad se sustrae una parte alicuota [una k-ésima parte] y del
primer resto se sustrae la misma parte alícuota, y del segundo resto se sustrae la
misma parte alicuota y así ”ad infinitum”, tal cantidad será consumida exactamente, ni
más ni menos, por tal modo de sustración.»

En lenguaje literal siendo a la cantidad de la que se parte, al sustraer la parte alícuota a/k
resulta a(1-1/k); sustrayendo a esta cantidad su k-ésima parte resulta la cantidad a(1-1/k)²; y
así se sigue, en cada sustracción se multiplica el resto anterior por la cantidad (1-1/k), por
tanto el resultado es equivalente a la suma de la serie:

2 na a 1 a 1 a 11 1 1 a
k k k k k k k

     + ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ − + =     
     

 ,

que generaliza el resultado de la progresión geométrica utilizada por Arquímedes.
Oresme dio otros muchos resultados sobre series, pero sin duda el resultado más
interesante y original es la primera demostración en la Historia de la Matemática de la
divergencia de la serie armónica:

1 1 1 1
2 3 4 n
+ + + + +  .

Oresme agrupa los sucesivos términos de la serie poniendo el primer término 1/2 en el
primer grupo, los dos términos siguientes 1/3 y 1/4 en el segundo grupo, los cuatro términos
que siguen en el tercer grupo, y así sucesivamente el grupo p-ésimo contendrá 2p-1 términos.
Oresme argumentará entonces que existiendo un número infinito de grupos y siendo la
suma de los términos de cada grupo mayor o igual que 1/2, sumando una cantidad
suficiente de términos se podrá superar todo número prefijado.
Resumiendo, como consecuencia de las especulaciones filosóficas medievales sobre el
infinito y el continuo a propósito de la «latitud de las formas», se desarrolló una actividad
matemática en el terreno de lo infinitesimal, que provocó el que se atemperara el «horror al
infinito» de los griegos. Por eso las contribuciones medievales no fueron una extensión de
los desarrollos clásicos sino más bien una exploración de nuevos caminos en la Matemática,
con resultados muy originales y totalmente novedosos en el terreno de la Cinemática, en la
consideración intuitiva del concepto de función y en el tratamiento de las series infinitas,
resultados que tienen un mérito enorme porque sus cultivadores no tenían a su disposición
un desarrollo geométrico considerable ni un aparato algebraico que facilitara las
operaciones. Aun así la aparición de un ambiente propicio al uso y abuso de lo intuitivo en
relación con el infinito, influiría de forma muy positiva sobre el magnífico desarrollo de los
métodos y técnicas infinitesimales del siglo XVII.
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Los problemas de Cálculo Integral: cuadraturas y cubaturas
La cuadratura básica Ia

oxk dx
Se puede decir que las técnicas para las cuadraturas del siglo XVII están enfocadas
esencialmente al establecimiento de la cuadratura de las parábolas generalizadas –que

llamaremos la cuadratura básica I a
o xk dx –, mediante artificios aritmético-infinitesimales y en

particular de indivisibles, motivados por los intentos de atemperar la prolijidad del rigor del
clásico método griego de exhaución.
Sabemos que Arquímedes, tanto en la cuadratura de la espiral como en la segunda
demostración que da de la cuadratura de la parábola, utiliza resultados equivalentes a
nuestras fórmulas para la suma de enteros y sus cuadrados:

1+2+ ··· +n = 
2
n (n+1), 12+22+ ··· +n2 = 

6
n  (n+1)(2n+1)

Mediante estas fórmulas, Arquímedes obtiene resultados equivalentes a nuestras integrales:

 I a
o  x dx = a2/2 , I a

o  x2 dx = a3/3 ,

las cuales hoy establecemos mediante los límites:

2 2 2

2 3n n

1 2 ··· n 1 1 2 ··· n  1Lím , Lím
n 2 n 3→∞ →∞

+ + + + + +
= =

Lo que no sabemos es si Arquímedes era consciente de los lazos de parentesco existentes
entre los diversos problemas que resuelve, relaciones que nosotros expresaríamos diciendo
que la misma integral aparece en muchos lugares bajo aspectos geométricos diferentes.
Asimismo, Cavalieri con su original método de los indivisibles conseguirá realizar la famosa
cuadratura para los enteros k=1,2,3,4,5,6 y 9.
Después de 1635 –fecha de la publicación de los resultados de Cavalieri–, los matemáticos
se afanan en generalizar el resultado y Fermat, Roberval, Pascal, Wallis y otros
matemáticos dan pruebas más o menos rigurosas, para el cálculo del área bajo la parábola
generalizada y=xk (k entero positivo). Algunas de las pruebas se basan en fórmulas para la
suma de las primeras potencias de enteros –que sustituirán al argumento intuitivo de los
indivisibles– y que conducen a las desigualdades:

1k+2k+ ··· +(n-1)k < 
+

+

k 1n
k 1

< 1k+2k+ ··· +nk

(generalización del mismo resultado de Arquímedes para k=2), de las que nosotros
precisamente deducimos el límite: 

k k k

k 1n

1 2 ··· n  1Lím ,
k 1n +→∞

+ + +
=

+
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que es utilizado implícitamente, disfrazado como siempre a través de la doble reducción al
absurdo, que todos saben que es lo único que puede concluir con rigor el argumento, pero
ninguno sigue fielmente todos los pasos que en rigor hay que dar, como hacía Arquímedes,
sino que se quedan en el umbral de la exhaución, comentando que es de dominio público el
camino a seguir.

Así para obtener la cuadratura I a
o xkdx = 

1k
a 1k

+

+

dividen el intervalo [o,a] en n subintervalos de longitud a/n, construyendo a continuación los
habituales rectángulos inscritos Pn y circunscritos Qn, teniendo todos por base a/n y altura la
determinada por la correspondiente ordenada, de manera que se obtiene para la suma de
las áreas:

a(Pn) = 
+

+

k 1

k 1
a
n

 [1k+2k+ ···· +(n-1)k ]

a(Qn) = 
+

+

k 1

k 1
a
n

 [1k+2k+ ···· +nk ]

Si S es el área limitada por la curva y=xk en el segmento [o,a], fácilmente se obtienen los
elementos para aplicar el método de compresión de Arquímedes:

a(Pn) < a(S) < a(Qn)

1. a(Qn) – a(Pn) = ak+1/n, para todo n

2. a(Pn) < [ak+1/(k+1)] < a(Qn) para todo n

que son las desigualdades básicas para iniciar la doble reducción al absurdo que les
conduzca al resultado conjeturado: 

«El área limitada por curva y=xk en el segmento [o,a] es ak+1/(k+1)»,

es decir: 
k 1a k

0
ax dx k 1

+
=

+∫  .
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Los Indivisibles de Cavalieri
Cavalieri, el más destacado de los discípulos de Galileo, publica en 1635 su famosa obra
Geometria Indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (Geometría de los
continuos por indivisibles presentada por métodos nuevos). También sobre Indivisibles
publica en 1647 Exercitationes geometricae sex (seis ejercicios geométricos).
La Geometria de Cavalieri se compone de siete libros. El Libro I trata de la geometría
elemental de figuras planas y sólidas, estudiando especialmente sólidos de rotación,
cilindros y conos generales (teniendo una curva cerrada cualquiera por directriz), así como
las secciones de estos sólidos. En el Libro II Cavalieri desarrolla el primer método de
indivisibles, el «método colectivo» y demuestra algunos teoremas generales sobre
colecciones de indivisibles. En los Libros III, IV y V aplica los teoremas anteriores a
cuadraturas y cubaturas de figuras relacionadas con las secciones cónicas. El libro VI está
dedicado a la cuadratura de la espiral, pero también obtiene resultados sobre paraboloides y
esferoides. Finaliza la Geometria presentando un nuevo método de indivisibles, el «método
distributivo».
Las Exercitationes se componen de seis libros. En el Libro I Cavalieri ofrece una visión
reducida y simplificada del «método colectivo». En el Libro II realiza una nueva presentación
del «método distributivo». El Libro III recoge las reacciones de Cavalieri a las duras críticas
de Güldin. EL Libro IV generaliza el «método colectivo» de indivisibles, aplicándose a curvas
algebraicas de grado superior a dos, obteniendo un resultado equivalente a la cuadratura
básica:

n 1a n
0

ax dx n 1
+

=
+∫ .

El concepto fundamental de la teoría de Cavalieri es el de «Omnes lineae» («todas las
líneas» o «colección de líneas» de una figura dada), que es introducido en la definición II.1
de la Geometria Indivisibilibus:

«Dada una figura plana, se consideran dos planos perpendiculares al plano de la
figura, entre los que ésta esté exactamente contenida. Si uno de los dos planos se
mueve paralelamente hacia el otro hasta coincidir con él, entonces las líneas que
durante el movimiento forma la intersección entre el plano móvil y la figura dada,
consideradas en conjunto, se llaman “Omnes lineae” [”Todas las líneas”»] de la figura,
tomada una de ellas como ”regula” [”directriz”].»

O(F,l)F
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Es decir, dada la figura plana F=ABC, la recta BC determina una dirección que tomaremos
como «regula». «Todas las líneas» o Indivisibles de la figura ABC, O(F,l) respecto de la
regula BC, representa el conjunto de cuerdas de la figura ABC, paralelas a BC.
El propósito de Cavalieri introduciendo su método de Indivisibles era proporcionar unos
medios de obtener cuadraturas y cubaturas, que superaran la pesadez e insuficiencia del
método de exhaución de Arquímedes, es decir, que consiguieran los resultados y las
pruebas al mismo tiempo, fundiendo en un solo acto lo heurístico y lo apodíctico. El método
de Cavalieri sería nuevo, pero las ideas básicas de lo que debe entenderse por cuadratura o
cubatura descansan completamente en la teoría griega clásica de magnitudes, que se
describe en el Libro V de Los Elementos de Euclides.
Como se sabe, la limitación operacional de la Matemática griega impedía la asignación de
valores numéricos que midieran el área o volumen de las figuras geométricas, de modo que
se calculaba directamente con éstas, que de esta forma se trataban como magnitudes. Las
cuadraturas o cubaturas de las figuras las realizaban los griegos a base de comparar
mediante razones la figura en cuestión con otra figura previamente conocida.
Cavalieri no sólo asumió la doctrina griega clásica de magnitudes, sino que se propuso
ampliar el conjunto de magnitudes, extendiendo la teoría de magnitudes de Eudoxo, para
incluir en ella cada conjunto de «Todas las líneas» de una figura dada, creando así una
nueva categoría de magnitudes que le permite realizar los cálculos a los que le conducen
sus cuadraturas, directamente con propias nuevas magnitudes, es decir, con «Todas las
líneas» de una figura dada. Por eso Cavalieri dedica una buena parte del Libro II de la
Geometria Indivisibilibus a intentar justificar que efectivamente «Todas las líneas» pueden
ser tratadas como cualquier otra magnitud geométrica; en particular debe demostrar que la
razón entre dos colecciones de líneas existe, es decir que las nuevas magnitudes cumplen
el Axioma de Eudoxo-Arquímedes –definición V.4 de Los Elementos de Euclides–. A partir
de aquí Cavalieri ya puede plantearse establecer la relación entre las cuadraturas y las
colecciones de líneas, lo que hace en uno de los teoremas fundamentales de la Geometria
Indivisibilibus, el II.3:

«La razón entre dos figuras es igual a la razón entre sus colecciones de líneas,
tomadas respecto de la misma ”regula”.»

Es decir, dadas dos figuras planas F y G, se verifica: F/G = O(F,l)/O(G,l) .
Pero esta relación entraña como condición preliminar que la razón entre dos colecciones de
líneas exista, es decir, que las colecciones de líneas cumplan la definición V.4 de Euclides
sobre magnitudes, lo cual conceptualmente no es trivial toda vez que las colecciones de
líneas se componen de infinitas líneas. Queda así planteada una duda en la que subyace el
eterno problema del infinito, duda que permanece latente en la mente de Cavalieri y que
manifiesta de forma constante en su correspondencia con Galileo. Cavalieri quiere
autoconvencerse de la certeza de la existencia de razón entre colecciones de líneas, al
manifestar que ya que éstas tienen la propiedad de que pueden sumarse y restarse (y de
forma implícita asumiendo que pueden ordenarse) deben poder compararse, es decir, deben
tener una razón, al igual que sucede con las magnitudes griegas. Pero no considera el
argumento concluyente sino simplemente plausible, por lo que se decide a demostrarlo en el
Teorema II.1 de la Geometria:

«Las colecciones de líneas de figuras planas son magnitudes que tienen razón unas
con otras.»

En el curso de la demostración de Cavalieri aparece un proceso infinito –al tomar el máximo
de una colección infinita de números, que podría ser infinito–, lo que Cavalieri no advierte o
soslaya.
Otro Teorema previo al II.3, donde también se advierte la debilidad de los fundamentos de
los métodos de Cavalieri es el II.2:
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 «Si dos figuras son iguales también lo son sus colecciones de líneas.»
 Es decir:

F = G implica O(F,l) = O(G,l) .

Cavalieri ilustra la prueba de este Teorema con un gráfico similar al de la figura adjunta, en
la que AEB=ADC. Superponiendo AEB sobre ADC las dos figuras tienen ADB como parte

común. Superponiendo ahora las
partes residuales nuevamente
habrá una parte común. Este
proceso de superposición se puede
continuar hasta que las sucesivas
partes residuales hayan sido
situadas unas sobre otras, lo cual
será posible porque al ser las dos
figuras iguales se descompondrán
en partes congruentes dos a dos,
que darán colecciones de líneas
iguales dos a dos, de manera que
aplicando el carácter aditivo de las
colecciones de líneas, se obtendrá
que las dos figuras tendrán iguales
colecciones de líneas.

Como antes, Cavalieri parece no advertir con claridad que en su argumentación a través del
proceso de superposición puede haber involucrado un proceso infinito (por ejemplo
tratándose de un círculo y un cuadrado), lo cual introduciría en la aditividad sumas infinitas.
Ya que según parece uno de los propósitos del método de Cavalieri, como el de los griegos,
era evitar el infinito, en particular los infinitesimales y las sumas infinitas, el discurso
argumental de Cavalieri tiene serios puntos débiles.
Con los elementos desarrollados, algún postulado y ciertas asunciones, Cavalieri emprende
la demostración del importante teorema II.3, que se traduce en la igualdad de razones:

F/G = O(F,l)/O(G,l) .

Para ello aplica la definición de Eudoxo de igualdad de razones (definición V.5 de Los
Elementos de Euclides). De acuerdo con la definición de Eudoxo, Cavalieri debe demostrar
que dadas dos figuras F y G

 implica:

lo que realiza fácilmente aplicando los resultados anteriores.
El Teorema II.3 encierra la idea básica y central de toda la teoría de Cavalieri. Por medio de
este resultado, reduce el problema de obtener la razón entre dos áreas a hallar la razón
entre sus colecciones de líneas. Con gran ingenio Cavalieri calculará estas últimas razones,
para lo que utiliza como uno de sus instrumentos más útiles lo que se conoce como el
Principio de Cavalieri, el Teorema II.4:

>
=
>F + F + ···m··· + F G + G + ···n··· + G

O(F,l) + O(F,l)+ ···m··· + O(F,l) O(G,l) + O(G,l) +  ···n··· + O(G,l)>
=
>
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«Si dos figuras planas tienen la misma altura y si las secciones determinadas por
líneas paralelas a las bases y a igual distancia de ellas están siempre en la misma
razón, entonces las figuras planas también están en esta misma razón.»

Cavalieri ilustra su teorema con una figura similar a la siguiente:
 Si dos figuras planas ACM y MCE,
cumplen que para cada línea BD paralela
a la base AE (regula), las secciones BR y
RD –que llama líneas correspondientes
por estar a igual distancia de la base–,
verifican la relación:
        BR/RD = AM/ME ,
entonces se cumple:
        ACM/MCE = AM/ME .

Cavalieri generaliza a dimensión tres los resultados que había obtenido para figuras planas,
de modo que se podrá enunciar un teorema análogo al II.4:

«Si dos sólidos tienen la misma altura y si las secciones determinadas por planos
paralelos a las bases y a igual distancia de ellas están siempre en la misma razón,
entonces los volúmenes de los sólidos están en esa misma razón.»

Las  dos figuras adjuntas ilustran
de forma sencilla el Teorema de
Cavalieri en el caso particular de
secciones iguales.

El Teorema de Cavalieri permite calcular por ejemplo el área de la elipse a partir del área del
círculo y el volumen de un cono a partir del volumen de una pirámide.

Sea una elipse E de semiejes a y b (a>b). Sea C un
círculo concéntrico con la elipse y radio la longitud del
eje mayor a de la elipse Tomando como «regula» la
dirección del eje de ordenadas, comparando los
indivisibles de la elipse con los del círculo, obtenemos
de las ecuaciones de las curvas:
RP/RQ = b/a ,
de donde resulta según el «Principio de Cavalieri»:
a(E)/a(C) = b/a ,

por tanto: a(E) = (b/a)·a(C) = πab .
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Si dos pirámides tienen la misma base y la misma altura, por razones de semejanza las
secciones situadas a la misma altura tienen la misma área; así que, de acuerdo con el
«Principio de Cavalieri», las dos pirámides tienen el mismo volumen. Los griegos utilizaron
este resultado para demostrar que el volumen de la pirámide es un tercio de la base por la
altura (Euclides, XII.7). Arquímedes atribuyó el descubrimiento a Demócrito y la
demostración a Eudoxo.
A partir del volumen de la pirámide se puede obtener fácilmente el volumen del cono, por
aplicación del Principio de Cavalieri .
En efecto, sea un cono C con radio de la base r y altura h. Comparemos en cono C con una
pirámide P con base el cuadrado unidad y altura h.

Sean Cx, Px, las secciones
respectivas del cono y pirámide
a una distancia x del vértice.
Por semejanza resulta:
L /1 = x/h = r'/r,
de donde se obtiene:
a(Cx) = πr²x²/h² , a(Px) = x²/h² ,
es decir:
a(Cx) = πr²a(Px) ,
por tanto del Principio de
Cavalieri se obtiene:
 v(C) = πr² · v(P) = πr²h/3 .

Como se ve, sorprende la estrecha analogía entre la aplicación del «Principio de Cavalieri» y
el método mecánico del MÉTODO de Arquímedes. Ambos participan de puntos de vista muy
próximos sobre los indivisibles en la composición de las figuras planas o sólidas para la
búsqueda de los resultados de su cuadratura o cubatura. La analogía está en las primeras
fases, pues desde luego Cavalieri ya no necesita recurrir al recurso de la palanca para
sumar sus indivisibles; el Álgebra le facilita esta operación y además le da unas
posibilidades de generalización imposibles de lograr en la Geometría arquimediana.
El «Principio de Cavalieri» tiene como efecto práctico ocultar el papel que juega en los
cálculos de áreas y volúmenes el proceso del paso al límite. Es decir al igual que
Arquímedes con la «composición» de su método mecánico, Cavalieri con su Principio evita
los problemas del infinito, soslayando, como Arquímedes, las dificultades lógicas del paso al
límite, que substituye por la intuición geométrica.
Cavalieri al igual que Arquímedes se cuida muy bien de no explicar claramente la naturaleza
del elemento infinitesimal que utiliza en su método, el indivisible. En efecto, con su atomismo
matemático parece convencerse a sí mismo de que su método es independiente de las
doctrinas sobre la naturaleza del continuo. De hecho, considera pragmáticamente que como
la noción de infinito no aparece en las conclusiones no necesita aclarar su naturaleza. Y en
efecto, igual que en Arquímedes, el infinito en la forma en que es camuflado, no participa
explícitamente en el discurso de Cavalieri, porque su argumentación está centrada en la
comparación o correspondencia entre los indivisibles de dos configuraciones, como bien
queda de manifiesto en lo que todavía hoy llamamos Principio de Cavalieri, lo que le lleva a
obtener, como a los griegos, razones más que valores concretos de un área o
volumen. Pero como los otros matemáticos del siglo XVII, Cavalieri considera su método
simplemente como un instrumento geométrico para evitar el método de exhaución, de modo
que el rigor no le preocupa demasiado. Parece ser que Cavalieri, como Arquímedes, no
estuvo especialmente interesado en las cuestiones metafísicas acerca de la naturaleza del
continuo, aunque pudo no ser así, ya que  al esperar la aprobación de su maestro Galileo
sobre estas cuestiones, dilató cuanto pudo la publicación de sus principales obras.
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EL INFINITO Y EL CONTINUO EN LOS INDIVISIBLES DE CAVALIERI

Cavalieri introduce para cada figura el indivisible de una dimensión menor, que excluye lo
infinitamente pequeño y permite soslayar las dificultades lógicas del paso al límite, que substituye
por la intuición geométrica, mientras se acerca, gracias a la incipiente Álgebra, a las ventajas de los
métodos infinitesimales, de simplicidad y mayor generalidad frente a la complejidad y particularidad
del método de exhaución de Arquímedes.
Con los Indivisibles, Cavalieri introduce una especie de atomismo geométrico que le aleja del infinito
potencial de Aristóteles y le acerca a las bases metodológicas del Método Mecánico de Arquímedes. De
forma similar a cómo Arquímedes llena sus figuras, Cavalieri considera las áreas formadas por la
yuxtaposición de segmentos, que al considerarlos en conjunto, los llama «Omnes lineae» y demuestra
que a estas colecciones de líneas les puede asignar la categoría de magnitudes de acuerdo con la Teoría
de la Proporción de Eudoxo del Libro V de Los Elementos de Euclides. En este sentido Cavalieri se
mantiene todavía próximo a los procedimientos sintéticos de la Geometría griega incapaces debido al
insuficiente desarrollo algorítmico del Álgebra simbólica de asignar a las figuras números que
midieran sus áreas o sus volúmenes, por tanto Cavalieri, como los griegos, todavía tenía que calcular
directamente con las figuras, que se trataban como magnitudes.
Cavalieri compara el área de dos figuras –por ejemplo el área de un círculo y una elipse– a base de
comparar los correspondientes conjuntos de «Todas las líneas» –tal como, por ejemplo, había
comparado Arquímedes el área del segmento parabólico con el área de un triángulo–, y lo hace
mediante el famoso el Principio de Cavalieri: «La razón entre dos figuras es igual a la razón entre sus
colecciones de líneas, tomadas respecto de la misma ”regula”», artificio de sorprendente parecido con el
Método mecánico de Arquímedes, con el que de forma ingeniosa Cavalieri reduce el problema de
obtener la razón entre dos áreas a hallar la razón entre sus colecciones de líneas.
Cavalieri extiende sus conceptos al cálculo de volúmenes de sólidos desarrollando una Teoría de
Indivisibles con el objetivo de evitar la presencia ostensible del infinito que queda ocultado a través
de la correspondencia entre los indivisibles de las figuras que compara. Pero un análisis a conciencia
de sus métodos nos advierten de la presencia subrepticia del infinito actual, de ahí que adolezcan de
rigor.
De hecho la pretensión de Cavalieri con su método de Indivisibles parece ser acercar el
descubrimiento y la demostración, hasta fundirlos en un sólo acto matemático que encuentra los
resultados y prueba su validez. Por eso en su propósito, Cavalieri se acerca a la heurística del Método
Mecánico de Arquímedes pero se aleja de la apodíctica de su Método de exhaución, único argumento,
hasta ese momento histórico, que permite convalidar demostrativamente –con todo rigor– los
resultados geométricos descubiertos por las diversas vías y procedimientos.

1. Portada de la primera edición de Geometría Indivisibilibus Continuorum de Cavalieri  (Bolonia, 1635).
2. Portada de la primera edición de Exercitationes geometricae sex de Cavalieri  (Bolonia, 1647).
Ejemplares de la Biblioteca Nacional de España



97

Cavalieri generaliza sus Omnes lineae definiendo otros Omnes-conceptos, como por
ejemplo todos los cuadrados de líneas de una figura dada F, O(F,l2) y en general todos las
potencias de líneas de una figura dada F, O(F,ln), obteniendo al aplicarlos a una figura
triangular resultados equivalentes a nuestras cuadraturas:

n 1 a n
 o

ax dx n 1
+

=
+∫   ,   n

 

= 1,2,3, 4, 5, 6,9  .

Para facilitar la exposición utilizaremos una notación más actual y de mayor operatividad
que la utilizada por Cavalieri.

Si T es el triángulo ABC de la figura, designaremos todas las

potencias de líneas de T, O(T,ln), en la forma 
B

n

A
x∑ .

De acuerdo con los conceptos desarrollados por Cavalieri,
escribiremos para el área del triángulo

         T=ABC , a(T) = 
B

A
x∑

Ahora si P es una pirámide con vértice en A y base cuadrada
de lado BC, la sección a una distancia x del vértice tiene área
x². Al Concebir la pirámide como compuesta de todas las

secciones cuadradas, es decir, de todos los cuadrados de líneas del triángulo ABC,

podremos escribir para su volumen:  v(P) = 
B

2

A
x∑

Dada la parábola de la figura, siendo x² las ordenadas a
una distancia x del vértice, resulta que la suma de todos los
cuadrados de líneas del triángulo ABC representa también el
área bajo la parábola.
Sea ahora Q el sólido obtenido por la rotación de la parábola
anterior alrededor de AB. La sección a una distancia x del
vértice vale πx4, por tanto podremos escribir para su volumen:

 v(Q) =
B B

4 4

A A
x xπ = π∑ ∑

Estos ejemplos son significativos de la forma en que una gran cantidad de problemas de
áreas y volúmenes pueden ser resueltos en términos de todas las potencias de líneas de un
triángulo.
Para interpretar la aplicación del método de Cavalieri al
cálculo de estas áreas y volúmenes, consideremos el
cuadrado ABCD (Figura 11) de lado a y dividámoslo en
dos triángulos iguales trazando la diagonal. Sean x e y
las longitudes de las secciones PQ y QR de los
triángulos. Siendo x+y=a, resulta:

B B B B B

A A A A A
a (x y) x y 2 x= + = + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ,

ya que como los triángulos son congruentes, por simetría

se tiene: 
B B

A A
x y=∑ ∑ . Así pues se deduce:
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B B
2

A A

1 1x a a
2 2

= =∑ ∑ , toda vez que 
B

A
a∑   representa el área del cuadrado de lado a.

Este resultado   =∑
B

2

A

1x a
2

 es equivalente a la cuadratura básica   I a
o x dx = a2/2 .

 Para calcular ∑
B

2

A
x , tomaremos en la figura anterior x = (a/2) – z, y = (a/2) + z ,

y aplicaremos que debido a la simetría se tiene =∑ ∑
B B

2 2

A A
x y . Así se obtiene:

  = + = + + = + = + − ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
B B B B B B B B B

2 2 2 2 2 2 2 2

A A A A A A A A A
a (x y) x 2 xy y 2 x 2 xy 2 x 2 (a / 4) z .

Haciendo operaciones resulta: = −∑ ∑ ∑
B B B

2 2 2

A A A
a 4 x 4 z , donde ∑

B
2

A
z  representa todos los

cuadrados de líneas de los dos triángulos congruentes AEF y CFG. Ahora bien, todos los
cuadrados de líneas de uno de esos triángulos equivale, como se vio anteriormente, al
volumen de una pirámide con dimensiones la mitad de las de la pirámide cuyo volumen es

representado por ∑
B

2

A
x . Por tanto podemos escribir:  = ⋅ =∑ ∑ ∑

B B B
2 2 2

A A A

1 1z 2 x x
8 4

,

que al sustituirlo en la expresión anterior nos da:  = =∑ ∑
B B

2 2 3

A A

1 1x a a
3 3

Ya que∑
B

2

A
a  representa el volumen de un cubo de lado a.

El último resultado es equivalente a la cuadratura básica  I a
o x2 dx = a3/3 .

Vemos entonces que en particular para n=2, mediante todos los cuadrados de líneas,
Cavalieri obtiene los resultados clásicos del volumen de la pirámide y de la cuadratura de la
parábola, que por una parte dan seguridad a su método y por otra advierten que ambos
problemas, geométricamente distintos, corresponden a la misma cuadratura, es decir,
avanzando sobre Arquímedes, Cavalieri inicia una cierta clasificación de los problemas,
según la naturaleza de la integral subyacente –diríamos en lenguaje actual–.
Pero Cavalieri va más allá también porque de forma análoga, aunque naturalmente con
creciente complejidad calculística, va obteniendo los diversos resultados equivalentes a las
cuadraturas:

n 1 a n
 o

ax dx n 1
+

=
+∫ ,  para n=3,4,5,6,9 ,

lo que de alguna forma permite afirmar que Cavalieri, trascendiendo la concreción de cada
problema geométrico, inicia un importante proceso de generalización de resultados.
En cuanto al rigor, ya se comentó que Cavalieri nunca estuvo muy seguro de la ortodoxia del
procedimiento de considerar una figura como compuesta de todas las líneas, de modo que
abundando en los intentos de justificarlo llega a comparar su actuación con la consideración
de un libro como compuesto de todas sus hojas, o un paño de tela como compuesto por
todos sus hilos. En cualquier caso, de forma semejante que Arquímedes,  Cavalieri no
aclaró nunca la naturaleza de sus indivisibles y la cuestión acerca de si éstos componían o
no el continuo. Con gran sentido práctico Cavalieri comenta en las Exercitationes:

«El rigor es asunto de los filósofos más que de los matemáticos.»
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LA INFLUENCIA DE CAVALIERI
EN LA HISTORIA DEL CÁLCULO INTEGRAL

Figura del Libro I de las Exercitationes utilizada para ilustrar el Principio de Cavalieri.

La influencia de Cavalieri ha
sido decisiva en la elaboración
de los diversos conceptos y
técnicas del Cálculo del siglo
XVII, durante el cual es el autor
más citado después de
Arquímedes.
Cavalieri consiguió la
cuadratura de parábolas
generales y=xn que constituye
el primer teorema general del
Cálculo Infinitesimal y la
piedra de toque para la eclosión
de multitud de métodos
infinitesimales. La cuadratura
básica de Cavalieri ∫xndx,
resumía muchos resultados
clásicos y resolvía otros muchos
desconocidos; por ello se
considera que es el primer
eslabón importante, después de
Arquímedes, en la cadena que
condujo desde el método
mecánico del MÉTODO, al
algoritmo infinitesimal que
descubrieron Newton y
Leibniz.
A pesar del insuficiente rigor
de la vaguedad geométrica del
fluir de los indivisibles, estos
entes infinitesimales no sólo
llegarían a influir en la
concepción de Newton sobre
momentos y fluxiones y en la
noción de diferencial de
Leibniz, sino que han
sobrevivido a la creación del
Cálculo por ambos.

Página del Libro VII de la segunda edición de la Geometría Indivisibilibus Continuorum ... de
Cavalieri  (Bolonia, 1653) de un ejemplar de la Biblioteca del Real Instituto y Observatorio de la Armada
de San Fernando (Cádiz).
Aparece al comienzo de la página unas figuras que ilustran el cálculo de cuadraturas de Cavalieri
mediante la comparación de secciones.
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Las cuadraturas aritméticas de Fermat y Pascal
El modelo de Arquímedes de la cuadratura de la espiral es utilizado por Fermat y Pascal
para realizar sus cuadraturas aritméticas, obteniendo un resultado equivalente a la

cuadratura básica I
a
o xk dx, a base de extender las desigualdades que Arquímedes utilizó

para aplicar el método de exhaución por compresión. La base para estos desarrollos son las
fórmulas recurrentes para la suma de potencias de enteros, fundamentadas, en el caso de
Fermat, en las propiedades de los números poligonales, que obtiene inspirándose en los
apéndices de La Aritmética de Diofanto, y en el caso de Pascal en las propiedades del
Triángulo aritmético de Tartaglia.
Los métodos de cuadratura aritmética de Fermat y Pascal están, pues, enfocados a buscar
fórmulas para la suma de potencias de los primeros enteros, con la finalidad de justificar el

límite 
k k k

k 1n

1 2 ··· n  1Lím
k 1n +→∞

+ + +
=

+

 o las desigualdades1k+2k+ ··· +(n-1)k < 
k 1n

k 1

+

+
< 1k+2k+ ··· +nk

Para ello utilizan resultados de la incipiente teoría de números que justifican con argumentos
inductivos.
Fermat utiliza resultados sobre números poligonales para establecer en una carta que envía
al Padre Mersenne en septiembre de 1636 la fórmula siguiente (sin demostrarla
explícitamente):

i n

i 1

i(i 1) ···· (i k-1) n(n 1)(n 2)··· ·(n k)
k! (k 1)!

=

=

+ + + + + + +
=

+∑  .

De aquí al escribir i(i+1)····(i+k-1) = ik+a1ik-1+····+ak-1i ,
siendo los coeficientes constantes que dependen de k, se obtiene:

 
i n i n i n

k k-1
1 k 1

i 1 i 1 i 1

1 n(n 1)(n 2)····(n k)i a i ···· a i
k! (k 1)!

= = =

−
= = =

+ + + 
+ + + =  + 

∑ ∑ ∑ ,

de donde resulta la fórmula recurrente para el cálculo de la suma de potencias de enteros en
función de la suma de potencias inferiores:

i n i n i n
k k-1

1 k 1
i 1 i 1 i 1

n(n 1)(n 2)····(n k)i a i ···· a i
k 1

= = =

−
= = =

+ + +  
= − + + +  

∑ ∑ ∑

A partir de esta fórmula se deduce fácilmente de forma inductiva:

 
k 1i n

k

i 1

ni
k 1

+=

=

=
+∑ + potencias inferiores de n,

de donde se puede establecer el límite de la cuadratura básica
k k k

k 1n

1 2 ··· n  1Lím
k 1n +→∞

+ + +
=

+

Fermat inicialmente utiliza las fórmulas para realizar la cuadratura de la familia infinita de
espirales generalizadas r=θn, pero inmediatamente advierte que, con una evidente
transformación a una referencia rectangular, puede realizar la cuadratura de otra familia
infinita de curvas, las parábolas generalizadas y=axn.
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LA INFLUENCIA DE DIOFANTO SOBRE DE FERMAT
1. Portada del Libro I de La Aritmética de Diofanto

(Diophanti Alexandrini Arithmeticorum Libri Sex
et de Numeris multangulis). Edición de G. Bachet
de Meziriac, publicada en París en 1621.

2 y 3. La Aritmética de Diofanto. Edición de 1670 de
Samuel de Fermat con las observaciones de su
padre Pierre de Fermat.

G.Bachet de Meziriac publicó en 1621 la obra de
Diofanto y un apéndice sobre los números
poligonales, con unas interesantes apostillas sobre
ellos, que inspiraron los bellos descubrimientos de
Fermat sobre lo que después se llamaría Teoría de
Números. En el margen de uno de los ejemplares
Fermat dejó constancia de una buena parte de sus
descubrimientos matemáticos.
El problema octavo  del Libro II: «Descompóngase un
cuadrado dado en suma de dos cuadrados», es decir,
resolver la ecuación pitagórica: x2+y2=a2  ha dado
lugar a uno de los problemas más celebres de toda la
Historia de la Matemática, recientemente resuelto, el
«Gran Teorema de Fermat»: «La ecuación xn+yn=zn no
tiene soluciones enteras para ningún valor de n,
excepto para n=2». El teorema fue propuesto por
Fermat en una nota marginal manuscrita en un
ejemplar que poseía de la edición de Bachet,
escribiendo: «... He encontrado una demostración
realmente admirable, pero el margen del libro es muy
pequeño para ponerla.»
La nota de Fermat fue descubierta póstumamente y
la original ahora está perdida. Por fortuna, su hijo
Samuel de Fermat la incluyó en su edición de La
Aritmética  de Diofanto de 1670 con el título
«OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT».
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La lectura de la obra de Diofanto inspiró los desarrollos de Fermat sobre Teoría de Números; el
estudio de las obras de Apolonio, Pappus y Vieta da origen a su Geometría Analítica y de ambas, al
conectar con los trabajos sobre cuadraturas y cubaturas de Arquímedes, alumbra numerosas
técnicas infinitesimales que hacen de Fermat el matemático que más se acercó a los fundamentos
del Cálculo Infinitesimal que desarrollarían  Newton y Leibniz.
Fermat trasciende el infinitesimal geométrico e instaura lo infinitesimal en el terreno de lo
numérico, y ello a pesar de Aristóteles que había desterrado lo infinitamente pequeño de la
Aritmética. De esta forma el enfoque estrictamente geométrico de los indivisibles de Cavalieri es
reemplazado por Fermat, gracias a su incipiente Teoría de Números, por una  progresiva
aritmetización, que conducía al uso implícito de los  límites, favorecido también por la sustitución
del indivisible fijo y estático por el infinitamente pequeño de la subdivisión continua,
aproximándose con sus integraciones aritméticas a nuestra integral definida. La legitimidad de lo
infinitesimal en la Aritmética queda asegurada por la heurística algorítmica de la nueva Geometría
Analítica ya que el puente de doble sentido que se establecía entre Geometría y Álgebra, permitía
hacer corresponder infinitesimales numéricos a los infinitesimales geométricos, y a partir de ahí
utilizar todas las técnicas algebraicas para facilitar la sumaciones que planteaban sus cuadraturas
aritméticas de las parábolas generalizadas y=xn.
Además, la asociación a una curva de una ecuación, que Fermat, con gran acierto, denomina
propiedad específica de la curva,  porque describe sus propiedades básicas, le facilita el tratamiento
aritmético y algebraico de problemas que Cavalieri había atacado con Geometría sintética.

LA MATEMÁTICA GRIEGA
Y LAS CUADRATURAS ARITMÉTICAS DE FERMAT

Retrato de Fermat como consejero del
parlamento de Toulouse (atribuido a
Antoine Durand). Académie des
Sciences et Belles Lettres de Toulouse.
Fermat ha sido uno de los grandes
genios de la cultura francesa, una de las
figuras mas apasionantes de la Historia
de la Ciencia y uno de los matemáticos
mas extraordinarios de todos los
tiempos.
La obra matemática de Fermat está en el
origen de casi todos los descubrimientos
matemáticos del siglo XVII, época
capital para el desarrollo de la
Matemática, ya que en ella aparecen
disciplinas matemáticas con sello propio
como el Cálculo Infinitesimal, la
Geometría Analítica, el Cálculo de
Probabilidades, la Teoría de Números,
etc. Pues bien, puede decirse que
precediendo en la raíz a Descartes,
Pascal, Barrow, Leibniz, Newton, etc.,
Fermat ha dado el golpe inicial
indispensable para que todas estas
teorías se empezaran a desarrollar.
Fermat es el inspirador de los
fundamentos técnicos del Cálculo
Infinitesimal en sus dos vertientes,
Diferencial e Integral, es pionero junto
con B.Pascal en la invención de la Teoría
de la Probabilidad, es el creador de la
Teoría de Números y codescubridor
junto con Descartes de la Geometría
Analítica, a base de aplicar el Álgebra
simbólica de Vieta sobre el Análisis
Geométrico de los antiguos.
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Pascal descubre en 1654 una fórmula recurrente para la suma de las k-ésimas potencias de
enteros, que es más explícita que la fórmula de Fermat. Pascal establece la fórmula a base
de estudiar las propiedades de los números del triángulo aritmético. La fórmula aparece en
su obra Potestatum Numericarum Summa donde indica que puede ser aplicada a la
cuadratura de curvas. Traduciendo simbólicamente el lenguaje retórico de Pascal la fórmula
se expresaría en la forma:

 
i n i n i n

k k 1 k 1

i 1 i 1 i 1

k 1 k 1 k 1
i i ···· i (n 1) n 1

k k 1 1

= = =
− +

= = =

+ + +     
+ + + = + − −     −     

∑ ∑ ∑  .

La fórmula de Pascal puede obtenerse aplicando la fórmula binomial en la forma siguiente:
i n i n r k

k 1 k 1 k 1 r

i 1 i 1 r 0

k 1
(n 1) 1 (i 1) i i

r

= = =
+ + +

= = =

+  + − = + − =     
∑ ∑∑

A partir de la fórmula de Pascal, inductivamente, se puede probar que

 
k 1 ki n

k

i 1

n ni
k 1 2

+=

=

= +
+∑ + potencias inferiores de n .

de donde a su vez se puede obtener fácilmente las desigualdades habituales:

 1k+2k+ ···· +(n-1)k < 
k 1n

k 1

+

+
< 1k+2k+ ···· +nk .

Es muy interesante el comentario que hace Pascal tras establecer su fórmula:
«Toda persona que esté familiarizada con la doctrina de los indivisibles, puede advertir
que los resultados anteriores pueden ser utilizados para la determinación de áreas
curvilíneas. Nada es más fácil, en efecto, que obtener inmediatamente la cuadratura
de todo tipo de parábolas, [...] Si entonces extendemos a cantidades continuas los
resultados encontrados para números, seríamos capaces de establecer las siguientes
reglas: la suma de un cierto número de líneas es al cuadrado de la mayor, como 1 es a
2. La suma de los cuadrados es al cubo de la mayor como 1 es a 3, [...] , la suma de
las potencias de un número determinado de líneas es a la potencia de grado siguiente
al de la mayor como la unidad es al exponente de esta última potencia.»

La idea de Pascal sería abreviar el método de exhaución de la siguiente forma:

De acuerdo con la fórmula para 
i n

k

i 1
i

=

=
∑ las potencias

inferiores de n serían despreciables frente al primer
término nk+1/(k+1). Si como es habitual, el área bajo la
parábola y=xk se divide en una cantidad n (suficiente-
mente grande) de cuasi-rectángulos, resultado de la
subdivisión del intervalo [o,a] en subintervalos de
longitud a/n, el área a(S) bajo la curva será :

a(S) = 
k 1 k 1i n

k k k k 1 k

i 1

(na / n) a(a / n) (2a / n) ···· (na / n) ·(a / n) (a / n) i
k 1 k 1

+ +=
+

=

 + + + = ≅ =  + +∑  ,

es decir, se obtiene el resultado de la cuadratura básica: 
k 1 a k

 o

ax dx k 1
+

=
+∫  .
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LA CONTRIBUCIÓN DE PASCAL AL CÁLCULO INTEGRAL

Figuras del Traité de la Roulette de Pascal, de 1665. Biblioteca de la Universidad de Sevilla.
Pascal aplica ingeniosamente su método de la balanza –llamada balanza de Arquímedes– en los famosos
problemas sobre la cicloide, que se convirtió en la época en la más importante de las curvas, sobre la que se
ponía a prueba la potencia de los nuevos métodos infinitesimales que iban apareciendo en el panorama
matemático de mediados del siglo XVII. La cicloide –Roulette o Trochoïde– fue objeto de diversos desafíos
y debates que se abren con una circular que Pascal lanza en junio de 1658, poniendo en concurso un cierto
numero de cuestiones referentes a la curva, cuyas soluciones el mismo daría a conocer al principio de 1659.

Sello emitido en 1962 para conmemorar el tercer centenario de la muerte de Pascal.
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1. Página del título de la primera recopilación de los escritos de Pascal sobre la cicloide (diciembre de 1658).
2. Primera página del Traité des sinus du quart de cercle de Pascal.
Bajo el nombre de Lettres de Dettonville, Pascal publicó en diciembre de 1658 sus famosas epístolas científicas
con métodos y resultados de Cálculo Integral, bajo la forma de nueve fascículos con paginación separada.
Se considera a Pascal como uno de los pioneros de la inducción matemática, precisamente porque realiza una
formulación casi completamente abstracta del método en su memoria Potestatum Numericarum Summa,
redactada en 1654, aunque publicada en 1665, a continuación del famoso Traité du triangle arithmétique. En su
escrito Pascal exhibe una fórmula recurrente para la suma de las k-ésimas potencias de enteros que deduce de
las propiedades de triángulo aritmético –llamado Triángulo de Tartaglia o Triángulo de Pascal–. Mediante la
citada fórmula Pascal consigue la cuadratura de la parábola y=xn (n entero positivo), es decir un resultado
geométrico equivalente a  I a

0 xndx = an+1/(n+1). Entusiasmado por el resultado, Pascal escribe una observación de
gran altura filosófica:

«He tenido que añadir algunas observaciones familiares a los que practican los indivisibles a fin de resaltar
las relaciones tan admirables que la naturaleza, ávida de unidad, establece entre las cosas más alejadas en
apariencia. Ello aparece en estos ejemplos donde vemos que el cálculo de las dimensiones de las
dimensiones continuas se reconduce a la suma de potencias numéricas.»

Al traducir al simbolismo moderno el lenguaje geométrico con el que Pascal encadena sus proposiciones, con
una destreza inefable,  aparecen inmediatamente fórmulas de nuestro Cálculo Integral, de modo que debemos
afirmar que el gran místico de Port Royal fue –junto con Barrow– uno de los matemáticos que más resultados
obtuvo asimilables a los de nuestro Cálculo Integral. Una buena parte de ellos se refieren a la transformación
de «integrales definidas», que consiste en establecer la igualdad de dos integrales definidas, con base en el
hecho de que las dos integrales constituyen dos expresiones diferentes de una superficie o de un volumen.
Ambas expresiones se obtienen «barriendo» la superficie o el volumen de dos formas diferentes. En el caso de
una superficie, barriendo sucesivamente según paralelas a las base y luego paralelas al eje, se obtiene un
resultado que en notación moderna escribimos: I a

0y(x) dx = a·b – I b
0x(y) dy [b=y(a)], y que equivale a igualar

expresiones que resultan de «integrar respecto del eje de abscisas  o respecto del eje de ordenadas».
Pascal obtiene también mediante complejos desarrollos geométricos resultados generales equivalentes a los
métodos de integración por partes e integración por cambios de variable, así como las propiedades aditivas de la
integración. Al tratar la realidad infinitesimal, Pascal se mantiene vinculado al lenguaje geométrico sintético, y
a veces mecánico, lo que le obliga a enunciados largos y prolijos que ocultan resultados verdaderamente
novedosos y trascendentes y vínculos entre problemas cuyo profundo significado está en el origen del
descubrimiento de Newton y Leibniz, que se asienta en la algoritmización y generalización de los métodos,
imposible de alcanzar con el abstruso lenguaje geométrico. Así  sucede, por ejemplo, en su Traité des sinus du
quart de cercle donde según testimonio de Leibniz le hizo ver como un relámpago la relación inversa de los
problemas de cuadraturas y tangentes. También el triángulo característico que Pascal maneja con precisión está
en el origen del Cálculo Diferencial de Leibniz, y la Fórmula binomial de Newton tiene su origen en Pascal, de
modo que los descubridores del Cálculo Infinitesimal  son tributarios en buena parte de su genio.

LA CONTRIBUCIÓN DE PASCAL AL CÁLCULO INTEGRAL



La integración aritmética de Wallis
La cuadratura de las curvas y=xk con k no necesariamente entero positivo fue estudiada
exhaustivamente por J.Wallis en su obra Arithmetica Infinitorum de 1655.
Wallis fue muy fecundo en creación pero parco en rigor. No abundan en su obra las
demostraciones rigurosas, porque teniendo una confianza ilimitada en su intuición, aventura
resultados ciertos mediante su autodenominado método de modus inductionis, llamado más
tarde conclusión por analogía o inducción incompleta.
Los métodos algebraicos introducidos en la Geometría por Vieta, Fermat y Descartes, así
como los instrumentos de computación numérica fundamentados en los logaritmos de
Napier y Briggs, permiten a Wallis despegarse de los métodos geométricos de los antiguos,
a los que estuvo todavía vinculado Cavalieri, para al igual que había aritmetizado Las
Cónicas de Apolonio, aritmetizar los indivisibles de aquél, sustituyendo los infinitos
indivisibles geométricos de una figura que se quiere cuadrar por indivisibles aritméticos –de
ahí el nombre de su obra principal–) con una longitud determinada cada uno, de manera
que, utilizando fórmulas sobre series de números, obtiene las cuadraturas al tomar n muy
grande –paso al límite encubierto–, es decir n tendiendo a infinito. Es, precisamente, en este
contexto donde Wallis introduce para la posteridad el símbolo ∞ del infinito.
En la cuadratura de la curva y=xk Wallis precisa obtener el límite

k k k

k 1n

1 2 ··· n  1Lím
k 1n +→∞

+ + +
=

+
,

que ahora expresa en la forma:

I
a
o  xk dx = 

k k k

k k k
n

0 1 ···· nLím
n n ···· n→∞

 + + +
 + + + 

Wallis obtiene este límite (de lo que él llama serie de orden k) de forma empírica. En efecto,
para k=3, por ejemplo, obtiene los cocientes de la tabla siguiente, que en realidad
representan la comparación de los indivisibles aritméticos de la parábola cúbica y=x3 con los
del rectángulo circunscrito.
Ante la evidencia numérica del cuadro,
Wallis concluye inductivamente que se
verifica:
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de manera que el límite es 1/4.

3 3 3

3 3 3
n

0 1 ···· n 1Lím
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= = + + + 

Haciendo cálculos similares para diversos
valores de k, Wallis va obteniendo:
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y en general
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de donde deduce que para un k entero positivo cualquiera se verifica:

k k k

k k kn

0 1 ···· nLím
n n ···· n→∞
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Ahora ya puede calcular la cuadratura de la parábola y=xk,  comparando indivisibles:

x a
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x 0
x a
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=
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resultado equivalente a la fórmula de la cuadratura básica para el entero positivo k:

a k
0

k 1

x dx 1
k 1a + =
+

∫

Wallis realiza la extensión de la cuadratura desde k entero a k racional positivo, para ello
utiliza el siguiente artificio:
Se define el Índice de una función, I(f), mediante la fórmula:

n

f(0) f(1) ···· f(n) 1Lím
f(n) f(n) ···· f(n) I(f ) 1→∞

 + + +
= + + + + 

 ,

presuponiendo que tal límite existe. Por ejemplo, según la fórmula anterior
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k k k

k k kn

0 1 ···· nLím
n n ···· n→∞

 + + +
 + + + 

=
1k

1
+

 expresaría que el índice de f(x)=xk es I(xk)=k.

Por otra parte Wallis observa que, dada una progresión geométrica de potencias enteras
positivas de x, por ejemplo 1, x3, x5, x7, ... , la correspondiente sucesión de índices
0,3,5,7, ...,  forma una progresión aritmética. Esto es una observación trivial, pero le permite
dar un gran salto adelante, de manera que mediante una audaz extrapolación Wallis
establece (sin demostración) que una conclusión análoga puede deducirse para la
progresión geométrica:

 ( ) ( )2 q 1q q q1, x, x , ...., x , x
−

de forma que la sucesión de sus índices:

{ } ( ){ } ( ){ } { }
2 q 1q q q0 I(1), I x , I x , ....., I x , I x 1

−
= =

 debe formar una progresión aritmética, de donde deduce que se verifica necesariamente:

( ){ }pq pI x
q

=  ;

entonces, aplicando la definición de índice de una función, obtiene:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

p p pq qq

p p pn q q q

0 1 .... n 1Lím
(p q) 1n n :::: n→∞

 + +  =  ++ +  

 .

A partir de aquí, razonando como en el caso de k entero, Wallis obtiene:

p/q 1a p/q
0

ax dx (p /q) 1

 
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 

+

=
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que es el resultado de la cuadratura básica para k=p/q.
De esta forma Wallis era capaz de calcular las razones entre las áreas bajo las curvas y=xp/q

y los rectángulos circunscritos, así como las razones entre los sólidos de revolución
determinados por estas parábolas y sus cilindros circunscritos. A pesar de la heterodoxia de
sus procedimientos, Wallis estaba convencido absolutamente de la validez de sus métodos.

Además, es en este contexto donde Wallis asocia la raíz ( )pq x con el índice p/q. Será
Newton, poco más tarde, quien, siguiendo los pasos de Wallis, introducirá el uso de
potencias fraccionarias y negativas.
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John Wallis. Operum mathematicorum (Oxford, 1693). Portada del libro De Algebra Tractatus de su
primera edición latina, que es el primer volumen de las obras matemáticas de Wallis. Se trata de un
jjemplar de la Biblioteca del Real Instituto y Observatorio de la Armada de San Fernando (Cádiz).
En esta obra Wallis se recoge una auténtica ascendencia del  Cálculo Infinitesimal: 1.Método de Exhaución
de Arquímedes, 2.Método de indivisibles de Cavalieri, 3.Aritmética de los infinitos de Wallis, 4.Método de las
series infinitas de Newton.
Wallis despliega una poderosa capacidad aritmetizadora. Al corriente del álgebra literal de Vieta, de
los métodos analíticos de Descartes y Fermat y de las tendencias hacia los límites de los matemáticos
franceses (Fermat, Pascal y Roberval), Wallis se propone rescatar e independizar a la Aritmética de la
representación geométrica, rompiendo con el Algebra Geométrica de los antiguos, llegando incluso a
presentar aritméticamente lo que para los griegos era la intocable teoría general de las proporciones
de Eudoxo, que aparecía en el libro V de Los Elementos de Euclides. Con ello Wallis es, entre los
predecesores del Cálculo, quien más próximo está a la idea de límite y quien con mayor soltura la
utiliza, por lo menos a nivel intuitivo. La fuente de inspiración del trabajo de Wallis es el método de
los indivisibles de Cavalieri de cuya aritmetización destila la concepción intuitiva de límite que
aplica.
Wallis va más lejos que ningún otro matemático en la exploración y utilización del infinito. Con gran
osadía representa lo infinitamente pequeño por 1/∞, manifestando que cada subdivisión con tal
anchura indistintamente se puede interpretar como una línea o como un paralelogramo infinitesimal.
Esto induce a la confusión de las dos concepciones de lo infinitesimal, líneas y rectángulos
infinitamente pequeños, más aún cuando dice que un tal ente se le puede considerar como una
pequeña anchura de modo que por una multiplicación infinita resultará una anchura dada, es decir
(a/∞)·∞ = a. Así lo hace en De seccionibus Conicis para hallar el área del triángulo, donde con gran
relajación el rigor extrapola con frivolidad las propiedades de lo  finito a lo infinito.
Más cuidadoso en la manipulación del infinito fue en su Aritmetica Infinitorum donde obtiene la
cuadratura básica de Cavalieri. Comparando indivisibles aritméticos, aplicando inducción incompleta
–llamada inducción científica o baconiana– y aproximando, alcanza el resultado utilizando
patentemente la idea de límite, con una precisión –por lo menos a nivel intuitivo, aunque por
supuesto no riguroso– como hasta entonces no se había alcanzado. Con una audacia inefable
generaliza la cuadratura para exponentes racionales mediante una interpolación y no se detiene aquí,
sino que extiende la validez de la cuadratura a exponentes irracionales. Así Wallis contribuye a dar
carta de naturaleza aritmética a lo irracional, superando el imperativo pitagórico de considerar lo
irracional sólo en el campo de la Geometría, removiendo una de los obstáculos que impedía la
formulación del concepto de límite y por tanto la elaboración rigurosa del nuevo Cálculo.
Paradójicamente la ausencia de rigor de Wallis contribuiría al alumbramiento en su día de las ideas
necesarias para establecer el Análisis Infinitesimal con rigor a través del concepto de límite.

LA ARITMETIZACIÓN DE WALLIS HACIA LOS LÍMITES
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Los Indivisibles e Infinitesimales de Roberval
A lo largo de los siglos los filósofos mantuvieron opiniones diversas sobre la constitución de
la materia y la estructura del continuo. Unos sostenían que la materia era infinitamente
divisible y que en cada división se conservaban las propiedades básicas de la materia
inicial. Otros, por el contrario, mantenían que la descomposición de la materia era
limitada, de forma que se llegaría a unas partículas indivisibles o átomos cuyas propiedades
ya no serían idénticas a las de la materia primigenia. Estas concepciones tuvieron su reper-
cusión en la Matemática, de modo que la primera estaría vinculada con los Infinitesimales y
la segunda con los Indivisibles, llamados por algunos heterogéneos.
Los indivisibles de Roberval suponen, en cierto modo, una concepción intermedia entre
ambos entes matemáticos. En efecto, Roberval maneja infinitamente pequeños homo-
géneos, pero muchas veces lo hace como si fueran los heterogéneos indivisibles, por eso su
obra puede considerarse como una transición de los indivisibles de Cavalieri a los
infinitesimales de Fermat, Newton y Leibniz. Empieza llamando a su método método de los
infinitos, pero por la influencia de Cavalieri, adopta enseguida la palabra indivisible.

Roberval afirma en su Traité des Indivisibles:
«El indivisible procede de una subdivisión continua de una superficie que se puede ir
estrechando hasta el infinito en pequeñas superficies. [...]. Una superficie no está
compuesta realmente por líneas, o un sólido compuesto por superficies, sino
constituido por pequeñas piezas de superficies y sólidos respectivamente, pero estas
infinitas cosas son consideradas como si fueran indivisibles. [...]. No se comparan
heterogéneos sino que los infinitos o indivisibles se conciben así: una línea está
compuesta de líneas pequeñas, infinitas en número, pero se hablará del infinito
número de puntos, de forma análoga a como el infinito número de líneas de una
superficie representará el infinito número de pequeñas superficies que llenan la
superficie entera.»

Las diversas subdivisiones conducen a Roberval a cálculos aritméticos con series que
utiliza, no para determinar directamente el valor de una superficie o volumen, sino para
comparar con otra superficie o volumen muy simple, de modo que establece una proporción
por medio de la cual un cuarto término desconocido se calcula mediante otros tres
conocidos.
A pesar de no tener el mismo significado que en Cavalieri, el concepto de «todas las líneas»
o indivisibles aparece constantemente en las cuadraturas de Roberval.
Para ilustrar lo que se acaba de exponer, parafraseando su cuadratura de la parábola, sea
ABC un segmento de una parábola cuyo vértice es A y cuyo eje es AB. Roberval divide la
tangente AD en un número infinito de partes iguales: AE, EF, ... ; traza las líneas EL, FM, ... ,
paralelas a AB por los puntos de división E, F, ... , y establece:

Área ACD Todas las líneas de ACD
Rectángulo ABCD Todas las líneas de ABCD

=

Esta relación  es similar a la relación fundamental que
utiliza Cavalieri para su cuadratura de la parábola
cónica, pero la justificación y el uso que de ella hace
Roberval es bastante diferente, ya que éste primero
considera que:



111

Área ACD Todos los rectángulos de ACD
Rectángulo ABCD Todos los rectángulos de ABCD

= ,

donde los rectángulos infinitesimales son determinados por la división de AD. Como todos
los rectángulos tienen la misma base AE, este segmento de línea puede ser cancelado en
ambos miembros de esta igualdad para obtener el segundo miembro de la primera igualdad,
donde «todas las líneas» significa la suma de las ordenadas. Este es el punto crucial que
permite seguir manteniendo en el discurso matemático de Roberval el término «todas las
líneas».
En lenguaje actual lo que hace Roberval se explicaría así:
Sean F1 y F2 dos figuras planas con base rectilínea AD y limitadas por las gráficas de las
funciones f1 y f2 y las líneas AB y DC. Roberval determina la razón F1/ F2, mediante la
relación:
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[ ]( )
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En la cuadratura de la parábola F1

 

es un segmento de
parábola y F2 es un rectángulo, de modo que se tiene:
f1([i/n]AD) = (i2/n2)AD2 , f 2([i/n]AD) = AD2,

por tanto Roberval conduce, implícitamente, la cuadratura de la parábola a la determinación
del límite
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asegurando que vale 1/3, porque para n suficientemente grande la cantidad (1/2)n2+(1/6)n
es despreciable frente a n3, como se ilustrará más adelante.
Es decir, Roberval devuelve al indivisible la dimensión geométrica que se le había
sustraído, pero utiliza muchas veces el propio lenguaje de Cavalieri, haciendo en sus
figuras, al menos en apariencia, abstracción de una dimensión. Es una extraña concepción,
que le resulta fecunda al utilizarla en la comparación de figuras complicadas con figuras
simples, como se ha visto en el ejemplo.
Los métodos de cuadratura por indivisibles de Cavalieri y de Roberval son algo diferentes. El
enfoque de Cavalieri es estrictamente geométrico y atenta contra la homogeneidad del
espacio, el de Roberval, por su carácter aritmético e infinitesimal, está más próximo a las
integraciones aritméticas de Fermat y Pascal
Roberval trajo de nuevo la asociación de números con magnitudes geométricas, en un
sentido muy próximo a lo pitagórico. Un segmento de línea es tratado como compuesto de
un número infinito de pequeñas líneas representadas por puntos a los que se les hace
corresponder enteros positivos.
Consideremos sucesivamente triángulos rectángulos isósceles con catetos compuestos por
4,5,6, ... puntos (o indivisibles). Al igual que Fermat, Roberval utiliza resultados sobre
números poligonales, calculando que el número total de puntos en los triángulos vendrá
dado por :
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 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 Para el triángulo de 4 es 10=(1/2)42+(1/2)4
 Para el triángulo de 5 es 15=(1/2)52+(1/2)5
 Para el triángulo de 6 es 21=(1/2)62+(1/2)6
 Para el triángulo de 7 es 28=(1/2)72+(1/2)7

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Como se ve se trata de números triangulares, cuya expresión es:

 2n(n 1)1 2 ···· n (1/ 2)n (1/ 2)n
2
+

+ + + = = +

El segundo término de cada miembro de la derecha es la mitad del lado y representa el
exceso del triángulo sobre la mitad del cuadrado. Este exceso disminuye indefinidamente en
proporción al primer término, con el número de puntos del lado del triángulo. En concreto
esta proporción va siendo 1/4, 1/5, 1/6, ... . Ya que el número de líneas en un triángulo
geométrico o en un cuadrado es infinito, este exceso o mitad de una línea es despreciable y
no debe entrar en consideración. Esto vendría a decirnos que el triángulo es la mitad del

cuadrado, argumento fuertemente equivalente a la cuadratura  I a
o x dx = a2/2 .

Roberval continúa con este tipo de argumento y considera el caso de las líneas que siguen
el orden de los cuadrados. La suma de todas esas líneas (los puntos que a ellas
representan) es a la última, tomada un número de veces igual al número de líneas que hay,
como la pirámide es al prisma, es decir como 1 es 3. Si tenemos las pirámides de puntos
con base cuadrada, con lados compuestos por 4,5,6, ... puntos o indivisibles, el número total
de puntos en las pirámides viene dado por:

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 Para la pirámide de 4 es 30=(1/3)43+(1/2)42+(1/6)4
 Para la pirámide de 5 es 55=(1/3)53+(1/2)52+(1/6)5
 Para la pirámide de 6 es 91=(1/3)63+(1/2)62+(1/6)6

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

En este caso se trata de números piramidales de base cuadrada
que se expresan en la forma:

 2 2 2 3 2n(n 1)(2n 1)1 2 ···· n (1/ 3)n (1/ 2)n (1/ 6)n
6

+ +
+ + + = = + +

En todas estas expresiones el primer término de la derecha es un tercio del cubo del lado, el
segundo es la mitad del cuadrado y el tercero es la sexta parte del número de puntos del
lado de la base de la pirámide.
A medida que aumenta el número de puntos en el lado de la pirámide la proporción del
segundo término al primero va siendo (3/2)·(1/4), (3/2)·(1/5), (3/2)·(1/6), ... , y la del tercer
término al primero va siendo (1/2)·(1/4), (1/2)·(1/5), (1/2)·(1/6), ... Como el número de
cuadrados es infinito, los dos últimos términos son despreciables frente al primero, cuando n
se hace suficientemente grande, con lo que la suma sería 1/3 del cubo, resultado

equivalente a la cuadratura  I a
o x2 dx = a3/3 .
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De la misma manera la suma de los cubos es un cuarto de la cuarta potencia, la suma de
las cuartas potencias es un quinto de la quinta potencia y así sucesivamente. De esta forma
Roberval obtendría un resultado equivalente a la cuadratura básica para exponente entero

positivo: I a
o xn dx = an+1/(n+1) .

La operación de despreciar los términos posteriores al primero frente a éste, simula que
ciertos infinitésimos de orden superior se desvanecen frente a los de primer orden. En este
sentido Roberval es un predecesor de Leibniz.
Retomando el tema de la cuadratura de la parábola cónica que Roberval estudia
exhaustivamente en una obra que se llama precisamente La cuadratura de la parábola, sean
AE, EF, ... , subdivisiones iguales de AD, de la segunda expresión anterior se obtiene:

2 2 3 2 2 2 2 2 2

2 3 3 3

Área ACD Todos los rectángulos de ACD AE·(EP FQ ···)
Rectángulo ABCD Todos los rectángulos de ABCD AD·DC

AE·(AE AF ···) AE ·(1 2 ··· n ) 1 2 ··· n 1 .
3AD·AD AE ·n n

+ +
= ≅ =

+ + + + + + + +
= = = ≅

resultando la cuadratura de la parábola cúbica
aplicando, implícitamente, el límite habitual:

2 2 2

3n
1 2 ··· n  1Lím .

3n→∞

+ + +
=

Al generalizar, Roberval obtiene la cuadratura de las
parábolas de los diversos órdenes, comenzando por
la línea recta a la que llama parábola de primer grado,
continuando con la parábola cónica, la parábola
cúbica y así sucesivamente hasta la parábola de
grado n

Vemos cómo Roberval realiza una integración cuasi-aritmética, estableciendo las
sucesiones y series de números necesarias, pero a la hora de calcular el límite lo encubre
recurriendo a la intuición geométrica. Pero con cierta generosidad diríamos que está muy
cerca de la noción de límite de la suma de un número infinito de cantidades infinitamente
pequeñas, lo que le aproxima mucho a nuestra integral definida, en la que, después de
dividir una figura en pequeñas secciones, se rebajan éstas, haciéndolas decrecer
continuamente en magnitud, conduciendo el problema, tras un cálculo aritmético, a sumar
una serie. Realmente la única diferencia es que Roberval necesita hacer un salto lógico para
calcular el límite (con una intuición infalible) y además no calcula directamente el
resultado, sino a través de la comparación con una figura sencilla que suele ser un
rectángulo o un cilindro.
Roberval también considera intuitivamente un «límite de magnitudes geométricas», pues
maneja  lo que llama «un método para reducir las demostraciones por los indivisibles a las
de los antiguos geómetras, mediante polígonos inscritos y circunscritos», reconciliando así
ambos métodos a base de utilizar un lema general que enuncia así:
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«Si tenemos una razón R/S y dos cantidades A y B, tales que para una cantidad
añadida a A, la suma tiene con B una razón mayor que R/S, y para una pequeña
cantidad sustraída a A, la diferencia tiene con B una razón menor que R/S; entonces
digo que A/B=R/S.»

Mediante la aplicación de este lema, Roberval resuelve nuevamente la cuadratura de la
parábola, a base de encajarla en dos series de pequeños rectángulos, unos interiores y
otros exteriores, siendo la diferencia entre las dos series inferior a una cantidad dada Z, lo
cual es siempre posible dividiendo el lado AD en partes suficientemente pequeñas. La
consideración de los diversos pequeños rectángulos muestra, según el lema general, que el
área limitada por la parábola es a la del rectángulo circunscrito como 1 es a 3.
A continuación Roberval encuentra, mediante propiedades aritméticas de ciertas series,
multitud de resultados sobre los diversos volúmenes de revolución que resultan al hacer
girar a cada una de las parábolas anteriores en torno al eje AB o en torno a la base AD.
Si la figura gira en torno a AB, se obtienen los resultados siguientes:

Los sólidos ADC son al cilindro
ABCD:                        

Los conoides parabólicos son al
cilindro ABCD:

En la parábola 1ª como 2 es a 3 En el conoide 1º como 1 es a 3

 En la parábola 2ª como 1 es a 2 En el conoide 2º como 1 es a 2

 En la parábola 3ª como 2 es a 5 En el conoide 3º como 3 es a 5

 En la parábola 4ª como 1 es a 3 En el conoide 4º como 2 es a 3

 En la parábola 5ª como 2 es a 7 En el conoide 5º como 5 es a 7

 En la parábola 6ª como 1 es a 4 En el conoide 6º como 3 es a 4

 En la parábola 7ª como 2 es a 9 En el conoide 7º como 7 es a 9

 En la parábola 8ª como 1 es a 5 En el conoide 8º como 4 es a 5

Si la figura gira alrededor del lado AD como eje, las parábolas engendran los conos y sus
complementarios los morteros parabólicos cumpliéndose las siguientes relaciones:

Razones de los conos parabólicos  al
cilindro ABCD:

Razones de los morteros
parabólicos al cilindro ABCD:

   El cono 1º como 1 es a 3 El mortero 1º como 2 es a 3

   El cono 2º como 1 es a 5 El mortero 2º como 4 es a 5

   El cono 3º como 1 es a 7 El mortero 3º como 6 es a 7

   El cono 3º como 1 es a 9 El mortero 3º como 8 es a 9

   El cono 4º como 1 es a 11 El mortero 4º como 10 es a 11

Roberval prosigue con el estudio de cuerpos anulares, problemas sobre la hipérbola y el
conoide hiperbólico (hiperboloide de revolución) y encuentra las razones de la esfera o sus
porciones al cilindro circunscrito y al cono inscrito, resultados que aplica a resolver el
problema de «trazar sobre un cilindro recto un área igual a un cuadrado dado mediante un
único trazo de compás», lo que le conduce a estudiar la «hippopede de Eudoxo» o «pezuña
de caballo», curva que jugó un papel importante en el modelo planetario de Eudoxo.
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Las cuadraturas y cubaturas trigonométricas de Roberval
El trabajo más importante de Roberval sobre cuadraturas se refiere a la cicloide, curva de
moda en su época, sobre la que realiza un estudio exhaustivo a base de ir resolver lo que
eran los problemas más candentes del momento. Roberval llama a la cicloide la «roulette» y
la estudia en su Traité des Indivisibles y en un tratado especial sobre esta curva De
Trochoïde ejusque spatio.
La cicloide se define como el lugar geométrico de las posiciones de un punto de una
circunferencia que rueda sin resbalar sobre una recta.

Bajo esta definición empieza Roberval estudiando la generación y la naturaleza de la
cicloide, para pasar en seguida a resolver problemas de áreas, volúmenes de
revolución, etc., en relación con la curva, constituyendo este estudio uno de los ejemplos
más significativos del manejo de indivisibles.
El diámetro AB del círculo AEGB se mueve a lo largo de la tangente AC, permaneciendo
paralelo a su posición original, hasta alcanzar la posición CD, siendo AC igual al semicírculo
AGB. Al mismo tiempo el punto A se mueve a lo largo de AC, de modo que cuando AB ha
alcanzado la posición CD, el punto A alcanza la posición D. Así pues, el punto A está
sometido a dos movimientos: su propio movimiento a lo largo del semicírculo AEGB y el
debido al movimiento de AB a lo largo de AC. La curva descrita por el punto A debido a
estos dos movimientos es la mitad de la cicloide A, ..., D, la segunda parte es la simétrica de
la primera respecto a CD.
 La línea AC y el semicírculo AGB se dividen en una infinidad de partes iguales de manera
que:
          arco AE = arco EF = .... = línea AM = línea MN = ....
Tracemos lo que Roberval llama el «seno» EE1 perpendicular al diámetro AB y el «seno
verso» AE1, que es la altura de A cuando ha alcanzado la posición E. Análogamente
trazamos FF1, GG1, etc.
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Sean MM1 paralelo a AE1, NN1 paralelo e igual a AF1, etc. Sean M1M2 paralelo e igual a
EE1, N1N2 paralelo e igual a FF1, etc., (la notación de Roberval para M1, N1, .... es 1,2, ...., y
para M2, N2, .... es 8,9, ...., como se describe en la figura original).

Cuando el diámetro ha alcanzado el punto M, el punto A habrá alcanzado la posición E, la
distancia de A a AC será MM1=AE1, y la distancia de A al diámetro AB será EE1=M1M2, por
tanto cuando el diámetro está en M el punto A está en M2. Análogamente cuando el
diámetro está en N el punto A está en N2, etc. De esta forma se engendran dos curvas:

 a) La curva AM2N2....R2D que es la mitad de la cicloide.
 b) La curva AM1N1....R1D que es llamada por Roberval «la compañera de la cicloide».

La compañera de la cicloide es una curva sinusoidal. Es fácil ver que tomando como eje de
abscisas la línea AC y como eje de ordenadas AB, la ecuación de la compañera de la
cicloide es:  y=1-cosx.
Hallemos en nuestro lenguaje las ecuaciones paramétricas de la cicloide.

A partir de la figura 9 deducimos que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:

x = t - sen t  
  (R=1)

y = 1 - cos t 




  y  las de su «compañera»:   
x = t   
y = 1 - cos t 





 .
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A continuación Roberval pasa a resolver los problemas típicos de la cicloide:

1. El área de la figura comprendida entre la cicloide y su compañera  es igual al área de la
mitad del círculo generador.

En efecto: en la figura de Roberval AM2N2...D...N1M1....A tenemos M1M2=EE1,N1N2=FF1,
O1O2=GG1, etc. Ahora bien M1M2, N1N2, O1O2, ..., dividen la figura en fajas cuyas alturas son
AE1, E1F1, F1G1, ..., mientras EE1, FF1, GG1, ..., dividen el semicírculo AHB en «fajas» de la
misma altura. Por tanto las correspondientes fajas infinitesimales son iguales. De aquí que el
área de la figura AM2N2....D....N1M1 ....A y el semicírculo AHB sean iguales.
El resultado 1 en nuestro lenguaje es equivalente, de acuerdo con las ecuaciones de las
curvas a:

( ) [ ]2

1

t 2
1 2t 0 0

x (t) x (t) dt t (t sen t) sen t dt sen t dt / 2
π π

− = − − ⋅ = = π∫ ∫ ∫  .

2. El área de la figura comprendida entre la cicloide y su base es  igual a tres veces el área
del círculo generador.

En efecto: la compañera de la cicloide, la curva AM1N1...D, bisecciona el rectángulo ABCD,
ya que cada línea  de ACDM1 tiene una correspondiente igual en ABDM1; de donde resulta
que el área limitada por la compañera de la cicloide y la base es la de un círculo generador.
De aquí según el resultado anterior al sumar a este área, el área limitada por la cicloide y su
compañera, se obtiene que el área limitada por la semi-cicloide y su base es una vez y
media el círculo generador, de donde el resultado.
En la figura original de Roberval se observa que el rectángulo ABCD queda escindido en
cuatro espacios equivalentes, a saber: el semicírculo CVD, la trilínea ADVC, el espacio
A12D5 y la trilínea A12DB.
En lenguaje actual el desarrollo sería el siguiente:

El área del rectángulo ABCD es πx2=2π, y el área de ACDM1 es

 ( )
0

1 cos t dt
π

− = π∫
de manera que el resultado 2 es equivalente a:

[ ] [ ]2

1

t

t 0
y(t) x '(t) dt 2 1 cos t) 1 cos t dt 2 (3 / 2) 3

π
⋅ = − ⋅ − = ⋅ ⋅π = π∫ ∫ .

Roberval continúa su trabajo buscando la razón entre diversos sólidos de revolución
obtenidos al hacer girar la cicloide y el cilindro engendrado al girar el rectángulo. Pero para
ello precisa calcular la razón de los cuadrados de los «senos y senos versos» al cuadrado
del diámetro.

3. La suma de los cuadrados de los «senos» de un semicírculo están en razón 1/8 con el
cuadrado del diámetro tomado tantas veces como senos hay.

En efecto: dividamos el semicírculo en
infinitas partes iguales AC, CD, DE, ... .
Las líneas CK, DL, EM, ...., son los
«senos rectos». Aplicando el Teorema de
Pitágoras se obtiene:

OE² = EM² + MO²
OD² = DL² + LO²
OC² = CK² + OK²
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Ahora bien, OM es igual a CK, OL a DL, OK a EM, ..., de donde resulta que todos los
«senos de complemento» (cosenos), OM, OL, OK, ..., son iguales a los correspondientes
«senos rectos», de manera que los cuadrados de todos los «senos» tomados dos veces,
son iguales al cuadrado del radio OF=OD=OC= ..., tantas veces tomado como senos hay.
Pero como OF=AB/2 y OF²=AB²/4, los cuadrados de los «senos» son al cuadrado del
diámetro, tomado tantas veces como senos hay, como 1 es a 8.
El resultado demostrado es equivalente en lenguaje actual a:

 2 2

0
sen t dt (1/ 8) 2

π
= ⋅ ⋅ π∫

4. La suma de los cuadrados de los «senos versos» en un semicírculo están en razón 3/8
con el cuadrado del diámetro, tomado tantas veces como «senos versos» hay.

En efecto: AB² se puede expresar de una infinidad de maneras:
AB² = AK² + BK² + 2AK·BK (AK·BK = CK²)
AB² = AL² + BL² + 2AL·BL (AL·BL = DL²)
AB² = AM² + BM² + 2AM·BM  (AM·BM = EM²)  .

Vemos que los cuadrados de AB son iguales a dos veces los cuadrados que figuran bajo la
forma de productos (AK·BK, AL·BL, AM·BM, ...) más dos veces los cuadrados de los «senos
versos». Es decir:

• Σ cuadrado del diámetro = 2 veces la suma de los cuadrados de los «senos
rectos» + 2 veces la   suma   de los cuadrados de los «senos versos».

A partir de aquí, aplicando el resultado  anterior se tiene:

• 8 veces los cuadrados de los «senos rectos» = 2 veces la suma de los cuadrados
de los «senos rectos» + 2 veces la suma de los cuadrados de los «senos versos».

• 6 veces la suma de los cuadrados de los «senos rectos» = 2 veces la suma de los
cuadrados de los «senos versos».

3/4 Σ cuadrado del diámetro = dos veces la suma de los cuadrados de los «senos
versos».

De donde se deduce el resultado.
 En lenguaje actual el resultado obtenido es equivalente a:

 ( )2 2

0
1 cos t dt (3 / 8) 2

π
− = ⋅ ⋅ π∫  .

5. El volumen del sólido engendrado por la revolución de la cicloide  alrededor de la línea
base AC como eje, está en razón de 5/8 con el volumen del cilindro circunscrito.

En efecto: el sólido generado por AN2DN1 es igual al sólido generado por el semicírculo DC
(DVC en la figura de Roberval) porque estas dos figuras planas tienen sus correspondientes
líneas iguales y a la misma distancia del eje AC. Como el semicírculo DC es 1/4 del
paralelogramo ABCD, el sólido AN2DN1 es igual a 1/4 del cilindro ABCD. Por otra parte, las
líneas MM1, NN1, son «senos versos», por tanto el sólido engendrado por AN1DC es igual a
3/8 del cilindro ABCD. Luego sumando (3/8 + 1/4 = 5/8) se deduce el resultado anunciado.
En nuestro lenguaje el resultado demostrado es equivalente a:

( )3
0

1 cos t dt (5 / 8) 4
π

− = ⋅ π ⋅ π∫  .
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El método exponencial de la progresión geométrica de Fermat
Cuadratura de hipérbolas generalizadas de Fermat
En orden a generalizar el resultado de la cuadratura de Cavalieri para n entero negativo o
fraccionario, Fermat atacó y resolvió el problema hacia 1640, investigando el área entre un
arco de hipérbola generalizada xnym=k (m,n enteros positivos) una línea ordenada y una
asíntota. Su enfoque fue puramente geométrico, y a diferencia de otros trabajos anteriores,
en los que se utilizaba una subdivisión equidistante en los intervalos y se comparaba el área
o volumen que se quería calcular con otro conocido, Fermat tenía un método que le permitía
obtener el área en términos absolutos, utilizando rectángulos infinitesimales que estaban en
progresión geométrica de razón menor que la unidad.
Veamos un ejemplo ilustrativo tomado de su De aequationum localium ... in quadrandis
infinitis parabolis et hiperbolis (Tratado sobre Cuadraturas) de 1658.
     Fermat comienza diciendo (TH.OF.III.216):

«Arquímedes sólo empleó progresiones geométricas para la cuadratura de la
parábola; en sus otras comparaciones entre cantidades heterogéneas se restringió a
progresiones aritméticas. ¿Sería así porque encontrara que la progresión geométrica
sirviera menos a la cuadratura? ¿O quizá es que el artificio particular del que se sirvió
para cuadrar con esta progresión la primera parábola puede difícilmente aplicarse a
las otras? Cualquiera que sea la razón, yo he probado que la progresión geométrica es
muy útil para las cuadraturas y deseo presentar a los geómetras actuales mi invención,
que permite cuadrar por un método absolutamente similar, tanto parábolas como
hipérbolas.»

El método está basado en una propiedad de las progresiones geométricas de razón menor
que la unidad, que Fermat enuncia así (TH.OF.III.216-217):

«Dada una progresión geométrica cuyos términos decrecen indefinidamente, la
diferencia entre dos términos consecutivos es al más pequeño de ellos, como el mayor
es a la suma de los términos restantes.»

 Es fácil comprobar que esta propiedad es equivalente a la fórmula de la suma de los
términos de una progresión geométrica indefinida y decreciente.
Fermat considera al principio, las hipérbolas yxn=k y manifiesta (TH.OF.III.217):

«Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio, que es la primera,
pueden ser cuadradas por el método de la progresión geométrica, de acuerdo a un
procedimiento uniforme general.»

Fermat efectúa la demostración para n=2. Con base en la figura adjunta, de la definición de
la hipérbola, deduce:

           

2

2

2

2

AH EG ,
IHAG

AO IH .
NOAH

=

=
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En concreto, Fermat afirma (TH.OF.III.218):
«El área indefinida que tiene por base EG y que está acotada de un lado por la curva
ES y de otro por la asíntota infinita GOR, es igual a un cierto área rectilínea.»

El área rectilínea a que alude Fermat es el rectángulo AGEB. Basándose en la figura
anterior Fermat empieza a construir los elementos necesarios para cuadrar la hipérbola
(TH.OF.III.218):

«Consideremos los términos de una progresión geométrica indefinida y decreciente.
Sean los primeros términos AG, AH, AO, etc. Supongamos que estos términos están
lo bastante próximos para que de acuerdo con el método de Arquímedes podamos
“adigualar” como dice Diofanto, o igualar por aproximación el paralelogramo rectilíneo
GExGH y el cuadrilátero mixtilíneo GHIE. Además, supondremos que los primeros
intervalos GH, HO, OM, etc., son suficientemente iguales para que podamos aplicar el
método de reducción de Arquímedes, mediante  polígonos inscritos y circunscritos.
Basta hacer esta observación una vez para no obligarse a recordar y a insistir
constantemente sobre un artificio bien conocido de todos los geómetras [...].»

Así pues Fermat divide el eje GOR a la derecha del punto G en intervalos GH, HO, OM, etc.,
de longitudes tales que se verifica:

 

AH AH AO ,
AH AO AM

AH GH HO ,
AG HO OM

= = =

= = =

Ahora considera los rectángulos circunscritos:
          R1=EGxGH, R2=IHxHO, R3=NOxOM, ... .
y comprueba que R1, R2, R3, ... , forman una progresión geométrica decreciente de razón
AG/AH. En efecto, aplicando los resultados anteriores, se obtiene:

 

1

2

2

3

R EGxGH AH²xGH HO²xGH HO AH ,
R IHxHO AG²xHO GH²xHO GH AG

R IHxHO AH²xGH AH²xHO AH²xAG AH .
R NOxOM AH²xOM AG²xOM AG²xAH AG

= = = = =

= = = = =

Comprobando sucesivamente se demuestra que R1, R2, R3,  , es una progresión geométrica
decreciente a la que Fermat le aplica la propiedad equivalente a su sumación. Sea S su
suma, se tiene:

 1 2 1

2 1

R R R
R S R
−

=
−

,

de donde se deduce :  

AH AG EGxGH ,
AG S EGxGH
−

=
−

Y finalmente: S EGxGH−  = EGxAG .



121

Ahora bien, como Fermat ha supuesto  que unos intervalos «estaban lo bastante próximos»
para que otros «fueran suficientemente iguales» deduce que el área definida por la hipérbola
y las líneas GH, GE es, debido a la última expresión y a las infinitas subdivisiones, igual al
área del rectángulo AGxGE, y lo hace con estas significativas palabras (TH.OF.III.219):

«[...] Si ahora añadimos [a ambos miembros de la expresión S EGxGH−  = EGxAG] el
paralelogramo EGxGH que a causa de las infinitas subdivisiones, se desvanece y
queda reducido a nada, alcanzamos la conclusión, que podría ser fácilmente
confirmada por una más prolija prueba llevada a cabo a la manera de Arquímedes:
que en este género de hipérbola, el paralelogramo AE es equivalente a la figura
comprendida por la base GE, la asíntota GR y la curva ED indefinidamente
prolongada.

No es difícil extender esta idea a todas las hipérbolas definidas anteriormente excepto
la que ha sido indicada [la hipérbola de Apolonio].»

El método de Fermat se ha denominado «logarítmico». En su época esta palabra todavía
aludía a una cierta relación entre una progresión geométrica y una aritmética. Hoy nosotros
a su método le llamaríamos «exponencial» y lo desarrollaríamos así:
A partir de la abscisa x=a, efectuamos una subdivisión x1=aet,x2=ae2t, ... , en progresión
geométrica de razón et. Calculemos  las áreas de los rectángulos circunscritos:

          

R1 = a·(et-1)·(1/a²) = (et-1)/a , 
          R2 = a·et·(et-1)·(1/a²e2t) = (et-1)/aet ,
          ...........................................................

es decir: R1 = (et-1)/a , R2 = [(et-1)/a]·e-t .

Así pues, R1, R2, ... , forman una progresión indefinida decreciente de razón e–t. Por tanto,
aplicando la fórmula de sumación, se tiene para la suma S(t), de los infinitos rectángulos R1,
R2, ...,

S(t) = R1/(1–e–t) = [(et–1)/a]/(1-e–t) = et/a = (1/a) + (et-1)/a = Ro + R1,
de donde resulta que el área limitada por la hipérbola, la ordenada x=a y la asíntota y=o,
viene dada por:

t 0
Lím S(t) = 1/a = Ro.
→

El resultado es equivalente a la integral :

02 2
 a

k k kdx a R .
ax x

 ∞

= = ⋅ =∫
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Cuadratura de parábolas generalizadas.
Fermat utilizó también, en su Tratado sobre Cuadraturas, el método de la progresión
geométrica para la cuadratura de parábolas generalizadas y=xp/q, estableciendo la
cuadratura de Wallis:

 
(p / q) 1 a

p / q (p q) / q

 o

a qx dx a
(p / q) 1 p q

+
+= =

+ +∫

 incluso antes de los trabajos de aquél, aunque los resultados se publicaron más tarde.
Una aproximación al enfoque de Fermat de la cuadratura de las parábolas en lenguaje
moderno, sería lo siguiente:

En la figura adjunta se subdivide el intervalo [o,a]
en una sucesión infinita de subintervalos con
extremos xn, siendo xn=arn, n=0,1,2,..., y
o<r<1. Para cada subintervalo se considera el
rectángulo circunscrito a la curva, de base xn–xn+1
y altura dada por la ecuación de la curva
y=xp/q, es decir, xn

p/q.

La suma A(r) de las áreas de los infinitos rectángulos, teniendo en cuenta que forman una
progresión geométrica de razón rn(p+q)/q es (se tomará s=r(p+q)/q, t=r1/q):

[ ]

p/q n p/q n n+1 (p q) / q n(p q) / q
n n n+1

n=0 n=0 n 0

(p q) / q n (p q) / q (p q)/ q q p q

n 0

A(r) = x (x x ) (ar ) (ar ar ) a (1 r) r

a (1 r) s a (1 r) 1/(1 s) a (1 t ) /(1 t ) .

∞ ∞ ∞
+ +

=

∞
+ + + +

=

− = − = − =

 = − = − − = − − 

∑ ∑ ∑

∑

Ahora bien como se verifica:
 (1-t)·(1+t+t²+¨¨¨¨+tk-1) = 1-tk ,

 se deduce finalmente:

 
q-1

(p q) / q
p+q-1

1+t+t²+ +t  A(r) = a .
1+t+t²+ +t

+ ⋅

 El área comprendida bajo la curva, el eje x y la abscisa x=a, se obtiene tomando el límite en
la expresión anterior cuando r tiende a 1 (y por tanto cuando t tiende a 1 también), de donde
se deduce la cuadratura.
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LOS MÉTODOS DE CUADRATURA DE FERMAT PARA
PARÁBOLAS E HIPÉRBOLAS

El modelo arquimediano de la cuadratura de la espiral  le sirve a Fermat para realizar sus cuadraturas
aritméticas, obteniendo un resultado equivalente a la cuadratura básica de Cavalieri I a

o xk dx, a base de
extender las desigualdades que Arquímedes utilizó para su exhaución. La base para este trabajo son las
fórmulas recurrentes para la suma de potencias de enteros, fundamentadas en las propiedades de los
números poligonales, que Fermat obtiene inspirándose en el Apéndice al libro de los números
poligonales que Bachet de Meziriac adjuntó a su edición de 1621 de La Aritmética de Diofanto.
Fermat inicialmente utiliza las fórmulas para realizar la cuadratura de la familia infinita de espirales
generalizadas r=aθn, pero inmediatamente advierte que con una evidente transformación a una
referencia rectangular puede realizar la cuadratura de otra familia infinita de curvas, las parábolas
generalizadas  y=axn. Lo mismo aplica a la cubatura de conoides engendrados por la rotación de
parábolas lo que le sirve para reconocer las limitaciones de su método. Guiado entonces por la
naturaleza de las dificultades encontradas, Fermat ingenia un método directo de realizar la cuadratura
de las parábolas generalizadas, que, además, tiene la virtualidad de poder aplicarse a las hipérbolas
generalizadas, salvo la hipérbola de Apolonio. Se trata de un método puramente geométrico, basado en
progresiones geométricas. La idea feliz consiste en realizar la subdivisión del eje de la figura a cuadrar
(ilimitada en el caso de hipérbolas) en intervalos, de forma que se satisfagan los requisitos del método
arquimediano, es decir  se debe poder inscribir y circunscribir todo el área mediante rectángulos
construidos sobre los intervalos en que se ha subdividido el eje, y además, de tal forma, que la
diferencia entre las áreas de las dos figuras escalonadas (y por tanto de cualquiera de ellas y el área
hiperbólica) sea menor que la cantidad prefijada. El llamado método logarítmico –a pesar de que en
realidad utiliza exponenciales–combinado con la «adigualdad» resuelve brillantemente la cuestión.
En los métodos de cuadraturas de Fermat de hipérbolas y parábolas generalizadas subyacen los aspectos
esenciales de la integral definida: 
a) la división del área bajo la curva en elementos de área infinitamente pequeños, 
b) la aproximación a la determinación numérica de la suma de esos elementos de área por medio de

rectángulos infinitesimales de altura dada por la ecuación analítica de la curva
c) un intento de expresar el equivalente de lo que será el límite de esta suma cuando el número de

elementos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamente pequeños.

Estatua de Fermat con su Musa (la
Matemática). Sala de personajes
ilustres del Capitolio de Toulouse.
El autor es T.E. Victor Barrau (1888).
Fermat representa uno de los
eslabones intermedios mas
importantes en la transición de la
Matemática antigua a la moderna.
Desde su profunda admiración hacia
las fuentes de la Matemática griega,
Fermat contribuye incluso a su
restauración con Apolonii Pergaei libri
duo de locis planis restituti, pero
rompe con la  práctica matemática
habitual de los estándares clásicos, sin
dejarse mediatizar por ningún canon
estereotipado de Filosofía de la
Matemática, al desarrollar un potente
instrumental científico, donde lo
importante era la resolución de los
problemas y la apertura de nuevas vías
de descubrimiento, que propicia el
cambio de paradigma en la
Matemática a base de variar el estilo y
el método clásico, desde la
superioridad del rigor silogístico a
ultranza en la exposición a la
importancia del camino seguido en el
descubrimiento y desde los métodos
demostrativos a los métodos
heurísticos de resolución de los
problemas.
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Los problemas de Cálculo Diferencial: extremos y tangentes
Los métodos de «adigualdad» de Fermat sobre máximos y mínimos
Con base en las obras fundamentales de la antigüedad clásica griega (Los Elementos de
Euclides, Las Cónicas de Apolonio, las Obras de Arquímedes, La Aritmética de Diofanto, La
Colección Matemática de Pappus, etc.), así como en la Teoría de Ecuaciones de Vieta (en
particular en el método de la «Syncrisis» de su Arte Analítica), Fermat desarrolla los
primeros métodos generales para la determinación de máximos y mínimos en la Historia de
la Matemática.
Aparte de multitud de comentarios epistolares, cinco son los trabajos o memorias de Fermat
sobre el tema máximos y mínimos:
M1. Método para la investigación de Máximos y Mínimos (Methodus ad disquirendam

maximan et miniman et de tangentibus linearum curvarum).
Esta memoria (TH.OF.III.121) que Fermat compone entre 1629 y 1636 es un
procedimiento puramente algorítmico desprovisto de todo fundamento demostrativo,
donde Fermat introduce la técnica de la «adigualdad». Mersenne la recibe a finales de
1637 y la envía a Descartes en enero de 1638. Como segunda parte de este tratado,
Fermat describe el primer ejemplo de aplicación del método de máximos y mínimos al
trazado de las tangentes a las líneas curvas, la tangente a la parábola, que provoca la
tempestuosa polémica de Descartes con Fermat sobre los máximos y mínimos y las
tangentes. Denominaremos a esta memoria el Methodus.

M2. Sobre el mismo Método de Máximos y Mínimos (Ad eamdem methodum ...: «Volo meâ
methodo, etc.).

Esta memoria (TH.OF.III.126) escrita en la primavera de 1638, fue compuesta
probablemente para explicar el Methodus a Mydorgue y Desargues, cuando Descartes
les pidió que actuaran como árbitros en su controversia con Fermat. En una forma
conceptual y estilística calcada del Methodus , Fermat ilustra su método, aplicándolo a
una serie de ejemplos, entre los que destaca la resolución del famoso problema de
Pappus (Proposición VII.61, de La Colección Matemática), probable fuente de
inspiración para Fermat de sus métodos de extremos y tangentes. Termina este tratado
aplicando el método al trazado de la tangente a la elipse.

M3. La Investigación Analítica del Método de Máximos y Mínimos (Analityca eiusdem
methodi investigatio).

Esta memoria (TH.OF.III.131) es un manuscrito sin fecha ni título, escrito quizá hacia
1640, para neutralizar las reiteradas críticas de Descartes a los métodos de Fermat.
Basándose en su propio mejoramiento del método de «Syncrisis» de la Teoría de
Ecuaciones de Vieta, Fermat establece los fundamentos teóricos de su método de
máximos y mínimos, por eso a este tratado se le conoce también bajo el nombre de
Syncriseos.

M4. La carta a Pierre Brûlart.
Aunque compuesta como epístola, esta pieza merece por su importancia el rango de
memoria. Habiendo sido descubierta por De Waard, fué publicada poco después por
Giovannozi en 1919, quedando incluida en las Obras de Fermat como suplemento
(págs. 120–125). Representa el más importante de los descubrimientos sobre Fermat
después de la publicación de las Obras de Fermat. Fermat ensaya realizar un cierto
desarrollo limitado en serie, y aunque no podía demostrarlo rigurosamente, le parecía
verosímil que se determinaba un extremo a partir de la ecuación que resultaba al anular
el coeficiente del término de primer grado. Además, hacía notar que había descubierto
que el coeficiente del término de segundo grado era negativo en caso de máximo y
positivo en el de mínimo.
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M5. Apéndice al Método de Máximos y Mínimos (Ad methodum de maxima et minima
appendix).
Esta memoria (TH.OF.III.136) compuesta en abril de 1644, representa en cierto modo,
un paso hacia atrás respecto a la Carta a Brûlart , porque Fermat aplica esencialmente
la misma técnica que en el Methodus, complementándola con una extraordinaria mejora
y simplificación de un método de Vieta para eliminar expresiones irracionales de las
ecuaciones. De esta forma Fermat pudo extender las reglas del Methodus a problemas
más complicados que los resueltos en las anteriores memorias, problemas en los que la
expresión era irracional, en concreto al problema de Arquímedes: «Encontrar el cono de
superficie total máxima que se puede inscribir en una esfera dada», así como el
problema análogo correspondiente al cilindro, que habían sido enviados por Fermat en
su primera carta a Mersenne el 26 de abril de 1636 (TH.OF.II.6), para ser resueltos por
los matemáticos de París.

A continuación transcribiremos íntegramente la memoria el Methodus y la Investigación
Analítica, respetando la secuencia del contenido, pero separando éste en párrafos que, a
nuestro juicio, resultan significativos, lo que facilitará su estudio y análisis.
En el Methodus aparece por primera vez la genial y fructífera idea de incrementar una
magnitud asimilable a nuestra variable independiente –lo que desde entonces se ha
convertido en la esencia del Cálculo Diferencial–. Fermat se expresa con estas palabras:

El Padre M. Mersenne, gran amigo de Descartes,
por haber sido compañeros en la Flèche, cataliza
casi toda la actividad científica francesa en su
celda del convento de los Mínimos de París.
Mersenne mantenía correspondencia, haciendo de
intermediario, con gran parte de los científicos
europeos, haciendo circular entre los interesados
los problemas, resultados, técnicas y métodos
matemáticos que llegaban a su mano y
convocando reuniones donde se discutían y
trataban los problemas científicos candentes del
momento, siendo asiduos E.Pascal (que era el lider
del grupo), Roberval, Desargues, Hardy,
Mydorgue y otros.
La ausencia de revistas y sociedades científicas en
la época de Fermat y Descartes da cuenta de la
importancia divulgativa de la actividad de
Mersenne.
Mersenne instaura unos principios de actuación
en la Ciencia que van a imperar desde entonces.
Para Mersenne la Ciencia debe ser una actividad
colectiva y la verdad sólo puede surgir de la
controversia, que suscitará siempre que pueda, a
veces incluso de forma imprudente,  entre los
grandes científicos que acuden a su celda y que se
comunican epistolarmente con él.
Mersenne inaugura en la Historia de la Ciencia la
divulgación científica. Puede decirse que la celda
del P.Mersenne fue el embrión de la futura
Academie des Sciences. La mayor parte de los
trabajos de Fermat son comunicados a la
comunidad científica a través de su
correspondencia con Mersenne y es a través de
ella también como se alimenta la polémica entre
Descartes y Fermat.

EL PADRE MERSENNNE Y LA DIVULGACIÓN DE LA
CIENCIA EN EL SIGLO DE FERMAT
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Método de Fermat para la investigación de Máximos y Mínimos
(Methodus)

(TH.OF.III.121–122):

Toda la teoría de la Investigación de Máximos y Mínimos supone la
consideración de dos incógnitas y la única regla siguiente:

1. Sea a una incógnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres
dimensiones, según convenga al enunciado).

2. Se expresará la cantidad máxima o mínima por medio de a en términos que pueden
ser de cualquier grado.

3. Se sustituirá a continuación la incógnita original a por a+e, y se expresará la
cantidad máxima o mínima por medio de a y e, en términos que pueden ser de
cualquier grado.

4. se «adigualará» para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cantidad
máxima o mínima.

5. Se eliminarán los términos comunes de ambos lados, tras lo cual resultará que a
ambos lados habrá términos afectados de e o de una de sus potencias.

6. Se dividirán todos los términos por e, o por alguna potencia superior de e, de modo
que desaparecerá la e, de al menos uno de los términos de uno cualquiera de
los dos miembros.

7. Se suprimirán, a continuación, todos los términos donde todavía aparece la e o una
de sus potencias, y se iguala lo que queda, o bien si en uno de los miembros
no queda nada, se igualará, lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados con
signo positivo a los afecta dos con signo negativo.

8. La resolución de esta última ecuación dará el valor de a, que conducirá al máximo o
mínimo, utilizando la expresión original.

He aquí un ejemplo:

"Sea dividir una recta AC en E, de manera que AExEC sea máximo".

Pongamos AC=b.

1. Sea a uno de los segmentos, el otro será b–a.

2. El producto del que se debe encontrar el máximo es ba–a2.

3. Sea ahora a+e el primer segmento de b, el segundo será b–a–e, y el producto de
segmentos: ba–a2+be–2ae–e2.

4. Se debe «adigualar» al precedente: ba – a2.

5. Suprimiendo términos comunes: be ≈ 2ae + e2.

6. Dividiendo todos los términos: b ≈ 2a + e.

7. Se suprime la e: b = 2a.

8. Para resolver el problema se debe tomar por tanto la mitad de b.

Es imposible dar un método más general.                                                               



La investigación analítica del método de Fermat de máximos y mínimos
Analityca eiusdem methodi investigatio

(TH.OF.III.131–135)

A. Estudiando el método de la «Syncrisis» y de la «Anastrophe» de Vieta, e intentando
cuidadosamente aplicarlo a la búsqueda  de  las «ecuaciones correlativas», se me ocurrió
la derivación de un procedimiento para encontrar máximos y mínimos y para resolver
así fácilmente todas las dificultades relativas a las «condiciones  límites», que tanta
confusión han provocado a los geómetras antiguos y modernos.
Los máximos y mínimos son, en efecto, «únicos y singulares», como lo ha dicho Pappus y
como lo sabían ya los antiguos, aunque Commandino reconoce ignorar lo que significa
en Pappus el término «monachos» (singular). Se sigue de esto que, a uno y otro lado del
punto limitante, se puede formar una ecuación ambigua: que las dos ecuaciones
ambiguas así formadas son, desde este momento, correlativas, iguales y semejantes.

B. Sea, por ejemplo, propuesto «dividir la recta b de manera que el producto de sus
segmentos sea máximo». El punto que satisface a esta cuestión es evidentemente el
punto medio de la recta dada, y el producto máximo es igual a b2/4; ninguna otra
división de esta recta dará un producto igual a b2/4.

C. Pero si uno se propone dividir la misma recta b de manera que el producto de
segmentos sea igual a z'' (este área se debe suponer siempre más pequeño que  b2/4), se
tendrán dos puntos satisfaciendo la cuestión, que se encontrarán situados a uno y otro
lado del punto correspondiente al producto máximo.

D. Sea, en efecto, a uno de los segmentos de la recta b, se tendrá : ba–a2=z'', ecuación
ambigua, puesto que para la recta a, se pueden tomar cada una de las dos raíces. Sea,
por consiguiente, la ecuación correlativa : be–e2=z''. Comparemos estas dos ecuaciones
según el método de Vieta: ba – be = a2 – e2 .
Dividiendo a ambos lados por a–e, se tendrá : b = a + e ;
las longitudes a y e serán entonces desiguales.

E. Si en lugar del área  z'', se toma uno más grande, aunque siempre inferior a  b2/4, las
rectas  a y e diferirán menos entre ellas que las precedentes, los puntos de división se
aproximan más al punto correspondiente al producto máximo. El producto de los
segmentos aumentará, más al contrario disminuirá la diferencia entre  a y e, hasta que
desaparece completamente esta diferencia para la división correspondiente al producto
máximo; en este caso no hay más que una solución «única y singular», las dos cantidades
a y e llegan a ser iguales.

F. Ahora bien el método de Vieta, aplicado a las dos ecuaciones correlativas anteriores, nos
ha conducido a la igualdad b=a+e; por consiguiente, si e=a (lo que sucede para el punto
correspondiente al máximo o mínimo), se tendrá, en el caso propuesto, b=2a, es decir
que si se toma el punto medio de la recta b, el producto de los segmentos será máximo.

G. Tomemos otro ejemplo : "sea dividir la recta b de tal manera que el producto del
cuadrado de uno de los segmentos por el otro sea máximo".
Sea a uno de los segmentos: se debe tener  ba2 – a3  máximo. La ecuación correlativa,
igual y semejante es  be2 – e3. Comparemos estas dos ecuaciones según el método de
Vieta: ba2 – be2 = a3– e3 ;
dividiendo ambos lados por a–e, se obtiene: ba + be = a2 + ae +e2 ,
lo que da la constitución de las ecuaciones correlativas.
Para encontrar el máximo, hacemos e=a ; se obtiene: 2ba = 3a2  ó  2b = 3a ;
y el problema está resuelto.
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H.

I. 

J. 
 Sin embargo, en la práctica como las divisiones por un binomio son generalmente
complicadas y demasiado penosas, es preferible, comparando las ecuaciones
correlativas, poner en evidencia las diferencias de las raíces, para no tener que operar
más que mediante una simple división por esta diferencia.

«Sea buscar el máximo de b2a–a3». Según las reglas del método que se acaba de citar, se
debería tomar como ecuación correlativa b2e–e3. Pero puesto que e, así como a, es una
incógnita, nada nos impide designarla por a+e; de manera que se tendrá:

b2a + b2e – a3 – e3 – 3a2e – 3e2a = b2a – a3 .

Está claro que si se suprimen los términos semejantes, todos los restantes quedan
afectados de la incógnita e; los que tienen sólo a, son los mismos a ambos lados. Así
pues, se tiene:

b2e = e2 + 3a2e + 3e2a ,

y dividiendo todos los términos por e,

b2 = e2 + 3a2 +3ae ,

lo que da la formación de las ecuaciones correlativas en esta forma.

Para encontrar el máximo hay que igualar las raíces de las dos ecuaciones, a fin de
satisfacer las reglas del primer método, del que nuestro nuevo procedimiento obtiene su
razón y su forma de operar.

Así, pues es preciso igualar a y a+e, de donde  e=0. Pero según la formación que hemos
encontrado para las ecuaciones correlativas,

b2 = e2 + 3a2 + 3ae ;

debemos, por consiguiente, suprimir en esta igualdad, todos los términos afectados de
e, como reduciéndose a 0; quedará pues b2=3a2, ecuación que dará el máximo buscado
para el producto tratado.

Para mostrar con mayor amplitud la generalidad de este doble método, consideremos
nuevos géneros de ecuaciones correlativas, que Vieta no ha tratado y que hemos
obtenido del Libro de la Sección determinada de Apolonio (en Pappus, Libro VII,
prop.61), cuyas condiciones límites son expresamente reconocidas como difíciles por
Pappus.

«Sea la recta  BDEF, sobre la cual se dan los puntos B, D, E, F. Encontrar entre los
puntos  D y E un punto N, tal que la razón de los productos  BNxNF y DNxNE sea
mínima».

Pongamos  DE=b,  DF=z,  BD=d,  DN=a; hay que hacer mínima la razón :

− −
−

2

2
dz  da + za  a

ba  a

La razón correlativa semejante e igual, según nuestro primer método es :

− −
−

2

2
dz  de + ze  e

be  e
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K. 

L. 

M. 

N. 
Igualando los productos de los términos medios con los extremos tendremos:

dzbe – dze2 – dabe + dae2 + zabe – zae2 – a2be + a2e2 =

= dzba – dza2 – deba + dea2 + zeba – zea2 – e2ba + e2a2.
Suprimiendo los términos semejantes y haciendo las transposiciones convenientes:

dzba – dzbe + dea2 – dae2 – zea2 + zae2 + a2be – e2ba = dza2 – dze2 .

Dividiendo a ambos lados por  a – b, (lo que será más fácil si se ponen juntos los
términos correlativos; así :

−
=

−
dzba   dzbe dzb

a  e
, y también    −

=
−

2 2dea  dae dae
a  e

, etc.;

es fácil disponer los términos correlativos para obtener estas divisiones), se tendrá
después de la división :

dzb + dae – zae + bae = dza + dze ,

igualdad que determina la formación de las dos ecuaciones correlativas.

Para pasar de aquí al mínimo, es preciso según el método, hacer e=a, de donde :

dzb + da2 – za2 + ba2 = 2dza ;

la resolución de esta ecuación dará el valor de a, para el cual la razón propuesta será
mínima.

El analista no se detendrá por el hecho de que esta ecuación tenga dos raíces, pues la
que se debe tomar resultará de ella misma, en cuanto se la quiera reconocer. Incluso con
ecuaciones que tengan más de dos raíces, un analista por poco sagaz que sea, podrá
siempre servirse de uno u otro de nuestros métodos.

Pero esta claro, según el ejemplo que acabamos de tratar en último lugar, que el primero
de estos dos métodos será, en general, de un empleo poco cómodo, a consecuencia de las
divisiones reiteradas por un binomio. Es necesario, por consiguiente, recurrir al segundo
método, que aunque simplemente derivado del primero, como ya he dicho,
proporcionará a los analistas hábiles, una facilidad sorprendente e innumerables
abreviaciones; es mas, se aplicará con una simplicidad y una elegancia muy superiores a
la búsqueda de tangentes, de centros de gravedad, de asíntotas y otras cuestiones
similares.

Es, por consiguiente, que afirmo hoy y siempre, con la misma confianza que antes, que
la investigación de máximos y mínimos se reconduce a esta regla única y general, cuyo
feliz éxito será siempre legítimo y no debido al azar, como algunos han pensado.

«Sea a una incógnita (ver página ..., línea ... hasta la última línea [del «Methodus»]) ..., su
primera expresión».

Si todavía hay alguien que considera este método como debido a un feliz azar, puede
intentar encontrar uno similar.

En cuanto a los que no lo aprueban, les propongo resolver este problema:

«Siendo dados tres puntos, encontrar un cuarto punto tal que la suma de sus distancias a
los tres puntos dados sea mínima».
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Al intentar investigar el origen de los métodos de Máximos y Mínimos, el propio testimonio
de Fermat establece, al comienzo de la Investigación Analítica (véase párrafo A), que las
fuentes del método, son la Teoría de Ecuaciones del Arte Analítica de Vieta, aplicada a
resolver los problemas de «condiciones límites», es decir, los antiguos problemas griegos de
Diorismos. A su vez la principal fuente para éstos, sería el Libro VII de La Colección
Matemática de Pappus, de manera que, en última instancia histórica, los pilares sobre los
que se basaría el método, serían la observación de Pappus en la Proposición 61 del Libro
VII acerca de que  los extremos son «únicos y singulares» y el instrumento algebraico de la
Syncrisis de Vieta.
Fermat sabía que en la Matemática griega los problemas de extremos estaban
esencialmente vinculados a los Diorismos. Los Diorismos eran condiciones límites
subsidiarias, que debían añadirse al enunciado de un problema para garantizar su
resolubilidad en términos generales. El ejemplo más simple es el de la Proposición I.22 de
Los Elementos de Euclides, donde se requiere para construir un triángulo con tres líneas,
que la suma de dos de ellas sea mayor que la tercera. Sin embargo, el ejemplo más
influyente sobre los problemas de extremos es el de la Proposición VI.27, de Los Elementos
de Euclides, que reza :

«Entre todos los paralelogramos aplicados sobre la misma recta y deficientes de
paralelogramos semejantes al construido sobre la mitad de esta recta, y
semejantemente dispuestos, el mayor es el aplicado a la mitad de la recta y semejante

a su defecto.»
La proposición establece
que de todos los
paralelogramos AKZE que
se obtienen al variar Z
sobre GB, el mayor se
obtiene tomando para el
lado de la base el segmento
AH, mitad de AB, es decir
tomando Z como G.

En particular, al tomar ABCD un rectángulo, la proposición resuelve el problema de «dividir
un segmento AB en dos, de manera que el área del rectángulo que determinan sea
máxima». Este es precisamente el problema que resuelve Fermat en el Methodus y el

primero que resuelve en la
Investigación Analítica. El Diorismo
resulta de que, como consecuencia de
esta proposición, sobre el problema
«dividir una línea AB en dos
segmentos, tal que su producto sea una
cantidad dada», se debe imponer para
su resolubilidad la condición límite de
que este producto sea menor o igual
que el área del cuadrado construido
sobre la mitad de la línea AB.

Euclides realiza la demostración como es habitual en la Geometría griega en el farragoso
lenguaje del Álgebra Geométrica. Con Álgebra Simbólica la conclusión es muy elemental:

Sea  AB=b=x+y ;

siendo  (x–y)2 ≥ 0 , resulta:

b2 = (x+y)2 = (x–y)2 + 4xy ≥ 4xy, de donde:

xy ≤ (b/2)2 .

A H K B

D G C

E Z F

A H B

D G C

E Z F

K
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LAS FUENTES HISTÓRICAS DE LOS MÉTODOS DE FERMAT SOBRE
MÁXIMOS Y MÍNIMOS Y TANGENTES.

LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

1. Portada de la edición de Oliver Byrne (1847)  de Los Elementos de Euclides : The first six books of the Elements
of Euclid, in which coloured diagrams and symbols are used instead of letters for the greater ease of learners.
Colbeck collection (Library of the University of British Columbia).
En esta edición hay un despliegue inusitado de preciosas ilustraciones en color que son magníficos diagramas
descriptivos de las construcciones de Euclides, de modo que, como escribe Byrne, en su larga introducción
explicativa, la verdad se pone de manifiesto con la «demostración ocular», en la que juega un papel
fundamental no sólo la forma sino sobre todo el color.

2. La Proposición VI.27 de Los Elementos de Euclides en la edición de Oliver Byrne.

Según el propio testimonio de Fermat al comienzo de la Investigación Analítica (TH.OF.III.131) las fuentes de su
método de máximos y mínimos son la Teoría de Ecuaciones del Arte Analítica de Vieta, aplicada a resolver los
problemas de «condiciones límites», es decir, los antiguos problemas griegos de Diorismos:

«Estudiando el método de la “Syncrisis” y de la ”Anastrophe” de Vieta, e intentando cuidadosamente aplicarlo
a la búsqueda  de  las «ecuaciones correlativas», se me ocurrió la derivación de un procedimiento para
encontrar máximos y mínimos y para resolver así fácilmente todas las dificultades relativas a las «condiciones
límites», que tanta confusión han provocado a los geómetras antiguos y modernos.»

Fermat reconoce que en la Matemática griega los problemas de máximos y mínimos se vinculaban a los Diorismos,
término con el que se calificaban ciertas «condiciones límites» subsidiarias, que debían añadirse de forma
complementaria al enunciado de un problema, generalmente de construcción, para garantizar su solución en
términos generales.
Entre todos los ejemplos de Diorismos, quizá uno de los más significativos es el que se deduce de la Proposición
VI.27, de Los Elementos de Euclides

«Entre todos los paralelogramos aplicados sobre la misma recta y deficientes de paralelogramos semejantes al
construido sobre la mitad de esta recta, y semejantemente dispuestos, el mayor es el aplicado a la mitad de la
recta y semejante a su defecto.»

que, en particular, da solución al problema:
«Dividir un segmento AB en dos, de manera que el área del rectángulo que determinan sea máxima».

Ésta es justamente la cuestión que resuelve Fermat en el Methodus y la primera que plantea en la Investigación
Analítica. El Diorismo resulta de que debido a esta proposición, en el problema «dividir una línea AB en dos
segmentos, tal que su producto sea una cantidad dada», se debe imponer para su resolubilidad la condición límite de
que este producto sea menor o igual que el área del cuadrado construido sobre la mitad de la línea AB.
Así pues la Proposición VI.27, de Los Elementos de Euclides es el ejemplo euclídeo más influyente
sobre los problemas de máximos y mínimos de Fermat.
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La Proposición VI.27 de Los Elementos de Euclides en la edición de R.Çamorano (Sevilla,
1576). Se trata de la primera edición en idioma castellano de la obra euclídea. El manuscrito
original de Çamorano se conserva en la Biblioteca Nacional de Madrid y perteneció al político
catalán Pi i Margall, presidente de la primera República Española.
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El Libro VII de La Colección Matemática de Pappus, fue un gran foco de interés para
Fermat, y el Arte Analítica de Vieta, constituyó un buen instrumento para centrar este
interés, porque permitía traducir al nuevo lenguaje del Análisis Algebraico las construcciones
que habían sido el Tesoro del Análisis antiguo. En concreto la Proposición 61 del Libro VII,
pudo haber despertado en Fermat la idea matriz de sus métodos de Máximos y Mínimos.
Veamos el enunciado de la Proposición de Pappus :

«Dadas tres rectas AB, BΓ, Γ∆, si se hace que el cuadrado de la recta BE sea al
cuadrado de la recta EΓ, como el rectángulo determinado por las rectas AB, B∆, es al
rectángulo determinado por las rectas AΓ, Γ∆, la razón singular y mínima es la del
rectángulo determinado por las rectas AE, E∆, al rectángulo determinado por las rectas
BE, E∆.»

La proposición de Pappus establece que si E es un punto del segmento BΓ, que cumple:

 
2

2
BE AB B

AE
⋅ ∆

=
Γ ⋅ Γ∆Γ

entonces la razón singular y mínima para la expresión :

AF F
BF F

⋅ ∆
⋅ Γ

siendo F un punto del segmento BΓ, viene determinada por el punto E.
Este problema procede de la obra perdida de Apolonio Sobre la Sección determinada y la
demostración de Pappus es un buen ejemplo del Análisis Geométrico de los antiguos.
En la Investigación Analítica (ver parrafo J), Fermat reinterpreta el Problema de Pappus, y
da la solución analítica, utilizando la Syncrisis de Vieta, resolviendo brillantemente la
cuestión, coronando con ello la memoria, lo que permite conjeturar que pudo idear el método
de Máximos y Mínimos, en el intento de resolver el problema. También en la memoria M.2.,
Fermat trata y resuelve el problema, mediante la técnica del Methodus. Previamente, Fermat
comenta (TH.OF.III.127):

«Para establecer la certeza de este método, tomaré un ejemplo del libro de Apolonio
Sobre la sección determinada [...]. En este sitio, Pappus la llama una razón mínima
”monachos y elachistos” (singular y mínima), porque si se plantea una cuestión sobre
magnitudes dadas y que sea cumplida en general por dos puntos, para los valores
máximo o mínimo, no habrá más que un punto que la cumpla. Es por esto que Pappus
la llama ”mínima y singular” (es decir única) a la más pequeña razón de todas las que
pueden ser consideradas en la cuestión. Commandino duda en este lugar de la
significación del término ”monachos” que emplea Pappus, porque ignora la verdad de
lo que acabo de explicar.»

Vemos en los diversos pasajes, como Fermat hace referencia a ciertas palabras y frases de
Pappus que cree que son esenciales, algunas de las cuales no habían sido entendidas por
el propio traductor de Pappus, Commandino, debido a que carecía de los libros de Apolonio
en que se basaba la Proposición VII.61, de Pappus. Fermat interpreta epitagma como
condición en el mismo sentido que Diorismo, monachos como única y singular, elachistos
como el menor. La interpretación de Fermat se basaría en sus dotes de lingüista, pero es
posible que el sentido de las frases empezara a ser comprendido por él, después de haber
atacado el problema algebraicamente.

B

F E

Γ ∆A
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Página de La Colección Matemática de Pappus (en un manuscrito del siglo X de la colección vaticana, Vat. gr. 218
fols. 39 verso-40 recto, math08a NS.05), arquetipo de las copias posteriores realizadas a partir del siglo XVI.

La Colección Matemática de Pappus es un manantial bibliográfico esencial para el estudio de la Historia de la
Geometría griega porque describe una multitud de trabajos matemáticos perdidos (de Euclides, Arquímedes,
Apolonio, Aristeo y Eratóstenes) sobre Geometría superior, ( no incluidos por tanto en Los Elementos de Euclides)
que constituyen lo que se llama Tesoro del Análisis. Además, Pappus nos relata las vías que seguía la investigación
geométrica, oculta en los grandes tratados clásicos debido a su estilo sintético, es decir, lo que los antiguos
geómetras entienden por Análisis y Síntesis. Aparte de su valor compilador de la Geometría griega superior, la obra
tiene un gran valor didáctico por la multitud de lemas introducidos para hacer inteligibles muchos teoremas.
Además Pappus aporta muchos resultados originales de su propia cosecha.
La obra de Pappus fue una importante fuente de admiración de Fermat y sobre todo de fundamento de sus trabajos
matemáticos, de indudable influencia sobre la gestación de la Geometría Analítica de La Introducción a los Lugares
Planos y Sólidos y de sus métodos de máximos y mínimos.
En concreto la observación de Pappus en la Proposición 61 del Libro VII de La Colección Matemática acerca de que
los extremos son «únicos y singulares» pudo ser una de las fuentes de inspiración más importantes de sus métodos
de Máximos y Mínimos.
En la Investigación Analítica, como muestra de la potencia de sus métodos, Fermat da una solución analítica a la
Proposición VII.61 de Pappus, vincula los problemas de máximos y mínimos con las «condiciones límite» –los
Diorismos de Pappus– y alude a su carácter «único y singular» con estas palabras:

«[...]. Los máximos y mínimos son, en efecto, «únicos y singulares», como lo ha dicho Pappus y como lo sabían
ya los antiguos [...]» (TH.OF.III.131).
«[...]. Las condiciones límite [que aparecen en este problema] son expresamente reconocidas como difíciles por
Pappus (TH.OF.III.134).

También en la memoria Ad eamdem methodum (TH.OF.III.127), Fermat había escrito:
«[...]. Si se plantea una cuestión sobre magnitudes dadas y que sea cumplida en general por dos puntos, para los
valores máximo o mínimo, no habrá más que un punto que la cumpla. Es por esto que Pappus la llama ”mínima
y singular” (es decir única) a la más pequeña razón de todas las que pueden ser consideradas en la cuestión.»

Así pues, los testimonios de Fermat avalan la conjetura sobre el origen de sus métodos de máximos y mínimos en el
Problema de Pappus de la Proposición 61 del Libro VII de La Colección Matemática. Este problema tiene una
importancia histórica decisiva, no sólo porque en el intento de resolverlo Fermat haya gestado sus métodos de
máximos y mínimos, sino también porque la aplicabilidad del método a las proporciones puede haber abierto el
camino a los métodos de Fermat para el trazado de las tangentes a las líneas curvas.

LAS FUENTES HISTÓRICAS DE LOS MÉTODOS DE FERMAT SOBRE
MÁXIMOS Y MÍNIMOS Y TANGENTES.

LA COLECCIÓN MATEMÁTICA DE PAPPUS DE ALEJANDRÍA
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Páginas de Las Cónicas de Apolonio, quizá el más elegante de todos los manuscritos matemáticos griegos de la
colección vaticana. Data de 1536 (Vat. gr. 205 pp. 78-79 math07a NS.03 ). Se exhiben,  con excelentes figuras, las
Proposiciones 2–4 del Libro III sobre la igualdad de áreas de triángulos y cuadriláteros formados por tangentes
y diámetros de las cónicas, y por tangentes y líneas paralelas a las tangentes.

Las Cónicas  de Apolonio contienen muchos aspectos que anticipan elementos de la Geometría Analítica de
Fermat de La Introducción a los Lugares Planos y Sólidos.  Empezando con su construcción a través de un único
cono, Apolonio acuña con significado los nombres de Elipse, Parábola e Hipérbola –procedentes del lenguaje
pitagórico de la Aplicación de las Áreas– como definición de las cónicas mediante relaciones de áreas y
longitudes expresadas en forma  de proporción que daban retóricamente la  propiedad característica de la curva
–el symptoma de la curva-, que en el devenir histórico se convertiría, para  Fermat, en la propiedad específica de
la curva. Como Descartes y Fermat, Apolonio considera ciertas «líneas de referencia» –diámetros conjugados o
diámetro-tangente–), que jugando un papel de «coordenadas»,  asocia a la curva dada, de modo que mediante
Álgebra retórica son  expresadas en función de esas líneas las propiedades geométricas de la curva
equivalentes a su definición como lugares geométricos.
Fermat había estudiado en profundidad Las Cónicas  de Apolonio, en cuyo Libro V se estudian de forma
geométrica las rectas que dan la distancia máxima y mínima de un punto a los puntos de una cónica, es decir,
las rectas normales a una cónica que pasan por un punto dado. También conocía a la perfección otros libros del
eximio geómetra griego. Fermat contribuyó incluso a la reconstrucción de los dos libros de Lugares Planos de
Apolonio. Todo esto  situó a Fermat en posición privilegiada para poder entender el Problema de Pappus de la
Proposición 61 del Libro VII de La Colección Matemática –cuyo origen Fermat sitúa en el libro de Apolonio
Sobre la sección determinada– que encendió en Fermat una llama de inspiración sobre los temas de máximos y
mínimos y tangentes. Por eso Fermat escribe en la memoria Ad eamdem methodum (TH.OF.III.127):

«Para establecer la certeza de este método, tomaré un ejemplo del libro de Apolonio Sobre la sección
determinada [...].

LAS FUENTES HISTÓRICAS DE LOS MÉTODOS DE FERMAT SOBRE
MÁXIMOS Y MÍNIMOS Y TANGENTES.

LAS CÓNICAS DE APOLONIO DE PERGA
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LAS FUENTES HISTÓRICAS DE LOS MÉTODOS DE FERMAT SOBRE
MÁXIMOS Y MÍNIMOS Y TANGENTES.

LA ARITMÉTICA DE DIOFANTO DE ALEJANDRÍA

Página de un manuscrito griego del siglo XVI de La Aritmética de Diofanto. Biblioteca del Real Monasterio
de El Escorial.
Diofanto es el responsable de los primeros escarceos del Álgebra simbólica –el Álgebra sincopada–. A base
de adoptar ciertas letras o expresiones como abreviaturas para las cantidades indeterminadas y sus potencias
y para las operaciones más habituales, Diofanto fragua un incipiente simbolismo antecedente de la notación
algebraica que en su evolución a lo largo de los siglos culminará con la simplificación notacional que
acuñan Vieta, Fermat y Descartes, y que se convertirá en el alfabeto de la Matemática.
En la obra de Diofanto, que representa la primera aritmetización de la Matemática, la clásica solución gráfico-
geométrica de las ecuaciones del Álgebra Geométrica clásica euclídea , es sustituida por los antiguos métodos
aritméticos de los babilonios, como consecuencia de que los símbolos  que utiliza ya no son pensados como
segmentos de línea, sino que realmente son números. Por esta razón Diofanto va más allá de las ecuaciones
cúbicas y considera potencias de la incógnita hasta la sexta, a la que llama cubo-cubo.
Diofanto es un pionero en el camino que sembrado durante 1300 años por los árabes y los matemáticos del
Renacimiento italianos, transforma la logística numerosa –que opera con números– en otra que opera con
todo tipo de especies –la logistica speciosa de Vieta– que generalizará los métodos mediante el cálculo literal
hacia la doctrina algebraica como uno de los cimientos de la Matemática al convertirse en su propio lenguaje.
La lectura de La Aritmética de Diofanto fue una importante fuente de inspiración no sólo de los desarrollos
de Fermat sobre Teoría de Números, sino también de sus métodos de máximos y mínimos, tangentes y
cuadraturas. De hecho, Fermat se remite, una y otra vez, a Diofanto, como reconocida autoridad clásica para
dar cobertura conceptual a los fundamentos de sus métodos de «adigualdad», concepto que es introducido  a
base de  adaptar un procedimiento de aproximación a un cierto número racional tan cercana como fuera
posible, usado por Diofanto en el ámbito de los problemas de La Aritmética, es decir, de encontrar soluciones
racionales de ecuaciones indeterminadas.
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Por otra parte, Fermat conocía profundamente las Cónicas de Apolonio, en particular el
Libro V, donde se trazan problemas relacionados con extremos. En efecto al comienzo del
Libro V Apolonio manifiesta:

«En este quinto libro expongo las proposiciones referentes a las rectas máximas y
mínimas, [...].

He puesto además especial cuidado en separar y especificar las proposiciones que
atañen a las rectas mínimas según sus géneros, y las he relacionado con las que se
refieren a la teoría de las rectas máximas, [...].»

Es decir Apolonio traza las rectas que dan la distancia máxima y mínima de un punto a los
puntos de una cónica, o sea las rectas normales a una cónica que pasan por un punto dado.
Pero en este terreno, el punto débil del método de los antiguos, era el mismo que el del
método de exhaución en relación a las cuadraturas. Se trataba de métodos de demostración
no de descubrimiento, no eran métodos generales ni heurísticos, precisaban conocer
previamente la solución del problema, aplicándose entonces a obtener una demostración
rigurosa de la corrección de la misma. Era por tanto necesario obtener otros métodos que
además de ser más generales, garantizaran no solo la rigurosa corrección de las soluciones
sino el descubrimiento de las propias soluciones.
El Análisis Geométrico de los antiguos había sido el principal instrumento de investigación
geométrica, pero el estilo sintético de exposición de la Geometría griega en los grandes
tratados (Los Elementos de Euclides, Las Cónicas de Apolonio, etc., ocultaba a los
estudiosos la forma en que los geómetras habían descubierto sus teoremas. La excepción
fue Pappus, de ahí la atracción que ejerció sobre la posteridad. Tras los excelentes trabajos
de recuperación de las obras antiguas perdidas, en particular las mencionadas por Pappus
en el Tesoro del Análisis del Libro VII de La Colección Matemática, Vieta y su escuela de los
Analistas, recogen la tradición del Análisis Geométrico de los antiguos y se aplican en
traducirlo en el nuevo lenguaje algorítmico del Álgebra promocionando la capacidad
heurística del Análisis, destilando lo que podríamos llamar un Análisis Algebraico. Pero el
Álgebra que aplican está mucho más elaborada que la de los Cosistas italianos, porque ha
pasado de lo sincopado a lo simbólico. Como consecuencia de la reformulación de Vieta, el
Arte de la Cosa de los algebristas italianos se había convertido en la Doctrina de las
Ecuaciones del Arte Analítica y todo lo que los antepasados habían realizado en Geometría,
ahora podía codificarse en la Teoría Algebraica de Ecuaciones. El simbolismo literal de
Vieta, permitía tratar los datos de un problema como parámetros, y por tanto tratar de forma
general el problema. El manejo de parámetros incita a la búsqueda de la relación entre las
raíces de una ecuación y sus parámetros coeficientes –Syncrisis–, o el estudio de la relación
entre las raíces de ecuaciones que contienen los mismos términos pero con diferentes
signos, que conduce a la reducción del grado de la ecuación –Anastrophe–.
La palabra Syncrisis que aparece en el capítulo XVI de De Recognitione æquationum de la
Opera Mathematica de Vieta, es un neologismo latino inventado por Vieta para designar la
palabra griega significando composición, combinación o comparación. El método de
Syncrisis consiste en combinar ecuaciones semejantes (correlativas las llama Fermat en la
Investigación Analítica) para obtener expresiones para los coeficientes de una ecuación en
función de las raíces. Vieta lo explica con gran verbosidad y agotando la casuística,
actuaciones propias de jurista. Su lenguaje confuso y oscuro es clarificado por la notación
simbólica de Fermat y Descartes. Con ella y sin disfrazar la sustancia del método de Vieta
ilustraremos la Syncrisis con el ejemplo más sencillo, la ecuación de segundo grado:

bx – x2 = c .
La ecuación bx – x2 = c es la primera de un par de ecuaciones correlativas. Si x es una de
las raíces de la ecuación, sea y la segunda raíz. La segunda ecuación correlativa es :

by – y2 = c .
Para llevar a término la Syncrisis, Vieta iguala los términos izquierdos de ambas
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expresiones:
bx – x2 = by – y2 .

Operando se obtiene :
b(x–y) = x2 – y2 ,

de donde se halla :
b = x+y ,  c = xy .

es decir para la ecuación cuadrática el coeficiente del término de primer grado es igual a la
suma de las raíces y el término independiente igual a su producto.
Considerando tantas ecuaciones correlativas como raíces tenga una ecuación se puede
extender el método de la Syncrisis a ecuaciones de orden superior, generando las llamadas
funciones simétricas de las raíces y el llamado Teorema de Cardano–Vieta. La Syncrisis
descansaba lógicamente en la asunción que en seguida se hizo esencial, de que toda
ecuación de grado mayor que uno tenía más de una solución.
A través de sus contactos en Bourdeaux con la Escuela de los Analistas, discípulos de
Vieta, Fermat se proveyó de su simbolismo algebraico –al que permaneció fiel durante toda
su producción, utilizando las letras vocales para designar las incógnitas y las consonantes
para los parámetros– y sobre todo del Análisis Geométrico de los antiguos, convertido en
Análisis Algebraico por acción del Álgebra Simbólica.
En resumen los problemas de Diorismos, las observaciones de Pappus y el método de la
Syncrisis, son las raíces básicas de los métodos de Máximos y Mínimos de Fermat. Estos
elementos de Análisis Geométrico y Doctrina de las Ecuaciones, debieron  transformarse
gradualmente en la mente de Fermat en la Geometría Analítica de la Introducción a los
lugares planos y sólidos (TH.OF.III.85–96), una potente heurística geométrica y un poderoso
instrumento de investigación, mediante los que Fermat pudo resolver de forma sorprendente
y brillante, antiguos y nuevos problemas, en particular numerosos problemas de máximos y
mínimos y tangentes.
La presunta o real vinculación entre el Methodus y la Investigación Analítica, es de capital
importancia en el estudio histórico de los intentos de Fermat de fundamentar sus métodos
de Máximos y Mínimos.
Fermat anuncia sus métodos de Máximos y Mínimos a Roberval y E.Pascal en la carta IX de
23 de Agosto de 1636 (TH.OF.II.56) :

«[...]. He encontrado muchas otras proposiciones geométricas, como la restitución de
todas las proposiciones de Los Lugares Planos [de Apolonio] y otras; pero a lo que doy
más importancia es un método para determinar todo tipo de problemas planos o
sólidos, por medio del cual encuentro los máximos y los mínimos, y ello mediante una
ecuación tan simple y sencilla como las del Análisis ordinario. [...].

 Hay infinidad de cuestiones que yo nunca habría podido resolver sin ello, como las
dos siguientes que podéis intentar si queréis : [...].»

Fermat, a continuación, propone los dos problemas del cono y del cilindro de superficie total
máxima inscritos en una esfera dada.
Esta era la forma habitual de Fermat de comunicar sus descubrimientos, en forma de
problemas que proponía. Cuando la presión de los matemáticos de París le fuerza a hacer
públicas las investigaciones que le permitían obtener tan brillantes soluciones a los
problemas de extremos, Fermat difunde el Methodus. Pero su deseo de revelar a los
círculos matemáticos tan poco como fuera posible acerca de sus investigaciones sobre
extremos, explica la forma vaga e imprecisa en que lo redacta. La falta de claridad por parte
de Fermat en el Methodus, fue probablemente deliberada, en el sentido de que lo que
pretendería sería establecer un algoritmo, un procedimiento mecánico, privado de toda
justificación y fundamentación teórica.
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La vaguedad y el laconismo de que Fermat hace gala en el Methodus, abona las
sistemáticas interpretaciones de su método en términos de Cálculo Diferencial o método de
límites, que manifiestan que en el Methodus subyace el cálculo de una derivada que se
iguala a cero. Realmente es una verdadera tentación reproducir el desarrollo de Fermat
poniendo  a=x, y la cantidad a maximizar o minimizar  f(x). La regla nos daría:

e 0 e 0 e 0

4 y 5 : f(x e) f(x) f(x e) f(x) 0 ,

f(x e) f(x) f(x e) f(x)6: 0 ,
e e e

f(x e) f(x) f(x e) f(x)7 y 8 : 0 .
e e e= = =

+ ≅ ↔ + − ≅

+ + −
≅ ↔ ≅

+ + −     = ↔ =          

Interpretando el desarrollo de Fermat en términos actuales, diríamos que el valor x que hace
tomar a f(x) un valor extremo, debe ser solución de la ecuación:

f(x e) f(x)f '(x) 0Lim ee 0

+ − = =  →

Bajo esta interpretación Fermat se habría anticipado a la expresión de la derivada

f(x e) f(x)f '(x) 0Lim ee 0

+ − = =  →

introducida por Cauchy en 1820, y esto avalaría las opiniones acerca de Fermat como
verdadero descubridor del Calculo Diferencial, que mantuvieron Lagrange, Laplace y Fourier
y otros matemáticos franceses.
Un estudio exhaustivo de la Investigación Analítica nos mostrará la falta de base de esta
anacrónica interpretación del método de Fermat. Veremos que el Methodus de Fermat no se
basa en ningún concepto infinitesimal, sino en conceptos algebraicos puramente finitos,
derivados de la Teoría de Ecuaciones de Vieta.
El Methodus atrajo, precisamente por su falta de claridad, una ardiente atención por parte de
la comunidad matemática del momento, entre 1636 y 1638. E.Pascal, Roverbal, Mydorgue,
Hardy, Desargues, manifestaron su opinión sobre el Methodus, pero fue Descartes quien se
proyectó decisivamente sobre él, a propósito de su aplicación a la determinación de
tangentes, entrando en una agria polémica con Fermat que tuvo la feliz virtualidad de ir
obligando a éste, progresivamente con más intensidad, a buscar la prueba de validez de su
método –más que a buscarla, que ya la poseía de sus investigaciones  los años 1626–29, a
divulgarla–, de modo que a medida que va proporcionando la justificación del algoritmo, va
revisando los fundamentos de su método, a la luz de los nuevos horizontes que le abre su
propio desarrollo de la Geometría Analítica –La Introducción a los lugares planos y sólidos–
y la lectura de La Geometría de Descartes. Estos esfuerzos de Fermat darían como fruto la
Investigación Analítica, memoria que, aunque cronológicamente posterior al Methodus,
registraría la forma original más temprana del método de Máximos y Mínimos. Un análisis
exhaustivo de la controversia entre Fermat y Descartes, permite justificar plenamente estas
afirmaciones, en el sentido de que la Investigación Analítica habría sido escrita para mitigar
la acusación de Descartes de que el Methodus carecía de todo fundamento y sus
aplicaciones serían un resultado feliz de un claro error.
A continuación vamos a realizar un seguimiento de la Investigación Analítica, analizando
párrafo a párrafo su contenido, para defender la tesis de que esta memoria encierra los
fundamentos teóricos originales del Methodus.
En la Investigación Analítica, como en todas sus memorias, Fermat utiliza las consonantes
para indicar los datos –que actúan como parámetros–, y emplea las dos primeras vocales
a,e, para denotar las incógnitas que nosotros, siguiendo a Descartes, designamos mediante
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x,y. Por otra parte, y afectando a la notación, tanto Fermat como Vieta, respetan la ley de la
homogeneidad en las dimensiones, ya que nunca desvinculan el Álgebra de la Geometría,
de modo que las variaciones de los términos de una ecuación están siempre limitados por
su significado geométrico. Por idéntica razón nunca consideran raíces negativas ni nulas,
toda vez que son casi siempre geométricamente insignificantes (sin significado).
Para la resolución analítica de la proposición de Pappus (véase párrafo J), Fermat traduce el
problema a símbolos algebraicos, lo que le conduce a una ecuación cuadrática. Una tal
ecuación tendrá dos raíces, que corresponderán geométricamente a los dos puntos que
satisfacen las condiciones del problema. Pero según la observación de Pappus, hay sólo
una razón mínima, única y singular, por tanto habrá un único punto–sección, en que la línea
puede ser dividida proporcionando una razón mínima. En consecuencia la ecuación
cuadrática que expresa la condición de mínimo debe tener una única raíz. Estas intuiciones
le llevan a Fermat a plantearse dos cuestiones fundamentales:
a) ¿Como puede uno manipular una ecuación para que tenga una única raíz?
b) Puesto que una ecuación cuadrática tiene dos raíces, ¿Qué sucede con la segunda raíz

en el caso de máximo o mínimo?
Esta segunda cuestión atrajo primeramente su atención. Veámoslo con el más simple
problema de extremo:

«Dividir la recta b en dos segmentos, de manera que el producto de ellos sea
máximo»,

problema equivalente, salvo un factor constante, según vimos, al famoso diorismo de
Euclides de la Proposición VI.27 de Los Elementos.
 El problema de dividir una línea b en dos segmentos, tal que su producto sea una cantidad
dada c, se traduce algebraicamente en la ecuación cuadrática: bx – x2 = c .
Geométricamente este problema de sección requiere un diorismo, toda vez el producto
x·(b–x) no puede ser arbitrariamente grande. Este diorismo arrastra un máximo, ya que
Fermat conocía de Euclides,VI.27.,que el producto de los segmentos no puede ser mayor
que  b2/4  y el valor máximo se obtiene para  x=b/2 (véase párrafo B).
Pero siendo el problema de naturaleza cuadrática, debería tener otra solución cuyo
comportamiento. Fermat se dispone a investigar.
Para ello vuelve al problema general, en el párrafo C:

«Pero si uno se propone dividir la misma recta b de manera que el producto de
segmentos sea igual a z'' (este área se debe suponer siempre más pequeño que b2/4),
se tendrán dos puntos satisfaciendo la cuestión, que se encontrarán situados a uno y
otro lado del punto correspondiente al producto máximo.»

a e
b/2

z
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Aplicando el método de Syncrisis de Vieta, Fermat determina (véase el párrafo D), la
relación entre las raíces a,e, de la ecuación obteniendo que su suma es siempre b, con
independencia del valor de c, es decir : b=a+e, siendo  a,e, desiguales .
Fermat estudia, a continuación, la diferencia entre las raíces a,e, cuando c toma un valor
más próximo al valor máximo, en orden a investigar lo que sucede con la segunda raíz en el
valor máximo (párrafo E):

«Si en lugar del área z'', se toma uno más grande, aunque siempre inferior a  b2/4, las
rectas  a y e diferirán menos entre ellas que las precedentes, los puntos de división se
aproximan más al punto correspondiente al producto máximo. El producto de los
segmentos aumentará, más al contrario disminuirá la diferencia entre  a y e, hasta que
desaparece completamente esta diferencia para la división correspondiente al
producto máximo; en este caso no hay más que una solución única y singular, las dos
cantidades  a y e llegan a se iguales.»

Este pasaje podría dar base, en una lectura superficial y con anacrónica visión
modernizadora, a ciertas interpretaciones del pensamiento de Fermat, en términos
infinitesimales de límites. Fermat parece decir que cuando c se aproxima al valor máximo,
las dos raíces se aproximan entre ellas de modo que su diferencia se aproxima a cero. A
pesar de la analogía del pasaje con la aproximación a un límite de los desarrollos modernos,
las diferencias son considerables, porque Fermat no llega a manifestar que la diferencia
entre las dos raíces se aproxima a cero, sino que asevera que en el máximo la diferencia es
cero:

 [...] desaparece completamente esta diferencia [...] .
Es importante señalar que para Fermat el verbo latino que utiliza «evanescere», no tiene
otra especial significación que la de desaparecer. Sólo con Newton ese verbo alcanzará una
nueva y especial significación matemática en el sentido de aproximarse a un límite cuando
hablas de «razones últimas de cantidades evanescentes».
Además, en este pasaje, Fermat intenta descubrir que sucede con la otra raíz, cuando para
el valor máximo la ecuación parece tener una única raíz. Mediante un seguimiento
geométrico de las dos raíces cuando c se aproxima al valor máximo, Fermat encuentra que
la otra raíz no ha desaparecido, sino que es igual a la raíz principal. Es decir, la situación
geométrica clarifica lo que Fermat no puede esclarecer de la ecuación misma. Incluso para
el valor máximo de c, la ecuación:  bx–x2=c, tiene dos soluciones, pero parecen ser una
sola, porque ambas son iguales. Geométricamente los dos segmentos determinados por
esas soluciones tienen la misma longitud, y por tanto los extremos de ambos segmentos
coinciden en el punto medio de la línea. Esta intuición geométrica es confirmada por el
resultado de la Syncrisis. Ya que la suma de segmentos o raíces es igual a b, en el caso de
máximo, al ser las dos raíces iguales, cada raíz es igual a  b/2 (véase párrafo F). Vemos
pues, que los fundamentos del método de Máximos y Mínimos de Fermat descansan en el
estudio de las raíces de ecuaciones, es decir en el dominio finitista de la Teoría de
Ecuaciones y no en ningún tipo de consideración infinitesimal sobre límites.
Sin embargo, en el desarrollo anterior subyace una aparente irregularidad, que es preciso
soslayar. Despues de dividir por a–e, Fermat toma  a=e, ¿Ha dividido por cero?. Para salvar
el algoritmo del Methodus que Fermat deriva de su método original, se cuenta con la
sofisticada teoría de límites de Cauchy. La génesis del método en la mente de Fermat
explica que este problema, que podría llevar a un paralogismo, no le inquietara. El método
descrito en la Investigación Analítica se basaría en una falsa asunción (una especie de regla
de la falsa posición utilizada metamatemáticamente) y en la completa generalidad de la
Teoría de Ecuaciones de Vieta. En efecto, en orden a aplicar el método de Syncrisis en el
caso de máximo o mínimo, Fermat asume falsamente –aunque intencionalmente– que la
ecuación tiene al menos dos raíces diferentes. La falsa asunción tendría su base en el
hecho de que las relaciones descubiertas por Syncrisis son completamente generales y son
válidas para todos los valores particulares de los parámetros de la ecuación. Es decir, en la
ecuación:  bx–x2=c, las relaciones: b=x+y, c=xy, son ciertas cualesquiera que sean los
valores particulares de b y c. En el caso en que c sea el valor máximo de la expresión  bx–
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x2, Fermat sabe que la relación  b=x+y, es cierta todavía, a pesar de que x=y, o  x–y=0. Por
tanto en su pensamiento Fermat no considera que tenga lugar ninguna división por cero. La
división por x–y pertenece al examen general de la ecuación, mientras que el poner x=y,
pertenece a la consideración de un caso particular.
Prosigue la Investigación Analítica resolviendo el problema:

«Dividir la recta b en dos segmentos de manera que el producto del cuadrado de uno
de ellos por el otro sea máximo»,

ejemplo que no es tomado al azar, sino que procede de un diorismo aplicado por
Arquímedes en su obra Sobre la Esfera y el Cilindro, y que conduce a determinar el máximo
de  bx2–x3. Aplicando paso a paso la Syncrisis de Vieta, Fermat obtiene (véase párrafo G)
2bx=3x2, y de aquí  2b=3x, de donde la solución, x=2b/3.
Vemos como en este problema, Fermat pasa directamente de la ecuación: 2bx=3x2 al
resultado:  2b=3x, descartando la solución x=o. Para Fermat esta solución es claramente
extraña, ya que no conduce a ningún sólido de los que han de ser construidos. Fermat no
comenta que  x=0 proporciona el valor mínimo de la expresión –se entiende mínimo local–.
Análogamente en el problema siguiente (véase párrafo I), donde se resuelve el máximo de
b2x–x , Fermat llega a la ecuación final:  b=3x2, diciendo simplemente que dará el sólido
máximo buscado. Este se obtiene tomando la raíz positiva de la ecuación: b=3x2.
Nuevamente Fermat ignora que la raíz negativa proporciona un mínimo local. Un valor
negativo o nulo para x no tiene significado geométrico. No obstante, la ecuación final para la
razón mínima en el problema de Pappus (véase párrafo J) :
           dzb + da2 – za2 + ba2 = 2dza  ,
fuerza a Fermat a considerar la cuestión de las dos soluciones:

«El analista no se detendrá por el hecho de que esta ecuación tenga dos raíces, pues
la que se debe tomar resultará de ella misma, [...].»

Fermat siempre obvia la cuestión, porque en los casos que trata, la geometría de la
situación  determina la elección de la raíz. Pero un análisis general de su método descubre
ciertas ambigüedades. Se observa que Fermat no maneja verdaderas condiciones
suficientes de extremos ni alcanza a ver la distinción entre extremos locales y absolutos.
Además, su método viene a decir que si M es un valor extremo de f(x), la ecuación f(x)–M=O
tiene una raíz doble, es decir de la forma (x–a)2g(x)=0, siendo a el valor de x que da el
extremo y g(a) distinto de cero, pero si f(x) tiene varios extremos locales, se tendrán varios
valores de a, como sucede para ecuaciones de grado mayor o igual que tres. Incluso para
ecuaciones de cuarto grado por ejemplo, puede haber dos valores de a que den el mismo
valor máximo M. La unicidad de los valores extremos, originalmente extraída de Pappus, fue
una idea fija para Fermat porque trataba problemas cuadráticos –por tanto con un único
valor extremo–, problemas cúbicos con un valor extremo cero –para él geométricamente
irrelevante–, y algún problema de cuarto grado homogéneo, que no le conducía a dos
valores extremos relativos significativos. Fermat nunca deja claro si unicidad significa que
todas las raíces de la ecuación que establece la condición de extremo son iguales –lo que
no es cierto, según hemos visto, para ecuaciones de grado mayor o igual que tres–, o
simplemente dos de las raíces son iguales –lo que si es correcto–. El método funciona
porque, en cualquier caso, se igualan sólo dos de las raíces.
Por otra parte, es digno de resaltar que ni en la Investigación Analítica ni en ninguna otra
memoria, Fermat calcula explícitamente el valor máximo, que podría obtener fácilmente de
la propia Syncrisis –por ejemplo, en el primer problema,  c=xy, siendo  x=y=b/2–. La razón
de este hecho es clara, Fermat se plantea sus problemas en el ámbito de las construcciones
geométricas y lo que requiere exclusivamente en su solución es el punto–sección o el
segmento de línea que proporciona el valor máximo o mínimo, no el propio valor extremo.
Los problemas de máximos y mínimos de Fermat son problemas de construcciones



144

geométricas y no de optimización de cantidades.
Continúa la Investigación Analítica describiendo el camino que conduce hacia la formulación
del procedimiento algorítmico del Methodus. Fermat recorre este camino mediante un
perfeccionamiento de la Syncrisis de Vieta. El paso fundamental hacia el desarrollo del
Methodus consiste en considerar para las raíces, a  y  a+e, en lugar de  a y e, un paso que
simplificará las operaciones, pero que contribuirá a exacerbar el aparente paralogismo de la
presunta división por cero.
Aplicando  el método de la Syncrisis de Vieta a nuevos problemas, Fermat pone de
manifiesto ciertos inconvenientes que la teoría impone en el Análisis, cuando se aplica a la
resolución de ciertas ecuaciones. En varias cartas dirigidas al Padre Mersenne, Fermat
describe estas dificultades y su forma de solventarlas. Ya en la primera carta que Fermat
envía a Mersenne el 26 de abril de 1636 (TH.OF.II.5), le informa :

«He encontrado también muchos tipos de análisis para diversos tipos de problemas
tanto numéricos como geométricos, en la solución de los cuales el análisis de Vieta no
ha sido suficiente.»

Actuando como intermediario, como era habitual, Mersenne remite tanto a Descartes como
a Fermat (a éste en una carta ahora perdida), tres problemas algebraicos conteniendo
expresiones irracionales, que le habían sido enviados por Dounot. En contestación, Fermat
escribe a Mersenne el domingo 1 de abril de 1640 la carta  XXXVIII bis, describiendo en ella
un útil corolario de la Syncrisis aplicada a resolver ecuaciones (procedente como la propia
Investigación Analítica de una investigación anterior), junto con un retoque de la propia
Syncrisis, que le inducirá a realizar una pequeña enmienda en su original método de
Máximos y Mínimos, lo cual a su vez le permitirá establecer el algoritmo del Methodus.
Veamos la parte de la carta XXXVIII bis que interesa a esta cuestión (TH.OF.II.187):

«El método que comparo a la Syncrisis, no es más que para evitar las divisiones que
son a menudo muy penosas en este tipo de cuestiones.

Sea, por ejemplo :

bda – ba2 – a3  = z .
Esta ecuación puede tener tres soluciones, de las cuales n por ejemplo sea dada. Es
preciso encontrar las otras dos. Para lograrlo es necesario rebajar en un grado esta
ecuación, lo que Vieta realiza mediante división y Descartes también.»

Es decir, al ser n solución de la ecuación, se tiene:
bdn – bn2 – n3 = z .

Aplicando la Syncrisis, se igualan las ecuaciones correlativas :
bda – ba2 – a3 = bdn – bn2 – n3 ,

de donde :
bd(a–n) = b(a2–n2) + (a3 –n3) .

Dividiendo ahora por  a–n,  se obtiene :
          bd = ba + bn + a2 + an + n2 ,
y ya que n es dado, se tiene una ecuación cuadrática, es decir se ha rebajado el grado de la
ecuación en una unidad.
En teoría esta técnica se aplica fácilmente, pero Fermat ya había observado en una carta
anterior (Carta XXXVII de 20 de febrero de 1639, TH.OF.II.179) ciertas dificultades prácticas
que podían presentarse.
Fermat en la Carta XXVII pone el ejemplo de la ecuación :
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a3  – 9a2 + 13a = 288  – 15  ,

de la que se sabe que  3– 2  es una raíz.

La aplicación directa de la Syncrisis supone dividir la ecuación:

a3  – 9a2 + 13a = (3– 2 )  – 9(3– 2 )2 + 13(3– 2 ) ,

por a–(3– 2 ), lo cual conlleva una dificultad considerable. Por eso Fermat afirma en esta
carta:

 [...] Los medios que Vieta utiliza para resolver problemas similares, que llama
Syncrisis en su tratado De recognitio æquationum son deficientes [...].
 [...] Yo daré un método general para todas las soluciones similares, que funciona
mejor, con menos dificultad y que no tiene los defectos del método de Vieta, que es
bastante engorroso, debido a las divisiones que acarrea, particularmente en los
ejemplos algo difíciles, como el planteado, que los analistas habituales no sabrían
resolver mediante la Syncrisis.

En la citada carta XXXVIII bis, Fermat cumple su promesa aplicando sus nueva ideas a la
ecuación mencionada en esta carta (bda – ba2 – a3  = z) :

«[...] He aquí como procedo yo:
n  es igual a  a; ahora bien hay otras dos líneas iguales a  a y distintas de n.
Pongamos que una de estas dos líneas sea  n+e, y consideremos ahora la ecuación
como si  n+e  fuera a, tendremos:

bdn + bde –be2 – e  –bn2 – 2bne –3ne2 – n  – 3n2e = z .

Ahora bien, puesto que  a es igual a n, se tiene que

bda – ba2 – a3  será igual a  bdn – bn2 – n3 .
Pero, bda – ba2 – a3   es igual a  z,

por la primera ecuación; por consiguiente :

bdn – bn2 – n    será igual a  z .

Quitando, por tanto, de un lado de la ecuación

bdn – bn2 – n ,
y del otro z, quedará:

bde – be2 – e3 – 2bne – 3ne2 – 3n2e = 0 .

Y dividiendo todos los términos por e, que es una división simple y no compuesta
como la de Vieta y otros, quedará:

bd – be – e2 – 2bn – 3ne – 3n2 = 0 ,

y así la ecuación no será más que de segundo grado, en cuanto e sea conocido,
añadiéndoselo a n, tendremos la línea buscada.»

De esta forma, Fermat habría perfeccionado el método de la Syncrisis de Vieta, en vez de
dividir por a–e, tendría que dividir por e, sentando la base para el establecimiento de la
forma algorítmica del Methodus. En efecto, Fermat describe en la Investigación Analítica el
efecto del perfeccionamiento de la Syncrisis sobre el método (párrafo H) :

«Sin embargo, como en la práctica las divisiones por un binomio son generalmente
complicadas y demasiado penosas, es preferible comparando las ecuaciones
correlativas, poner en evidencia las diferencias de las raíces, para no tener que operar
más que mediante una simple división por esta diferencia.»
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A continuación, Fermat aplica la nueva forma de la Syncrisis a encontrar el máximo de  b2x–
x3, comentando las ventajas que tiene la nueva forma respecto a la original (párrafos I, L ):

«Sea buscar el máximo de b2a–a3. Según las reglas del método que se acaba de
citar, se debería tomar como ecuación correlativa b2e–e3. Pero puesto que e, así
como a, es una incógnita, nada nos impide designarla por a+e; de manera que se
tendrá:

b2a + b2e – a3 – e3 – 3a2e – 3e2a = b2a – a3 .

Está claro que si se suprimen los términos semejantes, todos los restantes quedan
afectados de la incógnita e; los que tienen sólo a, son los mismos a ambos lados. Así
pues, se tiene:

b2e = e2 + 3a2e + 3e2a ,

y dividiendo todos los términos por e,

b2 = e2 + 3a2 +3ae ,
lo que da la formación de las ecuaciones correlativas en esta forma.

Para encontrar el máximo hay que igualar las raíces de las dos ecuaciones, a fin de
satisfacer las reglas del primer método, del que nuestro nuevo procedimiento obtiene
su razón y su forma de operar.

Así, pues es preciso igualar a y a+e, de donde  e=0. Pero según la formación que
hemos encontrado para las ecuaciones correlativas,

b2 = e2 + 3a2 + 3ae ;

debemos, por consiguiente, suprimir en esta igualdad, todos los términos afectados de
e, como reduciéndose a 0; quedará pues b2=3a2, ecuación que dará el máximo
buscado para el producto tratado.»

...........................................................................................................

«Pero esta claro [...] que el primero de estos dos métodos será, en general, de un
empleo poco cómodo, a consecuencia de las divisiones reiteradas por un binomio. Es
necesario, por consiguiente, recurrir al segundo método, que aunque simplemente
derivado del primero, como ya he dicho, proporcionará a los analistas hábiles, una
facilidad sorprendente e innumerables abreviaciones; es mas, se aplicará con una
simplicidad y una elegancia muy superiores a la búsqueda de tangentes, de centros de
gravedad, de asíntotas y otras cuestiones similares.»

En síntesis, en la aplicación original de la Syncrisis, Fermat llama a las raíces de la ecuación
a y e, jugando ambas el mismo papel de variables. Como consecuencia del retoque sobre la
Syncrisis, Fermat llama a las raíces  a y a+e, en lugar de  a y e, lo que permite simplificar su
método de Máximos y Mínimos, ya que en vez de dividir por el binomio  a–e, ahora tiene que
realizar una simple división por e. De aquí a la formulación del algoritmo del Methodus va un
paso, que sólo requiere dilucidar el significado de la «adigualdad», lo que se intentará
aclarar enseguida. La diferencia entre la forma original y la forma perfeccionada de la
Syncrisis, sería algo similar a la diferencia entre las dos expresiones que nosotros utilizamos
para definir la derivada de una función en un punto:

f(a) f(e) f(a e) f(a), ,
e e
− + −

pero, por supuesto, sin añadir ninguna connotación infinitesimal sobre límites.
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Portada de la edición de 1635In Artem Analyticam Isagoge de Vieta. La primera edición es de 1591.
La obra de Vieta In Artem Analyticam Isagoge está inspirada profundamente en la obra de Diofanto y Pappus.
En ella Vieta fundamenta los principios y las reglas del cálculo algebraico literal.
El Arte Analítica de Vieta perfecciona considerablemente el Álgebra sincopada de Diofanto y de los
matemáticos árabes y renacentistas, e inicia el cálculo literal del Álgebra simbólica mediante la introducción
de los parámetros, lo que le permite obtener la solución general de las ecuaciones mediante fórmulas que
expresan las incógnitas en función de los parámetros. Ya que los parámetros no permiten obtener un
resultado numérico concreto tras las operaciones combinatorias que conducen a la resolución de una ecuación,
sino una solución simbólica, Vieta trasciende la Logistica numerosa ordinaria, aplicada al cálculo con
números, y alcanza la Logistica speciosa que tiene que ver con las especies, entendiendo por éstas cualquier
tipo de magnitud, en particular elementos geométricos como ángulos o longitudes. Esto quiere decir que las
cantidades simbólicas del Arte Analítica al ser interpretadas como magnitudes geométricas y las operaciones
simbólicas como procedimientos de construcción geométrica, permiten obtener la solución simbólica de las
ecuaciones generales con significado geométrico, de modo que el Arte Analítica podía ser aplicado no sólo a
los problemas numéricos sino también a problemas geométricos.  De esta forma, el Arte Analítica de Vieta
que tuvo su origen en el Tesoro del Análisis de Pappus, revierte sobre éste, de manera que su contenido es
traducido al lenguaje simbólico del Arte, es decir, mediante el concurso del Algebra simbólica, Vieta puede
reconstruir, en términos algebraicos, el Análisis Geométrico clásico, lo que prepara el terreno para el
advenimiento de la Geometría Analítica de La Introducción a los Lugares Planos y Sólidos de Fermat .
Según palabras de Vieta:

«La debilidad del antiguo Análisis residía en que se aplicaba sólo a los números, es decir, era una
Logistica numerosa. Pero el Álgebra permite razonar sobre cualquier tipo de magnitud –número,
segmento, ángulo, figura,...– de modo que lo que hay que hacer es considerar una Logistica speciosa,
aplicable a cualquier especie de cantidad, que se podrá expresar de una manera genérica mediante letras,
tanto si es una magnitud desconocida [incógnita] como conocida [parámetro], ya que no hago diferencia
entre ellas. Es más, consideraré las magnitudes desconocidas como si se conocieran y operando según las
reglas del Arte Analítica, las desconocidas con las conocidas, obtendré aquellas en función de éstas. He
aquí el fundamento de la obtención de soluciones generales de los problemas donde los antiguos sólo
obtenían soluciones particulares. »

En su viajes profesionales a Bourdeaux, Fermat contactaba con los discípulos de Vieta que le proveían de su
nueva Doctrina de las Ecuaciones –con incógnitas y variables–, todo un eficiente simbolismo algebraico que
había convertido el Análisis Geométrico de los antiguos en Análisis Algebraico por la acción del Algebra
Simbólica del Arte Analítica de Vieta. Al aplicar las teorías de Vieta a resolver los problemas de «condiciones
límites» de Pappus, es decir, los antiguos problemas griegos de Diorismos, Fermat establece los fundamentos teóricos
de su método de máximos y mínimos.

LAS FUENTES HISTÓRICAS DE LOS MÉTODOS DE FERMAT SOBRE
MÁXIMOS Y MÍNIMOS Y TANGENTES.

EL ARTE ANALÍTICA DE VIETA
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LAS FUENTES HISTÓRICAS DE LOS MÉTODOS DE FERMAT SOBRE
MÁXIMOS Y MÍNIMOS Y TANGENTES.

 LA SYNCRISIS DEL ARTE ANALÍTICA DE VIETA
Portada de la primera edición de Opera
mathematica de Vieta. Fue editada por Van
Schooten –editor también de La Geometría de
Descartes, en Leyden, en 1646.
Con su Arte Analítica, Vieta había ya establecido
una conexión entre Álgebra y Geometría, al obtener
las ecuaciones que corresponden a diversas
construcciones geométricas, en el caso de problemas
geométricos determinados, es decir manejando sólo
ecuaciones determinadas, en las que la variable
aunque es una incógnita, es una constante fija a
encontrar. Fermat, en La Introducción a los Lugares
Planos y Sólidos  desarrolla esta idea para
problemas geométricos indeterminados mediante la
consideración de ecuaciones indeterminadas en
variables continuas que representan segmentos
geométricos.
Al aplicar el Análisis algebraico de Vieta a los
problemas de lugares geométricos de Apolonio y
Pappus, definidos, en un sistema de coordenadas,
por una ecuación indeterminada en dos incógnitas,
Fermat alumbra su Geometría Analítica, una
poderosa herramienta de investigación, mediante la
cual él mismo resolverá de forma prodigiosa,
operativa y brillante, con elegancia, claridad,
rapidez y plenitud heurística, numerosos problemas
antiguos de lugares geométricos y otros nuevos
sobre extremos,  tangentes, cuadraturas y cubaturas
que están en las raíces del cálculo diferencial e
integral.

Tras la importante labor de recuperación de las obras griegas perdidas, sobre todo las que menciona
Pappus en el Tesoro del Análisis del Libro VII de La Colección Matemática, Vieta se propone traducir el
Análisis Geométrico de los griegos –redactado en un estilo sintético de exposición que ocultaba la forma
en que los geómetras habían descubierto sus teoremas– en el nuevo lenguaje algorítmico del Álgebra
que promociona la capacidad heurística del Análisis, y destila una especie de Análisis Algebraico. Pero
el Álgebra que aplicada por Vieta está mucho más elaborada que la de los Cosistas italianos, porque
empieza a trascender lo sincopado para alcanzar lo simbólico, de modo que tras la reforma de Vieta, el
Arte de la Cosa de los algebristas italianos se convierte en la Doctrina de las Ecuaciones del Arte
Analítica, que permite codificar en la Teoría Algebraica de Ecuaciones casi todo lo que los griegos
habían realizado en Geometría. Además, el simbolismo literal de Vieta, permitía tratar los datos de los
problema como parámetros, y por tanto darles un carácter general. De hecho, El objetivo de la obra de
Vieta es romper con la particularidad en el estudio de los problemas. Hasta él, los procedimientos
algebraicos eran explicados a partir de un ejemplo concreto. El Arte Analítica proveerá de los
instrumentos para resolver con toda generalidad ya no problemas concretos –donde se recurre a felices
trucos como hacía Diofanto o los algebristas italianos– sino clases de problemas, donde se emplea una
forma de razonamiento a base de ideas generales y se fija la atención en la naturaleza de las cuestiones y
en la estructura intrínseca de las ecuaciones que se derivan de ellas, para su aplicación a casos análogos.
El uso de parámetros en las ecuaciones propicia la búsqueda de las relaciones entre las raíces de una
ecuación y sus parámetros coeficientes –Syncrisis–, o el estudio de la relación entre las raíces de
ecuaciones que contienen los mismos términos pero con diferentes signos –Anastrophe–, que conduce a
la reducción del grado de la ecuación.
En la Syncrisis y la Anastrophe de Vieta residen algunos de los fundamentos teóricos –puramente
algebraicos– del método de Fermat de máximos y mínimos. En efecto, Fermat se encarga de perfeccionar
y mejoras los procedimientos de Vieta de la Syncrisis y la Anastrophe y se le ocurre aplicarlos a resolver
los antiguos problemas de «condiciones límites», es decir, los clásicos problemas griegos de Diorismos
descritos por Pappus en La Colección Matemática
las fuentes del método de Fermat de máximos y mínimos son la Doctrina de las Ecuaciones del Arte
Analítica de Vieta, aplicada a resolver los problemas de condiciones límites. Así lo atestigua el propio
Fermat al comienzo de la Investigación Analítica (TH.OF.III.131):

Estudiando el método de la “Syncrisis” y de la ”Anastrophe” de Vieta, [...] se me ocurrió la
derivación de un procedimiento para encontrar máximos y mínimos y para resolver así fácilmente
todas las dificultades relativas a las «condiciones  límites» [...].
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Termina la Investigación Analítica resolviendo de forma brillante el famoso problema de Pappus
de la Proposición VII.61 de La Colección Matemática. Para su resolución, Fermat no sigue el
procedimiento de la Syncrisis perfeccionada, sino el de la forma original. Con este problema
Fermat parece querer cerrar con broche de oro la Investigación Analítica, esperando mostrar la
exitosa efectividad de su técnica en un problema clásico realmente complicado. Este problema
tiene una importancia histórica decisiva, no sólo porque en el intento de resolverlo Fermat haya
gestado sus métodos de Máximos y Mínimos, sino también porque la aplicabilidad del método a
las proporciones puede haber abierto el camino a los métodos de Fermat para el trazado de las
tangentes a las líneas curvas. Pero antes de adentrarse en este complejo entramado terminemos
de cubrir el camino que va de la Syncrisis de la Investigación Analítica a la adigualdad del
Methodus.

Como se ha mencionado reiteradamente, en el Methodus Fermat ofrece un simple algoritmo, un
procedimiento operativo para calcular máximos y mínimos, que en la Historia de la Matemática
se le conoce como el Método de Fermat para la obtención de máximos y mínimos, a pesar de
que no es el único método de Fermat. La razón de esta denominación tiene su justificación en
que el método de la Syncrisis lo utiliza exclusivamente en una sola memoria –en la Investigación
Analítica–, mientras que aplica el algoritmo del Methodus en todas las demás, salvo en la Carta a
Brûlart, donde expone su última versión.

A pesar de ello, en las líneas anteriores se ha intentado justificar la tesis de que a través del
perfeccionamiento que Fermat llevó a cabo de la Syncrisis de Vieta, la forma algoritmica del
Methodus, aunque cronológicamente es anterior deriva del método de la Syncrisis que Fermat
plasmó en la Investigación Analítica. Pero esta interpretación tropieza con el serio bache de la
adigualdad que es preciso superar.

En la aplicación del algoritmo del Methodus a cualquier problema, Fermat selecciona una
incógnita a (párrafo 1), construye una expresión en términos de la incógnita a y los datos de la
condición a ser maximizada o minimizada (párrafo 2). De esa expresión obtiene otra
sustituyendo a+e por a (párrafo 3), haciendo las expresiones adiguales (párrafo 4). En concreto
Fermat dice en el párrafo 4 del Methodus :

Se «adigualará» para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cantidad máxima o
mínima

También en el M.2. (TH.OF.III.126), Fermat dice :

«[...]. Yo comparo [las dos expresiones], como si fueran iguales, aunque de hecho no lo
sean. Es esta comparación lo que yo llamo “adigualdad”, para hablar como Diofanto, pues
se puede traducir así la palabra griega ”parisòtes” en la que se basa.»

Pero ¿Qué es la adigualdad?. A tenor de la práctica habitual de Fermat de ocultar los
fundamentos de sus investigaciones, se podía interpretar la adigualdad como un serio obstáculo
conceptual introducido deliberadamente, para disfrazar los fundamentos de su método. La
adigualdad sustituye a lo que en el caso normal de Syncrisis sería el acto de igualar las dos
expresiones de la izquierda de las dos ecuaciones correlativas que se derivan de la ecuación
que expresa el problema general. Es decir en el primer ejemplo de extremo, la igualdad de las
ecuaciones correlativas 

2

2

2

ba a =z 
 b(a+e) (a+e) =z  

z<máx(ba a ) 

−


− 
− 

  llevaría a la adigualdad :  b(a+e)–(a+e)2 ≅  ba–a2 .

Los pasos siguientes en el algoritmo son similares a los de la Syncrisis hasta que en el paso
final (párrafo 7), al suprimir todos los términos que todavía contienen la e –es decir, al hacer
la e igual a o– la adigualdad pasa a ser verdadera igualdad.
En la concepción original del método –la de la Syncrisis–, los términos  a, e, z, de las
ecuaciones correlativas son cantidades variables, interdependientes a través de la relación
z=a·(a+e), que proporciona la propia Syncrisis. Solo después de la Syncrisis, cuando Fermat
toma conciencia de la particular naturaleza de las raíces en el caso de valor extremo de z, a
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se convierte en una incógnita correspondiente al máximo de ba–a2. En cambio en la forma
algorítmica del Methodus, a representa esa incógnita desde el principio, lo que significa que
la e deberá ser 0, si realmente hay sólo una raíz.
Fermat evita en el Methodus llamar la atención sobre la extraña, sospechosa y equívoca
naturaleza de e, lo que le hubiera obligado a desentrañar el verdadero significado de la
adigualdad y a justificar la corrección del método. En vez de hacer esto, Fermat se remite a
la obra fundamental de una reconocida autoridad clásica, la Aritmética de Diofanto de
Alejandría. Bajo el prestigio de Diofanto, Fermat intentará dar cobertura conceptual y prueba
de corrección a su aplicación de la adigualdad.
La palabra «adigualdad» proviene del término latino «adæqualitas», que es la traducción
latina que Xylander –que tradujo al latín y editó en Basilea en 1575 La Aritmética de
Diofanto–, acuñó del término griego «parisótes» con el que Diofanto designaba una
aproximación a un cierto número racional tan cercana como fuera posible, en el ámbito de
los problemas de La Aritmética, es decir, de encontrar soluciones racionales de ecuaciones
indeterminadas.
El gran historiador de la Matemática griega Sir Thomas Heath llama al procedimiento de Diofanto
«Método de aproximación por límites» (A History of Greek Mathematics, volumen II, página 477,
Dover Publications), traduciendo adæqualitas por «tan próximo como sea posible».

Esta técnica es utilizada por Diofanto en el Libro V de La Aritmética, problemas 9 y 11,
siendo en este último donde aparece la palabra que Xylander tradujo por «adæqualitas». La
técnica de Diofanto se basa en una oscura asunción: asume provisionalmente que unas
ciertas fracciones son iguales, en orden a determinar su verdadera diferencia. Pero el
procedimiento es por supuesto puramente finitista, sin utilizar ninguna consideración sobre
límites ni ningún otro argumento infinitesimal, de ahí lo desafortunado del nombre que le dio
Heath.

LA «ADIGUALDAD» EN LA ARITMÉTICA DE DIOFANTO Y  EN FERMAT
Portada del Libro I de La Aritmética de Diofanto (Diophanti
Alexandrini Rerum Arithmeticorum Libri Sex ... Item Liber de
Numeris Polygonis seu Multiangulis).
Edición de Xylander. (Basilea, 1575). Ejemplar de la
Biblioteca de la Universidad de Sevilla.
A diferencia de las otras grandes obras de la Matemática
griega, La Aritmética de Diofanto se tradujo del griego al
latín muy tardíamente. Rafael Bombelli realizó la primera
traducción parcial. La primera aparición en imprenta de los
seis libros existentes de La Aritmética de Diofanto se debe a
Wilhem Holzmann, conocido en la historiografía matemática
por el sobrenombre de Xylander.
La palabra «adigualdad» deriva del término griego
«parisótes» –traducido al latín como «adæqualitas» por
Xylander–, con el que Diofanto designaba «una cierta
aproximación tanto como fuera posible».
La «adigualdad», inicialmente extraída de Diofanto, es
utilizada por Fermat como palabra clave de los verdaderos
fundamentos de sus métodos de Máximos y Mínimos y de
Tangentes. Fermat manejó una copia de la edición de la obra
de Diofanto que en 1621 había republicado G.Bachet de
Meziriac. En ella Fermat escribió sus famosas anotaciones al
margen de sus resultados sobre Teoría de Números. La
reedición de la obra de Diofanto que realizó en 1670 el hijo
de Fermat, Samuel de Fermat, incluye estas notas de su
padre, pero extrañamente esta marginalia no menciona en los
alrededores de las correspondientes proposiciones de
Diofanto, nada relacionado con el uso que Fermat hace de la
«adæqualitas» en sus métodos de Máximos y Mínimos.
 Como se aprecia en las memorias de Fermat sobre las
Tangentes, que van apareciendo en el curso de la polémica
con Descartes, el término diofantino «adigualdad» va a sufrir
una metamorfosis, en una lenta transición desde ser una
simple máscara para ocultar las raíces del método, a ser un
instrumento para expresar la idea de «aproximadamente
igual» o «igualdad en el caso límite», allanando el camino
hacia la rectificación y la cuadratura.
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Fermat recoge la idea de la falsa asunción y la aplica en su técnica. En efecto dando vueltas
alrededor del razonamiento de Diofanto, Fermat asume por el momento que en el máximo
las dos raíces son distintas, en orden a determinar las condiciones bajo las cuales serían
iguales. Utilizando la forma enmendada de la Syncrisis y considerando de momento que las
raíces son distintas, Fermat adiguala los lados izquierdos de las ecuaciones correlativas,
adigualdad que convierte en igualdad al tomar e=o, es decir, al considerar la naturaleza real
del valor extremo.
La introducción del término de Diofanto, parece permitirle a Fermat obviar la justificación del
algoritmo del Methodus y de paso ocultar los fundamentos de su método bajo el prestigio de
un eximio matemático griego. Pero la forma que tiene Fermat de manejar la adigualdad,
propicia que se haga una lectura de la misma en términos de pseudo–igualdad, cuasi–
igualdad o igualdad en el caso límite. Ello supone interpretar la naturaleza de e como
«incremento» o variación. Ambos hechos llevan a las erróneas exégesis de los métodos de
Fermat de Máximos y Mínimos en términos de consideraciones infinitesimales, que sitúan a
Fermat en la Historia de la Matemática como el verdadero descubridor del Cálculo
Diferencial. Esto suele contemplarse en las historias generales de la Matemáticas, que por
su contenido, esencia y objetivos, no pueden pararse a profundizar excesivamente en el
pensamiento de los creadores, de modo que una descripción superficial puede ser una
simple interpretación, y como tal en algún caso no muy ajustada al pensamiento original,
sobre todo si se realiza en un lenguaje demasiado actual, que anacrónicamente moderniza
al autor. A título de ejemplo transcribimos algunos párrafos de algunos manuales bien
conocidos de Historia de las Matemáticas.
En la Historia de la Matemática de J.Rey Pastor yJ.Babini, páginas 225–226 (Espasa–Calpe
1951), leemos:

[...] El método para hallar máximos y mínimos establecido por Fermat, expresado en
lenguaje moderno, consiste en calcular la función incrementada, restarle la función,
dividir por el incremento de la variable y eliminar todos los términos afectados por el
incremento de la variable; la expresión resultante igualada a cero da el valor de la
variable que hace máxima o mínima la función.

Fermat naturalmente no pensaba en funciones sino en cantidades. No se puede hablar de
función hasta que de forma muy incipiente aparece en el método de las Tangentes (con
motivo del desarrollo de la Geometría Analítica) algo asimilable al concepto de función,
como es la llamada propiedad específica de la curva.
 En la Historia de la Matemáticas de J.P.Colette, tomo II, página 29, (Siglo XXI, 1985), se
dice:

«Es importante señalar que este método algorítmico es equivalente a calcular

f(x e) f(x)
Lim ee 0

+ − 
  →

aunque Fermat no poseía el concepto de límite. Sin embargo el cambio de variable de
a a a+e, y los valores próximos utilizados por Fermat constituyen la esencia del
análisis infinitesimal.»

Pero en ningún texto de Fermat aparece la e como variable que tiende a cero, ni siquiera
requiere explícitamente que la e deba ser pequeña, en concreto en la aplicación del método
a las tangentes –por ejemplo en la tangente a la elipse (TO.OF.III.129)–, Fermat dice
literalmente que toma la e ad libitum.
De forma similar se pronuncia Carl B.Boyer en su magnífica obra enciclopédica Historia de
la Matemática (Alianza Universidad Textos, Madrid 1986), donde en la página 440 podemos
leer:
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[...]. Para curvas polinómicas de la forma y=f(x) Fermat descubrió un método muy
ingenioso para hallar los puntos en los que la función toma un valor máximo o mínimo.
Fermat comparaba el valor de f(x) en un cierto punto con el valor f(x+e) en un punto
próximo; en general estos dos valores serán claramente distintos, pero en una
“cumbre” o en “el fondo de un valle” de una curva lisa, la diferencia será casi
imperceptible. Por lo tanto, para hallar los puntos que corresponden a los valores
máximos y mínimos de la función, Fermat iguala f(x)  a  f(x+e), teniendo en cuenta que
estos valores aunque no son exactamente iguales, son ”casi iguales”. Cuanto más
pequeño sea el intervalo entre los dos puntos, más cerca estará dicha psedo–igualdad
de ser una verdadera ecuación; así pues Fermat, después de dividir todo por e, hace
e=0. El resultado le permite calcular las abscisas de los puntos máximos y mínimos de
la función polinómica. Aquí podemos ver ya en esencia el proceso que ahora
llamamos de diferenciación, pues el método de Fermat es equivalente a calcular

f(x e) f(x)
Lim ee 0

+ − 
  →

e igualar este límite a cero. Resulta completamente justo, por lo tanto, reconocer la
razón que asistía a Laplace al aclamar a Fermat como el verdadero descubridor del
Cálculo Diferencial, así como co–descubridor de la Geometría Analítica. Obviamente
Fermat no disponía del concepto de límite, pero salvo esto, su método para determinar
máximos y mínimos sigue un camino completamente paralelo al que podemos ver hoy
en los libros de Cálculo, excepto en la mínima diferencia de que hoy se suele utilizar el
símbolo h o  x, en vez de la e de Fermat para el incremento de la variable. El
procedimiento de Fermat, que consiste en cambiar ligeramente el valor de la variable
para considerar valores próximos a uno dado, ha constituido desde entonces la
verdadera esencia del análisis infinitesimal.

En este pasaje de C.B.Boyer, así como en otro similar de su obra The History of the
Calculus and its conceptual development (Dover, New York, 1959, página 156), parece
realizarse una interpretación del método de Fermat en términos infinitesimales,
consecuencia de una confusa traducción de la notación de Fermat al lenguaje actual.
Nosotros manejamos dos tipos de variables, las cartesianas x,y, que son variables finitas en
el conjunto de los números reales y las variables infinitesimales e,h o ∆x, que varían en un
entorno de cero. Pero Fermat que siguió siempre fiel a Vieta en su notación, no manejó en
sus métodos de Máximos y Mínimos y de Tangentes, más variables que a y e, que jugando
ambas el mismo papel de variables algebraicas finitas, deben ser traducidas por nuestras
variables x,y, al pasar al lenguaje cartesiano. Sin embargo esta traducción no es completada
por algunos historiadores, de modo que a la a se le llama x, pero a la e se le sigue llamando
e, o peor aún se le traduce por h o ∆x. Esto conduce a afirmaciones ligeras como, la del final
del párrafo de C.B.Boyer :

 [...] su método de máximos y mínimos se asemeja al usado en el Cálculo actualmente,
excepto que ahora se acostumbra a utilizar el símbolo h o ∆x, en lugar de la e de
Fermat, [...].

Pero obviamente las diferencias entre los métodos de Fermat y los del Cálculo Diferencial
moderno van mucho más allá de la distinción entre los caracteres tipográficos. La propia
notación de Fermat muestra que el «incremento» e no se concibe como infinitesimal, al no
fijar atención alguna al tamaño del intervalo en el que se mueve la cantidad e.
Tanto Newton como Leibniz, verdaderos artífices del Cálculo Infinitesimal, cuidaron bien de
señalar a través de la notación, la diferencia esencial entre las variables finitas y los
incrementos infinitesimales. La notación de Newton fue en sus orígenes  x o y, y después  x,
öx, respectivamente, mientras Leibniz crea de forma genial una notación identificada con los
propios conceptos y significativamente definitiva, utilizando al principio x, x/d, y
posteriormente  x, dx (F.Cajory, Leibniz, the master–builder of Mathematical Notations,
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Revista ISIS, 7, 1925, páginas 412–429).
Los párrafos aludidos de los historiadores J.Rey Pastor, J.P.Colette y C.B.Boyer, son
ejemplares botones de muestra de como se interpretan los métodos de Fermat. Cierto que
puntualizan que Fermat no poseía el concepto de límite, pero más o menos
subrepticiamente realizan una descripción en términos infinitesimales, en la línea de la idea
de Nicolas de Oresme, recogida por J.Kepler en su obra Nova stereometria doliorum
vinariorum acerca de que:

«Cerca de un máximo, los incrementos son al principio imperceptibles.»

El editor de las Oevres de Fermat (OF), Paul Tannery, piensa sin embargo que Fermat no
pudo apropiarse de la idea de Oresme y Kepler, porque es muy probable que no dispusiera
de sus trabajos.
Además de multitud de razones proporcionadas por el análisis de la Investigación Analítica,
hay dos hechos esenciales en el algoritmo del Methodus que desmienten las anacrónicas
interpretaciones de los modernizadores de Fermat. Uno es el reiteradamente aludido
carácter del «incremento» e, como variable algebraica finita y el otro es la posible división
por potencias de e, que permite el algoritmo.
En efecto, en el párrafo 6 del Methodus Fermat dice :

«Se dividirán todos los términos por e o alguna potencia superior de e, de modo que
desaparecerá la e, al menos de uno de los términos de uno cualquiera de los
miembros.»

También en el M.2 (TO.OF.III.126–127), Fermat dice :
[...]. Dividamos todos los términos por e. [...]. Después de esta división, si todos los
términos pueden ser todavía divididos por e, es necesario reiterar la división, hasta
que se tenga un término que no se preste a esta división por e, o para emplear el
lenguaje de Vieta, que no se vea afectado por e, [...].»

El poder dividir por potencias superiores de e, no se ajusta al algoritmo moderno del cálculo
de la derivada. Aunque en los problemas que trata Fermat, la condición de la reiterada
división por e es innecesaria, como el método deriva de la Teoría de Ecuaciones, Fermat
aunque no lo haya experimentado, puede imaginar casos en los que las expresiones
adigualadas contengan potencias superiores de e en todos sus términos. En tal caso la
Syncrisis como método algebraico finito que es, permitiría la división reiterada por e, a fin de
liberar algún término de la e.
El método de Syncrisis tan simple y operativo, le proporcionó a Fermat un poderoso
instrumento para la resolución de los problemas de Diorismos y extremos. Pero su
inveterada manía de ocultar los fundamentos demostrativos de sus métodos, y en el caso de
verse forzado a hacer públicas sus investigaciones, revelar lo imprescindible, explica la
forma vaga, escueta e imprecisa de la descripción de su regla en el Methodus, que dejó
perplejos a sus contemporáneos y que ha confundido a muchos historiadores, sobre las
cuestiones de las raíces del algoritmo y su presunto carácter precursivo del Cálculo
Diferencial moderno. Un análisis exhaustivo de la Investigación Analítica y del Methodus y
sobre todo un estudio comparado de ambas memorias, nos ha permitido establecer que las
raíces de los métodos de Fermat sobre máximos y mínimos están en el dominio de lo finito–
algebraico de la Teoría de Ecuaciones de Vieta, y aunque la idea del cambio de variable o
tránsito desde a hasta a+e, mediante el «incremento» e, que es la esencia del Cálculo
Diferencial, se destila del Methodus, la propia naturaleza de e como variable algebraica finita
le impidió cruzar a Fermat en el tema de máximos y mínimos la barrera entre lo finito y lo
infinitesimal.
Así pues, aunque cronológicamente el Methodus es anterior a la Investigación Analítica,
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parece haber pruebas suficientes e irrefutables para asegurar que los fundamentos del
algoritmo del Methodus, hay que buscarlos en las investigaciones de Fermat de los últimos
años de la década de 1620 a 1630, que Fermat plasmó en las cuidadosas reflexiones casi
didácticas de la Investigación Analítica, para atemperar las increpaciones y los rumores
difundidos por Descartes –en su correspondencia con el padre Mersenne, acerca de que los
métodos de Fermat «no tenían ninguna generalidad», «operaban a ciegas»y «funcionaban
por azar».
En efecto, los problemas que le había enviado Mersenne, provenientes de Dounot, le dieron
la oportunidad de hacer esto, toda vez que su solución requería la aplicación del método de
Syncrisis de Vieta. Los problemas conteniendo expresiones irracionales permitieron a
Fermat mostrar a Mersenne y a otros, la efectividad de su ingeniosa enmienda de la
Syncrisis de Vieta, y ya que estaba con el tema de la Syncrisis, Fermat debió aprovechar
para plasmar en la Investigación Analítica los fundamentos demostrativos de sus métodos
de Máximos y Mínimos, que él había derivado de la investigación sobre la Syncrisis. Parece
avalar esta conjetura la forma como empieza la Investigación Analítica :

«Estudiando el método de la Syncrisis, [...], se me ocurrió la derivación de un
procedimiento para encontrar máximos y mínimos, [...].

Además, la conclusión de la Investigación Analítica indica el propósito para el que fue escrita
esta memoria. En efecto, en el párrafo M, Fermat dice:

Es por consiguiente que afirmo hoy y siempre, con la misma confianza que antes, que la
investigación de máximos y mínimos se reconduce a esta regla, única y general, cuyo feliz
éxito será siempre legítimo y no debido al azar, como algunos han pensado [Descartes].

 Sea a una incógnita (ver página ..., línea ... hasta la última línea [del Methodus]) ..., su
primera expresión».

Esta regla única y general que Fermat describe, es una copia literal de la regla descrita en el
Methodus. A esta reiteración de la memoria de 1636, Fermat añade un desafío (párrafo N) :

«Si todavía hay alguien que considera este método como debido a un feliz azar, puede
intentar encontrar uno similar.»

Así contestaba Fermat a los que difamaban su método, diciendo que operaba a ciegas y
funcionaba por azar. Fermat había ido elaborando su método de forma sistemática, a partir de la
Teoría de Ecuaciones de Vieta, fundamentándole, como hemos visto, en su propio perfeccio-
namiento o mejoramiento de la Syncrisis de Vieta, como muestra paso a paso la Investigación
Analítica.

Concluyendo, a pesar del alto valor científico y precursivo del Methodus, en nuestra
interpretación, no debemos exagerar, de forma anacrónica, el presunto contenido infinitesimal de
la memoria, debido a que:

a) Fermat pensaba en cantidades no en funciones,

b) Fermat no concebía el «incremento» e como infinitesimal, ni siquiera como una magnitud
pequeña; en más de una ocasión aplicando el método al trazado de tangentes, dirá que toma
la e «ad libitum».

c) El método es puramente algebraico y no supone en principio ningún concepto de límite. Para
Fermat la e no es que tienda a 0, sino que en realidad se hace 0.

d) Mediante la condición sexta de la regla, Fermat se permite el poder dividir por potencias
superiores de e, lo que no ocurre en nuestra definición de derivada.

e) Fermat no hacía ninguna referencia a que el método daba sólo una condición suficiente.

f) En realidad los problemas de máximos y mínimos de Fermat son problemas de
construcciones geométricas más que de optimización de cantidades.
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FERMAT  EN  LA  HISTORIA  DE  LAS  MATEMÁTICAS
Puede decirse con certeza que la figura matemática de Fermat está en el origen de casi todos las disciplinas
matemáticas que aparecen a lo largo del siglo XVII –el Cálculo Infinitesimal (en sus dos vertientes,
diferencial e integral), la Geometría Analítica, El Cálculo de Probabilidades y la Teoría de Números–.
Toda persona de cultura media ha estudiado que Newton y Leibniz inventaron el Cálculo Infinitesimal,
Descartes la Geometría Analítica y Pascal el Cálculo de Probabilidades. Fermat es el ascendiente directo de
todos estos descubrimientos. ¿A qué se debe entonces que Fermat no ocupe en la historia de estas disciplinas
científicas el lugar que le corresponde? La respuesta a esta pregunta es múltiple y puede ir desde el mas serio
rigor histórico hasta la ironía. Fermat ha precedido en la raíz a Descartes, Pascal, Leibniz, Newton, etc. pero
estos matemáticos llegaron mas lejos que él. Fermat dio el impulso inicial que es imprescindible para que
toda doctrina científica empiece a prosperar, pero no forjó ninguna teoría  en un cuerpo de doctrina coherente
y acabado, plasmado en una obra cerrada  y definitiva como por ejemplo hizo Descartes en La Geometría.
Roger Paintandre, Profesor de Matemáticas del Licée PierreFermat de Toulouse ironiza –en un discurso
pronunciado el 22 de junio de 1957 con motivo de la inauguración de una exposición sobre Fermat– acerca del
olvido en que ha caído la figura de Fermat :

«[...] Fermat no ha conocido por parte del gran público el renombre de un Pascal, un Galileo o un Newton.
[...] . Claro está que él no tuvo la precocidad de redescubrir a Euclides a los quince años, [...] . No tuvo la
fortuna de ser perseguido por la Inquisición, apenas participó en la Fronda ni comulgó en exceso con el
jansenismo. Y nunca soñó con recibir una manzana sobre la cabeza mientras contemplaba la luna. ¡Falta
imperdonable!. Pero mas allá de estas anécdotas mas o menos vanas, Fermat fue uno de los grandes
genios de Francia y uno de los matemáticos mas extraordinarios de todos los tiempos.»

Ironías aparte, hay otras razones para comprender la oscuridad en la cayó Fermat. Tras la lectura de los
trabajos de Fermat –en particular su correspondencia–, se puede afirmar que Fermat hacía Matemáticas, para
saciar una irrefrenable afición y para satisfacer a sus amigos, por eso Fermat no redactó casi nada de sus
descubrimientos y rehusó su publicación, de modo que lo esencial de su obra fue desarrollada en su asidua
correspondencia con los científicos coetáneos y en los márgenes de sus libros. Es en sus brillantes epístolas,
dando muestra de una inteligencia poderosamente sintética, donde inventa, explica, demuestra y se bate con
una contundencia argumental impecable en la defensa de sus ideas matemáticas. Aquí reside el poderoso
atractivo que tiene la figura de Fermat para el estudioso de la  Historia de las Matemáticas.
A pesar de su grandeza como matemático quizá comparable a Arquímedes, Descartes, Newton, Euler o Gauss,
Fermat es apenas conocido en los círculos de Filosofía e Historia de la Ciencia, quizá porque fue lo que se
llama un matemático puro, quizá porque tras su desaparición, las disciplinas matemáticas que creó o que
contribuyó decisivamente a desarrollar, dieron un paso de gigante oscureciendo la acción del pionero, quizá
por las vicisitudes que sufrieron la publicación de sus obras. Cualquiera que sea la razón, Fermat es
injustamente poco conocido.  Por ejemplo, apenas es citado por Brunschvicg (editor de las obras de Pascal) en
Les étapes de la Philosophie Mathématique, o por A.Koiré en Estudios de Historía del pensamiento científico –
donde desarrolla capítulos dedicados a Tartaglia, Cavalieri, Pascal, ...–. Todavía sorprende más que no sea
mencionado por sus compatriotas Voltaire en su Diccionario filosófico y D’Alembert en el Discours
Préliminaire de l'Encyclopédie –donde se cita hasta trece veces a Descartes, una a Pascal y doce a Newton–.
Sin embargo en el ámbito del público matemático, la figura de Fermat es casi mítica por sus geniales
contribuciones a la Teoría de Números –su nombre va asociado a uno de los mas famosos problemas recién
resuelto de la Matemática–, pero en general se desconocen sus decisivas incursiones y sus magníficas
aportaciones en prácticamente todos los demás campos de la Matemática, particularmente en el terreno del
Cálculo Infinitesimal. No obstante, en los libros de Historia general del Cálculo Infinitesimal o de Historia
general de las Matemáticas, se elogia enfáticamente a Fermat como el verdadero descubridor del Cálculo
Diferencial y auténtico adelantado de los conceptos fundamentales del Cálculo Integral.
Si importantes son los descubrimiento matemáticos de Fermat, no es inferior su relevancia histórica desde el
plano metodológico. Fermat parte de un minucioso conocimiento de los clásicos griegos y arranca con
profundas raíces en el pasado clásico para crear un estilo matemático que conduce el programa analítico de
Vieta hasta las últimas consecuencias. Con ello, Fermat (y Descartes aunque con estilo y método diferentes)
realiza la transformación del modelo griego estrictamente geométrico e instaura un modelo algebraico
completamente nuevo, destilando un Análisis Algebraico que se convierte en un lenguaje y un instrumento
de trabajo e investigación común a todos los matemáticos, que sustituye las complejas y particulares
construcciones geométricas euclídeas por la resolución general de los problemas mediante ecuaciones
algebraicas y la demostración sintética –que oculta la vía del descubrimiento– por la derivación analítica.
Fermat es uno de los principales artífices de la inflexión radical que presenta la Matemática del siglo XVII
respecto a la clásica griega, donde el afán demostrativo euclídeo da paso a la heurística de la creatividad y el
descubrimiento. Lo que  importa a Fermat es la obtención de métodos que permitan resolver de forma directa
y operativa los problemas y escribirlos formalmente siguiendo la línea de la propia investigación geométrica,
es decir, métodos que al describir el proceso inventivo enseñen a descubrir y rompan la clásica dualidad
helénica invención-demostración – «ars inveniendi» versus «ars disserendi» que tiene lugar en dos estadios de
tiempo y espacio diferentes. Fermta pondera la heurística y se busca afanosamente la fusión, en un solo acto
matemático, del descubrimiento y de la demostración. En todo este panorama juega un papel programático
esencial la intervención del Álgebra como instrumento inherente a la Geometría Analítica que convierte a
ésta en una poderosa herramienta de investigación y exploración científica, en el más útil instrumento para
resolver con elegancia, rapidez y plenitud heurística las cuestiones geométricas.
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Los métodos de «adigualdad» de Fermat sobre tangentes
El problema de las tangentes a las líneas curvas aparece, aparte de en multitud de epístolas
explicatorias, en los siguientes trabajos o memorias de Fermat:
T1. En el Methodus de 1629–36 (TH.OF.III.122) Fermat describe la más temprana versión

del método de las tangentes, obteniendo la tangente a la parábola, aduciendo que se
reconduce al método de máximos y mínimos, que le precede en la memoria.

T2. En el M.2 (Ad eamdem methodum) de 1638 (TH.OF.III.129), tras resolver el problema de
Pappus mediante el algoritmo del Methodus, Fermat dice aplicar el método a las
tangentes y obtiene la tangente a la elipse.

T3. En el Méthode de Maximis et Minimis expliquée et envoyée par M.Fermat à M.Descartes
(TH.OF.II.154), que le denominaremos el Méthode expliquée. Se trata de un documento,
que acompaña a una carta enviada por Fermat a Mersenne en Junio de 1638. En esta
memoria Fermat contesta a algunas objeciones de Descartes, e intenta justificar que
efectivamente el método de tangentes deriva de su método de máximos y mínimos. En
concreto demuestra para la parábola que la obtención de un mínimo proporciona la
normal y de ésta obtiene la tangente. Además obtiene aplicando su método la tangente
al «Folium de Descartes», problema a cuya resolución le había desafiado el filósofo.

T4. En Doctrinam Tangentium (TH.OF.III,140), memoria que Mersenne hizo circular hacia
octubre de 1640. Esta memoria es probable que fuera escrita en conjunción con la
Investigación Analítica, cuando alrededor de 1640 Fermat se decidió a contestar a las
acusaciones de Descartes sobre sus métodos de máximos y mínimos y tangentes e
inició la revelación de los fundamentos de los mismos. Fermat realiza en pocas frases
una síntesis de una magnífica investigación matemática sobre Geometría Analítica,
extremos y tangentes. Esta memoria representa por su contenido la más sofisticada
versión del método de las tangentes, obteniendo las tangentes a las curvas clásicas,
cisoide, concoide, cuadratriz, así como la tangente a la curva más famosa del momento,
la cicloide, donde se aprecia la potencia del método. Trata también un problema de
inflexión y por la nueva visión de antiguos y modernos conceptos, así como por la
constante evolución de la «adigualdad» hacia «lo aproximadamente igual», abre la
puerta hacia la rectificación y la cuadratura.

 En la Investigación Analítica no aparece ningún problema de tangentes, pero como se ha
dicho, el problema de Pappus que allí vuelve a resolver, puede haber sido, por la aplicación
a las razones, la fuente de inspiración del método de las tangentes.

Sello emitido en 2001 con motivo del cuarto centenario del nacimiento de Fermat.
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Ediciones de traducciones al latín de F. Commandino de las grandes obras de la Matemática griega:
1. Los Elementos de Euclides. Urbino, 1575.
2. Las Cónicas de Apolonio. Bolonia, 1576. Todos los bibliófilos ensalzan la edición de Commandino;

tanto Halley como Ver Eecke consideraron íntegramente esta versión para sus ediciones.
3. La Colección Matemática de Pappus. Es la primera impresión de la obra de Pappus, realizada en

Venecia, en 1589.
Estas ediciones están profusamente ilustradas tanto desde el punto de vista gráfico como tipográfico y se
acompañan de magníficos comentarios de Commandino. Es muy posible que Fermat tuviera a su
disposición ejemplares de estas ediciones de las grandes obras de la Matemática griega.
Diversas escuelas matemáticas renacentistas, en particular la Escuela de los Analistas de Vieta –en cuyas fuentes
bebería Fermat– que participan de la tendencia humanista general en la Cultura hacia la contemplación,
ponderación y recuperación del legado clásico, recogen y desarrollan la tradición instaurada por Maurólico y
Commandino de traducir del griego al latín e incluso a las lenguas vernáculas las principales obras de la
Matemática griega. La formación humanista, un soberbio dominio de las lenguas clásicas y un brillante talento
matemático –conocimientos y facultades que posteriormente exhibiría Fermat–, permitió dilucidar infinidad de
pasajes del griego original que multitud de simples copistas y amanuenses habían dejado oscuros o habían
quedado borrosos por el paso del tiempo. Pero la labor de recuperación del mundo matemático clásico no se
reducía a la simple traducción o aclaración de fragmentos dudosos y a su puesta en circulación para el público
interesado, sino que iba más allá, al intentar la restauración del material perdido y la extensión de los métodos y
resultados.
Fiel a esta tradición, Fermat debuta como matemático con la recuperación de una de las obras de Apolonio, Los
Lugares Planos, germen de su Geometría Analítica.
Los Analistas y gran parte de los matemáticos posteriores, por la influencia de Vieta y Fermat, basan su
programa de investigación en la restauración de la antigua tradición matemática griega basada en el Método de
Análisis, de ahí el nombre de la escuela. La profunda admiración de los matemáticos de los siglos XVI y XVII
hacia la Matemática clásica griega, no les hizo caer, como ocurrió con ciertos matemáticos humanistas anteriores,
en la tendencia a respetar a ultranza la filosofía de la Matemática de Platón y Aristóteles. Al contrario, muchos
matemáticos, en particular Descartes –en la regla IV de las Reglas para la dirección del espíritu–, lamentaron y
criticaron que la rigidez del impecable estilo sintético, axiomático y apodíctico euclídeo impuesto por los
epígonos de Platón, ocultara las vías heurísticas de los métodos de descubrimiento del Análisis Geométrico
griego que afortunada y excepcionalmente Pappus relacionaba y desarrollaba en su Colección Matemática. Así
que, tras la traducción respetuosa y fiel al original, generalmente en un refinado latín clásico, la actividad
investigadora se dirige al comentario útil, a la exégesis y finalmente a la emulación, pero dando mayor
importancia a la resolución de los problemas que al estilo de la presentación, partiendo de los modelos griegos
como principio, pero conscientes de que el respeto absoluto al paradigma estilístico griego cercena
considerablemente las posibilidades de expresión y generalización.
En este sentido, la importancia de la naciente Álgebra simbólica será decisiva. Por ejemplo, los Analistas
comparten con los algebristas italianos la práctica del Álgebra como una poderosa técnica algorítmica para
resolver problemas. Pero van mucho más allá porque, impelidos por la idea de crear un arte simbólico de
razonamiento como instrumento fundamental de investigación matemática, llegan a recorrer gran parte del
camino que media entre la incipiente Álgebra sincopada de Diofanto de Alejandría y el Álgebra simbólica de
Descartes. En este ámbito juega un papel primordial precisamente la emergencia de la Geometría Analítica de
Fermat de La Introducción a los Lugares Planos y Sólidos.

LA RESTAURACIÓN DE LA MATEMÁTICA GRIEGA Y SU INFLUENCIA
SOBRE LAS INVESTIGACIONES DE FERMAT
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El origen de la Geometría Analítica de Fermat de
la Introduccción a los Lugares Planos y Sólidos
(Ad Locos Planos et Solidos Isagoge) tiene su
germen en su profundo conocimiento de la
Geometría de Apolonio y Pappus y del Arte
Analítica de Vieta.
Fermat advirtió que las relaciones de áreas,
expresadas según el Álgebra Geométrica de los
griegos  en forma de proporción, mediante las
que Apolonio escribía las  propiedades
intrínsecas de las cónicas se podían traducir
fácilmente al lenguaje de ecuaciones  del Álgebra
simbólica de Vieta. De esta forma el symptoma de
la curva de Las Cónicas  de Apolonio, forma
retórica de expresión de la curva en el lenguaje
pitagórico de la Aplicación de las Areas,
evolucionaba hacia la ecuación característica de
la curva de Fermat.
Así pues, al vincular los trabajos matemáticos de
Vieta y Apolonio, Fermat alumbra su Geometría
Analítica que establece un efectivo puente entre
la Geometría y el Álgebra que le permite asociar
curvas y ecuaciones, a base de aplicar el Análisis
algebraico de Vieta a los problemas de lugares
geométricos de Apolonio y Pappus, definidos en
un sistema de coordenadas, por una ecuación
indeterminada en dos incógnitas. De este modo,
Fermat resolverá los problemas del Análisis
Geométrico de los antiguos mediante la mecánica
operatoria del Álgebra simbólica.
Con su Geometría Analítica Fermat alcanza el
máximo grado de eficacia en la aplicación a los
problemas geométricos del antiguo método de
Análisis –de ahí procede el  adjetivo Analítica
que acompaña al sustantivo Geometría–, siendo
el Álgebra por su carácter algorítmico el principal
instrumento de la aplicación de ese Análisis.
La Geometría Analítica dotada del simbolismo
literal, con toda la potencia algorítmica,
manipulación y simplificación que permite el
automatismo operacional del cálculo algebraico,
sustituye las ingeniosas construcciones
geométricas de la rígida y retórica Álgebra
Geométrica de los griegos por sistemáticas
operaciones algebraicas que al fundir en un único
acto intelectual el descubrimiento y la
demostración –el ars inveniendi y el ars
disserendi– convierten a la Geometría Analítica
en una poderosa herramienta heurística de
exploración e investigación geométricas,
mediante la cual Fermat  resolverá de forma
prodigiosa y brillante, multitud de  problemas,
antiguos y nuevos, en particular numerosas
cuestiones de lugares geométricos, máximos,
mínimos y tangentes, cuadraturas y cubaturas,
centros de gravedad y problemas de rectificación
de curvas.
La Geometría Analítica ha dominado el
pensamiento matemático y su enseñanza desde la
época de Fermat hasta nuestros días. El empleo
sistemático de las coordenadas tratadas con el
cálculo algebraico, es un potente instrumento
algorítmico de resolución de problemas
geométricos, un método de un poder y una
universalidad tan eficientes en la Matemática,
que supera cualquier otro instrumento anterior, y
más allá de  la Matemática, la Geometría
Analítica ha revolucionado, a través de las
gráficas funcionales todas las ciencias
relacionadas con el tiempo y el espacio.Dibujo a plumilla de la tradicional efigie de Fermat.

LA  GEOMETRÍA  ANALÍTICA  DE  LA ISAGOGE DE FERMAT
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La tangente a la parábola
Fermat utiliza, en la segunda parte del Methodus, el método de «adigualdad» para trazar la
tangente a una parábola en un punto. Es la primera descripción que hace Fermat de su
método de tangentes y manifiesta que el procedimiento es una aplicación de su método para
los máximos y mínimos con estas palabras (TH.OF.III.122):

«Nosotros reconducimos al método precedente la invención de las tangentes en
puntos dados de curvas cualesquiera. [...].»

Fermat considera la parábola BDN con vértice C y diámetro DC, y se plantea trazar la
tangente en un punto B de la misma. Sea ésta BE, que interseca al eje en el punto E.

Fermat continúa:
«[...]. Si se toma sobre la recta BE un punto cualquiera O, desde el que se traza la
ordenada OI, al mismo tiempo que la ordenada BC desde el punto B, se tendrá:
CD/DI> BC2/OI2, puesto que el punto O es exterior a la parábola. [...].»

Hay en este párrafo dos elementos significativos. En primer lugar señalar que el punto O
que Fermat toma sobre la tangente, puede ser cualquiera. Esta observación contradice,
como ya vimos en los temas de máximos y mínimos, las interpretaciones de las
construcciones de Fermat en términos de límites. Por otra parte, Fermat aplica
implícitamente, en este párrafo, la propiedad de generación de las cónicas de Apolonio, en
forma de proporción.
Siguiendo a Fermat, escojamos en el segmento de tangente BE un punto O cualquiera y
tracemos la ordenada OI, así como la BC.
De la propiedad de la parábola tendremos, según Apolonio (Las Cónicas, I.11):

BC2/PI2 = CD/DI  ,
Además, OI>PI, por tanto se verifica:

CD/DI > BC2/OI2 .
Ahora, de la semejanza de triángulos rectángulos (Euclides, VI.4), se tiene:

BC/OI = CE/IE (3) .
De las dos últimas relaciones deducimos finalmente:

CD/DI > CE2/IE2 .
Pongamos CD=d, CI=e. Hemos de determinar el segmento subtangente, CE=a.

C  I D E

O
B

N

P
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A partir de la última desigualdad, se tiene:
2

2
d a

d e (a e)
=

− −
 ,

de donde resulta:
d·(a–e)2 > a2·(d–e) ,

y de aquí:
da2 + de2 – 2dae > da2 –a2e .

Ahora Fermat sustituye esta desigualdad  por la«adigualdad»:

 da2 + de2 – 2dae ≅ da2 –a2e  ,
y manifesta:

«”Adigualemos” según el método precedente; se tendrá eliminando términos comunes:

 de2 – 2dae  ≅ –a2e . »

Fermat continúa trasponiendo términos y dividiendo por e: 

de + a2 ≅ 2da ,
ignora el término que todavía contiene la e y obtiene: 

a2 = 2da ,
de donde resulta finalmente:

 a = 2d .
Fermat comenta el resultado:

«Hemos probado de esta forma que CE es doble de CD, lo que es conforme a la
verdad.»

Y termina diciendo:
«Este método nunca falla, y puede ser aplicado aun gran número de cuestiones muy
hermosas; mediante él, he encontrado los centros de gravedad de figuras limitadas por
líneas rectas y curvas, así como los de los sólidos y otras numerosas cosas que
podremos tratar en otra parte si dispongo del tiempo para ello.»

Si aplicamos el resultado de Fermat, en términos actuales, a la obtención de la ecuación de
la tangente a la parábola  y2=2px, tendríamos:
Sea m la pendiente de la recta tangente en el punto B de coordenadas B=(x0,y0), se obtiene:

 m = BC/EC = y0 /2x0 ,
de donde resulta para la ecuación de la tangente a la parábola en B:

0
0 0

0

yy y (x x )
2x

− = ⋅ −  .

Al hacer operaciones resulta:
yy0 = p(x+x0 ) ,

ecuación habitual de la tangente a la parábola.
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Curiosa ilustración caricaturesca alusiva a la costumbre que tenía Fermat de reseñar sus
descubrimientos en los márgenes de las obras de su pertenencia, que aparece en el artículo 15,
sobre Teoría de Números, firmado por Paul S. Herwitz, de la obra coordinada por Morris Kline
Matemáticas en el mundo moderno (Editorial Blume, Madrid, 1974).
A Fermat siempre le acompaña el calificativo de «aficionado» porque su profesión de jurista no
estaba laboralmente muy próxima a la actividad de creación científica. Por la especial dedicación de
Fermat a la investigación matemática y por la importancia capital de sus resultados justo es
llamarle «El Príncipe de los aficionados» como hace E.T.Bell en Les grands mathématiciens (Payot,
París, 1950).

FERMAT, EL PRÍNCIPE DE LOS AFICIONADOS A LAS MATEMÁTICAS

 Facsímil de un carta autógrafa
de Fermat al Padre Mersenne,
publicada en el Diario de las
Matemáticas de Crelle, con la
intención de identificar la  letra
del eximio y célebre matemático,
albergando la esperanza de
facilitar el hallazgo a los
eruditos de manuscritos
perdidos de Fermat o notas en
márgenes de libros.
Es casi legendario el hecho de
que Fermat no tenía cuadernillos
de notas ni conservaba los
apuntes manuscritos con sus
brillantes consideraciones y  sus
excelentes  descubrimientos
matemáticos. Escribía sus
observaciones en los márgenes
de los libros de su magnífica
biblioteca de obras clásicas de la
Matemática griega.
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La tangente a la elipse
La tangente a la elipse es tratada por Fermat en la memoria que hemos llamado M.2
(TO.OF.III.129), como una nueva aplicación de su método de adigualdad y como en el caso
de la parábola, en el trazado de la tangente a la elipse, Fermat manifiesta que aplica su
método de máximos y mínimos:

«[...].Para aplicar también este método a las tangentes, puedo proceder como sigue.
Sea, por ejemplo la elipse [...].»

Fermat considera la elipse ZDN de eje ZN y centro R, y se plantea trazar la tangente en un
punto D de la misma. Sea ésta DM, que interseca al eje en el punto M. Tracemos la
ordenada DO desde el punto D y pongamos, en notaciones algebraicas, OZ=b, ON=g.
Hemos de determinar el segmento subtangente, OM=a.

Fermat toma, a continuación, un punto V cualquiera comprendido entre O y N:
«[...]. Puesto que DM es tangente a la elipse, si por un punto V, tomado “ad libitum”
entre O y N, [...]»,

y traza la ordenada IEV, paralela a DO, que corta a la tangente DM en el punto I, y a la
elipse en el punto E.
Aplicando para la elipse, la propiedad de generación de las cónicas, en forma de proporción
(Las Cónicas de Apolonio I.12), Fermat obtiene:

2

2
DO ZO·ON

ZV·VNEV
=  .

De la semejanza de triángulos rectángulos resulta:
 DO/IV = OM/VM  .

Siendo DM tangente a la elipse, todos sus puntos excepto D, son exteriores a la elipse, por
tanto IV>EV, lo que combinado con las igualdades anteriores permite escribir:

2

2
ZO·ON OM
ZV·VN VM

>  .

Llamando OV=e, los segmentos ZV, VN y VM serán:
 ZV=b+e,  VN=g–e,  VM=a–e  ,

Z
R O

D
 I

E

V N
M
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y la última desigualdad se expresará:

 
2

2
b·g a

(b e)·(g e) (a e)
>

+ − −
 .

 Por consiguiente, se tiene:
 b·g·(a–e)2 > a2·(b+e)·(g–e) .

Ahora Fermat introduce la «adigualdad»:
«[...]. Es preciso por tanto, según mi método, comparar por “adigualdad”, estos
productos, eliminar lo que es común y dividir lo que queda por e. [...].

Es decir, Fermat escribe:

b·g·(a–e)2  ≅  a2·(b+e)·(g–e) ,
que desarrollado es:

bga2 + bge2 –2bgae  ≅  bga2 –bea2 + gea2 –a2e2 .
Al eliminar términos comunes resulta:

bge – 2bga  ≅  –ba2 + ga2 – a2e .
Suprimiendo términos donde todavía aparece la e se obtiene:

 –2bga  ≅  –ba2 + ga2 .
Fermat alcanza, por fin, la solución. Aludiendo a la última adigualdad, escribe:

«[...] miembros que es preciso igualar, según el método. Trasponiendo como conviene;
se tendrá:  ba–ga = 2bg. »

Es decir, según el resultado de Fermat, el segmento de subtangente a, sería igual a:
 a = 2bg/(b–g) .

A continuación Fermat, para confirmar la validez de su solución, la compara con la solución
de Apolonio (Las Cónicas, II.49):

«[...]. Se ve que esta solución es la misma que la de Apolonio, pues según mi
construcción, para encontrar la tangente, es preciso hacer:

b g 2b ZO ON 2ZO, o ,
g a ON OM
− −

= =

 mientras que según la de Apolonio, es preciso hacer:

ZO ZM,
ON MN

=

y está claro que estas dos construcciones conducen a lo mismo.»

Efectivamente, los resultados de Fermat y de Apolonio son equivalentes, como se puede
comprobar fácilmente. En efecto:

ZO ZM ZO OM 2ZO OM 2ZO OM 2ZO ON,
ON MN MN OM OM OM OM ON

+ +
= = = = + = +
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de donde se deduce:

ZO ON 2ZO .
ON OM
−

=

 Fermat termina diciendo:
«Podría añadir otros numerosos ejemplos, tanto del primer caso de mi método como
del segundo, pero los descritos son suficientes y prueban de sobra que el método es
general y no falla jamás.»

Apliquemos el resultado de Fermat, en términos actuales, ala obtención de la ecuación de la
tangente a la elipse de semiejes α β:

 
2 2

2 2
x y 1+ =
α β

en el punto D de coordenadas D=(x0,y0).

Se tendrá: b = α+ x0 ,  g = β– x0 ,
y si m es la pendiente de la recta tangente en el punto D, se obtiene:

( )
2

0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 22 2

0 0 00
2

0

y y y x y x ·y ·x
2bga x ·y ·y2 x
b g 2x

− − − − − −β
= = = = =

α − α αα −
− β

,

de donde resulta para la ecuación de la tangente en D:

 
2

0
0 02

0

·xy y (x x )
·y

 −β
− = ⋅ − α 

 .

Al hacer operaciones resulta:

0 0
2 2

xx yy 1+ =
α β

,
ecuación habitual de la tangente a la elipse.

Z
R O

D=(x0,y0)

M

2α

2β

b

x0
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g
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El método de tangentes como derivación del método de extremos
Se puede comprobar fácilmente que los métodos de«adigualdad» para las tangentes
funcionan para un amplio conjunto de curvas –las curvas algebraicas–, y así se ha hecho
más arriba para la parábola y la elipse. Realmente como en el caso de extremos, el método
de tangentes se puede traducir o interpretar en el lenguaje del Cálculo Diferencial moderno
–y así se hará más adelante siguiendo indicaciones de la propia correspondencia de
Fermat–. Pero mucho más interesante históricamente es la cuestión de estudiar, por qué
Fermat estaba convencido que el método funcionaba e investigar como se le ocurrió.
La exitosa resolución del problema de la Proposición VII.61,de La Colección Matemática de
Pappus, pudo haber encendido en Fermat la crucial llama intuitiva, pues en este problema
aplica su método de «adigualdad» a proporciones, en igual forma que lo aplicaba a
cantidades; y hay que considerar que hasta los avances que en su propio pensamiento
sobre extremos y tangentes, provocó su propia Geometría Analítica y su lectura de La
Geometría de Descartes, las curvas eran definidas mediante proporciones. Por ejemplo, la
parábola se definía mediante la expresión griega clásica, según la cual (Las Cónicas de
Apolonio, I.11):

«Una parábola es una curva para la que dados dos puntos cualesquiera B,P, de la
misma se tiene:  BC2/PI2 = CD/ID » .

Es decir, BC2/CD = PI2/ID, lo que dice que para cada punto B sobre la parábola, la cantidad
BC2/CD es una constante llamada el «latus rectum».

Análogamente se definía una elipse en la forma (Las Cónicas de Apolonio, I.13):

«Una elipse es una curva para la que dados dos puntos B,P, de la misma se tiene:
2

2
BC CD·CF .»

ID·IFPI
 

=
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Estas expresiones de las cónicas en forma de proporción es lo que se llamaba el
«symptôma» de Apolonio. Antes de su invención de una Geometría Analítica en su Ad locos
planos et solidos isagoge –Introducción a los lugares planos y sólidos–, esta forma como
proporción, era el único medio que tenía Fermat para expresar las propiedades de definición
de las curvas. Pero esa invención tiene lugar hacia 1635, varios años después de la fecha
que Fermat asigna a la invención del método de tangentes. Algunas interpretaciones del
método de tangentes de Fermat pasan por alto este detalle, que según veremos es crucial
para entender el futuro desarrollo del método. Cuando la necesidad de fundamentar sus
desarrollos le aprieta, en el curso de su agria disputa con Descartes, Fermat no duda en
utilizar las nuevas posibilidades de expresión de curvas, en términos de ecuaciones, que le
brinda la nueva Geometría Analítica. La aparición de ésta, altera radicalmente los conceptos
matemáticos sobre curvas, y rápidamente hace crecer el número de curvas disponibles para
la investigación matemática. Solo cuando a toda curva –de las que nosotros llamamos
algebraicas– se le puede asignar una ecuación, que le corresponde unívocamente y que
implícitamente contiene todas sus propiedades, tiene interés generalizar, en el más amplio
sentido, todo método algebraico de tangentes. Por consiguiente, la discusión del método de
tangentes de Fermat, posterior a 1635–36 ofrecerá poca ayuda al historiador que busque los
fundamentos de su método original.
Naturalmente Fermat utilizó los nuevos recursos para realizar el tránsito de la expresión
antigua de las curvas en forma de proporción, a la expresión en forma de ecuación, pero al
ser él mismo el artífice de los nuevos recursos geométrico–algebraicos, pudo quizá no haber
reparado en el profundo cambio conceptual que se acarreaba. Así pues al intentar
reconstruir una generalización del método original de tangentes, que permita explicar la
confianza ilimitada que Fermat tenía en su método, se debe tener presente estas
reflexiones, sobre la situación anterior a los revolucionarios cambios que produjo el
advenimiento de la Geometría Analítica.
Procedamos a intentar una reconstrucción y tras ella una generalización del método de
tangentes de Fermat. Para ello tengamos presente las cuestiones claves que presidirían el
ulterior desarrollo de Fermat del método de las tangentes y sobre todo la ardua polémica
con Descartes, que serían:
a. ¿Puede encontrarse un valor extremo relacionado con el trazado de una tangente?
b. Que cantidad extremal se somete al método de máximos y mínimos en el trazado de una

tangente?
c. ¿En qué sentido el método de tangentes deriva del método de máximos y mínimos?

Sigamos la descripción de Fermat del método de las tangentes en la parábola:
Con referencia nuevamente a la figura de la parábola, tenemos que para todo punto O
distinto de B sobre la tangente BE, la razón OI2/DI, es mayor que la razón BC2/CD, ya que
para P en la parábola se tiene:

 BC2/CD = PI2/DI  y  OI>PI .
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Por tanto la razón BC2/CD, es en cierto sentido un valor mínimo para la cantidad en forma
de razón OI2/DI, variando O sobre la tangente, es decir:

2 2BC OImínimo , I tangente BE
CD DI

 
= ∈ 

 
.

Tratemos tal mínimo mediante el método de máximos y mínimos.
La determinación de la tangente requiere encontrar la longitud de la subtangente, CE=a.
Sea CD=d, CI=e, entonces IE=a–e, DI=d–e.
Siendo el triángulo BCE fijo, también lo es la razón BC/a=m, por tanto de la consideración
del triángulo se tiene: BC=am, de donde resulta para el «symptôma» de la parábola:

2 2 2BC m a
CD d

=

De la semejanza de los triángulos rectángulos BCE, OIE, se obtiene: OI=m·IE, y de aquí:
2 2 2OI   m ·(a-e)

DI d-e
=

Al cambiar a por a–e, en la expresión que presuntamente se hace mínima BC2/CD, cambiará
d en d–e, es decir al aplicar el punto 3 del Methodus, tendríamos la expresión m2·(a–e)/(d–
e), que según acabamos de ver es igual a OI2/DI.
Según los preceptos del método de máximos y mínimos, Fermat «adigualaría» las dos
expresiones: m2a2/d , m2·(a–e)2/(d–e):

2 2 2 2  m a   m ·(a e)
d d e

−
≅

−

 es decir «adigualaría»:  
2 2BC OI

CD DI
= ,

no porque la e sea «pequeña», (a lo que no hace alusión, pues toma un punto O cualquiera
sobre la tangente BE, es decir, toma e «ad libitum»), sino como aplicación directa de la
doctrina del Methodus.
De la adigualdad considerada resulta:

 a2·(d–e)  ≅  d·(a–e)2 ,
que es precisamente la «adigualdad» a la que llega Fermat, como hemos visto
anteriormente. El resto de la derivación hasta llegar al valor del segmento de subtangente
CE=a, seguiría los mandatos del Methodus paso a paso.
Tendríamos de esta manera una plausible e hipotética reconstrucción del camino original
que media entre el método de máximos y mínimos y el método de tangentes, a saber
tratando la razón BC2/CD como un mínimo. Sin embargo ni en el Methodus, ni en escritos
posteriores de Fermat, hay ninguna indicación de que ésta fuera la forma en que él
relacionaba ambos métodos, derivando uno a partir del otro.
Tras la reconstrucción realizada y en orden a seguir intentando descubrir por qué Fermat
afirma categóricamente que su método de tangentes deriva de su método de máximos y
mínimos, ensayemos una generalización del método de tangentes, más allá de su particular
aplicación a la parábola o la elipse.
 Expresemos la razón definitoria de la curva –el «symptôma»– en la forma:

 f(BC) k
h(CD)

= , siendo k alguna constante de proporcionalidad.

Por ejemplo, para la parábola y la elipse tendríamos:
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a) Parábola: y2 = 2px ;  
2f(BC) BC 2p.

h(CD) CD
= =

b) Elipse: 
2 2

2 2
x y 1+ =
α β

 ; 
2 2

2
f(BC) BC
h(CD) CD·CF

β
= =

α
.

Habría que observar que la expresión del «symptôma» en la forma:

f(BC) k
h(CD)

=  ,

no es aplicable a todas las curvas planas, es decir no toda curva plana es expresable en
forma de variables separadas. No obstante todas las curvas manejadas por Fermat antes de
1629 y algunas posteriormente, en particular las secciones cónicas, admiten esta expresión.
Para curvas trascendentes, Fermat generalizará, como veremos más adelante, su método
de tangentes, en la memoria Doctrina Tangentium mediante una hábil extensión de la
«adigualdad».

Con base en  f(BC) k
h(CD)

= , bastaría considerar el triángulo BCE y mediante BC=ma, trabajar a

partir de la «adigualdad»:

( )f m(a e)  f(MA) 
h(CD) h(CD e)

−
=

−
 ,

para determinar la tangente de toda curva, cuyo «symptôma» o proporción definitoria se
conociera.
Por ejemplo, en el caso de la elipse, llamando CD=g, CF=b, tendríamos:

 
2 2 2 2m a  m ·(a e)  
bg (g e)·(b+e)

−
=

−
,

o equivalentemente:

 b·g·(a–e)2  ≅  a2·(b+e)·(g–e) ,
que es precisamente la «adigualdad» obtenida por Fermat en el trazado de la tangente a la
elipse, como hemos visto con anterioridad.
Bajo la reconstrucción y generalización realizadas, podríamos afirmar que el método de
tangentes de Fermat, sería completamente general y derivaría de su método de máximos y
mínimos. Sin embargo, Fermat no dejó en el Methodus, en modo alguno, nada claro el
asunto. Se limitó simplemente a exponer la aplicación del método a la parábola, terminando
la memoria con una afirmación categórica:

«Este método nunca falla, [...].»
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LAS VICISITUDES DE LA PUBLICACIÓN
DE LAS OEUVRES DE FERMAT

1. Edición de Samuel de Fermat de VARIA OPERA MATHEMATICA de D. PETRI DE FERMAT. Tolosa,
1679.

2. Portada del volumen IV de las OEUVRES DE FERMAT, publicadas entre 1891 y 1912 por P.Tannery y
C.Henry .

La particular forma que tenía Fermat de trabajar en Matemáticas –Fermat no escribió grandes tratados, sino
apuntes episódicos y notas marginales–, así como la manera de comunicar de forma epistolar sus
descubrimientos, unida a la despreocupación por la conservación de sus papeles y la constante reticencia en
torno a su eventual publicación, supuso que a su muerte, en 1665, la mayoría de los manuscritos de Fermat –
de algunos de ellos ni siquiera existía copia– estuvieran en manos de sus múltiples corresponsales y por
tanto gran parte de su trabajo quedara desperdigado en numerosos ambientes científicos de toda Europa.
En vida de Fermat sólo una memoria se publicó, fue un tratado sobre rectificación de curvas impreso en
1660 bajo las iniciales M.P.E.A.S. (De la comparación de las líneas curvas con las líneas rectas. Disertación
geométrica), como apéndice de un tratado de Lalouvère sobre la cicloide. Por estas razones su influencia
directa no tuvo la envergadura y la inmediatez que la de Descartes.
Catorce años después de la muerte de su padre, habiendo reunido la mayor parte de los escritos latinos, así
como un número suficiente de cartas inéditas, Samuel de Fermat hizo imprimir en 1679 Varia Opera
Mathematica, que a pesar de las omisisones de importantes desarrollos de Fermat y de las excesivas
incorrecciones –Samuel no era matemático–, constituyó hasta finales del siglo XIX –se reimprimió en 1861–
la única publicación donde se podían estudiar los trabajos de Fermat.
Gran parte de la obra de Fermat presente o ausente en las Varia Opera que yacía en manuscritos, originales
y copias, muchos de ellos sin título y anónimos, cayó en manos de coleccionistas y seguramente fue
atribuida a otros matemáticos.
Gracias a la actividad bibliófila del historiador de las Matemáticas C.G.Libri, el Ministerio de Instrucción
Pública francés –en un Proyecto de Ley de 28 de abril de 1843–  instituyó un programa para una nueva
edición de las obras de Fermat a cargo del Estado, que resolviera los defectos y colmara las lagunas de las
Varia Opera, que el propio Libri había señalado al disponer de nuevos manuscritos y demás material
inédito de Fermat. Numerosas vicisitudes políticas y administrativas retrasaron el proyecto hasta finales del
siglo XIX.
Teniendo a su disposición las anteriores publicaciones, así como numerosos manuscritos recopilados a lo
largo del tiempo y a lo ancho de Europa, C.Henry  y P.Tannery emprendieron por fin en 1891, la
publicación de las Oevres de Fermat, concluyendo la magna obra de cuatro grandes volúmenes en 1912.
Posteriormente C. de Waard, en sus investigaciones que condujeron a la publicación de la Correspondencia
de Mersenne, descubrió en Groningen y Florencia algunas cartas y memorias de Fermat. La mas importante
(y la única sobre el tema de máximos y mínimos) es la Carta a Brûlart, de 1643, que fue publicada por
Giovannozi en 1919, e incorporada en 1922 al Supplément a los Volúmenes I-IV de las Oeuvres de Fermat.
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La tangente a través de la normal. El Méthode expliquée
Aunque Fermat no gustaba de publicar sus descubrimientos matemáticos, los matemáticos
de París habían presionado excesivamente sobre él, para que pusiera sobre el papel sus
métodos de máximos y mínimos y de tangentes, o al menos diera alguna indicación de las
técnicas que había empleado para obtener tan brillantes soluciones de  los magníficos
problemas, antiguos y modernos, que se habían planteado. De modo que no le quedó más
remedio que comunicar los métodos, pero lo hizo de forma tan vaga e imprecisa, que
naturalmente no dio satisfacción al público matemático, particularmente a Descartes, que
sintiéndose ofendido por una ligera crítica de Fermat a una de sus creaciones científicas, La
Dióptrica –opúsculo que acompañaba al El Discurso del Método– desencadenó una
tempestuosa tormenta de crítica contra los métodos de Fermat.
Como reacción, Fermat escribe numerosos documentos para justificar sus métodos, entre
los cuales uno de los más significativos es el llamado Méthode expliquée (TH.OF.II.154).
En esta memoria Fermat considera la curva ZCA con los elementos dados y se propone
buscar la tangente AD, trazada desde el punto D a la curva. Fermat expone:

«[...] Tomemos a discreción un punto, tal como E, sobre la tangente, desde el cual se
traza la paralela FE a la ordenada AB, [...]. Aunque la línea FE no sea igual a la
ordenada trazada desde el punto F a la curva, yo la considero sin embargo como si en
efecto fuese igual a la ordenada, y a continuación la comparo por «adigualdad» con la
línea FI, mediante la propiedad específica de la curva.»

En la parábola, por ejemplo, yo hago lo siguiente:

           como BC es a CF, así BA2 es a FE2  ,

o bien, para evitar las fracciones y la diversidad de líneas,

           como BC es a CF, así BD2 es a DF2  ;
pues siempre es lo mismo, a causa de los dos triángulos semejantes  DBA, DFE.»

En la aplicación que realiza Fermat sobre la parábola,
la«adigualdad» FI ≅ FE le conduce a considerar, «la propiedad
específica» de la curva no sobre la curva misma sino sobre la
tangente ,como más tarde escribirá literalmente en Doctrinam
Tangentium, ya que viene a afirmar que se verifica:

BA² BC BD² BCy
FE² CF DF² CF

≅ = ,

lo que resulta de la «adigualdad» FI ≅ FE y de la consideración

de la propiedad específica de la parábola BA² BC
FI² CF

 ≅  
y de la

semejanza de triángulos DBA, DFE BA BD
FE DF
 =  

.

De BA² BC BA²resulta FE² ·CF
FE² CF BC

≅ ≅ , lo que permite asegurar a Fermat:

«[...] Puedo comparar el cuadrado de FE con el rectángulo determinado por el ”latus
rectum» [BA2/BC] de la parábola y la línea CF, como si este cuadrado fuera igual a
este rectángulo, aunque de hecho no lo sea, pues solamente las ordenadas de puntos
de la curva tienen esta propiedad que nosotros concedemos por  ”adigualdad”  a la
línea FE .
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Escribamos el razonamiento de Fermat en términos algebraicos. Consideremos los
segmentos:

BD=a , BA=b, BF=e , BC=d ,
como datos. De ellos  obtenemos:

CF=d–e , FD=a–e .

A partir de la última adigualdad: BA²FE² ·CF
BC

≅  , se deduce el resultado:

2 2 2

2
b ·(a e) b /d

d ea
−

=
−

que conduce a la expresión habitual:
 (a–e)2·d = a2·(d–e) ,

de donde aplicando la regla se llega al resultado correcto:  a = 2d .

Hasta aquí Fermat no habría hecho
sino refinar el algoritmo de su método
original. Pero la «adigualdad»
empezaba a tener una vida propia, al
comenzar una lenta transición entre
la «adigualdad» como disfraz para
ocultar los verdaderos fundamentos
de los métodos de máximos y
mínimos y tangentes y la
«adigualdad» como pseudo–
igualdad, cuasi–igualdad o
«aproximadamente igual» en el
camino hacia lo infinitesimal.
Originalmente utilizado para ocultar
los razonamientos que vimos en los
intentos de reconstrucción de los
métodos de extremos y tangentes, el
término diofantino permitiría a Fermat
realizar la extensión que ahora
estaba haciendo, mientras mantenía
una estrecha relación entre los pasos
originales del algoritmo y los más
rigurosos y claros razonamientos, en
que ahora empezaba a basar el
método.

Como en el caso de extremos en una verdadera tentación interpretar el método de Fermat
en términos infinitesimales de límites y derivadas.
Veamos, pues, en el cuadro siguiente, una aproximación, en lenguaje actual, al
procedimiento de Fermat para el trazado de las tangentes a una curva algebraica y=f(x),
derivado de su método de máximos y mínimos, que tanta polémica provocó en el círculo
matemático del Padre Mersenne por la intervención de Descartes y que posteriormente ha
hecho que los matemáticos franceses, y en particular Cauchy, hayan considerado a Fermat
ya no sólo como predecesor sino como el auténtico creador del Cálculo Diferencial.

Retrato de Fermat. Lycée Pierre de Fermat. Toulouse.
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EL MÉTODO DE FERMAT PARA LAS TANGENTES EN TÉRMINOS
INFINITESIMALES DE LÍMITES Y DERIVADAS

Sea la curva algebraica y =f(x).

e

I

x+e
F

x
OD

f(x)

B

A

y=f(x)

f(x+e)

 a

E

donde la expresión f(x+e)–f(x) resulta ser divisible por e si f(x) es una función algebraica.

Simplificando y haciendo e igual a cero, se obtiene para la subtangente a, una expresión

que es equivalente a f(x)
f '(x)

, donde f’(x) es la derivada formal de la función algebraica

y=f(x). Pero como la pendiente de la recta tangente es precisamente =
f(x)m

a
, resulta que

el desarrollo de Fermat identifica la pendiente de la recta tangente a la curva y=f(x) con
la derivada formal f’(x).

________________________________

Apliquemos el método a la parábola y=f(x)=x2.

    

y=x2

Llamemos: DB=a, BF=e.
La adigualdad FI ≅ FE y la
semejanza de triángulos ∆ABD,
∆IFD, conduce a la adigualdad:

+
≅

+
a a e

f(x) f(x e)

sobre la que se aplicarán los pasos
habituales de la regla del Methodus.

A partir de

+
≅ ≅

+ + −
a a e e

f(x) f(x e) f(x e) f(x)

se deduce: ≅
+ −

f(x) af(x e) f(x)
e

,

Escribimos la primera adigualdad: +
≅

+
a a e

f(x) f(x e)
 ,

 y hacemos operaciones:

( ) ( )
+

≅ ≅ = =
+ ++ + −2 22 22

a a e e e 1
x e 2xe e 2xx e x e x

Ahora, al hacer e=0, resulta el valor para la
subtangente a=x/2.

Luego la pendiente de la tangente, equivalente a
nuestra derivada, es:

= = = =
2f(x) xm 2x f '(x)

a x 2
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Fermat continúa en el Methode expliquée poniendo a prueba la utilidad del método, y lo
aplica a resolver brillantemente un problema al que Descartes le había desafiado a resolver:
encontrar la tangente al «Folium de Descartes», expresándose de la siguiente forma:

[...]. Y para hacer ver que el método es general, y que satisface con similar facilidad
todo tipo de cuestiones, lo podemos aplicar, como segundo ejemplo, a la línea curva
propuesta por Descartes.

Sea la curva CA cuya propiedad de definición es que, cualquier punto que se tome
sobre dicha curva, como A, trazando la perpendicular AB, los dos cubos CB y BA son
iguales al paralelepípedo determinado por una línea recta dada, como NM, y las dos
líneas CB y BA.

Supongamos la cosa hecha, y sea una construcción parecida a la precedente, con los
nombres de la líneas BD, BC, BA, CF, FE. Será necesario comparar mediante
”adigualdad”, los dos cubos CF, FE, con el sólido determinado por NM, FC, FE.»

Poniendo notaciones algebraicas:
BD=a , BF=e ,   NM=n , BA=b , CB=d ,   CF=d–e , DF=a–e ,

por semejanza de los triángulos  DFE, DBA, se tendrá: FE/DF = BA/BD, de donde:
3 3 3 3 3 2 3 2

3 3
3

BA b a b e 3b a e 3b aeFE DF
BD

− − +
= ⋅ =

a
 .

Los otros términos que intervienen son:
CF3 = (d–e)3= d3–e3–3d2e+3de2 ,

2b(a e) ndba ndbe nbae nbeNM·CF·FE n·(d e) .
a a

         

− − − +
= − ⋅ =

Tras la comparación por «adigualdad»: CF3 + FE3 ≅ NM·CF·FE,
siguiendo después paso a paso la regla se obtiene:

3d2a + 3b3 = ndb + nba ,
de donde finalmente resulta:

2

2
ndb 3ba ,
3d nb

−
=

−

un resultado correcto de un problema realmente difícil.
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A continuación Fermat se dispone por fin, en los párrafos siguientes del Méthode expliquée,
a dilucidar la relación exacta, el vínculo real entre el método de máximos y mínimos y de
tangentes, es decir, a contestar a las preguntas planteadas anteriormente, base de las
increpaciones de Descartes y, por tanto causa primera de la polémica entre ambos. Pero de
forma sorprendente, Fermat en vez de aclararnos como una tangente resulta de un máximo
o  mínimo saca a relucir la normal en la forma siguiente:

               
                   
«[...]. Para señalar de que manera el método de ”maximis et
minimis” puede ser aplicado a la invención de las tangentes
helo aquí:

Siendo dado el punto A, es preciso recurrir no  ”ad
maximam”, puesto que no se encontraría más que el
infinito, sino  ”ad minimam”. Busquemos por consiguiente el
punto O en el diámetro, de tal forma que la línea OA sea la
más corta que pueda ser trazada desde el punto O a la
curva. El punto O se encontrará mediante el método.
Unamos los puntos O y A mediante la línea OA, y tracemos
la línea AD perpendicular a OA. Digo entonces que esta
línea AD será tangente a la curva, lo que se demuestra
fácilmente.»

Fermat realiza una demostración retórica de este hecho y aplica inmediatamente a la
parábola, lo que acaba de desarrollar.

«Sea por ejemplo la parábola dada  CIA ,sobre la cual se ha
dado el punto A. Quiero buscar el punto O, de manera que OA
sea la línea más corta de todas las que desde el punto O se
pueden trazar hasta la parábola.»
                                      
Sigamos en notaciones algebraicas la construcción que hace
Fermat de la tangente a la parábola .
 Sean  BC=d , BA=b ,  OB=a , BF=e ,
de donde:  OF=a+e , FC=d–e ,
el «latus rectum» será entonces  z=b2/d .

Siguiendo paso a paso el método de máximos y mínimos de Fermat, se tiene:
1. Sea  a=OB  la incógnita del problema.
2. Se expresa la cantidad   OA2 mínima en términos de a:

     OA2 = OB2+BA2 = a2+b2 .
3. Se sustituye  a=OB  por a+e=OF y se expresa la  cantidad mínima en términos de a y e:
     a partir de  FI2 = z·CF = z·(d–e),  OF2 = (a+e) = a2+2ae+e2, se obtiene:
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     OI2 = OF2 + FI2 = a2+e2+2ae+zd–ze .
4. Se «adigualan» las dos expresiones de la cantidad mínima:  

 OA2 ≅ OI2 ,  es decir: a2+b2 ≅  a2+e2+2ae+zd–ze .
5. Se eliminan los términos comunes (se utiliza que b2=zd):

0 ≅ e2+2ae–ze .
6. Se dividen todos los términos por e:

0 ≅ e+2a–z .
7. Se suprimen los términos que todavía contienen la e:  

0 ≅ 2a–z .
 8.– Se resuelve la ecuación resultante:

a = z/2 .
 
Fermat termina el problema de la parábola diciendo:

«[...].Y por tanto a, es decir OB, será igual a la mitad del latus rectum de la parábola, y
la tangente está hallada.»

Apliquemos el resultado obtenido por Fermat a obtener, en nuestro lenguaje la ecuación de
la tangente a la parábola de ecuación y2=2px, (cuyo «latus rectum» es 2p) en el punto P=(xo
,yo).
Si tomamos OB=a, el resultado de Fermat nos da:  a = –p.
La pendiente de la recta normal a la parábola en el punto P será :

BP/OB = yo /a = –yo/p ,

de donde resulta para la pendiente de la tangente  la cantidad p/y . Así pues la ecuación de
la recta tangente a la parábola  y2=2px , en el punto P=(xo ,yo ) será:

y–yo  = (p/ yo)·(x–xo ) ,
es decir: yyo  = p(x+xo ) .

Hemos visto como Fermat ha explicitado, por fin, la conexión entre el método de máximos y
mínimos y el de tangentes, demostrando claramente que el método de tangentes utiliza un
procedimiento derivado exclusivamente de su método de máximos y mínimos.
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Pero el cambio desde el método original de tangentes (el del Methodus) hasta la anterior
derivación, es tan sorprendente como imprevisto. Y a pesar de lo que diga el propio Fermat
puede que la nueva forma no estuviera originalmente en su mente, porque no sigue
estrictamente los pasos del algoritmo de tangentes del Methodus aplicado a la parábola, ni
los pasos con que inicia el propio Méthode expliquée. Fermat cambia radicalmente el
enfoque, aplicando el método a la determinación de la normal, y es muy probable que lo
hiciera inducido por la forma cartesiana de obtención de la normal. 
No obstante en los párrafos siguientes del Méthode expliquée Fermat justifica porqué utilizó
en el Methodus su regla de forma diferente, a pesar de que el vínculo entre máximos y
mínimos y tangentes se establece, según él, a través del mínimo que proporciona la normal:

«[...]. Es así [mediante la normal] como aplicaba mi método para encontrar tangentes,
pero reconozco que tenía su defecto, a causa de que la línea OI, o su cuadrado, son
difíciles de encontrar por esta vía; debido a las asimetrías que se suelen encontrar en
estas cuestiones. [...].»

Fermat alude en el párrafo siguiente del Méthode expliquée a las deficiencias que tienen los
métodos que utilizan la normal justificando la introducción del método original:

«[...]. Puesto que por consiguiente estos dos métodos [los que utilizan la normal]
parecen insuficientes, era necesario encontrar uno que eliminara estas dificultades.

Me parece con razón que es el primero que he propuesto, pues siendo CF siempre
igual a d–e, FE siendo b·(a–e)/a, no veo nada que impida que se les pueda comparar,
si se quiere poniendo d–e por y, b·(a–e)/a por x [siguiendo las notaciones de
Descartes], sin encontrar nunca una sola asimetría, en lo que consiste la facilidad y la
perfección de este método.»

A pesar de que Fermat sigue manteniendo la virtualidad del método original, la controversia
con Descartes alteró de forma significativa sus puntos de vista sobre su propio método de
tangentes. La «adigualdad» había empezado a convertirse en algo más que una simple
máscara para encubrir los fundamentos reales del método, de forma que se inicia sobre ella
una lenta transición desde su aplicación como palabra clave a su significado como concepto
matemático.
Por otra parte la regla de tangentes llegó a ser conceptualmente más simple porque Fermat,
con su desarrollo de una Geometría Analítica en su Introducción a los Lugares Planos y
Sólidos, pudo a estas alturas sustituir las clásicas definiciones de las curvas basadas en
proporcionalidad –el «symptôma» de Apolonio–, por la «propiedad específica» de las
curvas. En efecto, la Introducción... había hecho posible describir curvas en términos de
ecuaciones, las cuales habían llegado a ser las propiedades específicas de las curvas. El
término «propiedad específica» que es de capital importancia para el incipiente concepto de
función, aparece de repente en los escritos de Fermat y empieza a tener un efecto inmediato
sobre la reformulación del método de tangentes, de lo que es buena muestra el Méthode
expliquée y más aún la Doctrinam Tangentium que veremos a continuación.
Acaba el Méthode expliquée con unas significativas palabras de Fermat que aluden por
primera vez al problema inverso de la tangente:

«Se podría a continuación buscar la inversa de esta proposición y, siendo dada la
propiedad de la tangente, buscar la curva que debe convenir a esta propiedad,
cuestión a la que desembocan las de los espejos ustorios propuestos por M.
Descartes. Pero esto merece un discurso aparte. [...]. Yo deseo solamente que él
sepas que nuestras cuestiones sobre “maximis et minimis et de tangentibus linearum
curvarum” son perfectas desde ocho o diez años y que varias personas que las
conocen desde hace cinco o seis años así lo atestiguan.»
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La Doctrinam Tangentium
A lo largo de los años de desarrollo de las técnicas de Fermat, sus métodos de máximos y
mínimos, evolucionaron relativamente poco. En cambio con las reglas para el trazado de
tangentes ocurrió lo contrario. El advenimiento de la Geometría Analítica de Descartes y del
propio Fermat, trajo consigo la introducción sistemática de nuevas y sofisticadas curvas, así
como la facilidad de expresión y definición de las nuevas y antiguas curvas, a tenor de lo
cual los métodos para el trazado de las tangentes a las líneas curvas, precisaban mayor
refinamiento. En esta línea se enmarca el desarrollo de Fermat de nuevas y potentes
técnicas para las tangentes, que plasma en la importante memoria Doctrinam Tangentium.
Queriendo mostrar que los procedimientos desarrollados en el Methodus y más tarde
clarificados y sistematizados en el Méthode expliquée, se aplicaban no solo a las curvas
algebraicas sino también a las ahora llamadas trascendentes o mecánicas, Fermat escribe
la Doctrinam Tangentium, proporcionando a la «adigualdad» un nuevo significado, que dará
más tarde, un magnífico fruto en los trabajos de Fermat sobre cuadratura y rectificación.
Fermat comienza la memoria Doctrinam Tangentium justificando los desarrollos que va a
emprender (TH.OF.III,140):

«La teoría de las tangentes es una continuación del método, desde largo tiempo
publicado para la invención del máximo y del mínimo, que permite resolver fácilmente
todas las cuestiones de condiciones límites y en particular aquellos famosos
problemas cuyas condiciones límites son señaladas como difíciles por Pappus (Libro
VII).

Las líneas curvas de las que nosotros buscamos las tangentes, tienen sus
propiedades específicas expresables, ya sea mediante líneas rectas solamente o
incluso mediante curvas complicadas que requieren rectas y otras curvas.

Nosotros hemos ya satisfecho el primer caso mediante nuestra regla, que, demasiado
concisa ha podido parecer difícil, pero que sin embargo ha sido reconocida como
legítima.»

Vemos como la lectura de La Geometría y el desarrollo de su propia Geometría Analítica
había afectado de forma significativa las nociones de Fermat sobre la naturaleza de las
líneas curvas y por tanto su sentido de la aplicabilidad general del método original de
tangentes.
Descartes distinguía entre «curvas matemáticas» –dignas de ser estudiada en Geometría– y
«curvas mecánicas». Las primeras podían ser definidas mediante una ecuación algebraica
indeterminada en dos incógnitas, correspondientes a segmentos rectilíneos variables,
mientras que las curvas mecánicas requieren para su definición longitudes de arco de otras
curvas. El nombre de mecánicas aplicado a algunas curvas es ambiguo porque muchas
«curvas matemáticas» pueden obtenerse de forma mecánica mediante un movimiento
continuo o una superposición de movimientos continuos, por ejemplo la elipse se puede
obtener mediante composición de dos movimientos continuos, de alejamiento y
acercamiento a los focos. Se debe entender –como hace Descartes en La Geometría– que
una curva es matemática cuando la relación de los movimientos que la definen «es exacta»,
es decir, puede ser expresada algebraicamente, en otro caso la curva será mecánica.
Fermat coincide plenamente con Descartes en estas concepciones sobre curvas. Las del
primer tipo tienen la propiedad específica expresable solo mediante líneas rectas. Para las
segundas la propiedad especifica requiere ser expresada no sólo mediante segmentos de
rectas sino también mediante segmentos curvilíneos.
Para las curvas del primer tipo la regla de tangentes ofrecida en el Methodus es suficiente.
En Doctrinam Tangentium, Fermat no añade nada a la regla, pero pone por escrito, en unas
cortas pero significativas palabras, el algoritmo general, con una claridad
incomparablemente superior a la del Methodus o el Méthode expliquée, diciendo:
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«Nosotros consideramos de hecho en el plano de una curva cualquiera, dos rectas
dadas en su posición, de las que a una se la puede llamar “diámetro” y a la otra
“ordenada”. Nosotros suponemos la tangente ya encontrada en un punto dado de la
curva, y consideramos mediante la ”adigualdad” la propiedad específica de la curva,
no sobre la curva misma sino sobre la tangente a encontrar.»

Es decir, por ejemplo, para la parábola se consideraría:

 
2 2BC OI

CD ID
=

Mientras que  para la elipse sería:
2

2
BC FC·CD

FI·IDOI
=

Continúa el texto de Fermat:
«Eliminando, siguiendo nuestra teoría de máximos y mínimos, los términos que sean
necesarios, llegamos a una igualdad que determina el punto de contacto de la
tangente con el diámetro, es decir la tangente misma.»

En este corto párrafo, Fermat sintetiza años de investigación matemática. Todo el nuevo
sistema geométrico creado en La Introducción a los Lugares Planos y Sólidos yace en la
primera frase, mientras que en la segunda frase Fermat pone por escrito los procedimientos
apuntados en el Méthode expliquée, que aplicará a continuación a la determinación de la
tangentes a dos curvas clásicas, la Cisoide de Diocles y la Concoide de Nicomedes, en una
forma que no difiere de las originales aplicaciones de la regla, más que por la complejidad
algebraica de las propiedades específicas de las curvas.

C  I D

O
B

N

P

F
C

B
O

P

 I D



179

Curvas algebraicas. La tangente a la Cisoide
La cisoide es una de las curvas clásicas griegas, utilizada por Diocles (hacia el 180 a.C.)
para construir dos medias proporcionales, que resolvieran el problema de Delos de la
«duplicación del cubo», lo que conocemos a través de Los Comentarios al Libro I de Los
Elementos de Euclides de Proclo (hacia el 460 d.C.) y de dos fragmentos de Eutocius (hacia
el 560 d.C.) sobre Diocles.
La cisoide en una curva plana que se engendra a partir de la construcción siguiente:
Sea el círculo ADBC, y consideremos dos diámetros perpendiculares AB y CD. sean E y F
puntos en los cuadrantes BD y BC, respectivamente, tales que los arcos BE y BF sean
iguales. Tracemos los segmentos EG y FH perpendiculares a CD. Unamos C con E, y sea P
el punto donde el segmento CE interseca a FH. La cisoide es el lugar geométrico de todos
los puntos P, correspondientes a las diferentes posiciones de E en el cuadrante BD y de F a
igual distancia de B que E, en el cuadrante BC.

De la construcción se obtiene EG=FH, CG=DH, de donde se deduce: 
 DH/FH = CG/EG .

El segmento FH es media proporcional entre los segmentos DH y CH, por tanto:
DH/FH = FH/HC .

Los triángulos EGC, PHC, son semejantes, luego se verifica:
CG/GE = HC/HP .

Combinando las tres igualdades, se obtiene:
FH/HC = HC/HP .

Se puede comprobar fácilmente que la expresión FH/HC = HC/HP caracteriza a los puntos P
de la curva, es decir, con la terminología de Fermat, representa la propiedad específica de la
curva.
Veamos ya la construcción de Fermat de la tangente a la cisoide en Doctrinam Tangentium:

«A los numerosos ejemplos que ya he dado, añadiré el de la tangente a la cisoide,
inventada, según se dice, por Diocles.»
Sea un círculo en el que los diámetros AG,BI, se cortan perpendicularmente, y la
cisoide IHG, en la cual, por un punto cualquiera H, se quiere trazar la tangente.

Supongamos el problema resuelto y sea F la intersección de CG y la tangente HF.
Pongamos DF=a, y tomando un punto E cualquiera entre D y F, DE=e.
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Según la propiedad específica de la cisoide: MD/DG = DG/DH, se tendrá por
consiguiente que expresar de forma analítica la “adigualdad” NE/EG≅EG/EO, siendo
EO la porción de la recta EN interceptada entre E y la tangente [es decir, se aplica,
como es habitual, la propiedad específica de la curva, no sobre la curva misma sino
sobre la tangente].

Sean dados AD=z, DG=n, DH=r, y como ya hemos señalado la incógnita DF=a, y la
cantidad arbitraria DE=e.
Se tendrá: EG = n–e , EO = (ra–re)/a [ya que por semejanza de los triángulos EOF,
DHF, se tiene: EO/EF= DH/DF)],

2EN zn ze ne e= − + −

[puesto que en el semicírculo AIG se verifica: EN2=AE·EG= =(z+e)·(n–e)]

Según la regla, se debe considerar la propiedad específica, no sobre la curva, sino
sobre la tangente, y poner por consiguiente NE/EG = EG/EO, siendo EO la ordenada
sobre la tangente, o en notaciones analíticas,

2zn ze ne e n e
ra ren e

a

− + − −
≅

−−

 elevando al cuadrado, para eliminar el radical:
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

zn ze ne e n e 2ne
n +e 2ne r a r e 2r ae

a

− + − + −
≅

− + −

Multiplicando todos los términos por a2, y adigualando según la regla el producto de los
extremos al de los medios, suprimiendo los términos superfluos, en conformidad con el
método, se tendrá por fin : 3za + na = 2zn .

2zn 2zn 2 ADxDG 2 ADxDG ADxDGEsdecir: a .
3z n 2z (z n) 2 AD (AD DG) 2 AD 2 AG AD AG

 
= = = = = + + + + + + + 

De donde se deduce la construcción siguiente de la tangente: Se prolonga el
radio CA del círculo dado hasta V y se toma AV=AC. Se divide ADxDG por VD,
sea DF el cociente; se une F con H y se tendrá la tangente FH a la cisoide.

A continuación Fermat procede de forma similar que en el caso de la cisoide al trazado de la
tangente a otra de las curvas clásicas griegas, la concoide de Nicomedes.
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Portadas de las ediciones de Paul Ver Eecke de las fuentes bibliográficas primarias griegas que más influencia
ejercieron sobre Fermat.
1. Archimède. Les Oeuvres complètes d'Archimède. Vaillant-Carmanne. Liège, 1960.
2. Les Coniques d’Apollonius de Perge. Blanchard. París, 1963
3. Diophante d'Alexandrie. Les six livres arithmétiques et le  livre des nombres polygones. Blanchard, París, 1959.
4. Pappus d'alexandrie. La Collection Mathématique.  Blanchard, París,  1982.

Estas magníficas ediciones de P. Ver Eecke de las obras de Arquímedes, Apolonio, Diofanto y Pappus, disponen
de una brillante introducción y de unas generosas notas de carácter histórico, filológico y matemático,
aclaratorias y extensivas del texto original que coadyuvan sobremanera a su intelección.

LAS OBRAS FUNDAMENTALES DE LA MATEMÁTICA GRIEGA DE
GRAN INFLUENCIA SOBRE DE FERMAT (EDICIONES DE P. VER EECKE)
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Curvas mecánicas. La tangente a la cicloide
La tangente a la cicloide es, sin duda alguna, el ejemplo más espectacular de la aplicación
de los métodos de Fermat al trazado de las tangentes a las líneas curvas. Fermat desarrolla
una potente parafernalia matemática aplicable al trazado de las tangentes de las curvas
mecánicas, que resuelve de forma brillante el problema.
Fermat sabiendo que a la cicloide –a la que llama la «Curva de Roberval») no se le pueden
aplicar directamente los métodos desarrollados hasta ahora, porque es una curva de
naturaleza esencialmente diferente a la parábola, elipse, cisoide, concoide, folium, etc., ya
que en su definición interviene una longitud de arco, prepara el camino con estas palabras
que siguen en la memoria Doctrinam Tangentium a la construcción de las tangente a la
cisoide y a la concoide:

«Para el segundo caso que Descartes juzgaba como difícil, se obtiene por un método
muy elegante y bastante sutil.
«Mientras que los términos estén formados solamente por rectas, se les busca y se les
dibuja según la regla precedente. Además, para evitar los radicales, se pueden
sustituir las ordenadas de las curvas por las ordenadas de las tangentes, halladas
según el método precedente. Y en fin, lo que es el punto importante, se pueden
sustituir las longitudes de arco de las curvas por las partes correspondientes de las
tangentes ya halladas y llegar a la ”adigualdad” , como hemos indicado: se resolverá
así fácilmente la cuestión.»

Vemos como el concepto de «adigualdad» ha sufrido una metamorfosis profunda. El
cambio, insinuado en el Méthode expliquée ya ha tenido lugar. La «adigualdad», en sus
orígenes extraída de Diofanto, para disfrazar la falsa asunción de que en el extremo una
ecuación tenía dos raíces distintas y esconder en última instancia los fundamentos de los
métodos de máximos y mínimos, se convirtió en el Méthode expliquée en una asunción de
pseudo–igualdad entre la ordenada de la curva y la distancia a lo largo de la misma línea,
desde el eje a la tangente. Ahora sin embargo Fermat da un paso de gigante hacia la noción
infinitesimal de «aproximadamente igual», con el establecimiento de dos principios:
1. Se pueden sustituir las ordenadas de las curvas por las ordenadas de las tangentes ya

halladas.
2. Se pueden sustituir las longitudes de arco de las curvas por las partes correspondientes

de las tangentes ya halladas.
Si el primer principio viene a ser la consideración por«adigualdad» de la propiedad
específica de la curva, no sobre la propia curva sino sobre la tangente, el segundo, más
audaz todavía, es un verdadero principio de rectificación.
Veamos como con base en estos principios Fermat realiza la admirable construcción de la
tangente a la cicloide.
Sea la cicloide HCG con vértice C y circunferencia generatriz CMF. Sea R un punto
cualquiera donde queremos trazar la tangente RB.
 Si MA la tangente al círculo, cambiemos ligeramente alguna de las notaciones de Fermat.
Sean en notaciones algebraicas:

CD=x , RD=f(x) , MD=g(x) ,
DE=e , f(x–e)=PE , g(x–e)=OE ,
MA=d , AD=b .

La magnitud que permite trazar la tangente RB es DB=a. La propiedad específica de la
cicloide permite escribir:

f(x) = RM + MD = arco CM + g(x) [1]
f(x–e) = PO + OE = arco CO + g(x–e) . [2]
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La semejanza de triángulos (RDB, NEB en primer lugar, y MDA,VEA en segundo lugar) y la
«adigualdad» usual en el método de las tangentes –la aplicación del primer principio– dan:

f(x)·(a-e) NE  f(x-e)                                                                                 [3]
a

g(x)·(b-e) EV  g(x-e)                                                                      
b

= ≅

= ≅           [4]

Restando arcos sobre la circunferencia se tiene:
 arco CO = arco CM – arco OM . [5]

Por otra parte de la aplicación del segundo principio y la semejanza de los triángulos MDA,
VEA, se obtiene:

 arco OM ≅ MV = de/b . [6]
Ahora [2], [5], [4]y [6] resulta:

de g(x)·(b e)f(x e) arco CM   .
b b

−
− ≅ − + [7]

De [7], donde junto con [1] y [3], obtenemos:

[ ] a e de g(x)·(b e)arco CM g(x)  arco CM   .
a b b
− −

+ ⋅ ≅ − + [8]

A partir de aquí utilizando las reglas habituales del proceso de «adigualdad» se
tiene sucesivamente:

[ ] ( ) ( ) ade g(x)·ae)arco CM g(x) a e  a· arco CM   g(x)·a  ,
b b

+ ⋅ − ≅ − + −

[ ] d+g(x)arco CM g(x) e ae ,
b

− + ⋅ ≅ ⋅

 arco CM g(x) d+g(x)  ,
a b
+

≅
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es decir, según [1]   f(x) d+g(x)  .
a b

≅ [9]

Ahora de la geometría de la figura resulta:  b2 = d2 – [g(x)]2 ,

y de aquí:  b d g(x)  .
d g(x) b

+
=

−
[10]

También se obtiene

d b g(x)  ,
r g(x) r x

= =
−

de donde resulta

d g(x) b  ,
x g(x)

−
=

y de aquí

d g(x) x  .
b g(x)

−
= [11]

Combinando [10] con [11] se deduce:

d+g(x) g(x)  .
b x

= [12]

Por fin, de [9] y [12] se obtiene:

f(x) g(x)  .
a x

=

Siendo la expresión g(x)/x la pendiente del segmento MC, podemos afirmar, como dice
Fermat al final de su desarrollo, que la tangente a la cicloide en el punto R, se obtiene
trazando la recta paralela al segmento MC por el punto de tangencia R.
La construcción de Fermat de la tangente a la cicloide es un magnífico paradigma de
utilización de todas las técnicas desarrolladas por Fermat sobre el tema de máximos y
mínimos y tangentes. Sin entrar estrictamente en el terreno de lo infinitesimal Fermat en
Doctrinam Tangentium se acerca lo más posible a este campo. Aquí la «adigualdad» es
utilizada no únicamente para postular la pseudo–igualdad entre la ordenada de la curva y la
de la tangente, sino que en la versión final del método de las tangentes, Fermat extiende su
uso para conseguir la pseudo–igual dad de una longitud de arco a lo largo de una curva, con
el segmento de tangente que la subtiende. Si la diferencia entre la «adigualdad» y lo
«aproximadamente igual» –o igualdad en el caso límite– estaba bien clara en la
Investigación Analítica o en el Methodus, esta diferencia deja de ser radical en Doctrinam
Tangentium.
A partir de finales de 1640, la noción de «adigualdad» que, como se ha mencionado de
forma reiterada, nació del intento de Fermat de escamotear los fundamentos puramente
algebraicos del método de tangentes, empezó a sugerir aplicaciones a una nueva clase de
problemas, aplicaciones que cimbreaban en la estrecha línea de separación entre el campo
de lo finito y el dominio de lo infinitesimal. Fermat, que no retornó al tema después de esta
época, aparentemente nunca cruzó esta línea divisoria en sus problemas de máximos y
mínimos y de tangentes. Durante los siguientes años Fermat hace evolucionar de forma
definitiva la «adigualdad» hacia «lo aproximadamente igual» abriendo el horizonte hacia la
cuadratura y la rectificación. En efecto, en el Tratado sobre Cuadratura Fermat, de forma
definitivamente clara dirá (TH.OF.III.218):

[...]. De acuerdo con el método de Arquímedes podemos ”adigualar”, como dice
Diofanto, o igualar por aproximación, [...].»
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EL MANUSCRITO DE FERMAT  DOCTRINAM TANGENTIUM  DE 1640

Según los historiadores de las Matemáticas, hay escasas razones para sospechar la existencia de
material inédito de Fermat. Sin embargo, los hábitos  de trabajo de Fermat pueden inducir a pensar en
ello, ya que como se sabe, Fermat tenía arraigada la costumbre de escribir en los márgenes de los
libros, de modo que aunque su copiosa biblioteca debió dispersarse a su muerte, alguno de sus libros
puede permanecer en manos de algún anticuario o coleccionista. Esta es la razón por la que los
editores de las Oeuvres de Fermat reprodujeron en la introducción del Volumen I, esta página del
facsímil de la memoria Doctrinam Tangentium, como muestra de la escritura autógrafa de Fermat, en
orden a reconocerla en otros documentos. En palabras de Paul Tannery y Charles Henry:
Reproducimos aquí un facsímil de la primera página del escrito Doctrinam Tangentium, que podrá
servir, en caso necesario, para reconocer la escritura de Fermat. Es difícil  esperar actualmente el
descubrimiento de cartas u opúsculos autógrafos. Aunque su imposibilidad en modo alguno está
demostrada, es en otro orden de investigaciones sobre el que llamamos la atención de los eruditos.
Fermat, que no tenía cuadernos de notas y no conservaba manuscritos, escribía sus observaciones
sobre los márgenes de los libros que le pertenecían, y debía hacerlo, cualquiera que fuera la naturaleza
de sus libros. Ahora bien, es difícil creer que haya tenido lugar la destrucción completa de todas las
Obras que han formado parte de la biblioteca de un hombre que era no solamente un matemático de
primer orden, sino que se interesaba por todas las cuestiones científicas y que era un humanista muy
distinguido. Parece por consiguiente que el examen de la escritura de las notas escritas en los
ejemplares de las Obras de su tiempo, podría llevar a constatar su paso por las manos de Fermat y
conducir a descubrimientos interesantes.

En la memoria Doctrinam
Tangentium, Fermat se decidió
a contestar a las acusaciones de
Descartes sobre sus métodos
de máximos y mínimos y
tangentes e inició la revelación
de los fundamentos de los
mismos, realizando en unas
pocas frases una síntesis de
una magnífica investigación
matemática sobre Geometría
Analítica, Máximos y Mínimos
y Tangentes.
Esta memoria representa por
su contenido la más sofisticada
versión del método de las
tangentes. Fermat obtiene las
tangentes a las curvas clásicas
–cisoide, concoide, cuadratriz–,
así como la tangente a la curva
más famosa del momento –la
cicloide–, donde se aprecia la
potencia de los nuevos
métodos surgidos de la
aplicación de la Geometría
Analítica de la Introdución a
los Lugares Planos y Sólidos, al
permitir aplicar el artificio de
la «adigualdad» a las curvas
mecánicas.
 Fermat trata también en este
escrito un problema de
inflexión y por la nueva visión
de antiguos y modernos
conceptos, así como por la
constante evolución de la
«adigualdad» hacia «lo
aproximadamente igual»,  abre
la puerta hacia la cuadratura y
la rectificación.

Página con la tangente a la Cicloide de un manuscrito autógrafo de
1640 de la última memoria de Fermat sobre las tangentes a las líneas
curvas –Doctrinam Tangentium– (TH.OF.III,140).
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FERMAT EN LA HISTORIA DEL CÁLCULO INFINITESIMAL

 posición de Fermat en la Historia de la Matemática en relación al descubrimiento del Cálculo Infinitesimal es
a cuestión muy debatida. La Historia atribuye con más o menos razón la invención del Cálculo Infinitesimal a
wton y a Leibniz, la Geometría Analítica a Descartes y el Cálculo de Probabilidades a B.Pascal, tres de los más
portantes campos de la Matemática desarrollados en el siglo XVII. Sin embargo la personalidad de Fermat está
 la raíz de todos los grandes descubrimientos matemáticos del siglo XVII. Ahora bien, mientras ciertas
aciones matemáticas de la época tienen una marca poderosamente individual –la Dinámica de Newton, la
ometría Proyectiva de Desargues o la Teoría de Números del propio Fermat–, en lo que al Cálculo se refiere, el
scubrimiento se fue fraguando de una forma gradualmente atomizada en lentas transiciones casi
perceptibles mediante la inevitable y sucesiva aparición de nuevos conceptos, métodos y técnicas que una
plia y brillante pléyade de matemáticos iban entrelazando entre sí de forma casi inextricable.
s revolucionarios métodos y técnicas que Fermat aplica a una masa ingente de problemas –cuadraturas,
baturas, máximos y mínimos, tangentes, rectificaciones, centros de gravedad, etc.– avalan el que muchos
atemáticos, sobre todo franceses, le veneren como el verdadero descubridor del Cálculo Infinitesimal, en sus
s aspectos, Diferencial e Integral. Tras un primer contacto con los trabajos de Fermat, es fácil llegar a compartir
ta opinión sobre todo si en vez de manejar obras originales se conforma uno con historias más o menos fieles,
nde para hacer más inteligible al creador, se adopta un lenguaje actual, lo que le desvirtúa en mayor o menor
ado. Esto es aplicable en general en la Historia de las Matemáticas, pero en el caso de Fermat es particularmente
ave, por lo que toda paráfrasis debe realizarse con sumo cuidado y respeto a las ideas originales.
 las cuadraturas, Fermat busca y encuentra un rectángulo que proporcione el área de una figura bajo una curva.
 su resolución del problema gravitan muchos de los elementos conceptuales esenciales de la integral definida,
rticularmente el equivalente al límite de una suma de infinitas áreas de rectángulos infinitamente pequeños,
ro la solución de Fermat es la contestación a un específico y concreto problema geométrico. Fermat no estudia la
riación de la cuadratura de una curva respecto a una abscisa variable, que genera otra curva –ideal germinal del
lculo Integral, como muestra el trabajo de Newton con su estudio de la razón de cambio de esta nueva curva–.
rmat formula su ingenioso y práctico método de máximos y mínimos, que tanto se asemeja formalmente al
cremento infinitesimal de la variable independiente de nuestro Cálculo Diferencial, y según él, lo aplica a su
étodo de las tangentes, aunque no es muy capaz de explicar qué vínculos –aparte de la «adigualdad»– hay entre

bas técnicas, es decir, qué cantidad se somete al método de máximos y mínimos en el método de las tangentes.
s procedimientos de Fermat para las tangentes son, en apariencia, sorprendentemente similares y comparables
os de nuestro Cálculo Diferencial que se fundamenta con la técnica de los límites. No obstante, Fermat, aunque
rece encontrar la solución en el desprecio de «potencias infinitesimales» –en la línea de los procedimientos
alíticos de Barrow para las tangentes y de Newton en su primera versión de las fluxiones–, nunca atraviesa, en
tema de máximos y mínimos y tangentes, la barrera entre lo finito y lo infinitesimal. No es fácil por tanto
limitar el nivel de contribución de Fermat al nacimiento del Cálculo Diferencial. El análisis de las memorias y
correspondencia de Fermat permite asegurar que las raíces de sus métodos residen en el campo de lo
ito-algebraico de la Teoría de Ecuaciones de Vieta y no en ningún tipo de consideración infinitesimal, pero es

dudable que desde el punto de vista de lo algorítmico y lo formal, Fermat inicia el argumento trascendental de
consideración  del incremento de la cantidad que hay que hacer máxima producido por el incremento de la
riable –artificio matriz de nuestro Cálculo Diferencial–, es decir,  maneja, de hecho, expresiones del tipo

− + −a) f(e) f(a e) f(a), ,
e e

 –equivalentes al cociente incremental–, que intervienen en el cálculo de nuestra
rivada, pero, por supuesto, sin añadir ninguna vínculo infinitesimal sobre límites, ya que, a pesar de lo que
giere el termino diofantino de «adigualdad» que Fermat utiliza, la propia naturaleza de e como variable
ebraica finita mantiene a Fermat en el tema de los máximos y mínimos fuera de lo infinitesimal. Además, en

alidad los problemas de máximos y mínimos que plantea y resuelve Fermat son problemas de construcciones
ométricas más que de optimización de cantidades. Interpretar el cálculo de Fermat de un extremo como el
lculo de una derivada de un polinomio que se hace igual a cero, es un anacronismo, porque en la mente de
rmat lo que tiene lugar es únicamente la consideración de la relación entre los coeficientes de un polinomio –la
ncrisis de Vieta– para que igualado a cero, la ecuación resultante tenga una raíz repetida.
 cuanto a las tangentes, Fermat no sólo es capaz de construir la tangente en un punto cualquiera de una curva
da, sino que tras su desarrollo de una Geometría Analítica, que le permite pasar de la expresión en forma de
oporción de una curva a la expresión mediante una ecuación, Fermat obtiene que la tangente a la curva está
plícita en la propiedad de definición de la curva –que con tan buen criterio llama la propiedad característica de
curva–, ya que deriva directamente de la ecuación que expresa esa propiedad. La controversia con Descartes
opicia la gradual depuración de los métodos de Tangentes de Fermat, provocando una lenta pero manifiesta
olución de la «adigualdad»en el sentido de lo «aproximadamente igual» o «igualdad en el caso límite»,
ercándose cada vez más al terreno de lo infinitesimal. No obstante, en el cálculo de una tangente Fermat busca y
cuentra simplemente la longitud de la subtangente, pero no llama especialmente la atención sobre el ángulo
terminado por el eje y la tangente, de modo que no aparece ni siquiera implícitamente el concepto de derivada.
lo el lector moderno –con su idioma, notación y lenguaje actuales– encuentra, de forma anacrónica, aspectos de
derivada, al interpretar los trabajos de Fermat.
y pues en Fermat aspectos que van, y otros que no, en la dirección de la invención del Cálculo Diferencial. En

alquier caso la contribución de Fermat fue decisiva. Los verdaderos artífices del Cálculo Diferencial, Newton y
ibniz son deudores de Fermat. El Cálculo de Fluxiones de Newton tiene su base técnica en una generalización
 la regla del Methodus de Fermat a cantidades que dependen implícitamente de dos variables –procedimiento
recido a nuestro Cálculo Diferencial de funciones implícitas–, realizada por su maestro Barrow. Asimismo,
ibniz, que había tenido como maestro a Huygens, el cual estaba al corriente de los descubrimientos de Fermat a
vés de van Schooten, utiliza los recursos técnicos de Fermat –el simbolismo y el cálculo operacional– para
mbrar su propio Cálculo Diferencial.
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El Método del círculo de Descartes para las normales a una curva
Descartes desarrolla en el Libro II de La Geometría (G.AT,VI, 412-423) un método para el
trazado de las tangentes a las líneas curvas –el llamado «método del círculo»–, mediante la
construcción previa de la recta normal. Se trata de un método puramente algebraico, donde,
a diferencia de los métodos de Fermat, queda bien claro que no aparecen consideraciones
de tipo infinitesimal. Es sin duda uno de los más significativos problemas de aplicación del
método cartesiano, con el que Descartes participa e interviene, a través de su celebre
polémica con Fermat, en el ámbito matemático de la primera parte del siglo XVII, muy
ocupado en la resolución del problema del trazado de las tangentes a las líneas curvas.
Una vez concebida y definida en la primera parte del Libro II de La Geometría, de forma
clara y distinta, la naturaleza geométrica de las líneas curvas, Descartes introduce uno de
los principios básicos de su método ponderando su importancia en la resolución de los
problemas sobre curvas (G.AT,VI, 412-413):

«Para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta con saber la relación
que tienen todos sus puntos con los de las líneas rectas, y la manera de trazar otras
líneas que las corten en todos esos puntos en ángulo recto.

Luego con sólo saber la relación que tienen todos los puntos de una línea curva con
todos los de una línea recta, en la forma que he explicado, es fácil también conocer la
relación que ellos tienen con todos los otros puntos y líneas dadas; y, por lo tanto,
conocer los diámetros, los ejes, los centros, y otras líneas o puntos que tengan con la
línea curva alguna relación particular, o más simple que otros; y, de ahí imaginar
diversos modos de describirlas, y elegir los más fáciles. Y también, con sólo esto, se
puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado respecto a la medida
del espacio que abarcan, sin que haya necesidad de que yo me extienda más. Y, por
último, en lo que respecta a todas las otras propiedades que pueden atribuirse a las
líneas curvas, ellas no dependen más que de la magnitud de los ángulos que ellas
forman con otras líneas. Pero, cuando puedan trazarse líneas rectas que las cortan
en ángulo recto [normales], en los puntos en que se encuentran con aquéllas con las
que forman los ángulos que se quieren medir, o, lo que aquí tomo como igual, en que
ellas cortan sus contingentes [tangentes], la magnitud de esos ángulos no es más
difícil de encontrar que si ellos estuvieran comprendidos entre dos líneas rectas. Creo
por esto haber dado aquí todo lo que se requiere para los elementos de la líneas
curvas, cuando haya expuesto la manera general de trazar líneas rectas que las
corten en ángulos rectos en los puntos [de las curvas] que de ellas se elijan. Y me
atrevo a decir que éste es el problema más útil y más general no sólo que yo
conozca, sino aun que yo haya anhelado jamás conocer en Geometría.»

Descartes determina que «para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta
con saber la relación que tienen todos sus puntos con los de las líneas rectas», descrita por
medio de una expresión –que es la ecuación de la curva–, y establece cómo se puede
utilizar esta expresión algebraica para encontrar los elementos geométricos más notables de
las curvas –diámetros, ejes, centros, etc.– y, en particular, las normales y tangentes.
Descartes añade, además, de soslayo, la frase (G.AT,VI, 413):

«[...] Con sólo esto, se puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado
respecto a la medida del espacio que abarcan»,

de modo que el asunto se podría aplicar al cálculo de áreas determinadas por curvas de las
que se conoce la ecuación, es decir, al otro problema candente en los círculos matemáticos
de la primera parte del siglo XVII, el cálculo de cuadraturas, problema al que Descartes no
presta gran atención en su obra matemática.
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LA GEOMETRÍA  DE DESCARTES

La Geometría de Descartes, edición separada de El Discurso del Método (París, 1664).
La Geometría de Descartes es considerada con gran unanimidad como una de las obras fundamentales del
pensamiento geométrico a lo largo de toda la Historia de la Matemática. Mediante el uso del Álgebra como
herramienta algorítmica esencial, Descartes dará una nueva lectura a la Geometría de los griegos,  que supera sus
limitaciones y trasciende sus conquistas geométricas a base de  elaborar un magnífico instrumento de ataque de los
problemas geométricos antiguos y modernos que libera a la Geometría de la dependencia y sometimiento a la
estructura geométrica de la figura y su representación espacial y propone una forma de solución de los problemas
basada en la aplicación del Análisis mediante la actuación del Álgebra, que supone el problema resuelto y establece
una ordenada dependencia entre lo conocido y lo desconocido, hasta hallar el resultado buscado, de modo que las
reglas del método cartesiano adquieren el sentido matemático de normas para la solución de los problemas
geométricos mediante ecuaciones.
De acuerdo con la idea de Descartes acerca de la Matemática como fundamento de la sabiduría universal, y en
particular como base racional de todas las ciencias, La Geometría de Descartes perfecciona de forma muy notable el
Álgebra esbozada en el Libro II de las Reglas para la Dirección del Espíritu al establecer el Análisis Algebraico no
sólo como un instrumento que aplicado a la Geometría creará la Geometría Analítica sino como algo mucho más
universal todavía, el lenguaje de expresión y por tanto la clave de todas las ciencias.
La Geometría de Descartes no puede entenderse de forma aislada ya que forma parte indisoluble de un proyecto
metodológico general de alcanzar la unidad de la Ciencia que Descartes intenta fijar en las Reglas para la dirección
del espíritu  y en El Discurso del Método. Descartes se propone con El Discurso del Método y los tres ensayos que lo
acompañan, demostrar que ha alcanzado un nuevo método de especulación sobre la verdad científica mejor que
todo método anterior y que precisamente La Geometría demuestra este aserto (DM.AT, I, 478).
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A continuación, Descartes entra directamente en el problema. Curiosamente utiliza la
notación anterior xx para indicar x², en cambio adopta la notación potencial xn para el resto
de las potencias. Transcribiremos el texto de Descartes utilizando una notación uniforme xn

para todas las potencias (G.AT,VI, 413-414):

Manera general de encontrar líneas rectas que corten las curvas dadas o sus
tangentes, formando ángulos rectos.

«Sea CE la línea curva y que deba trazarse una recta por el punto C que forma con
ella ángulos rectos.

Supongamos que la cosa está hecha y que la línea buscada es CP, que prolongo
hasta el punto P en que encuentra a la línea recta GA que supongo ser aquella a
cuyos puntos se refieren todos los de la línea CE; de manera que haciendo
MA o CB=y, y CM o BA=x, hay alguna ecuación que explica la relación que existe
entre x e y [el punto B no figura en el dibujo; guiándose por las siguientes figuras, se
obtendría como intersección de la perpendicular a AM por A y la paralela a AM por C].

Luego haciendo PC=s, PA=v, o bien PM=v–y, por el triángulo rectángulo PMC
obtengo s2, que es el cuadrado de la base, igual a x2+v2–2vy+y2, que son los
cuadrados de los dos lados; es decir que tengo

2 2 2x s v 2vy y= − + −

o bien

2 2y v s x= + −  

y por medio de esta ecuación, saco de la otra ecuación que da la relación que tienen
todos los puntos de la curva CE con los de la recta GA [la ecuación de la curva], una
de las dos cantidades indeterminadas x o y; lo que es fácil de hacer poniendo
 2 2 2s v 2vy y− + −  en lugar de x, y el cuadrado de esta suma en lugar de x2, y su
cubo en lugar de x3; y así los otros términos si es x que yo deseo sacar; o bien, si es
y, poniendo en su lugar 2 2v s x+ −  ; y el cuadrado o el cubo, etc. De modo que
quede siempre según esto, una ecuación en la cual no hay más que una sola cantidad
indeterminada x o y.
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1. Tercera página de la edición de 1637 de La Geometría donde Descartes introduce el simbolismo de la
notación cartesiana.

2. Caricatura de Descartes que publicó el 23 de marzo de 1996 la sección de PENSAMIENTO de la revista LA
ESFERA del Diario EL MUNDO de Madrid, con motivo del cuarto centenario de su nacimiento.

La notación que Descartes introduce  en la Regla XVI de las Reglas para la Dirección del Espíritu
(RXVI.AT.X.455) y perfecciona al comienzo de La Geometría  (G.AT,VI, 371), fue la fórmula oportuna para su
magno proyecto de reforma que alcanzó a una completa reconstrucción de la Matemática sobre premisas muy
sencillas, no geométricas como en Euclides, sino algebraicas, y con unas herramientas geométricas muy
sencillas, sólo el Teorema de Tales y el Teorema Pitágoras.  En palabras de Descartes:

«[...] De esta manera tomaría lo mejor del Análisis geométrico y del Álgebra y corregiría los defectos del uno
por medio de la otra» (DM.AT,VI,20).

Descartes alude una y otra vez en las Regulae y en La Geometría a la función que debe cumplir una buena
notación, simple y clara, formada de «signos muy breves»: «ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la
imaginación» (DM.AT,VI, 17-18), para no distraer el pensamiento en retener cosas, a base de descargar la
memoria por medio de la escritura para sólo confiarle lo imprescindible (RXVI.AT.X.458):

«De modo general es preciso observar que jamás debe encomendarse a la memoria ninguna de las cosas que
no requieran una continuada atención, si podemos depositarlas en el papel, no sea que un recuerdo superfluo
para el conocimiento de un objeto nos prive de alguna parte de nuestro espíritu.»

Aparte de su ingente contribución al nacimiento de la Geometría Analítica, a Descartes le cabe, pues, el mérito
de haber dado los pasos más importantes en la introducción de la moderna notación simbólica de las
Matemáticas. Descartes aplica a los problemas un nuevo y potente simbolismo simplificador, explicativo y
resolutivo, que va mucho más allá de la abreviatura cósica iniciada por Diofanto y desarrollada por los
algebristas italianos e incluso allende la escritura simbólica de Vieta. Los símbolos y términos de la matemática
son el soporte de sus conceptos y métodos, por tanto tienen una gran importancia, y a pesar de la arbitrariedad
en la elección de los signos, conviene adoptar un criterio unificador, que al ser adoptado universalmente, facilita
la interpretación, la comprensión, la generalización y la mecanización, ahorra tiempo y espacio, entraña
economía de pensamiento y permite una mayor y más rápida difusión. Esto es precisamente lo que consiguió
Descartes con los convenios notacionales fijados en La Geometría, que han tenido la virtualidad de convertirse
en algo poderosamente definitivo, de modo que La Geometría, es el primer texto matemático en el que un lector
actual no encontraría dificultades con la notación.
Después de Descartes, la notación algebraica es uno de los más potentes lenguajes creados por el hombre, un
instrumento para la expresión breve, intuitiva y mecánica de relaciones enormemente complicadas que puedan
tener entre sí objetos abstractos cualesquiera, y en su aplicación a la Geometría, el ingenio que exigía la lectura
y comprensión de la obra de Euclides quedaría reemplazado por procedimientos algorítmicos automáticos.

LA  NOTACIÓN  MATEMÁTICA  CARTESIANA
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 A continuación, Descartes aplica el método desarrollado a la elipse (G.AT,VI, 414):
Si fuese CE una elipse y MA el segmento de su diámetro [eje] al cual corresponde
CM, y siendo r su lado recto y q el transverso se tiene, por el teorema 13 del Libro I de
Apolonio:

2 2rx ry y ,
q

= −

[ecuación de la elipse referida a ejes oblicuos, siendo uno de ellos el diámetro y el otro
la tangente en su extremo]

de donde sustituyendo  x2, queda:

2 2 2 2rs v 2vy y ry y
q

− + − = −

o bien
2

2 qry 2qvy qvv qsy
q r

− + −
+

−
 igual a cero.

pues mejor, en este lugar, considerar así en conjunto toda la suma que hacer una
parte igual a otra.»

Dada la curva CE de eje AG y vértice A, Descartes se plantea trazar la normal en el punto C,
para lo cual debe encontrar un punto P sobre el eje AG que al trazar el segmento PC nos de
la normal. De acuerdo con la metodología cartesiana, comienza el análisis del problema:
a) se considera resuelto, y  b) se da nombre a los todos los segmentos que parecen
necesarios: MA =y,  CM=x, PC=s, PA=v.
 En la síntesis se indica que «[...] Hay alguna ecuación que explica la relación que existe
entre x e y», es decir, la ecuación de la curva.

A continuación, Descartes considera la circunferencia de centro el punto P y radio el
segmento PC, que cortará a la curva en algunos puntos según la naturaleza de la curva.
Todavía en el ámbito geométrico del problema, Descartes intuye que el segmento PC será
la normal si la circunferencia es tangente a la curva en el punto C.
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Descartes prosigue realizando para la parábola cálculos análogos a los de la elipse, tras lo
cual vuelve al problema general en una forma que justifica que a su regla se le denomine
«método del círculo» (G.AT,VI, 417):

«Ahora, después de encontrada una ecuación así, en lugar de utilizarla para conocer
las otras cantidades x o y, que son ya dadas, puesto que el punto C es dado, se la
debe emplear para encontrar v o s que determinan el punto P pedido. Y, a este efecto
se debe considerar que si ese punto P es el punto que deseamos encontrar, el círculo
del cual es centro y que pasa por el punto C, tocará a la línea curva CE sin
cortarla; pero si el punto P está ya sea más próximo o más alejado del punto A de lo
debido, ese círculo cortará a la curva no sólo en el punto C, sino necesariamente en
algún otro. Debe también considerarse que cuando este círculo corta la línea curva
CE, la ecuación por la cual se busca la cantidad x o y, o alguna
semejante, suponiendo PA y PC conocidas, contiene necesariamente dos raíces, que
son desiguales. Pues por ejemplo, si este círculo corta a la curva en los puntos C y
E, trazando EQ paralela a CM, los nombres de las cantidades indeterminadas x e y

convendrán igualmente a las líneas EQ y QA que a CM y MA, pues PE es igual a PC
por ser del círculo; si bien, buscando las líneas EQ y QA por PE y PA que se suponen
dadas, se tendrá la misma ecuación que si se buscara CM y MA por PC y PA, de lo
que se deduce, evidentemente, que el valor de x o de y, o de cualquier otra cantidad
que se suponga, será doble en esta ecuación, es decir que habrá dos raíces
desiguales entre sí, de las que una será CM y la otra EQ, si es x que se busca; o bien
una será MA y la otra QA, si es y; y así las otras. Es cierto que si el punto E no se
encuentra del mismo lado de la curva que el punto C, no habrá más que una de estas
raíces que sea verdadera y la otra será opuesta o menor que cero; pero cuanto más
próximos estén estos dos puntos el uno del otro, tanto menor diferencia habrá entre
las dos raíces; y, ellas serán enteramente iguales, si ellos están juntos en uno, es decir
si el círculo que pasa por C toca la curva CE sin llegar a cortarla.

Además, debe considerarse que cuando hay dos raíces iguales en una ecuación, ella
tiene necesariamente la misma forma que si se multiplica por si misma la cantidad que
se supone ser desconocida menos la cantidad conocida que le es igual; después de lo
cual si esta última expresión tiene dimensión inferior a la de la ecuación precedente,
se la multiplica por otra suma que tenga tanta dimensión como la que le falta, de modo
que pueda haber ecuación separadamente entre cada uno de los términos de la una y
cada uno de los de la otra.»

Para cada punto C de la curva hay que determinar el punto P –problema geométrico– que
permite trazar el segmento PC, normal a la curva en C, es decir, hay que poner v y s en
función de x e y –problema algebraico–. Suponer el problema resuelto permite determinar en
un terreno algebraico la ecuación de un círculo. Regresando a la Geometría, si la recta
trazada por P es la normal «el círculo del cual es centro y que pasa por el punto C, tocará a
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la línea curva CE sin cortarla», es decir, será tangente, cortará a la curva en un solo punto,
un punto doble (en sentido actual). Ahora, volviendo al Álgebra, para que el círculo «toque»
(sea tangente) a la curva es preciso que la ecuación resultante tenga una raíz doble. Esta
ecuación resultante proviene del sistema de ecuaciones formado por la ecuación de la curva
y la ecuación del círculo.
Aquí aparece otro principio fundamental de la Geometría Analítica: «la intersección de
curvas –que es un problema geométrico– se reconduce a la resolución de sistemas de
ecuaciones – que es un problema algebraico–.
Descartes resolverá el problema algebraico final que se plantea mediante el método de
coeficientes indeterminados, y en este tema, así como en el asunto paralelo de las raíces
dobles, también es un pionero.
Continúa Descartes aplicando el método a la elipse (G.AT,VI, 419):

Así, por ejemplo, digo que la primera ecuación encontrada más arriba [la de la
elipse], a saber

2 2
2 qry 2qvy qv qsy

q r
− + −

+
−

debe tener la misma forma
que la que se obtiene
haciendo e igual a y, y
multiplicando y–e por sí
misma: de lo que resulta

y2 – 2ey + e2 ,

de manera que se pueden
comparar separadamente

cada uno de sus términos y decir que, puesto que el primero, que es y2 es el mismo en
la una y en la otra; el segundo que en una expresión es:

qry 2qvy
q r
−
−

es igual al segundo de la otra que es  –2ey.

De donde, buscando la cantidad v que es la línea PA, se tiene

r 1v e e r ,
q 2

= − +

o bien, por haber nosotros supuesto e=y, se tiene

r 1v y y r ,
q 2

= − +

y también podría encontrarse s por el tercer término:
2 2

2 qv qse
q r
−

=
−

pero, puesto que la cantidad v determina bien el punto P, que es el único que
buscamos, no hay necesidad de proseguir.»

De forma análoga Descartes realiza la argumentación y el cálculo para la parábola y la
Concoide de Nicomedes (G.AT,VI, 420-424).
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Página de la edición de 1637 de La Geometría de Descartes relativa al trazado de rectas normales a las
curvas –método del círculo– donde Descartes aplica uno de los Principios fundamentales de la Geometría
Analítica (G.AT,VI, 412):

«Para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta con saber la relación que tienen todos
sus puntos con los de las líneas rectas.»

Esta frase contiene uno de los principios más importantes de la Historia de la Matemática, que instaura los
fundamentos de la Geometría Analítica. La relación que liga los segmentos o «las líneas rectas» que hacen
la función de «coordenadas» de los puntos de una curva, es decir, la ecuación de la curva, permite conocer
las propiedades y los elementos característicos de la curva. La ecuación de la curva establece, pues, una
correspondencia entre las propiedades algebraicas de la ecuación y las propiedades geométricas de la curva
asociada. De esta forma la resolución de un problema de Geometría se traslada de forma muy eficaz a
resolverlo en Álgebra y, además, ésta se convierte en un poderoso instrumento de investigación geométrica.
En su «método del círculo» para las tangentes, Descartes evita el uso de límites e infinitesimales ideando un
método puramente algebraico, basado en la igualdad de raíces, para obtener la coincidencia de puntos.
Claro está que una aclaración completa de su método nos llevaría a la interpretación infinitesimal de la
tangente como límite de la secante.

EL MÉTODO DEL CÍRCULO EN LA GEOMETRÍA   DESCARTES
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Para mayor comprensión del método del círculo de Descartes, interpretemos la técnica
cartesiana para una función algebraica general, de forma deliberadamente anacrónica en
términos del lenguaje moderno. Tendríamos lo siguiente:
Sea la curva y=f(x), y P un punto cualquiera de ella de abscisa x, donde queremos trazar la
normal. Descartes supone como siempre el problema resuelto y la solución dada por la recta
CP, siendo C=(v,o) la intersección de la normal con el eje de abscisas.

En general un círculo con centro en un punto D próximo a C y que pase por P, cortará a la
curva y=f(x), no sólo en P, sino en otro punto Q, cercano a P, pero si CP es la normal a la
curva en el punto P, este punto será un punto doble de la intersección de la curva y=f(x) y el
círculo (x–v)² + y²=r².
Eliminando la y de ambas ecuaciones resulta que la ecuación

[f(x)]² + (v–x)² = r² (1)

donde v,r, son fijos, debe tener la abscisa x de P como raíz doble.
Pero una función algebraica con una raíz doble x=e, debe ser de la forma:

(x–e)2·Σbnxn,
de modo que se puede imponer la condición de raíz doble anterior en la forma:

[f(x)]2 + (v–x)2 – r2 = (x–e)2·Σbnxn (2).

Identificando coeficientes se encuentra el valor de v, en términos de la raíz doble e.
En general mediante el método de Descartes lo que se halla es la «subnormal» v–x, que
permite hallar la pendiente de la normal: –f(x)/(v–x) y de ésta la pendiente de la tangente (es
decir, nuestra derivada: (v–x)/f(x).
La condición de raíz doble sobre (1) hoy la impondríamos (utilizando las derivadas formales
de una curva algebraica), aplicando que «toda raíz doble de una función es raíz de su
derivada», por tanto de (1) se deduce:

2f(x)·f'(x) – 2(v–x) = 0,

y de aquí:
 f'(x)=(v–x)/f(x),

obteniéndose el mismo valor que antes para la pendiente de la tangente.
Apliquemos la técnica de Descartes, con lenguaje actual, a diversos casos sencillos.

C D
v–x

P

Q

f(x)
r

y=f(x)
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A1.- La parábola y=x².
La ecuación (2) ahora se escribe: x4 + (v–x)2 – r2 = (x–e)2·(x² + bx + c).
Identificando coeficientes se obtiene: v=2e3 + e, sustituyendo e=x, la «subnormal» vendrá
dada por: v–x=2x3, y la pendiente de la tangente en el punto (x,x²) de la curva será:

(v–x)/f(x) = 2x3/x² = 2x.

A2.- La parábola y²=2px.
La ecuación (2) ahora se escribe: 2px + (v–x)2 – r2 = (x–e)2.
Identificando coeficientes se obtiene v=e+p, sustituyendo e=x, la «subnormal» vendrá dada
por v–x=p, y la pendiente de la tangente en el punto (x, 2px ) de la curva será:

v x p p
f (x) y2px
−

= =  .

La ecuación de la tangente a la parábola y²=2px en el punto (xo,yo) será pues:

o o
o

py y (x x ),
y

− = − de donde haciendo operaciones resulta:

yyo = p(x+xo), expresión habitual de la tangente a la parábola.

B.- La elipse 
2 2

2 2

x y 1.
a b

+ =  

La ecuación (2) ahora se escribe: 
2

2 2 2 2
2

xb · 1 (v x) r (x e) ·c
a

 
− + − − = − 

 

Identificando coeficientes resulta: –(b2/a2) + 1 = c, –2v = –2ec.
Despejando v se tiene: v = e·[1–(b²/a²)].
Sustituyendo e=x, la «subnormal» vendrá dada por v–x=(–b²x)/a², de modo que la pendiente
de la recta tangente en el punto (x,y) será:

2

2

v x b x .
f (x) a y
−

= −

De aquí resulta que la ecuación de la recta tangente a la elipse en el punto (xo,yo) se

expresará:
2

o
o o2

o

b x
y y (x x )

a y
− = − − , de donde haciendo operaciones resulta:

 o o
2 2

xx yy
1

a b
+ = , expresión habitual de la tangente a la elipse.

Bajo un punto de vista de Geometría Algebraica –diríamos hoy–, el método cartesiano
encuentra las tangentes a las curvas –vía la normal–, mediante la técnica de considerar el
doble contacto del círculo osculador como una característica de la normal. De este modo,
Descartes obtiene un método de tratar el problema, que al intuir que será el germen de una
ciencia futura, le concede una importancia capital, al reconocer que las tangentes y
normales a las curvas son rectas que, de alguna forma, imponen sus leyes a las curvas.
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LA  GEOMETRÍA  DE  DESCARTES  Y  LA  GEOMETRÍA  ANALÍTICA

La edición de Frans van Schooten, de 1659, de La Geometría de Descartes.
Los aspectos más importantes de La Geometría  de Descartes que apuntan hacia la futura Geometría
Analítica son lo siguientes:
A. Preliminares geométrico-algebraicos: «Cómo el cálculo de la aritmética se relaciona con las

operaciones de geometría» (G.AT,VI, 369). Descartes soslaya la inconmensurabilidad, al asignar
longitudes a los segmentos, previa la adopción de un segmento unidad a discreción, tras lo cual
construye de forma efectiva las operaciones aritméticas y les da un significado geométrico. De
esta forma Descartes elimina la limitación pitagórica de la inconmensurabilidad.

B. Simplificación de la notación algebraica: «Cómo pueden emplearse letras en geometría»
(G.AT,VI, 371). Descartes considera un segmento de recta  tanto como magnitud geométrica
continua como una medida numérica, pero establece que la potencia de un segmento sigue siendo
un segmento, así que cuadrado y cubo ya no son magnitudes planas o espaciales, sino la segunda
o tercera potencia de un número. De este modo, las operaciones aritméticas quedan incluidas en
un terreno estrictamente algebraico. Con ello Descartes elimina la limitación euclídea de la
homogeneidad.

C. Aplicación de la metodología cartesiana del Análisis y la Síntesis en el planteamiento y resolución
de ecuaciones que corresponden a los problemas planos (G.AT,VI, 372-376). Descartes desarrolla
todo un protocolo de actuación –suponer el problema resuelto; dar nombre a todos los segmentos
que parecen necesarios para representar los datos del problema, tanto los conocidos como los
desconocidos; determinar la ecuación entre las longitudes conocidas y las desconocidas; resolver
la ecuación resultante; construir geométricamente la solución–. Se trata de un verdadero método
de resolución de problemas geométricos donde se transita de forma reversible de la Geometría al
Álgebra y del Álgebra a al Geometría. En particular, Descartes exhibe de forma ostentosa
eficientes métodos de resolución de ecuaciones y de construcción geométrica de las soluciones,
que contrastan con la farragosidad del Álgebra Geométrica de Los Elementos de Euclides.
Realmente aquí vemos la magnificencia y simplicidad de los métodos de La Geometría de
Descartes en contraposición a la prolijidad y precariedad de la Geometría griega.

D. El Problema de Pappus (G.AT,VI, 377-387). Descartes introduce el primer sistema de coordenadas
de La Geometría. Este problema fue un indicador fehaciente, ante el público científico coetáneo,
de la novedad y de la inusitada potencia del método analítico cartesiano en Geometría en un
asunto geométrico que desbordó a lo largo de los siglos las posibilidades del Análisis geométrico
griego.

E. Determinación de las rectas normales a una curva (G.AT,VI, 412-423). Descartes resuelve de forma
prodigiosa el problema de normales y tangentes, y apunta a la asociación de curvas y ecuaciones
que instaura los dos principios fundamentales de la llamada Geometría Analítica.
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El problema del trazado de las normales a una curva en un punto, es considerado el mayor
éxito del método cartesiano, marcando una impronta en la génesis de la Geometría Analítica
por la capacidad que desarrolla Descartes de establecer puentes de ida y vuelta entre el
Álgebra y la Geometría: análisis geométrico de los problemas, síntesis del análisis en el
Álgebra de ecuaciones y traducción geométrica de los resultados algebraicos, un magnífico
y poderoso diccionario reversible entre dos lenguajes, el geométrico y el algebraico, con la
posibilidad de traducir no sólo en el ámbito gramatical –puntos por coordenadas, curvas por
ecuaciones–, sino también en el dominio sintáctico –las relaciones entre los elementos
geométricos, por ejemplo intersecciones de curvas, se traducen en relaciones entre los
correspondientes elementos algebraicos, por ejemplo mediante sistemas de ecuaciones–.
Con un énfasis inusitado Descartes considera que este problema es el más importante, no
sólo de cuantos ha resuelto sino de cuantos anhelara descubrir en Geometría (G.AT,VI,413):

«[...] Y me atrevo a decir que éste es el problema mas útil y mas general no sólo que
yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamás conocer en Geometría».

Con estos antecedentes, se comprende la sorprendente acritud con que se desarrolló su
polémica con Fermat, a partir de la difusión de los métodos de máximos y mínimos ideados
por este «aficionado» ya que se aplicaban también al trazado de tangentes. El desarrollo de
la controversia, en el que participaron casi todos los matemáticos del círculo de Mersenne,
tuvo la feliz virtualidad de ir obligando progresivamente a Fermat a aclarar la naturaleza de
sus procedimientos, en el curso de lo cual nuevas curvas nacieron para la Geometría
Analítica y para el Cálculo Infinitesimal, que simultáneamente estaba eclosionando gracias a
toda la parafernalia analítica que ofrecían los métodos de Fermat y Descartes.

1. Retrato de Descartes por Weenix. Museo de Utrecht.
2. La edición en latín de 1649 de van Schooten (con notas de F. De Beaune) de La Geometría  de

Descartes, es la primera edición separada de El Discurso del Método. Esta edición contribuyó de
forma muy considerable a la difusión de la obra de Descartes.

A Descartes se le considera, junto con Fermat, el fundador de la Geometría Analítica. En el propio
ámbito de La Geometría, Descartes hizo trascendentales contribuciones a la Teoría de Ecuaciones,
donde vislumbró importantes cuestiones como la regla de los signos para descifrar el número de
raíces negativas y positivas de cualquier ecuación algebraica, la Regla de Ruffini y el Teorema
Fundamental del Álgebra. Además en sus estudios sobre poliedros, parece ser que Descartes llegó a
conocer la conocida Formula de Euler que relaciona aristas, caras  y vértices de un poliedro.
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Dibujo a plumilla de la tradicional efigie de Descartes que procede del
retrato de Descartes del Museo de Louvre que se atribuye a F.Hals.
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1. Edición latina de 1695 de van Schooten de La Geometría de Descartes.
2. Edición francesa de 1705 de La Geometría de Descartes.
A diferencia de las obras de Fermat, La Geometría de Descartes tuvo numerosas ediciones, tanto
en latín como en francés, algunas de ellas con prolijos comentarios para hacerla más inteligible, es
decir, que eran auténticas ediciones críticas. Por ello los rudimentos de Geometría Analítica  de La
Geometría de Descartes recibieron una amplia difusión.

La Geometría de Descartes transforma los antiguos instrumentos de la Geometría griega –el
Álgebra Geométrica y el Análisis Geométrico– en lo que hoy llamamos la Geometría Analítica
cartesiana, mediante la intervención del Álgebra literal a la que el propio Descartes contribuyó de
forma definitiva con la contundente y eficaz reforma y simplificación de la notación algebraica.
En concreto La Geometría de Descartes elimina de forma brillante toda una serie de limitaciones
que el carácter geométrico-sintético imponían a la Geometría griega:
• Limitación pitagórica de la inconmensurabilidad.
• Limitación platónica de los instrumentos geométricos –regla  y compás–.
• Limitación euclídea de la homogeneidad dimensional.
• Limitación tridimensional.
• Limitación de la dependencia de las figuras geométricas.
• Limitación  de la imposibilidad de asignar números a las figuras geométricas.

Muchos pensadores conceden mayor importancia a la reforma cartesiana de las Matemáticas que a
su intervención en la Filosofía. Así parece deducirse, por ejemplo, de la siguiente frase de J. Stuart
Mill (citada por E.Bell en Les grands mathématiciens. Payot, París, 1950. Cap.3. p.46):

«La Geometría analítica, mucho más que cualquiera de sus especulaciones metafísicas,
inmortaliza el nombre de Descartes y constituye el máximo paso hecho en el progreso de las
ciencias exactas.»

LA GEOMETRÍA DE DESCARTES  SUPERA  LAS LIMITACIONES
DE LA GEOMETRÍA GRIEGA
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LA GEOMETRÍA ANALÍTICA COMO INSTRUMENTO DEL
CÁLCULO INFINITESIMAL

La Geometría Analítica desarrollada por Fermat y Descartes tuvo un papel decisivo en el
desarrollo de las técnicas del Cálculo del siglo XVII. La investigación infinitesimal se nutre ante
todo del planteamiento y resolución de problemas de cuadraturas y tangentes sobre curvas.
Cabe decir que pioneros de los métodos y técnicas del Cálculo del siglo XVII, como Kepler e
incluso Cavalieri, no tuvieron a su disposición los desarrollos geométricos de Fermat y
Descartes, de modo que el número de curvas que manejaron y a las que podían aplicar las
técnicas algorítmicas del Cálculo que iban descubriendo era muy limitado, prácticamente las
mismas que conocieron los griegos –las cónicas de Menecmo y Apolonio, la cisoide de Diocles,
la concoide de Nicomedes, la cuadratriz de Hipias, la Hipopede de Eudoxo, la espiral de
Arquímedes y pocas más–. Además, todavía manejaron las curvas en el farragoso lenguaje del
Álgebra Geométrica mediante relaciones de áreas y proporciones. Los trabajos de Fermat y
Descartes en La Introducción a los Lugares Planos y Sólidos y La Geometría, respectivamente,
abren el camino a la introducción sistemática de nuevas curvas y a un manejo más útil, sencillo
y operativo, mediante las ecuaciones de las curvas.
En efecto, el Principio fundamental de la Geometría Analítica, expresado en lenguaje moderno,
consiste en el descubrimiento de que las ecuaciones indeterminadas en dos incógnitas, f(x,y)=0,
se corresponden con lugares geométricos, en general curvas, determinadas por todos los puntos
cuyas coordenadas relativas a dos ejes satisfacen la ecuación. Un aspecto de esta idea es
expresada por Descartes en el Libro II de La Geometría de la siguiente forma (G.AT,VI, 412):

«Para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta con saber la relación que
tienen todos sus puntos con los de las líneas rectas, [...].»

El aspecto complementario de la idea de Descartes es expresado por Fermat casi al comienzo de
la Introducción a los Lugares Planos y Sólidos con estas lacónicas palabras (TH.OF.III.85):

«Siempre que en una ecuación final se encuentran dos cantidades incógnitas, se tiene un
lugar geométrico, describiendo el extremo de una de ellas una línea recta o curva.»

En ambas sentencias se compendia uno de los principios fundamentales de la Historia de la
Matemática, que instaura los cimientos de la Geometría Analítica. De acuerdo con ello, las
curvas planas están determinadas por la ecuación canónica asociada, trasunto de las
propiedades y los elementos característicos de la curva, es decir, la ecuación de la curva
establece una relación entre las propiedades algebraicas de la ecuación y las propiedades
geométricas de la curva. Por el simple hecho de escribir una ecuación una nueva curva queda
definida en el panorama geométrico para la indagación de problemas infinitesimales
vinculados a ella, de modo que aparece en el ambiente matemático de los dos primeros tercios
del siglo XVII una ingente cantidad de nuevas curvas que se definen a propósito de la
introducción de la Geometría Analítica, entre las que sobresalen: el caracol de Pascal, el folium
de Descartes o galande de Barrow, la curva de Lamé, la espiral logarítmica, la kappa-curva, la
curva tangentoidal, pero sobre todo las parábolas, hipérbolas y espirales generalizadas o de
orden superior –llamadas de Fermat por ser él quien las introdujo– y la más famosa, la cicloide,
la reina de todas las curvas, llamada la Helena de la Discordia, por las polémicas que surgieron
sobre cuestiones de prioridad y acusaciones de plagio acerca de la resolución de problemas
vinculados a ella. Importantes trabajos dedicaron a esta curva Fermat, Descartes, Pascal,
Roberval y otros matemáticos.
El vasto horizonte de nuevas curvas promueve la aparición de multitud de variadas técnicas
algorítmicas infinitesimales al disponer de un amplio material geométrico al que aplicarlas. Las
Geometrías Analíticas de Fermat y Descartes permiten utilizar la expresión algebraica de la
ecuación de una curva para encontrar sus elementos geométricos más notables –diámetros, ejes,
centros, etc.– y, en particular, en el terreno infinitesimal resolver los problemas de cuadraturas y
tangentes relacionadas con la curva. La Geometría Analítica traslada los problemas
infinitesimales de la Geometría al Álgebra, la cual por su carácter operacional, permite, tras la
realización de cálculos y en particular la resolución de ecuaciones, regresar a la geometría del
problema, para encontrar y solucionar cuestiones geométricas. Como consecuencia, la tarea de
probar un teorema o resolver un problema geométrico de índole infinitesimal se conduce de
forma muy eficiente a probarlo o resolverlo mediante el Álgebra, de modo que la aplicación de
la Geometría Analítica proporciona una potente técnica de resolución de problemas
infinitesimales, y algo todavía más importante, un poderoso instrumento de exploración e
investigación geométricas en el ámbito infinitesimal.
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LA GEOMETRÍA ANALÍTICA COMO INSTRUMENTO DEL
CÁLCULO INFINITESIMAL

La aparición de La Geometría Analítica tuvo un papel decisivo en el proceso de alumbramiento
de las técnicas del Cálculo del siglo XVII que fueron produciendo la transformación analítica de
la Geometría Sintética Infinitesimal de Arquímedes en el algoritmo infinitesimal del Análisis
Matemático de Newton y Leibniz.
La irrupción de la Geometría Analítica en el panorama matemático del siglo XVII propicia una
unificación de los problemas infinitesimales. La sustitución de las complejas construcciones
geométricas de la Geometría Sintética por automáticas operaciones algebraicas permite la
aplicación de las mismas técnicas a problemas de naturaleza geométrica diversa, además de
poner de manifiesto el proceso heurístico de descubrimiento que tiene lugar de consuno con la
justificación de las diversas técnicas y métodos infinitesimales.
En las cuadraturas y cubaturas del Cálculo Integral, la Geometría Analítica favorece una
progresiva aritmetización del método de exhaución de los griegos –cuya aplicación dependía de
manera esencial de la forma geométrica particular de la figura a cuadrar–. Con ello se va
favoreciendo una incipiente y subrepticia utilización de los límites, que aunque en un nivel
intuitivo, su uso va siendo cada vez más general
En cuanto a las tangentes del Cálculo Diferencial, la generalidad del Álgebra frente a la
especificidad de la Geometría, permite, por ejemplo, que en la traducción geométrico-algebraica
en que consiste la Geometría Analítica, cada caso particular del trazado geométrico de la
tangente, que es diferente y específico para cada curva, de acuerdo con su naturaleza
geométrica, deje de serlo y se pueda aplicar, mediante un proceso analítico, el mismo
procedimiento a todas las curvas de las que se conozca su expresión analítica –su ecuación–, es
decir, el proceso algorítmico de cálculo de una derivada. Así pues, la Geometría Analítica
permite sustituir la construcción geométrica de la tangente, que es singular para cada curva
según su estructura geométrica, por una operación analítica, única y universal: «el cálculo de una
derivada»
He aquí una muestra muy significativa de la trascendencia de la Geometría Analítica como
herramienta que simplifica y reduce una extensa tipología de problemas geométricos –el cálculo
de cuadraturas y cubaturas se reconduce al cálculo de un límite, mientras el trazado de las
tangentes de las diversas curvas se reduce a un único y concreto problema analítico: el cálculo
de la derivada–. Por eso la Geometría Analítica de Fermat y Descartes tuvo una importancia
trascendental en el fecundo proceso de algoritmización que condujo al descubrimiento del
Cálculo Infinitesimal por Newton y Leibniz.

Página de la edición
de van Schooten de
1695 de La Geometría
de Descartes.
Se trata de un apunte
de van Schooten
donde  se explica el
cálculo cartesiano de
la tangente a la
cicloide, que  sin duda
es la más importante
curva sobre la que se
ensayaron y aplicaron
los métodos y técnicas
infinitesimales que
aparecieron a lo largo
del siglo XVII como
consecuencia del
gran desarrollo de la
Geometría Analítica
de Descartes y Fermat.
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1. Emitido en Francia el 9 de junio de 1937, en conmemoración del tercer centenario de la
publicación de El Discours sur la Méthode.

2. Emitido en Mónaco en el 400 aniversario del nacimiento de Descartes.
3. Emitido en  Francia en el 400 aniversario del nacimiento de Descartes.
4. Emitido en Granada con motivo del año 2000 de las Matemáticas.
5. Emitido en Sierra Leona con motivo del año 2000 de las Matemáticas.

IMÁGENES DE DESCARTES EN LOS SELLOS DE CORREOS
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Los métodos cinemáticos de Roberval.
Roberval y Torricelli desarrollaron entre 1630 y 1640 un método para el trazado de
tangentes basado en argumentos cinemáticos. Torricelli lo dio a conocer en su Opera
geometrica, pero Roberval como era habitual en él no lo publicó, conociéndose vía los
Cogitata phisico-mathematica del Padre Mersenne.
Roberval establece que la dirección del movimiento de un móvil que describe una
circunferencia es la perpendicular en el extremo del diámetro, y de
aquí, generalizando, enuncia lo que él llama axiomas o principios de invención para
encontrar las tangentes a las curvas:

«La dirección del movimiento de un punto que describe una línea curva, es la tangente
a la curva en cada posición de este punto.»
«Para trazar la tangente a una curva dada, mediante las propiedades específicas de la
curva, se examinan los diversos movimientos que tiene el punto que la describe: todos
estos movimientos se componen en uno solo, trazando la línea de dirección del
movimiento compuesto, tendremos la tangente.»

Es decir el método de Roberval utiliza el concepto intuitivo de movimiento instantáneo y se
basa en tres principios básicos:

1. Considerar una curva como la trayectoria de un punto móvil.
2. Considerar la tangente en un punto de la curva como la dirección del movimiento

instantáneo en ese punto móvil.
3. Si el movimiento del punto que describe la curva es una combinación de movimientos

simples, la línea instantánea del movimiento o dirección de la tangente puede hallarse
por composición de movimientos, mediante la bien conocida ley del paralelogramo.

Roberval consiguió con su método determinar las tangentes de todas las curvas típicas de la
época. Veamos el caso de la espiral de Arquímedes y la cicloide.

La recta OP gira en torno al punto O –que permanece
fijo– con movimiento uniforme mientras el punto P se
mueve a lo largo de ella con movimiento uniforme. El
movimiento que describe el punto P engendra la Espiral
de Arquímedes.
Siendo la espiral resultante de un movimiento radial y de
un movimiento tangencial al círculo de centro O y radio
OP, en cada punto P, la tangente en este punto se
obtendrá componiendo el vector radial que da la velocidad
radial con el vector tangencial que representa a la
velocidad tangencial, por aplicación de la ley del
paralelogramo –que en este caso es un rectángulo–.

Pero al igual que para las cuadraturas, el ejemplo más significativo de aplicación de los
métodos de Roberval es la construcción de la tangente a la cicloide.
Roberval recuerda que el punto P que describe la cicloide en un instante genérico, está
sometido a dos movimientos:
a. Un movimiento rectilíneo uniforme de dirección PH, paralela a la base AN, y
b. Un movimiento de rotación uniforme alrededor de la circunferencia generatriz, cuya

dirección PK, es la de la tangente a ésta en P.
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La razón entre ambas velocidades es la razón entre AN y la semicircunferencia NLV, es
decir igual a 1, de modo que PH=PK tienen la misma longitud. De la igualdad de velocidades
–el paralelogramo de la ley es un rombo– se deduce que la dirección del movimiento
resultante y por tanto de la tangente en P, es la bisectriz del ángulo que forman los
segmentos PH y PK.
Se verifica, además, que la recta PQ que une el punto P de tangencia con el punto Q, en el
cual el círculo generador que pasa por P, toca a la base, es la normal a la cicloide en P. En
efecto, el triángulo RPQ es isósceles ya que RP=RQ (por tangencia y potencia), además,
PH es paralela a AN, luego:

<RPQ = <PQR = <QPH,

de donde resulta que PQ es la bisectriz del ángulo <RPH. Siendo PS la bisectriz del ángulo
HPK, se tiene que PQ y PS son bisectrices interior y exterior del mismo ángulo, en particular
PQ y PS son perpendiculares, y como PS es la tangente en P, PQ será la normal en P.
Roberval sigue estudiando la geometría de la figura y demuestra fácilmente que la tangente
a la cicloide es la recta por P paralela a LV, siendo NLV el círculo generador central –que da
el vértice a la cicloide–, que es el mismo resultado obtenido por Fermat con su método de
las tangentes.
En coordenadas cartesianas sabemos que la ecuación de la cicloide viene dada por:

 
x = t - sen t  

 
y = 1 - cos t 





Los vectores de velocidad instantánea en el punto P
serán:
 e = (1,0) para la traslación
 u = (-cos t,sen t) para la rotación.

Según la ley del paralelogramo el vector velocidad instantánea en el punto P y por tanto la
dirección de la tangente a la cicloide en P será:

v = (1-cos t, sen t) .
Observamos que este resultado podríamos obtenerlo mediante la derivación término a
término de las ecuaciones paramétricas de la cicloide lo que vendría a confirmar, al menos
para este caso, la validez del método de Roberval.
Roberval aplicó también su método al trazado de las tangentes a las cónicas. Para ello
concibió las cónicas como curvas mecánicas, tomando como movimientos generadores, los
movimientos de acercamiento y alejamiento de los focos para la elipse y la hipérbola, y del
foco y la directriz para la parábola.
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Ya que la parábola es el lugar de los puntos que equidistan de la directriz x=-p y del foco
F=(p,0), Roberval la considera engendrada por la composición de dos movimientos, uno de
traslación uniforme alejándose perpendicularmente de la directriz, y otro radial uniforme
alejándose del foco. El paralelogramo de velocidades –que en este caso es un rombo–
 determina la velocidad resultante y por tanto la tangente a la parábola en un punto P tiene
la dirección de la bisectriz del ángulo que forman el radio focal en P con la perpendicular
desde el punto a la directriz.

Mediante un argumento similar, Roberval obtiene que la tangente ala elipse en un punto
P es la bisectriz del ángulo que forman dos vectores de igual magnitud en las direcciones de
los radios vectores u,v en P, uno alejándose de un foco y otro acercándose al otro foco.
Roberval obtuvo la dirección correcta de las tangentes a la elipse e hipérbola, pero erró en el
cálculo de la intensidad de la velocidad.
Roberval obtuvo incluso la tangente a la cuadratriz, aunque su argumentación en la
aplicación de su método a este ejemplo no es muy diáfano.
La construcción de las tangentes por el método de Roberval es muy atractiva, por lo simple
que es y por la apariencia que da de exactitud absoluta, pero realmente no es un método
general, ya que precisa determinar las leyes del movimiento y calcular las velocidades, lo
que a veces resulta complicado o imposible. El método fue aplicado durante mucho tiempo
sin prevención alguna, hasta que en 1831 Duhamel observó la aplicación incorrecta en
algunos casos, ninguno de ellos resuelto por Roberval, lo que hace pensar que éste eligió
bien los ejemplos a los que lo aplicó, o tuvo realmente mucha suerte. Duhamel evidenció el
defecto que empaña al método algunas veces; se trata de la errónea medida de las
velocidades componentes ya que éstas no son proporcionales, en general, a los
incrementos infinitamente pequeños de los radios vectores. Las variaciones de longitud
instantáneas son determinadas por las proyecciones ortogonales de la diagonal del
paralelogramo, mientras que las velocidades son los propios lados del paralelogramo. No
hay proporcionalidad entre estas variaciones y las velocidades, salvo cuando el
paralelogramo de velocidades es un rectángulo o un rombo, tal como eran en los ejemplos
elegidos por Roberval.
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Los métodos diferenciales de Barrow
Isaac Barrow criticó el enfoque aritmético que Wallis había dado al Cálculo y bajo un punto
de vista conservador, reivindicó, en contra de los métodos algebraicos de la Geometría
Analítica de Fermat y Descartes, el regreso a las formas rigurosamente euclídeas clásicas
en las concepciones numéricas y geométricas, lo que contribuyó al retraso en el uso efectivo
y correcto de la noción de límite, que requiere para su definición rigurosa de una concepción
de número no basada estrictamente en la interpretación geométrica de magnitudes
continuas. Como además el influjo de Barrow sobre Newton fue decisivo probablemente
contribuyó a que éste evitara la noción aritmética de límite y se guiara en su gestación del
Cálculo por la noción de variación continua de cantidades en el movimiento y en la
Geometría.
Barrow publica en 1669 las Lectiones Opticae y en 1670 las Lectiones Geometricae, en
ambas teniendo al joven Newton como colaborador. En ellas Barrow realiza la primera
exposición orgánica del incipiente Cálculo, obteniendo numerosos teoremas geométricos, en
parte nuevos, que representan en conjunto un gran avance para el Cálculo. No sólo
problemas sobre cuadraturas –equivalentes a los cambios de variable e integración por
partes– de tangentes –pendiente de funciones definidas implícitamente, propiedades
aditivas de la derivada–, rectificación de curvas –resultados equivalentes a la fórmula
ds2=dx2+dy2 y rectificación de la parábola–, sino también un embrión geométrico del
Teorema Fundamental del Cálculo.
Barrow no utiliza apenas el simbolismo aritmético y algebraico de Wallis, Fermat y Descartes
–al primero le critica y a los últimos les ignora–. Al contrario, Barrow razona y escribe en un
abstruso, artificioso y casi ininteligible lenguaje geométrico, que oculta el importante valor y
la novedad de los resultados, lo que da la apariencia de ser una compleja generalización de
los resultados geométricos clásicos de los antiguos y que hacen su obra de difícil y onerosa
lectura. Sin embargo, cuando se refunde su obra en términos de nuestro Análisis
Matemático actual –lo que hacen algunos libros de Historia de las Matemáticas–aparecen
multitud de reglas de uso común y teoremas de diferenciación e integración habituales en
los textos de la materia. Claro está que realizar esto sería una paráfrasis exagerada y
desvirtuaría la obra de Barrow.
Se puede aventurar que fue la forma geométrica de trabajar, lo que impidió a Barrow a pesar
de sus magníficos resultados de anticipación, desarrollar el enfoque algorítmico, que es el
ingrediente esencial del Cálculo, pues su obra padece una total limitación operacional que
hace imprescindible la utilización constante de figuras geométricas complejas, a las que se
esclaviza, porque en su descripción minuciosa puede estar la clave de la demostración.
Barrow utiliza, en efecto, cerca de ciento ochenta figuras en escasamente cien páginas. Esto
le ha supuesto un cierto olvido en algunas historias de la Matemática, como figura esencial
junto con Fermat en el alumbramiento del Cálculo.
Para Barrow la variable tiempo juega un papel fundamental en sus especulaciones sobre la
naturaleza del continuo, que no son precisamente un modelo de claridad y precisión, ya que
adopta puntos de vista diferentes, infinitesimales o atomísticos, aunque es partidario de los
indivisibles de Cavalieri. Así escribe al comienzo de la Lectione I de Lectiones Geometricae:

«El tiempo tiene mucha analogía con una línea recta. Ya sea recta o circular y en
consecuencia puede ser convenientemente representado por ella. El tiempo tiene sólo
longitud, es similar en todas sus partes y puede ser considerado como constituido
mediante una simple yuxtaposición de sucesivos instantes o de un continuo fluir de
instantes; de forma análoga a como una línea recta o circular tiene sólo longitud, es
similar en todas sus partes y puede ser considerada como constituida de un número
infinito de puntos o como la traza de un punto en movimiento.»

«Los indivisibles de Cavalieri dan en muchos casos el procedimiento más expeditivo, y
no son menos ciertos e infalibles  que los demás.»
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Edición en inglés de las Mathematical Lectures de Barrow, Londres, 1784. University of Illinois at
Urbana-Champaign. Rare Book Room Exhibit.
Barrow fue muy famoso como teólogo de brillante y encendida elocuencia. Sirvió como Capellán a
Carlos II desde 1670. En 1672 el Rey le nombró también su maestro y luego vicerrector del Trinity
College. Al ser considerado el mejor erudito Inglaterra, se le encargó empezar los cimientos de la
ahora famosa biblioteca del Trinity College.
Barrow, que fue un hombre polifacético, estaba muy preocupado por cuestiones filosóficas que
afectaban a las Matemáticas. Entre 1664 y 1667 pronunció diversas conferencias –a las que asistió el
joven Isaac Newton como alumno muy desatacado– que fueron publicadas en 1683 bajo el titulo de
Lectiones Mathematicae–, donde especulaba sobre las bases metafísicas en las que reposan las
verdades matemáticas y efectuaba un análisis de los procesos que condujeron a Arquímedes a sus
prodigiosos descubrimientos.
Barrow fue uno de los primeros miembros de la Royal Society. Como matemático ocupó la primera
Cátedra Lucasiana de Matemáticas de Cambridge desde 1663 hasta 1669, fecha en que renunció en
favor de su amigo y discípulo distinguido Newton, quien describió en sus primeras publicaciones
algunos de los resultados matemáticos de su maestro.
Los trabajos de Barrow –en contraposición a la aritmetización de su compatriota Wallis– se mueven
casi estrictamente en el campo de la Geometría Sintética, en cuyo lenguaje desarrolló sus
importantes descubrimientos geométricos de anticipación de muchos teoremas del cálculo, que
demostraba con precisión a la manera de los antiguos griegos, basándose en sencillas hipótesis de
monotonía y convexidad. Afortunadamente, en esta línea de actuación geométrica no siempre fue
secundado por Newton. Los puntos de vista de Barrow sobre la naturaleza del continuo no están
muy definidos, de modo que tanto puede manifestarse atomísticamente defendiendo los vagos
indivisibles geométricos de Cavalieri, como cinemáticamente hablar del fluir continuo del tiempo o
analitícamente –aunque raras veces– manejar infinitesimales a la manera de Fermat, pero en
cualquier caso y a diferencia de Wallis, sin rozar ni siquiera implícitatmente el concepto de límite.
Llega a afirmar que es perfectamente correcto substituir los rectángulos infinitamente estrechos por
líneas llegando pues, prácticamente, a no diferenciar los infinitamente pequeños de los
indivisibles.

ISAAC BARROW, TEÓLOGO Y MATEMÁTICO
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1. Portada de Lectiones Opticae & Geometricae de Barrow. Londres, 1674.
2. Primera página de la Lectione X de Lectiones Geometricae, en el curso de la cual Barrow vislumbra

el vínculo geométrico entre los problemas de cuadraturas y tangentes –el llamado ahora Teorema
Fundamental del Cálculo. En un apéndice de la misma aparece también la regla o método analítico
de Barrow para el trazado de las tangentes.

Las Lectiones Geometricae es el tratado matemático más importante de Barrow. En esta obra el maestro
de Newton anticipa –en forma estrictamente geométrica, salvo en el caso del método analítico de las
tangentes– buena parte de los resultado clásicos del Calculo Diferencial e Integral. En particular
Barrow, obtiene mediante consideraciones geométricas:
• Reglas para el trazado de las tangentes que son equivalentes a la derivación de funciones

implícitas, y en las que se aplica con éxito el «Triángulo característico» o «Triángulo diferencial»
• Resultados similares a las reglas habituales de la derivación –es decir, el comportamiento de la

derivación frente a las operaciones aritméticas de la suma, producto, cociente, potencias, etc.–.
• Resolución de problemas de máximos y mínimos.
• Proposiciones geométricas equivalentes a los conocidos ahora como métodos de «integración por

partes» e «integración por cambios de variable».
• Teoremas geométricos correspondientes al reconocimiento de la relación entre las cuadraturas y

las tangentes como el hecho de que la integración y la diferenciación son operaciones inversas.
• Reglas para la diferenciación e integración de funciones potenciales, circulares, logarítmicas,

exponenciales y otras muchas.
• Teoremas generales sobre rectificación de curvas y centros de gravedad de algunos sólidos.

En toda la extensa parafernalia de resultados geométricos equivalentes a teoremas de Calculo
Diferencial e Integral de las Lectiones  Geometricae, Barrow desarrolla el punto de vista sintético de la
Geometría clásica griega –de la que era un ferviente admirador– frente a los nuevos métodos analíticos
que habían introducido La Geometría de Descartes y La Introducción a los Lugares  Planos y Sólidos
de Fermat. Por ejemplo, Barrow adopta la definición griega de la tangente a una curva como «la línea
recta que toca a la curva en un único punto».

LAS LECTIONES GEOMETRICAE DE ISAAC BARROW
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Sólo en un caso el enfoque matemático de Barrow ha sido analítico. Se trata de su método
infinitesimal para la determinación de tangentes, donde aparece el famoso «triángulo
característico» o «triángulo diferencial», ya utilizado por Torricelli, Pascal, etc., y que es la
piedra angular del desarrollo del Cálculo de Leibniz. En referencia a ello Barrow dice al final
de la Lectione X:

«Hemos terminado de esta manera la primera parte. [...] suplementariamente a esto
hemos añadido en forma de apéndice, un método para encontrar tangentes mediante
el cálculo, frecuentemente usado por nosotros, [...].»

Con base en la figura, Barrow establece:
Sea AP, PM, dos líneas rectas dadas, PM cortando a la curva dada en M, y supongamos
que MT corta a la curva en M y corta a la recta AP en T.
En orden a encontrar el segmento de la subtangente PT, consideremos un arco de la curva
infinitamente pequeño MN. Tracemos NQ y NR, paralelas respectivamente a NP y AP. Sea
MP=m, PT=t, MR=a, NR=e, otros segmentos determinados por la naturaleza de la curva.
Comparamos MR con NR por medio de una ecuación obtenida por cálculo. A continuación
observaremos las siguientes reglas:

• Regla 1. En el cálculo omitiremos todos los términos conteniendo potencias de a o e, o
productos de ellos.

• Regla 2. Después de formar la ecuación, desecharemos todos los términos que
consisten en letras significando cantidades determinadas o conocidas, o términos que no
contienen a o e (estos términos pasándolos a un lado de la ecuación serán siempre igual
a cero).

• Regla 3. Se sustituye m (o MP) por a, y t (o PT) por e. De aquí se encontrará la cantidad
PT.

Es decir, Barrow determina la tangente a la curva dada de forma implícita por f(x,y)=0. Para
ello considera un arco MN de la curva infinitamente pequeño.
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Si M=(x,y), N será N=(x–e,y–a). Barrow  plantea la ecuación: f(x–e,y–a) = f(x,y) = 0 , ya que
M y N son puntos de la curva. A continuación, Barrow aplica tres reglas:

• R1. Se eliminan todos los términos que contienen potencias de e o de a, o productos de
ellos.

• R2. Se ignoran todos los términos que no contienen e o a.

• R3. De la ecuación resultante se obtiene a/e, que por la semejanza del triángulo
característico MNR con el triángulo MTP, nos proporciona la pendiente de la
tangente:
 m = y/t = a/e , de donde se puede obtener el valor de la subtangente: t=PT.

Vemos como Barrow aplica el Triángulo característico bajo la idea esencial de que la
tangente es la posición  límite de la secante cuando a y e se aproximan a cero, aplicando el
límite a base de despreciar los «infinitesimales de orden superior».

Dada una curva general definida implícitamente: 
n

i j
ij

i,j 0
f(x,y) c x y

=

= ∑  , escribimos:
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i ji j
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Desarrollemos los binomios (x+e)i, (y+a)j, y apliquemos las reglas 1 y 2 de Barrow. Se
obtiene:
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de donde la pendiente de la tangente vendrá dada por:
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de modo que las reglas de Barrow permitirían obtener una derivación analítica del cálculo de
la pendiente de la tangente mediante las derivadas parciales formales.
Veamos una aplicación que Barrow dio de su método a la Kappa–curva. En la figura ABH es
un ángulo recto, siendo A un punto fijo. Sea K un punto cualquiera de BH, se une A con K, y
se toma M sobre AK de manera que AM=BK. Se obtiene así una curva AMS, cuya tangente
en un punto M se quiere determinar.
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Barrow obtiene primero la ecuación de la curva. Para ello traza PM perpendicular al eje AB y
considera AP=x, PM=y. Sea r la longitud AB, se tiene:

BK/PM = AB/AP,
es decir:  BK/y = r/x,
de donde:  BK = ry/x,
además,  AM2 = AP2 + PM2 = x2 + y2,
y como BK=AM será:  x2 + y2 = (ry/x)2,
y por tanto: f(x,y) = x4 + x2y2 – r2y2 = 0,
que es la ecuación del lugar geométrico.
El cálculo de la tangente en el punto M se desarrollaría así:
f(x–e,y–a) = f(x,y) : (x–e)4 + (x–e)2(y–a)2 – r2(y–a)2 = x4 + x2y2 – r2y2.
Operando: (x4–4x3e+6x2e2–4xe3+e4) + (x2–2xe+e2)(y2–2ya+a2) – r2(y2–2ya+a2) = x4+x2y2–r2y2 .

• Regla 1. (x4–4x3e) + (x2–2xe)(y2–2ya) – r2(y2–2ya) = x4+x2y2–r2y2 .

• Regla 2.  4x3e + 2x2ya + 2xy2e – 2r2ya = 0,
          (2x3 + xy2)e = (–x2y+r2y)a .

• Regla 3. 
3 2

2 2
dy a 2x  + xym
dx e r y x y 

= = =
−

resultado que se puede confirmar mediante la aplicación de la fórmula:

dy a f xm .
dx e f y

∂ ∂
= = = −

∂ ∂

Barrow aplicó su método de tangentes a un gran número de curvas, entre ellas las
siguientes:

a) x3 + y3 = r3  (curva de Lamé).
b) x3 + y3 = rxy (Folium de Descartes –llamada por Barrow La Galande–).

c) y = (r–x)tg(πx/2r) (cuadratriz de Hipias).

d) y = r tg(πx/2x) (curva tangentoidal).

Observamos que el método de Barrow guarda gran similitud ya con el utilizado en nuestro
Cálculo Diferencial, donde las letras e,a, son los familiares incrementos ∆x, ∆y. Salta a la
vista, además, la analogía entre el método de «adigualdad» de Fermat para las tangentes y
el método de Barrow, y al respecto podríamos repetir las consideraciones desarrolladas
entonces en torno a la aplicación de la «adigualdad» de Fermat. En particular, se puede
afirmar que las reglas 1 y 3 de Barrow sólo admiten justificación rigurosa mediante los
límites.
En realidad el método de Barrow es una generalización, para funciones definidas
implícitamente, del método de «adigualdad» de Fermat –que no fue conocido directamente
por Barrow, pero que es muy probable que le llegara a través de los trabajos de Huygens,
Gregory y Wallis–, lo cual acerca entre sí a los dos matemáticos del Siglo XVII que más
contribuyeron a anticipar nociones del Cálculo Diferencial e Integral.
Barrow marca un hito en la historia de las técnicas del Cálculo del Siglo XVII por los
fundamentales resultados que obtuvo –principalmente la conexión geométrica entre los
problemas de cuadraturas y tangentes, que se tratará en la próxima sección– y por haber
sido el maestro más influyente de Newton.
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LAS TANGENTES DE BARROW
Y EL TRIÁNGULO DIFERENCIAL O CARACTERÍSTICO

Aparentemente el método de las tangentes de Barrow es una modificación del método de
Fermat, adaptado para funciones implícitas, que utiliza el llamado Triángulo Característico o
Triángulo diferencial. Este triángulo también fue utilizado por Pascal en su obra Traité des sinus
du quart de cercle para calcular la cuadratura de un arco de cicloide.

e
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f(x,y)=0
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Barrow emplea el concepto de Triángulo característico en el que la idea esencial estriba en
mirar a la línea tangente como la posición límite de la secante cuando las cantidades a y e se
aproximan a cero –es decir, se consideran infinitesimales–. Además, viene a tomar el límite
bajo la consideración de despreciar los «infinitesimales de orden superior».
Por ejemplo, para el folium de Descartes, f(x,y)=x3+y3–3xy, Barrow actúa del siguiente modo:

(x + e)3  + (y + a)3 – 3(x + e)(y + a) = x3 + y3 – 3xy ,
(x3  + 3x2e + 3xe2 + e3) + (y3 + 3y2a + 3ya2 + a3) –3(xy + xa +ye +ae)  – (x3 + y3 – 3xy ) = 0.

Simplificando términos comunes y eliminando potencias superiores de e y a, resulta:
3x2e +  3y2a  – 3xa – 3ye = 0.

Finalmente se obtiene para la pendiente de la tangente: −
= = =

−

2

2

dy y xam .
dx e y x

También para la función potencial y =xn, la aplicación del método de Barrow daría:
(x + e)n – (y + a) = xn – y . Aplicando la Fórmula del binomio de Newton se tiene:
xn +nxn–1 + (términos con potencias superiores de e) –y – a = xn – y .

Simplificando términos comunes y eliminando potencias superiores de e y a, resulta:
−= = = n 1dy am nx .

dx e

En su método infinitesimal de las tangentes, Barrow excepcionalmente aplica métodos
analíticos, considera con precisión el triángulo característico y se acerca a la concepción de la
tangente como límite geométrico de la secante, pero sobre todo aplica una idea equivalente a
despreciar potencias de infinitesimales, que resultados tan fructíferos le darían a Newton. De
hecho en su primera época cuando Newton no había aún desarrollado su notación de fluxiones,
había formulado sin embargo un método sistemático de diferenciación calcado del de Barrow,
del que se diferencia casi exclusivamente en la notación. Formalmente, como en el caso de
Fermat, el procedimiento se parece a la acción en nuestro Cálculo Diferencial de incrementar
las variables, estudiando el incremento producido sobre la función, pero Barrow simplemente
piensa en resolver un problema geométrico concreto con infinitesimales, sin manejar, por
supuesto, funciones ni variables continuas. Además, un tratamiento riguroso del
procedimiento precisaría de forma ineludible el uso de los límites.

El Triángulo Característico MNR es un
triángulo en el que la hipotenusa MN es un
arco infinitamente pequeño de la curva que
puede ser considerado como un segmento de
recta. El carácter infinitesimal del Triángulo
Característico permite considerar su
semejanza con el  triángulo TPM que da la
subtangente de la curva: TPM ≈ MNR.

Dada la curva implícita f(x,y)=0, sea MN  un
arco infinitamente pequeño de la curva,
determinado por dos puntos M=(x,y) y
N=(x+e, y+a) de la curva, infinitamente
próximos (e=dx, a=dy). En la igualdad

f(x,y)= f(x+e,y+a)=0
Barrow suprime todos los términos que
contienen potencias superiores de e o a, e
identifica el arco MN  con el segmento MN ,
lo que lleva a la semejanza de los triángulos
TPM ≈ MNR, de donde resulta la pendiente

de la recta tangente: = = =
y dy am
t dx e
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RESUMEN DE LOS RESULTADOS GEOMÉTRICOS SOBRE TANGENTES Y
CUADRATURAS DE LAS LECTIONES  GEOMETRICAE, SEGÚN LA

EDICIÓN DE M.CHILD (I. BARROW. GEOMETRICAL LECTURES
CHICAGO. OPEN COURT, 1916)

LECTURE  I: Generación de magnitudes. El tiempo como variable independiente. El
tiempo como agregación de instantes, comparado con la línea como
agregación de puntos.

LECTURE II: Generación de magnitudes por movimientos locales. Los movimientos
simples de traslación y de rotación.

LECTURE  III: Composición de movimientos concurrentes. Composición de
movimientos rectilíneos y paralelos.

LECTURE IV: Propiedades de las curvas que surgen de la composición de
movimientos. El gradiente de la tangente.

LECTURE V: Otras propiedades de las curvas. Curvas como la cicloide. Normales.
Líneas máximas y mínimas.

LECTURE VI:     Determinación de ciertas curvas construidas según ciertas condiciones
dadas.  Clases de hipérbolas.

LECTURE VII: Curvas semejantes o análogas. Exponentes e índices. Progresiones
aritméticas y geométricas. Teoremas al Teorema Binomial. Asíntotas.

LECTURE  VIII: Construcción de tangentes por medio de curvas auxiliares cuyas
tangentes son conocidas. «Diferenciación» de una suma y una diferencia.

LECTURE IX: Tangentes de curvas formadas por medias aritméticas y geométricas.
Paraboloides. Curvas de forma elíptica e hiperbólica. «Diferenciación»
de productos, potencias y fracciones.

LECTURE X: Determinación rigurosa de ds/dx. La diferenciación como inversa de la
integración. Explicación con ejemplos del método del triángulo
diferencial. Diferenciación de funciones trigonométricas.

LECTURE XI: Cambio de la variable independiente en la integración. La integración
como inversa de la diferenciación. Diferenciación de un cociente. Área y
centro de gravedad de un paraboloide. Límites para el arco de un círculo
y de una hipérbola. Estimación de π.

LECTURE XII: Teoremas generales sobre rectificación, formas estándares para la
integración de funciones circulares mediante reducción a la cuadratura
de la hipérbola. Métodos de figuras inscritas y circunscritas. Medida de
superficies cónicas. Cuadratura de la hipérbola. Diferenciación e
integración de funciones logarítmicas y exponenciales. Otras formas
estándares.

Todo este despliegue de resultados geométricos equivalentes a numerosos teoremas de
Cálculo Diferencial e Integral, justifican que el editor de la obra de Barrow escriba en el
Prefacio (pág. VII):

«Isaac Barrow fue el primer inventor del Calculo Infinitesimal. Newton adquirió las
principales ideas del mismo a través de su comunicación personal con Barrow; y
Leibniz también es, en alguna medida, tributario del trabajo de Barrow, obteniendo
confirmación de sus propias ideas originales y sugerencias para su ulterior desarrollo,
de una copia del libro de Barrow.
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BARROW, EDITOR DE OBRAS DE LA MATEMÁTICA GRIEGA

BARROW, ISAAC, Archimedis opera; Apollonii Pergaei conicorum libri IIII; Theodosii Sphaerica. Londini: Excudebat
Guil Godbid, voeneunt apud Rob. Scott, in vico Little Britain, 1675, 1674.
Barrow era un eximio erudito profundo conocedor de la Matemática griega, lo que le permitió realizar ediciones de las
principales obras de Euclides, Arquímedes, Apolonio y Teodosio. Aquí se muestran la edición conjunta de los tres
trabajos de Barrow que comprenden obras de Arquímedes, Apolonio y Teodosio. Estas  ediciones, a las que
acompañaban numerosos comentarios, eran utilizadas en la Cátedra Lucasiana de Matemáticas de Cambridge .
La ilustración superior con la portada y las figuras de Apolonio procede de la Biblioteca del Real Instituto y
Observatorio de la Armada de San Fernando (Cádiz). La inferior contiene figuras de Arquímedes y procede de una
exposición de libros antiguos de la Universidad de Illinois  (at Urbana-Champaign. Rare Book Room Exhibit )
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BARROW, EDITOR DE OBRAS DE LA MATEMÁTICA GRIEGA

Página de la proposición 18 del Libro X de Los Elementos de Euclides de la edición
latina de Isaac Barrow (Londres, 1655). Un ejemplar de esta edición fue manejado por
Newton y en él dejó su impronta el sabio en unas notas manuscritas.
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El Teorema Fundamental del Cálculo
El reconocimiento de la relación inversa entre los problemas de cuadraturas y tangentes se
va abriendo paso muy lentamente hasta su formulación explícita (aunque estrictamente
geométrica) por Isaac Barrow. No obstante hasta los desarrollos de Newton y Leibniz no se
aprecia la importancia trascendental del Teorema Fundamental del Cálculo, en cuanto a que
permite la elaboración de un algoritmo universal para la obtención de las cuadraturas
mediante la resolución del problema inverso de la tangente.
Las investigaciones medievales sobre el movimiento, en particular las de Oresme, conducen
a la idea de que el espacio recorrido por un móvil es igual al área bajo la gráfica de su
velocidad en función del tiempo. Galileo recoge estas consideraciones, que son
«demostradas» enseguida con argumentos de indivisibles. También Galileo establece la ley
fundamental de la composición vectorial del movimiento y la aplica para determinar la
trayectoria descrita por un proyectil. Además, si se representa el movimiento en un gráfico
de desplazamiento-tiempo, la dirección de éste da la dirección de la tangente a la
trayectoria, mientras la velocidad da la pendiente de la línea de tangente.
Torricelli recoge todos esto resultados y los desarrolla en su escrito De motu gravium,
incorporado a su Opera Geometrica de 1644, de modo que tras nuevas especulaciones
cinemáticas obtiene para curvas particulares (parábolas de orden cualquiera) resultados
fácilmente generalizables, que permiten establecer, desde un punto de vista cinemático, el
carácter inverso de las operaciones de cuadratura –que dan el espacio conocida la

velocidad– y de construcción de tangentes –que dan la velocidad conocido el espacio–.
 Es decir, si s=s(t), v=v(t), representan respectivamente el espacio y la velocidad en función
del tiempo, se verifica:

a) El área limitada por la curva v=v(t) y el eje de abscisas representa, para cada t, el
espacio recorrido s=s(t), 

b) La pendiente de la tangente a la curva s=s(t) representa para cada t, la ordenada de la
curva v=v(t) en la abscisa t.

Fermat que tanto se prodigó en anticipar resultados de Cálculo Diferencial e
Integral, aplicando su método de máximos y mínimos al cálculo de tangentes y centros de
gravedad, que redujo los problemas de rectificación a cuadraturas –tras el previo cálculo de
la tangente–, que utilizó infinitesimales aritméticos y geométricos, si llegó a percatarse de la
relación inversa de las cuadraturas con las tangentes, no llegó a advertir la profunda
significación del hecho, lo que le obligó a utilizar hábiles artificios geométricos. Como mucho
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Fermat intenta demostrar, con un razonamiento nada claro, que si dos curvas tienen en
cada punto la misma pendiente, las curvas tienen la misma forma, es decir en nuestro
lenguaje que f’(x) determina f(x) salvo una contante. Claro está que de los diversos métodos
de Fermat, se deduce para casos particulares, la relación inversa que manifiestan las
expresiones:

n 1
nnt

o
.t , F'(t) tn 1F(t) x dx

+
= =

+
= ∫

Gregory de Saint-Vincent descubre en 1647 que la función de área hiperbólica

t
1

f(t) (1/ x)dx= ∫

tiene la propiedad: 
f(t·r) = f(t)+f(r), 

lo que de alguna manera permitiría escribir la relación inversa:
 f(t) = log t, f’(t) = 1/t.

Pero sin duda alguna fue Isaac Barrow el matemático que con mayor precisión formuló el
problema de la relación inversa entre cuadraturas y tangentes. Ya en su Lecture I enuncia el
principio de Oresme y Galileo y en su Lecture X enuncia y demuestra, con un razonamiento
impecable, una relación importante entre cuadraturas y tangentes.
Con referencia a la figura  Barrow escribe:

«Sea ZGE una curva cuyo eje es VD. Consideremos las ordenadas (VZ,PG,DE),
perpendiculares al eje y continuamente creciendo desde la coordenada inicial VZ; sea
VIF una línea tal que si una línea recta EDF es trazada, perpendicular al eje VD y
cortando a las curvas en los puntos E,F, el rectángulo determinado por DF y una
longitud dada R es igual al espacio interceptado VDEZ; sea un punto T en el eje VD tal
que DE:DF = R:DT, y unimos [T con F]. Entonces TF cortará a la curva [es la tangente
a la curva].
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Tomemos un punto I en la curva VIF (primero del lado de F hacia V), y a través de él
tracemos IG paralelo a VZ y IL paralelo a VD, cortando a las líneas dadas como se
muestra en la figura; entonces LF:LK = DF:DT = DE:R, es decir RxLF = LKxDE.

Pero de la naturaleza de las líneas DF,LK, se tiene RxLF = área PDEG, por tanto
LKxDE = área PDEG, por tanto LKxDE = área PDEG < DPxDE, por tanto se tiene
LK < DP < LI.

Análogamente si el punto I estuviera del otro lado deF, se haría la misma construcción
de antes y se puede fácilmente demostrar que LK > DP > LI.

De aquí se deduce que es bastante claro que toda la línea TKF permanece en o
debajo de la curva VIFI.

Resultados análogos se obtienen si las ordenadas VZ,PG,DE, decrecen
continuamente, la misma conclusión se obtiene mediante un argumento similar; sólo
una particularidad ocurre, a saber, en este caso, al contrario que en el otro, la curva
VIF es cóncava respecto al eje VD.

Corolario: Obsérvese que DExDT = RxDF = área VDEZ.»

Veamos ciertas conclusiones fundamentales que podemos inferir del resultado de Barrow.
Dada una curva y=f(x), donde f es una función creciente y orientada hacia abajo, se
construye una curva Y=F(x) con la condición de que la ordenada genérica Y=DF, representa
el área determinada por la curva y=f(x) y las ordenadas F(0)=VZ y f(x)=DE, es decir:

x
o

Y y dx.= ∫

Para construir la tangente a la curva Y=F(x) en el punto F(x,Y), Barrow, partiendo del punto
D=(x,0), coge sobre el eje x el punto T, tal que se tenga la relación:
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DT = Y/y = DF/DE,
y demuestra que la recta TF es la tangente.
Ahora bien como se tiene:

DF/DT = DE = y,
el resultado es equivalente a:

dY y,
dx

=

es decir:

x
o

dy
dx

y dx.= ∫

A través del desarrollo del teorema y de la interpretación que del mismo se ha dado, hemos
visto como Barrow reconduce el problema inverso de la tangente a cuadraturas, es decir
obtiene «integrales indefinidas» a partir de «integrales definidas». En efecto, si se quiere
determinar una curva Y=F(x) tal que para cada x se conoce la dirección de la tangente
y=f(x), Barrow demuestra que tal curva es:

x
o

Y y dx,= ∫

ya que tomando el punto T de modo que DT=Y/y, TF es la tangente a la curva y=f(x), que
como se sabe es única. Lo que no resuelve Barrow es el problema de obtener «integrales
definidas» a partir de «integrales indefinidas», es decir, no resuelve cuadraturas por medio
del teorema de inversión, a base de expresarlas en términos de antiderivadas, que es la
aplicación esencial del Teorema Fundamental del Cálculo.
Además, el enfoque de Barrow es estrictamente geométrico y sólo asegura y prueba que la
recta TF es tangente a la curva Y=F(x) en el sentido clásico griego de «la línea recta que
toca en un único punto a la curva». De manera que Barrow, autoimponiédose un estático
lenguaje geométrico, aborta la visión clara y práctica de la interrelación entre los problemas
de cuadraturas y tangentes, que a nivel cinemático tan claramente aparecían como
inversos. Al no sustituir el ente geométrico tangente por el correspondiente ente analítico
(derivada), Barrow cercena las posibilidades de generalización y algoritmización que
encerraba su magnífico teorema. Barrow descubre un hecho fundamental que vincula las
cuadraturas con las tangentes, pero no alcanza a calibrar la trascendental importancia que
tiene.
Claro está que Barrow no había reducido a un algoritmo universalmente válido su método de
tangentes, y es evidente que la importancia del carácter recíproco de la derivación y la
integración queda puesta de manifiesto sólo cuando se dispone de un método general para
la obtención analítica de las derivadas o geométricamente para construir tangentes. De
haber sido así, Barrow hubiera sido el descubridor del Cálculo.
Fue el discípulo de Barrow, Isaac Newton, quien advirtió el inmenso alcance de la relación
inversa entre cuadraturas y tangentes. Siendo capaz de sustraerse al purismo geométrico
euclídeo de su maestro, Newton desplegó toda la parafernalia analítica necesaria para
reconvertir y desarrollar las ideas geométricas de Barrow, dando a luz un algoritmo
automático para la resolución de los problemas de cuadraturas y tangentes.
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Página 78 de las Lectiones Geometricae de Barrow, perteneciente a la Lectione X, con
el texto del Teorema Fundamental del Cálculo.
Barrow fue el primer matemático en reconocer realmente que la integración y la
diferenciación son operaciones inversas, pero el estrecho marco de la Geometría
Sintética condenó a Barrow a no poder capitalizar su famoso teorema. Su forma
estrictamente geométrica le impidió advertir que había descubierto el nudo
gordiano del Cálculo Infinitesimal, el instrumento esencial para realizar las
cuadraturas vía la operación inversa de cálculo de la tangente –la antiderivación–, el
núcleo de un nuevo tipo de análisis, suficientemente significativo en sí mismo como
para desarrollarlo en un algoritmo universal.
Justo es, no obstante, ponderar la labor de Barrow, porque aunque manejó un
lenguaje geométrico y tan poco algebraico como pudo, obtuvo resultados
equivalentes a buena parte del Cálculo Infinitesimal de Newton y Leibniz.

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO
(TEOREMA DE BARROW)
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EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO
(TEOREMA DE BARROW)

Lámina del final de la obra de Barrow Lectiones Geometricae  (Londres, 1674) con las figuras de
la Lectione X, en un ejemplar de la Biblioteca Nacional de España.
La figura 109 es la  que corresponde a su versión geométrica del Teorema Fundamental del
Cálculo que ha pasado a la literatura matemática con el nombre de Teorema de Barrow.
La figura 115 corresponde al método analítico para el trazado de las tangentes a las curvas, donde
aparece el Triángulo característico o Triángulo diferencial.
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Epílogo: el descubrimiento del Cálculo Infinitesimal de Newton y
Leibniz

Hasta aquí se ha descrito la naturaleza y los problemas más representativos sobre
cuadraturas y tangentes del periodo clásico griego, del Medioevo y de la etapa empírica del
Cálculo Infinitesimal –primeros dos tercios del siglo XVII–. A lo largo del desarrollo del
Cálculo inmediatamente anterior a Newton y Leibniz se han puesto de manifiesto hechos
muy significativos –el incremento de la variable independiente de Fermat y Barrow, el
triángulo característico y sus semejantes vinculados a cada punto de la curva, la relación
inversa entre cuadraturas y tangentes, la aplicación intuitiva de la idea de límite, etc.–. En
este fecundo periodo se ha dilapidado en general el rigor impecable de la Geometría griega,
pero se han ingeniado magníficos métodos heurísticos de rápido descubrimiento.
A lo largo del recorrido de la etapa empírica del desarrollo del Cálculo anterior a Newton y
Leibniz, hemos visto como se iba abriendo paso lenta y subrepticiamente el concepto de
límite. Aunque muchos matemáticos aplican intuitivamente nociones muy próximas a las
nuestras, al contextualizar sus resultados advertimos las dificultades inherentes al ejercicio
del pensamiento aritmético en términos de límites, que tan imprescindible habría de
manifestarse, durante dos siglos, en la ardua tarea de reconstruir y sistematizar el Análisis,
fundamentándolo en bases rigurosas. Newton intentó evitar los infinitamente pequeños, y en
ello se vio abocado a considerar las «primeras y últimas razones de cantidades
evanescentes», que es un remedo más de la idea de límite, aunque ya más próximo al rigor,
pero no lo suficiente, como para no encender la dura crítica del obispo Berkeley. Leibniz en
cambio con su reformulación de los conceptos infinitesimales –los diferenciales– disfraza,
como habían hecho sus predecesores, el concepto de límite bajo su notación y terminología.
A partir de aquí se plantea históricamente la necesidad de dos hechos fundamentales:
a) La generalización y unificación de los problemas y métodos infinitesimales, es decir la

elaboración de un algoritmo aplicable a todos los problemas.
b) La reformulación sobre bases rigurosas del nuevo Análisis Infinitesimal.
La parte a) es lo que llamamos el descubrimiento final del Cálculo por Newton y Leibniz. La
parte b) es la puesta en orden lógico del Cálculo, que realiza Cauchy y sus continuadores,
la llamada Aritmetización del Análisis.
Puede decirse que el Cálculo de la etapa anterior a Newton y Leibniz es una ingente
casuística de métodos heurísticos, aplicados a problemas geométricos específicos, que se
resuelven mediante técnicas ad hoc, obteniéndose multitud de resultados particulares que,
al traducirlos al lenguaje moderno, muestran los conceptos esenciales del Cálculo, que de
alguna manera yacían en ellos, pero de forma tan fragmentaria que sólo se referían a
problemas individuales y no a teorías generales. Pero la perspectiva de generalización
estaba implícita en esos métodos. Si no se acertó a encontrar la técnica algorítmica general
bastante tuvo que ver en ello el lenguaje matemático al uso, todavía primitivo, que se
utilizaba. Esto es patente en el caso de Barrow –que al mantenerse en un terreno
geométrico no pudo rentabilizar su famoso teorema que vinculaba las cuadraturas con las
tangentes– y sobre todo de Pascal que con admirable destreza y sin utilizar fórmula alguna
elabora enunciados que pueden traducirse inmediatamente en fórmulas de nuestro Cálculo
Integral. El dominio incomparable del lenguaje le permite evitar el simbolismo algebraico,
con su claridad y precisión, pero su rechazo de las fórmulas le impidió descubrir el Cálculo
Diferencial de Leibniz, vía el triángulo característico, así como la fórmula binomial de
Newton, descubrimientos que como Leibniz reconoce, se hicieron gracias a él.
Como consecuencia del precario lenguaje era difícil acertar a vislumbrar las posibles
conexiones entre los problemas que se trataban, pero aun en el caso de advertirlas, como
por ejemplo la relación entre la rectificación de la parábola y la cuadratura de la hipérbola, o
la esencial relación inversa de las tangentes con las cuadraturas, era difícil formularlas con
exactitud, y mucho más captar el profundo significado y la importancia que tales conexiones
tenían en el camino de la generalización de los métodos.



226

El gran acierto de Leibniz es precisamente la elaboración de una notación especialmente
afortunada, tan identificada con los propios conceptos y tan significativamente definitiva,
que, a veces, nos resulta inevitable utilizarla, anacrónicamente, para exponer los resultados
infinitesimales de sus predecesores. Su virtuosismo en la creación del simbolismo le
permitiría traducir en fórmulas los resultados y en algoritmos los métodos, tanto los de sus
antecesores como los descubiertos por él mismo, lo que a su vez le facilitaría la utilización
de los recursos algebraicos para independizar el discurso matemático de las figuras
geométricas y con todo ello reconocer y aislar los conceptos fundamentales del Cálculo
Infinitesimal, creando un cuerpo de doctrina dotado de algoritmos eficaces, es decir,
funcionando como un Cálculo operacional que resuelve todos los problemas planteados
anteriormente, mediante procedimientos uniformes y con una proyección a nuevos y más
complicados problemas, como un potente instrumento de investigación. En palabras del
propio Leibniz, se trataba de hacer con las técnicas y los métodos del Cálculo lo mismo que
había hecho Vieta con la Teoría de Ecuaciones del Arte Analítica y Descartes con La
Geometría.
El descubrimiento final del Cálculo Infinitesimal, requería la confrontación y contrastación de
los métodos geométricos de Cavalieri y Barrow con los métodos analíticos de Descartes,
Fermat y Wallis, con los métodos aritméticos de Roberval, Fermat y Wallis y con los
métodos cinemáticos de Torricelli, Roberval y Barrow. No se ajusta por tanto del todo a la
realidad histórica la asignación categórica de Newton a la tradición cinemática representada
por Arquímedes, Galileo, Torricelli, Roberval y Barrow y de Leibniz a la tradición
atomistística representada por Demócrito, Kepler, Cavalieri, Fermat, Pascal y Huygens. Las
dos tradiciones afectaron tanto a Newton como a Leibniz.
El descubrimiento final del Cálculo requería asimismo y sobre todo el reconocimiento de la
importancia del Teorema Fundamental del Cálculo como núcleo de un algoritmo universal,
que establecería una forma general de proceder aplicable a todos los problemas
infinitesimales.
El Cálculo de Newton comienza con la consideración de elementos infinitesimales a la
manera de Fermat y Barrow –cuya aplicación extiende mediante el Teorema binomial–, pero
en seguida deriva hacia una concepción mecánica, basada en la idea intuitiva del
movimiento continuo, a base de operar con el concepto de «fluente» –como cantidad que
varía respecto al tiempo– y de «fluxión» –como su velocidad de cambio respecto al tiempo–,
y utilizar constantemente las series infinitas para universalizar la aplicabilidad del cálculo
fluxional, valiéndose de la derivación término a término. En cuanto a la Integración, Newton
cambia radicalmente la concepción tradicional del área como límite de una suma de
infinitesimales, a base de considerar la razón de cambio del área respecto de la abscisa,
calculando después el área, mediante una antiderivación, dejando completamente claro, por
vez primera, el carácter inverso de las cuadraturas y las tangentes. Newton recoge la
influencia de Barrow –que en su versión del Teorema Fundamental del Cálculo maneja la
integral indefinida a expensas de la integral definida–, permutando la preeminencia que
históricamente había tenido la integración sobre la derivación. Con Newton la derivación
ocupará el papel principal, quedando la integración reducida a ser el problema inverso. De
hecho Newton con su intuición algorítmica, concebirá la idea de sustituir todas las
operaciones de carácter geométrico involucradas en el Cálculo, por una única operación
analítica, la derivación, que resolverá además por inversión, la integración –Teorema
Fundamental del Cálculo–, para lo cual se auxiliará con el reciente y poderoso algoritmo de
los desarrollos en serie –derivación e integración término a término–.
El Cálculo de Leibniz tiene en cambio una hechura más analítica y simbólica, al ser las
diferencias infinitesimales y la suma de «infinitamente pequeños» las bases de su Cálculo
Diferencial e Integral, respectivamente, lo que le permite, al extrapolar el carácter inverso de
la suma y la diferencia, como operaciones, descubrir el vínculo entre tangentes y
cuadraturas, y a través del triángulo característico reducir todos los problemas de cuadratura
a una antiderivación, considerando lo que se llama la «cuadratriz» o «sumatriz», y
auxiliándose, además, con transformaciones a modo de sustituciones, que son operaciones
totalmente análogas a la integración por partes y por cambio de variable.
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LA FUNCIÓN DE NEWTON Y LEIBNIZ
EN EL DESCUBRIMIENTO DEL CÁLCULO INFINITESIMAL

«Apoyándose en hombros de gigantes» primero los de Arquímedes y después los de Cavalieri y
Torricelli, Fermat y Descartes, Roberval y Pascal, Wallis y Barrow; apurando y exprimiendo la
capacidad de unificación y generalización que permitían los procedimientos del Álgebra y de la
Geometría Analítica, bajo concepciones y métodos infinitesimales diferentes, Newton y Leibniz
fueron capaces de separar la ganga geométrica de los resultados de sus antecesores y encontrar el
principio general que les permitiría reducir las operaciones fundamentales del Cálculo Infinitesimal a
una operativa universalmente válida, concibiendo la idea de sustituir todas las operaciones de
carácter geométrico implicadas en el cálculo de tangentes, por una única operación analítica –la
derivación del Cálculo Diferencial–, que resolvería, además por inversión –cálculo de la antiderivada
o primitiva– los problemas de cuadraturas del Cálculo Integral, a través del Teorema Fundamental del
Cálculo, que vincula ambos problemas y permite la obtención de cuadraturas mediante la resolución
del problema inverso de la tangente.
En la brillante operación realizada por Newton y Leibniz, que se ha venido en llamar el
descubrimiento del Cálculo Infinitesimal, y que es sin lugar a dudas, uno de los logros más
importantes en la Historia del Pensamiento matemático, coadyuvó de forma decisiva la creación y
aplicación de un simbolismo que propiciara traducir en fórmulas los resultados y en algoritmos los
métodos, a base de utilizar los recursos algebraicos de la Geometría Analítica para emancipar los
desarrollos matemáticos de las figuras geométricas y con todo ello reconocer y destilar los conceptos
fundamentales del Cálculo Infinitesimal y crear una herramienta matemática dotada de algoritmos
eficaces, es decir, funcionando como un Cálculo operacional que resuelve todos los problemas de
cuadraturas y tangentes planteados anteriormente, mediante procedimientos uniformes y con una
proyección a nuevos y más complejos problemas y cuestiones, como un potente instrumento de
investigación. En palabras del propio Leibniz, se trataba de hacer con las técnicas del Cálculo lo
mismo que había hecho Vieta con la Teoría de Ecuaciones y Descartes con La Geometría.

1. Página de The Metod of Fluxions de Newton (Londres, 1737), con el trazado de la tangente a la
concoide. En esta obra Newton unifica la mayor parte de resultados sobre tangentes y cuadraturas
que ocuparon a buena parte de los matemáticos del siglo XVII.

1. Página de Nova Methodus pro Maximis et Minimis de Leibniz (Leipzig, 1684), donde aparecen las
reglas para derivar sumas, productos y cocientes. Esta obra se la considera como la primera
publicación sobre Cálculo Infinitesimal de la historia.
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Como conclusión, Newton y Leibniz, bajo concepciones y métodos infinitesimales diferentes,
fueron capaces de separar la ganga geométrica de los resultados de sus antecesores,
encontrando el principio general que les permitiría reducir las operaciones fundamentales
del Cálculo Infinitesimal a un algoritmo universalmente válido, produciendo un cambio
sustancial en el tratamiento y resolución de los problemas. Recogiendo todos los
componentes de «lo heurístico» de la fase empírica anterior, Newton y Leibniz, sin añadir
grandes cotas de rigor, desarrollan «lo algorítmico» con la fecundidad, coherencia y
generalidad de sus diferentes sistemas infinitesimales, abriendo la puerta a «lo riguroso» del
Análisis moderno. Gracias a la ilustre pléyade de matemáticos que les precedieron estos
sabios bien pudieron haber manifestado la frase que se atribuye a diversos científicos:

«Si he podido vislumbrar más allá, es porque me he apoyado en hombros de gigante.»

Los artífices del Cálculo Infinitesimal, Newton y Leibniz en sellos de correos alusivos.
Partiendo de bases arquimedianas y apoyándose en los «gigantescos hombros» del brillante
elenco de  matemáticos de la etapa empírica del Cálculo, Newton y Leibniz alumbraron una de las
más grandes creaciones de la Historia del Pensamiento:   El Cálculo Infinitesimal.
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+250. DIOF
CRONOLOGÍA DEL CÁLCULO INFINITESIMAL

Los problemas infinitesimales en el mundo griego

ES. Comienzo de la Geometría deductiva.
GORAS. Aritmética y Geometría pitagóricas. Álgebra Geométrica.
SOS DE METAPONTO. Descubrimiento de las magnitudes inconmensurables.
s de fundamentos de la Matemática.
CLITO DE EFESO. Pluralidad móvil.
rsión de la comunidad pitagórica.
ÉNIDES DE ELEA. Unidad inmóvil. Origen de la Metafísica.

XÁGORAS DE CLAZOMENE. Cuadratura del círculo. Axioma de Continuidad.
CRATES. Primer matemático «profesional». Cuadraturas de lúnulas. Duplicación del
. Método de Análisis. Letras en figuras geométricas. Primeros Elementos de

etría.
N DE ELEA. Paradojas sobre el movimiento. Crítica filosófica a los Principios de la

mática. «Horror al infinito».
IPO. Teoría atomística.
FÓN DE ATENAS. Cuadratura del círculo. Exhaución.
ORO DE CIRENE. Demostraciones de inconmensurabilidad.
ATES. Inducción y Definición.
S. Sofística. Cuadratriz. Trisección del ángulo.

ÓCRITO DE ABDERA. Atomística. Irracionales. Indivisibles. Volumen de la
ide y del cono.

ON DE HERACLEA. Cuadratura del círculo. Compresión.
ITAS. Estereometría. Duplicación del cubo. Mecánica. Cuadrivium.

ÓN. Fundamentos de las Matemáticas. Sistematización de la demostración rigurosa.
nización y estructuración deductiva de la Matemática –antecedente euclídeo–.
do Analítico. La Academia. Mecenazgo de matemáticos. La Matemática
edéutica de la Filosofía. Educación matemática. Inconmensurables. Cuadrivium.

XO DE CNIDO. Solución a la crisis de fundamentos de la Matemática producida
a aparición de las magnitudes inconmensurables. Axioma de Continuidad. Teoría de
oporción. Método de Exhaución.
ECMO. Secciones cónicas. Duplicación del cubo.
TÓTELES. Lógica. Infinito potencial y actual.
MO. Historia de las Matemáticas.
IDES. Los Elementos. Compilación y sistematización de la Geometría elemental
a. Álgebra Geométrica (Libro II). Teoría de la Proporción (Libros V, VI).
mensurables (Libro X). Cubaturas de prismas, pirámides, cilindros conos (Libro

ÍMEDES. Invención y rigor. Descubrimiento y demostración –Ars inveniendi y Ars
rendi. Método mecánico de descubrimiento mediante la ley de equilibrio de la
ca. Método de exhaución mediante compresión. Cuadratura del círculo. Cuadratura

a Espiral de Arquímedes y de la Parábola. Conoides y esferoides. Numerosas
raturas, cubaturas y centros de gravedad.
ONIO. Estudio exhaustivo de las curvas cónicas en Las Cónicas. Elementos notables
s cónicas. Lugares geométricos Virtuosismo geométrico. Sistemas de coordenadas.
toma de las cónicas (ecuaciones del Álgebra Geométrica en forma de proporción).
s primigenias de la Geometría Analítica. Tangentes y normales como rectas

mas y mínimas.
ANTO. La Aritmética. Álgebra sincopada.
229



+325. PAPPUS. La Colección Matemática. Compilación del Análisis Geométrico griego.
Geometría Superior. Comentarios. Cónicas como lugares geométricos –foco y directriz–.
Método Analítico. Clasificación de los problemas geométricos. Duplicación del cubo.
Trisección del ángulo. Los Diorismos y condiciones límites como origen de los problemas
de máximos y mínimos –Proposición VII.61–.

+460. PROCLO. Comentarios históricos sobre la Geometría griega. Lugares geométricos.
Filosofía de la Matemática.

___________________________

La aportación medieval a lo infinitesimal

 +560. EUTOCIO DE ASCALON. Comentario de Arquímedes.
 1125. JORDANUS NEMORARIUS. Continuidad.
 1260. CAMPANUS. Traducción de Los Elementos de Euclides.
 1270. MOERBECKE. Traducción de algunas Obras de Arquímedes.
 1325. BRAWARDINE. Especulaciones sobre el continuo, el infinito, el tiempo y el movimiento.
 1330. ESCUELA DE MERTON. Movimiento uniformemente acelerado. Regla de Merton.
1360. ORESME. Tractatus de latitudinibus formarum. Latitud de las formas. Sistemas de

coordenadas. Representación gráfica de variables. Estudio de movimiento. Principio de
Oresme. Regla de Merton.

___________________________

Las cuestiones infinitesimales en el Renacimiento

 1450. CUSA. Cuadratura del círculo.
 1482. RATDOLT. Primera edición impresa de Los Elementos de Euclides.
 1543. TARTAGLIA. Publicación de la traducción de Arquímedes de Moerbecke.
 1575. COMMANDINO. Recuperación, traducción y restauración del legado clásico griego (Los

Elementos de Euclides, Obras de Arquímedes, Las Cónicas de Apolonio, La Colección
Matemática de Pappus).

 1591. VIETA. In Artem Analyticem Isagoge. Álgebra simbólica. Parámetros en las ecuaciones.
Logistica speciosa del Arte Analítica. Aplicación del Análisis algebraico a problemas
geométricos. Raíces de la Geometría Analítica.

___________________________

La etapa empírica del Calculo

 1614. NAPIER. Mirifici Logarithmorum ... . Logaritmos de Neper.
 1615. KEPLER. Stereometria. Volúmenes de conoides de revolución. Principio de Continuidad.
 1619. Fundación de la Cátedra Savilian de Oxford.
 1624. BRIGGS. Arithmetica Logarithmica. Logaritmos vulgares. Tablas
 1629–36. FERMAT. Máximos y mínimos y tangentes. Cuadraturas aritméticas de potencias

naturales, basadas en fórmulas sobre números poligonales.
 1634. ROBERVAL. Traité des indivisibles. Cuadratura de la parábola. Problemas sobre la

cicloide. Cuadraturas trigonométricas. Método cinemático para el trazado de tangentes.
 1635. CAVALIERI. Geometria Indivisibilibus ... . Método de los Indivisibles. Principio de

Cavalieri. Integración de xn, n=1,2,3,4,5, 6,9. Area de la elipse. Cuadratura de la espiral.
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 1636. FERMAT. Intoducción a los lugares planos y sólidos –Geometría Analítica de Fermat–.
 1637. DESCARTES. La Geometría –Geometría Analítica de Descartes–. Método del círculo para

el trazado de normales.
 1638. FERMAT y DESCARTES. Controversia sobre las tangentes.
 1638. GALILEO. Discorsi ... . Cuestiones sobre el infinito y lo infinitesimal
 1640. FERMAT. Investigación Analítica, Doctrinam Tangentium. Fundamentación de los

métodos de máximos y mínimos y de tan gentes.
 1640. ROBERVAL y TORRICELLI. Rectificación de la espiral logarítmica.
 1643. FERMAT. Cuadraturas de hipérbolas y parábolas generalizadas.
 1644. TORRICELLI. Opera geometrica. Indivisibles. Cuadraturas. Cubatura de un sólido

infinito. Método cinemático para el trazado de tangentes.
1646. VAN SCHOOTEN. Edición de Opera mathematica de Vieta.
1647. SAINT-VINCENT. Opus Geometricum ... . Cuadratura del círculo. Logaritmos y áreas

hiperbólicas.
 1649. VAN SCHOOTEN. Primera edición de La Geometría  de Descartes separada de El

Discurso del Método.
 1654. PASCAL. Potestatum numericarum summa . Fórmula para la suma de potencias.

Integración aritmética de potencias naturales.
 1655. WALLIS. Arithmetica Infinitorum. Integración aritmética de potencias de exponente

fraccionario. Producto infinito para π/2.
 1657. NEIL. Rectificación de la parábola semicúbica.
 1658. ROBERVAL y WREN. Rectificación de la cicloide.
 1658. PASCAL. Lettres de A. de Detonville. Concurso sobre la cicloide.
 1659. PASCAL. Traite des sinus du quart de cercle. Integración de senos. Triángulo

característico.
 1659. FERMAT. Tratado general sobre rectificación de curvas.
 1659. WALLIS. Tractaus duo, prior de cycloide, posterior cisoide. Rectificación de la cicloide,

cuadratura de la cisoide.
1665. WALLIS. Tractatus de sectionibus conicis. Cónicas como lugares geométricos. Propiedades

de las cónicas a través de sus ecuaciones.
 1659. HUDDE. Reglas para las tangentes a curvas algebraicas.
 1660. SLUSE. Espirales. Puntos de inflexión.
 1660. Fundación de la Royal Society de Londres.
 1663. Fundación de la Cátedra Lucasiana de Cambridge.
 1665. Fundación de las revistas Le Journal des Savants y Philosophical Transactions.
 1667. GREGORY. Vera circuli et hiperbola cuadratura. Aproximación al concepto de

convergencia de una serie.
 1668. GREGORY. Geometricae par universalis. Teorema binomial. Desarrollos en serie de

funciones trigonométricas.
 1668. MERCATOR. Logarithmotechnia. Serie de Mercator para el logaritmo.
 1669. Fundación de la Académie des Sciences de París.
 1670. BARROW. Geometrical Lectures. Método infinitesimal de tangentes. Triángulo

característico. Reglas habituales de la derivación respecto a las operaciones aritméticas
Reglas para la diferenciación e integración de funciones potenciales, circulares,
logarítmicas, exponenciales y otras muchas. integración por partes  y por cambios de
variable. Teorema Fundamental del Cálculo.

1675. BARROW. Edición conjunta de Las Cónicas de Apolonio y las Obras de Arquímedes.
1673. HUYGENS. Horologium oscillatorium. Curvatura. Involutas y evolutas. Rectificación de

la Cicloide.
1679. FERMAT. Samuel de Fermat publica Varia Opera Mathematica de Pierre de Fermat.
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 1676. NEWTO
de New
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 1714. LEIBNI
proceso
El descubrimiento del cálculo infinitesimal por Newton

N. Tratado sobre fluxiones. Investigación cinemática de tangentes. Teorema
ental del Cálculo. Regla del producto y del cociente. Regla de la cadena e

ción por sustitución. Razón de cambio del área. Cálculo del área mediante
renciación. Tabla de antiderivadas.
N. De analysi per aequationes ... . Método general para calcular el área bajo la
=f(x) mediante el Teorema Fundamental del Cálculo. Integración término a
 de desarrollos en serie. Desarrollos en serie obtenidos por división y extracción

es. Reversión de series. Series trigonométricas. Aplicación a la cuadratura de la
 y la cuadratriz.
N. Methodus fluxionum et serierum infinitarum (no impreso hasta 1736) –Obra

 del Cálculo–. Compilación de trabajos anteriores. Aplicación de las series
s a la resolución de ecuaciones algebraicas y diferenciales (coeficientes
minados). Máximos y mínimos. Nuevas integraciones por sustitución.
rmación de integrales. Aplicación a la cuadratura de la cicloide, la cisoide, la
y la versiera. Nuevas tablas de integrales. Triángulo característico. Longitudes de

rimera rectificación de la cisoide. Rectificación de la parábola semicúbica, de un
 elipse y de la cuadratriz.

N. Epistola Prior (13 de junio). Epistola Posterior (24 de octubre). Serie binomial
ton para potencias de exponente negativo y fraccionario.
N. Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Razones últimas de

des evanescentes –intento de definición del concepto de límite–.
N. De quadratura curvarum (publicado como apéndice de la Opticks en 1704).

 versión del Cálculo de Newton.
O DE DUILLIER desata la polémica sobre prioridad entre Newton y Leibniz.

___________________________

El descubrimiento del cálculo infinitesimal por Leibniz

Z. De arte combinatoria. Propiedades de las combinaciones y permutaciones.
Z. Réplica a la Epistola Prior de Newton. Reducción de expresiones irracionales a
les. Reducción analítica de cuadraturas (método de transmutación). Cuadratura
ica del círculo. Serie de Leibniz : π/2=Σ(-1)n+1(1/n).
Z. Réplica a la Epistola Posterior de Newton. Notación diferencial. Triángulo
ístico. Ecuaciones diferenciales.
Z. Nova methodus pro maximis et minimis ... . (Nuevo método para los máximos y
s, así como para las tangentes, que no se detiene frente a cantidades fraccionarias

onales, y un tipo peculiar de cálculo para esos problemas, publicado en el Acta
rum, 3, de Leipzig). Cálculo Diferencial de Leibniz. Aparece el término Cálculo
cial. Definición de diferenciales como incrementos finitos. Reglas generales de
ciación. Condiciones de máximo y mínimo. Concavidad y puntos de inflexión.
n al Problema de De Beaume.
Z. De Geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum (publicado
cta Eruditorum, 5). Cálculo Integral de Leibniz. Introducción del símbolo I para la
l. Carácter inverso del Cálculo Integral y el Cálculo Diferencial.
Z. Supplementum geometricae dimensoriae .... (publicado en el Acta Eruditorum de
eorema Fundamental del Cálculo.
Z. Historia et origo Calculi differentialis. Leibniz explica en tercera persona el
 que le llevó al descubrimiento del Cálculo 40 años antes.
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