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ORIGENES Y EVOLUCION HISTORICA DEL

CALCULO INFINITESIMAL

Dicen que la divinidad se enojé contra quien divulgo la doctrina de Pitdgoras, pereciendo
como un impio en el mar por sacrilego al haber revelado la doctrina de los niimeros
irracionales y la inconmensurabilidad.

Jamblico. Vida Pitagérica. XXXIV, 247.

Los matemidticos actualmente no precisan del infinito en sus estudios, ni lo emplean en ellos,
sino que conciben la existencia de una magnitud finita tan grande como se quiera.
Aristoteles. Fisica, Libro lll, Cap.7, 208a.

Habia mds imaginacion en la cabeza de Arquimedes que en la de Homero.
Voltaire. Diccionario filoséfico.

Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion que

tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas
Descartes. La Geometria, G.AT.VI. 412.

Isaac Barrow fue el primer inventor del Calculo Infinitesimal. Newton adquirié las
principales ideas del mismo a través de su comunicacién personal con Barrow.
M.Child. (I. Barrow. Geometrical lectures. Chicago. Open court, 1916. Prefacio, p. VII).
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Introduccién: de Pitagoras y Arquimedes a Newton y Leibniz

El Calculo Infinitesimal es un cuerpo abstracto de conceptos fundamentales para toda ciencia en
los que subyacen infinidad de cuestiones metafisicas sobre la naturaleza de la realidad, pero
ante todo y como su propio nombre indica, el Calculo Infinitesimal es un instrumento de calculo
por excelencia. Por ambas razones el Calculo Infinitesimal es una de las grandes creaciones del
pensamiento cientifico donde se aborda desde la Matematica el problema del infinito.

Es indiscutible que Newton y Leibniz son los verdaderos creadores del Calculo Infinitesimal, pero
estos dos grandes genios del pensamiento se encontraron un terreno muy abonado por una
numerosa serie de matematicos (Arquimedes, Oresme, Kepler, Cavalieri, Torricelli, Fermat,
Pascal, Roberval, Wallis, Barrow, ...), que habian desarrollado, en la resolucion de ciertos
problemas, multitud de métodos y técnicas infinitesimales, de las que Newton y Leibniz destilaron
el algoritmo universal que constituye el Calculo Infinitesimal. El objeto de este trabajo es
precisamente la busqueda de las raices historicas del Calculo Infinitesimal, estudiando con cierto
detalle el devenir histérico de estas técnicas precedentes, cuyo conocimiento permite establecer
cual era la situacion de la que partieron Newton y Leibniz.

Asi pues, este trabajo sobre la génesis del Calculo Infinitesimal cubre la etapa historica
comprendida entre los incipientes conceptos de la antigiedad griega y el propio descubrimiento
del Calculo por Newton y Leibniz. En el primer capitulo se estudian los primeros problemas
infinitesimales en el mundo griego con la aparicién de las magnitudes inconmensurables —que
provoca la primera crisis de fundamentos de la Historia de la Matematica—, las lunulas de
Hipocrates, las paradojas de Zendn de Elea, los métodos sofistas de Antifon y Bryson, el
Atomismo de Demdcrito y la solucion de la Academia platonica con la Teoria de la Proporcion y
el Método de Exhaucion de Eudoxo y su repercusion sobre la Fisica de Aristoteles y sobre la
estructuracion euclidea de la Geometria griega en Los Elementos. Se dedica todo un capitulo a
los problemas infinitesimales de Arquimedes sobre cuadraturas y cubaturas que anticipan el
Calculo Integral, con su método mecanico de descubrimiento —antecedente directo de los
indivisibles e infinitesimales del siglo XVII- y su demostrativo método de exhaucion —que es el
antecedente directo de los limites de la aritmetizacién del Analisis del siglo XIX. Continuamos
con la aportacion medieval al tema de lo Infinitesimal, en particular los importantes trabajos de
Oresme, que propician una inflexion radical sobre la consideracion conceptual del infinito, lo que
junto a la recuperacién y asimilaciéon del legado clasico prepara, a partir del Renacimiento, un
ambiente intelectual propicio que favorece el desarrollo de multitud de nuevas técnicas
infinitesimales que describimos en los dos capitulos siguientes, clasificadas en dos tipos de
problemas:

e Cuadraturas y cubaturas de Cavalieri, Fermat, Pascal, Wallis, Roberval, ..., mediante

Indivisibles e Infinitesimales.
e Extremos y tangentes. Los métodos de «adigualdad» de Fermat, métodos geométricos de
Descartes, métodos cinematicos de Roberval y métodos diferenciales de Barrow.

Para cada tipo de problema, la exposicion tiene lugar, en general, cronolégicamente. Por eso se
describe primero la historia de las cuadraturas —que corresponden a nuestro Calculo Integral-y
después los extremos y tangentes —que corresponden a nuestro Calculo Diferencial-, en una
secuencia inversa a la del desarrollo académico del Calculo Infinitesimal. En todo momento se
intenta analizar la influencia de cada particular método o técnica sobre el descubrimiento final del
Calculo Infinitesimal por Newton y Leibniz, sobre lo que se abunda en el epilogo.

A lo largo de los diversos capitulos se aborda la dimension cultural de los problemas
infinitesimales a base de comentar ciertos aspectos histéricos, filoséficos, socioldgicos que
tuvieron incidencia sobre los diversos desarrollos infinitesimales. Ademas, la naturaleza de lo
infinitesimal nos ha obligado a considerar ciertas cuestiones metafisicas involucradas en los
diversos temas, en las que se especula sobre el diverso estatuto ontolégico que han ido teniendo
los entes sobre los que se aplican las diversas técnicas y métodos infinitesimales

El material que se ha utilizado en la elaboracion de este trabajo esta resefiado en la bibliografia.
Para el estudio de muchos de los problemas infinitesimales se ha podido disponer de bastantes
obras originales fundamentales de los matematicos artifices del Calculo Infinitesimal. Cuando asi
ha sido, se ha procurado una escrupulosa fidelidad cuando se traduce al autor y se interpretan
los problemas que trata con el auxilio de la consulta y el cotejo de las impresiones que
numerosos historiadores de la Matematica han dado en sus publicaciones y articulos cientificos,
y se intenta realizar una sintesis coherente.



En los albores de la Matematica racional ya se encuentran huellas de los métodos
infinitesimales como explicacion de los fendmenos de cambio y movimiento que manifiesta
el permanente flujo de las cosas y la curiosidad sobre la constitucién ultima de la materia,
que favorece la reflexion sobre el caracter continuo o discreto de los entes geométricos, es
decir, la infinita divisibilidad de los segmentos versus los atomos indivisibles como Ultima
esencia de la realidad.

El descubrimiento de la existencia de magnitudes inconmensurables, en la Escuela
Pitagérica, y las inquietantes paradojas de Zendn de Elea provocaron la aparicion del
«horror al infinito» en la cultura griega y en particular una profunda crisis de fundamentos en
el ambito de la Matematica.

La emergencia de los irracionales impide que todas las magnitudes geométricas puedan ser
medidas mediante numeros. De este modo, quedaban invalidadas todas las pruebas de los
teoremas de la Geometria pitagoérica que utilizaban proporciones. Para conjurar la crisis de
fundamentos habia que soslayar el concepto infinitesimal de numero irracional. Eudoxo de
Cnido, de la Academia platdnica, resolvié de forma rigurosa el abismo entre finito e infinito.
Al introducir la idea de «tan pequefio como se quiera», equivalente a nuestro proceso de
paso al limite, Eudoxo descubre, con su nueva teoria de magnitudes, un subterfugio a los
problemas planteados por el infinito y lo inconmensurable, mediante un inteligente
instrumento geométrico —la Teoria de la Proporcion— que desarrolla en tres fases: una
definicion —igualdad de razones—, un axioma —axioma de Eudoxo—Arquimedes o axioma de
continuidad— y un método —el método de exhaucion—-. La solucion de Eudoxo fue un
excelente triunfo matematico, pero provocéd que la Filosofia platénica impusiera un férreo
rigor légico como supremo valor de la Matematica, lo que propicid la codificacion
axiomatico-deductiva de la Geometria griega elemental en la compilacién enciclopédica de
Los Elementos de Euclides, que establece un rigido modelo de exposicion y demostracion
en casi toda la Matematica griega.

La Teoria de la Proporcién, mediante la que la Academia platénica resuelve de forma
rigurosa la crisis de los inconmensurables, ejerce una gran influencia en la concepcion que
Aristoteles y el Liceo tienen acerca del infinito, y en particular sobre en la Teoria de la
Potencia y el Acto del Libro Il de la Fisica, donde el fildsofo estagirita expone su concepcion
sobre el infinito, la continuidad, la divisibilidad de magnitudes y el movimiento.

En la mente de Arquimedes, el método de exhaucién, conjugado con su genial y heuristico
método mecanico de descubrimiento —método de la palanca—, que Arquimedes describe en
su obra El método relativo a los teoremas mecanicos, se convierte en un poderoso
instrumento infinitesimal rigurosamente légico que le permite alumbrar intuitivamente y
convalidar apodicticamente numerosos resultados sobre cuadraturas, cubaturas y centros
de gravedad, que hoy obtenemos con nuestros perfeccionados y rigurosos algoritmos
infinitesimales, y con los que Arquimedes, supera Los Elementos de Euclides y amplia de
forma considerable el patrimonio matematico de su época.

Ahora bien, el respeto absoluto al paradigma estilistico euclideo recorta de forma muy
considerable las posibilidades de expresion y oculta la via del descubrimiento —el ars
inveniendi de Galileo—, quedando de manifiesto en exclusiva la via apodictica —el ars
disserendi—. El Analisis geométrico griego —que Proclo atribuye a Hipdcrates de Quios,
aunque es descrito por Platon en La Republica y por Pappus en La Colecciéon Matematica—
era una fecunda heuristica geométrica, el instrumento fundamental de investigacion y
creacion matematica; pero, alcanzada tras el Analisis la Sintesis, en presencia de la
demostracion sintética cualquier Analisis era superfluo y como tal se suprimia de los
grandes tratados. De esta forma, los griegos ocultaban la forma y el camino utilizados en la
obtencion de sus magnificos resultados matematicos. Esto sucede en las grandes obras
clasicas de los mas importantes matematicos griegos, como Los Elementos de Euclides o
Las Conicas de Apolonio y también en las obras de Arquimedes, que no dan ni la mas ligera
indicacion de como se habian descubierto los magnificos resultados que describen.

Los matematicos de los siglos XVI y XVII acogen con entusiasmo las obras clasicas griegas,
que tras la recuperacion del legado griego estaban a su disposicion, pero preocupados
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porque el estilo sintético de exposiciéon de la Geometria griega, y en particular de las obras
de Arquimedes, privaba a los investigadores de la forma en que habian sido descubiertos
los resultados, todos los matematicos manifiestan, junto a su admiraciéon, una cierta
perplejidad y extrafeza, ante la lectura de los clasicos. En particular, al ignorar la forma en
que Arquimedes habia obtenido sus impresionantes resultados sobre cuadraturas y
cubaturas, los estudiosos mas importantes —Fermat, Descartes, Torricelli, Wallis, ...—,
cultivan la sospecha de que Arquimedes tenia a su disposicion un método de
descubrimiento que, al no quedar patente al leer sus escritos, de manera premeditada
habria ocultado para la posteridad. Incluso Barrow, que habia realizado una edicién de
algunas obras de Arquimedes, en 1675, estaba convencido de que Arquimedes se habria
auxiliado del Algebra, a la que manejaria de incégnito.

Las fantasias de los matematicos del siglo XVII en torno a Arquimedes eran ciertas sélo en
parte. Arquimedes poseia, en efecto, un original método de investigacion, que comunicé a
su amigo Eratéstenes, a la sazén director de la Biblioteca de Alejandria, mediante el que
usando ciertos procedimientos de la Mecanica no del todo rigurosos, segun el propio
Arquimedes, vislumbraba sus brillantes resultados matematicos. Pero fueron las vicisitudes
histéricas y no su voluntad, quien ocultd su método mecanico, ya que la obra enviada a
Eratéstenes —EL METODO-, y a través de él a toda la comunidad cientifica alejandrina, se
perdié y no se descubrié hasta 1906, gracias a la perspicacia escrutadora y a la diligencia
paleografica e investigadora del gran helenista danés J.L. Heiberg que tras multiples
avatares diplomaticos y cientificos, realizando un encomiable ejercicio de arqueologia
matematica, fue capaz de exhumar, para los estudiosos e historiadores, la obra de
Arquimedes de un palimpsesto griego del siglo XIV.

Puesto que en EL METODO, Arquimedes plasma de forma heuristica la via mecanica que
aplicaba para sus descubrimientos y que habia omitido en todas sus memorias cientificas, el
valor de esta obra es inconmensurable, ya no sélo desde el punto de vista cientifico o como
documento histérico, sino sobre todo desde el punto de vista del proceso heuristico, que le
da un caracter radicalmente singular en todo el ambito de la Geometria griega. Aunque esta
obra sélo fue conocida a partir de comienzos del siglo XX, ha estado presente en la Historia
de la Ciencia como una «variable oculta». Una vez conocido EL METODO, la relectura de
las otras obras de Arquimedes sugiere el planteamiento de diversas cuestiones
epistemoldgicas acerca de la relacion entre los procesos de descubrimiento—invencién y los
meétodos de exposicion—demostracion. En cualquier caso, hay que reconocer la decisiva
incidencia de la obra de Arquimedes en la conformacion de los cimientos tanto de la nueva
Fisica como del Calculo Infinitesimal, a partir del Renacimiento.

Quiza es Descartes el que con mayor claridad manifiesta la insatisfaccién de una curiosidad
frustrada por la ocultacion de los métodos de descubrimiento de la Geometria griega. Asi,
por ejemplo, en la Regla IV de las Reglas para la direccion del espiritu, Descartes escribe
(AT.X.375-378):

«[...] Vemos con toda claridad que los antiguos geémetras se han servido de cierto
analisis, que extendian a la resolucion de todos los problemas, si bien privaron de él a
la posteridad [...]. Cuando por primera vez me dediqué a las disciplinas matemaéticas,
de inmediato lei por completo la mayor parte de lo que suelen ensefiar sus autores, y
cultivé preferentemente la Aritmética y la Geometria, [...], pero no caian en mis manos
autores que me satisficieran plenamente, [...], leia cosas acerca de los nimeros que
yo comprobaba, habiendo hecho calculos, ser verdaderas; y o mismo respecto de las
figuras; [...]. Pero por qué esto era asi, y como eran halladas, no parecian mostrarlo
suficientemente a la mente, [...]. Pero como después pensase por qué sucedia que
antiguamente los primeros creadores de la Filosofia no quisieran admitir para el
estudio de la sabiduria a nadie que no supiese “Mathesis’, [...], tuve la sospecha de
que ellos conocian cierta “Mathesis” muy diferente de la Matematica vulgar de nuestro
tiempo. [...]. Y ciertamente me parece que vestigios de esta verdadera "Mathesis”
aparecen en Pappus y Diofanto, [...]. Y facilmente creeria que después fue ocultada,
por cierta audacia perniciosa, por los mismos escritores; pues asi como es cierto que
lo han hecho muchos artistas con sus inventos, asi ellos temieron quiza que, siendo
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tan facil y sencilla, se envileciese después de divulgada; y para que les admirasemos
prefirieron presentarnos en su lugar, como productos de su método, algunas verdades
estériles deducidas con sutileza, en vez de ensefiarnos el método mismo que hubiera
hecho desaparecer por completo la admiraciéon. Ha habido, finalmente, algunos
hombres de gran talento que se han esforzado en este siglo por resucitarla; pues
aquel arte no parece ser otra cosa, que lo que con nombre extrafio llaman Algebra

[..]»

Como senala Descartes, en la pléyade de gedmetras griegos, Pappus fue una excepcion,
porque desarrollé una singular metodologia en la forma de exposicion, al codificar todo un
cuerpo de tratados analiticos de solucién de problemas en el llamado Tesoro del Analisis del
Libro VII de La Coleccion Matematica. En estos tratados se procede a la reduccion de un
problema dado a un problema equivalente cuya solucién era ya conocida, por ejemplo uno
de los tratados mas importantes Los Datos de Euclides, es en esencia, Los Elementos, pero
reformulados de una forma que patentiza el camino que sigue la investigacion matematica.
Desgraciadamente, la obra de Pappus fue ignorada o desconocida por los escritores arabes,
intermediarios en el transito a occidente de la cultura clasica griega, y permanecié oculta en
manuscritos griegos originales que vieron de nuevo la luz en los siglos XVI y XVII, bajo el
nuevo espiritu humanista de Commandino, Vieta, Fermat y otros muchos, que se
propusieron la traduccion, recuperacion y restauracion de las obras antiguas. Si Descartes
hubiera conocido EL METODO, la excepcién que hace con Pappus la hubiera extendido con
toda razoén, tal vez, a Arquimedes, ya que estos matematicos son los Unicos en toda la
Geometria griega que dan a conocer la via heuristica de los descubrimientos, via analitica
en el caso de Pappus y también via mecanica en el de Arquimedes.

La Matematica del siglo XVII presenta una inflexion radical respecto a la Matematica clasica
griega. El paradigma estilistico y demostrativo que impuso la filosofia platonica, cuyo
exponente mas representativo es la obra de Euclides Los Elementos, es reemplazado por el
principio de que lo que importa es la consecucidén de nuevos resultados, aunque sea sin
expresion rigurosa. Se trata de crear y descubrir, se impone el lema «primero inventar,
después demostrar». La Matematica griega es ponderada por su alto grado de rigor y es la
fuente de formacién y de inspiracion de los matematicos, pero se abandonan y critican sus
métodos porque no son heuristicos. En efecto, el camuflaje permanente del infinito convierte
a casi toda la Matematica griega en Geometria y el tratamiento absolutamente riguroso de
los problemas infinitesimales requiere un subterfugio: el método de exhaucién de Eudoxo,
que obliga a tratar cada problema de forma particular, dependiendo de su estructura
geométrica concreta, ademas de precisar un método complementario para prever los
resultados. Por eso en el siglo XVII, tras la recuperacion, reconstruccion, divulgacion y
asimilacién del legado clasico, se impuso un nuevo clima psicolégico y una nueva actitud
hacia los problemas matematicos, que permitié el desarrollo de multitud de nuevas técnicas
infinitesimales, ya que era general el deseo de encontrar nuevos métodos para resolver
rapidamente los problemas que las nuevas condiciones sociales planteaban, métodos que
permitieran obtener de forma directa los resultados, aunque fuera a costa del rigor.

Las especulaciones de la Escolastica medieval sobre el infinito y el continuo habian
propiciado que los matematicos posteriores no fueran refractarios a la utilizacion de las
técnicas infinitesimales. El Algebra simbdlica de Vieta, Fermat y Descartes, aplicado al
material del Analisis geométrico recuperado de los antiguos, facilitd el desarrollo de técnicas
formales que permitieron métodos de rapido descubrimiento mas que demostraciones
rigurosas. Finalmente la representacion algebraica de curvas, via la Geometria Analitica de
Fermat y Descartes, facilito la rapida y sencilla formulacion para la investigacion de multitud
de problemas de areas, volumenes, rectificacion, centros de gravedad, tangentes, maximos
y minimos, etc. Con esta rica miscelanea de ingredientes matematicos —problemas
arquimedianos, técnicas algebraicas de Calculo, Geometria Analitica y sobre todo el libre
uso del concepto intuitivo de infinito—, el siglo XVII produjo una impresionante profusion de
nuevos resultados, a base de nuevas técnicas y métodos infinitesimales, que provocaron
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una progresiva aritmetizacion de problemas que en la antigiedad habian tenido un enfoque
estrictamente geomeétrico.

En particular, respecto del Calculo Infinitesimal, se abre al comienzo del siglo XVII una etapa
empirica, que cubre los dos primeros tercios de este siglo, en los que manejando unos
elementos con un estatuto ontolégico no muy bien definido —indivisibles, infinitamente
pequenos, incrementos evanescentes, cantidades despreciables, etc.—, se desarrollan
multitud de técnicas y métodos infinitesimales, que contribuyen a resolver de forma
sorprendente antiguos y nuevos problemas, bajo la accion de profundas intuiciones, que
supliendo la falta de rigor, evitan las contradicciones y el absurdo donde podia haber llevado
tanto desenfreno conceptual, y que conducen, bajo una vision de generalizacion y
unificacion, a la destilacién de un algoritmo universal, al descubrimiento simultaneo del
Calculo Infinitesimal por parte de Newton y Leibniz.

Bajo esta situacion, resulta que los matematicos que desarrollan el germen del Calculo
Integral, bebiendo en las fuentes de los grandes tratados conocidos de Arquimedes —que
ahora ya tenian a su disposicion—, donde el método de exhaucion presidia todo el desarrollo
con un implacable rigor, al intentar soslayar la rigidez de la exhaucién mediante artificios
geomeétricos que les condujeran a procedimientos heuristicos de rapido descubrimiento, se
aproximan de forma sorprendente a la técnica del método mecanico de EL METODO de
Arquimedes. Esto es particularmente cierto en el caso de B.Pascal —que aplica
ingeniosamente su método de la balanza, llamada balanza de Arquimedes en los famosos
problemas sobre la cicloide—, y sobre todo, en el caso de Cavalieri, con sus indivisibles.
Aunque el siglo XVII no pudo disponer de EL METODO de Arquimedes, el cimulo de
analogias con éste es evidente, lo que hace comprensible el que muchos matematicos de
esta época estuvieran convencidos, de que Arquimedes disponia de un método singular y
casi milagroso de descubrimiento.

A comienzos del siglo XVII aparecen métodos infinitesimales que modifican y simplifican los
métodos de Arquimedes, sobre todo en Stevin y Luca Valerio, que intentan metodizar las
técnicas arquimedianas obviando la necesidad de la doble reduccion al absurdo del método
de exhaucién, pero manteniendo el rigor en la demostracion, apareciendo de forma latente
consideraciones sobre limites basadas en la incipiente Teoria de Numeros.

En Kepler, la influencia pitagérico-platdnica, asi como las especulaciones escolasticas sobre
la naturaleza del infinito, le dirigen e influyen en su modificacion de los métodos de
Arquimedes, pero parece no tener muy claro la distincion entre pruebas por exhaucion, por
ideas, o mas bien intuiciones sobre limites o por consideraciones infinitesimales o de
indivisibles, aunque generalmente considera areas y volumenes compuestos de elementos
infinitesimales de la misma dimension, de manera que por algun procedimiento ad hoc
realiza la cuadratura o cubatura. A propdsito de determinar las proporciones idoneas de los
barriles de vino, Kepler consigue —en su obra Nova Stereometria doliorum vinariorum de
1615—, por una parte, una multitud de cubaturas de innumerables nuevos cuerpos que
Kepler cred, que influyeron durante mas de cincuenta afios sobre las construcciones
infinitesimales posteriores, y por otra, resuelve numerosos problemas de maximos y
minimos, basandose en la elaboracion de tablas numéricas de volumenes segun distintas
dimensiones.

Con Kepler tiene lugar la ruptura con el escrupuloso rigor de los griegos, salvando de forma
mas 0 menos inconsistente la barrera entre lo rectilineo y lo curvilineo, lo finito y lo infinito, lo
discreto y lo continuo, que habia obligado a los helenos, con su espiritu de rigor, a utilizar la
doble reduccién al absurdo. En efecto, apoyandose en el «Principio de continuidad» de
Nicolas de Cusa, Kepler salta la barrera y realiza subrepticiamente el paso al limite,
identificando descaradamente una curva con una suma de segmentos infinitamente
pequenos, un circulo con la yuxtaposicion de infinitos triangulos infinitamente pequefos con
base infinitamente pequefa sobre la circunferencia y tercer vértice en el centro, etc.

El enfoque de Cavalieri es muy diferente de la forma de Kepler de salvar la continuidad. A la
nocion de infinitamente pequefio de la misma dimensiéon opone el indivisible de una
dimensién menor, que excluye lo infinitamente pequefo. De esta forma, Cavalieri soslaya la
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dificultad logica del paso al limite y resuelve los problemas con mas simplicidad y mayor
generalidad que la exhaucion arquimediana. Para Cavalieri un area estaba formado por un
numero infinito de lineas paralelas o indivisibles, que al sumarlos con los recursos
algebraicos de que disponia, podia, por una parte, ratificar los resultados clasicos —lo que
daria seguridad a su método—, y por otra, obtener cuadraturas y cubaturas no conocidas por
los antiguos. Cavalieri resuelve de forma todavia geométrica problemas equivalentes a las
cuadraturas 1x"dx, con n=1,2,3,4,5,6,9, lo que viene a ser el primer Teorema general del
Calculo. Por eso se considera a Cavalieri como el primer hito importante en la linea histérica
que conduce desde el méftodo mecanico de Arquimedes al algoritmo infinitesimal que
descubrieron Newton y Leibniz. Hay cierta similitud en cuanto a la concepcién del continuo
entre el método mecanico de Arquimedes y la aplicacién del Principio de Cavalieri con el
que el matematico italiano obtiene, por ejemplo, el area de la elipse a partir del area del
circulo y el volumen del cono a partir del volumen de la piramide. La intencidon de Cavalieri
era aunar en una unica actuacion matematica el descubrimiento y la prueba, es decir,
romper con la dualidad heuristica-apodictica de la Geometria griega. No obstante, Cavalieri
no esta muy seguro del rigor de su trabajo y en esto si que se diferencia de Arquimedes,
quien tenia muy claro y asi lo manifiesta en el preambulo de EL METODO que «la
investigacion obtenida por este método no implica verdadera demostracion», por eso ha de
confirmar rigurosamente lo que descubre mediante el método de exhaucion.

El método de los indivisibles gan6 adeptos con el tratamiento que le dio Torricelli. Bajo su
enfoque, a pesar de la imprecision geométrica del «fluir de los indivisibles», estas entidades
geométricas influyeron en la concepcién de Newton sobre momentos y fluxiones y en la
nocion de diferencial de Leibniz, y ademas han pervivido a la creaciéon del Calculo por
ambos. El andlisis de la obra de Torricelli De Dimensione Parabolae arroja un profundo
conocimiento de los métodos antiguos y modernos. Entre las 21 demostraciones de la
cuadratura de la parabola hay pruebas a la manera de los antiguos, otras del tipo de las de
Valerio que le acercan a los limites —aunque geométricamente— y otras por indivisibles. En el
uso de éstos, muestra mas perspicacia que Cavalieri, tanto por la forma de tratarlos como
por los importantes nuevos resultados que obtiene. Ademas, al utilizar indivisibles
curvilineos —cilindricos en el caso de un sdlido hiperbdlico infinito—, Torricelli va mucho mas
alld que Cavalieri. A propésito de este ejemplo y el de la rectificacion de la espiral
logaritmica, Torricelli cree ser el primero en haber descubierto que una figura con alguna
dimensién infinita puede tener una magnitud —longitud, area o volumen— finita, pero
probablemente fue precedido por Fermat —con su calculo de areas bajo hipérbolas
generalizadas— y desde luego por Oresme y otros fildsofos escolasticos.

El punto de vista de Sant-Vincent, de la escuela holandesa, es bastante diferente al de los
italianos Cavalieri y Torricelli, tanto en conceptos como en método, acercandose al de Stevin
y Valerio. Saint-Vicent recoge de éstos la idea de substituir la doble reduccion al absurdo
que aplicaban los antiguos en los problemas de exhaucién por una unica y directa
demostracion, pero si Stevin y Valerio, asi como Arquimedes, subdividian una figura, por
ejemplo en rectangulos, o inscribian poligonos de creciente niumero de lados, aproximando
hasta que el error fuese menor que una cierta cantidad, Saint-Vincent —en su Opus
Geometricum- influenciado por las discusiones escolasticas, utiliza infinitos rectangulos
infinitamente pequefos hasta «agotar» la figura, permitiéndose una subdivisién continua
hasta el infinito y considerando poligonos de infinitos lados inscritos en un circulo, creyendo
que podia alcanzar el infinito actual en la linea de N. de Cusa, de ahi lo justificado que es
llamar a este método «exhaucién» nombre que el mismo acufié —y que resulta mas ajustado
que para el método de los antiguos—. Con esta concepcién no es extrafio que cayera en el
grave error de creer que habia logrado la cuadratura del circulo. No obstante, el elemento
infinitesimal que Saint-Vincent utiliza esta mas préximo al infinitamente pequeno de la
subdivisién continua, que al indivisible estatico de Cavalieri, de modo que a pesar de la falta
de claridad y de rigor, Saint-Vincent dirigié su creacién en un sentido histérico positivo, es
decir, hacia la doctrina de los limites, aunque se mantuvo todavia en un estadio geométrico.

Con el grupo de matematicos franceses —Roberval, Fermat, Pascal y Descartes—, tiene lugar
una cierta ruptura conceptual y metodoldgica. Se conserva el fuerte interés por la Geometria
de Arquimedes, pero la orientacion estrictamente geométrica de los indivisibles de Cavalieri
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y Torricelli es sustituida, gracias a la incipiente Teoria de Numeros —que inicia y desarrolla el
propio Fermat—, por una progresiva aritmetizacion, que usaba de forma implicita los limites,
lo cual se favorece al reemplazar el indivisible fijo, geométrico y estatico por el infinitamente
pequefio de la subdivision continua. Con todo ello, aparecen las integraciones aritméticas
que se aproximan a nuestra integral definida.

Es quiza en el caso de Roberval donde mas diafanamente se advierte esta transicion, hasta
el punto de que realmente utiliza infinitamente pequefios homogéneos, pero da la impresion
de que lo que maneja son indivisibles heterogéneos, al obtener los resultados mediante
razones de figuras que compara, lo cual introduce una cierta confusion. Por otra parte
Roberval amplia el elenco de elementos infinitesimales al utilizar no solo rectangulos o
paralalepipedos, sino también triangulos y tubos cilindricos infinitesimales. Roberval regresa
a la concepcidn pitagorica de la composicidon aritmética de los elementos geométricos, para
permitirse, por ejemplo, despreciar un cuadrado frente a un cubo, lo que desde un punto de
vista aritmético supondria una intuicién de limites asi como una anticipacion de la
evanescencia de los infinitesimales de orden superior en el Calculo Diferencial de Leibniz.
Roberval resuelve la cuadratura basica I1x"dx y se acerca a nuestro Calculo Integral con sus
numerosos resultados equivalentes a integrales definidas de funciones algebraicas y
trigonométricas, en especial con el estudio exhaustivo que hizo de cuadraturas y cubaturas
a proposito de la cicloide.

Fermat poseia una extraordinaria erudicibn matematica, que incluia un profundo
conocimiento de toda la Matematica griega —en particular las obras de Diofanto, Apolonio,
Arquimedes y Pappus— y un soberbio dominio del Analisis Algebraico del Arte Analitica de
Vieta, de cuya conjugacién emergen sus estudios sobre Teoria de Numeros y la invencion
de su Geometria Analitica. A su vez de ambas doctrinas matematicas surgen sus brillantes
artificios infinitesimales que hacen de Fermat el matematico que mas contribuyd, sin duda
alguna, al nacimiento del nuevo Calculo que desarrollarian Newton y Leibniz. Los métodos
que Fermat aplica a un considerable conjunto de problemas de cuadraturas, cubaturas,
maximos y minimos, tangentes, rectificaciones, centros de gravedad, etc. suponen una
auténtica revolucion en las técnicas del Caélculo Diferencial e Integral que anteceden al
descubrimiento de Newton y Leibniz. En sus cuadraturas aparecen varios de los aspectos
conceptuales esenciales de la integral definida, en particular el equivalente al limite de una
suma de infinitas areas de rectangulos infinitamente pequefios. Y en sus originales y
practicos métodos de extremos y tangentes, brota por primera vez el «cociente incremental»
que define nuestra derivada. Aunque en el tema de extremos y su primera aplicacién a las
tangentes, Fermat se mantiene en un ambito algebraico sin cruzar la frontera entre lo finito y
lo infinitesimal, es indiscutible que desde el punto de vista de lo formal Fermat da un paso
trascendental hacia la algoritmizacion de la diferenciacion de Newton y Leibniz.

Los dos representantes mas sefieros de la escuela inglesa Wallis y Barrow, son dos de los
matematicos que mas influyeron sobre Newton, quiza por la proximidad en el espacio
geografico y temporal. Sin embargo y a pesar de ello, los trabajos de Wallis y Barrow son
casi antagonicos, no solo porque partian de concepciones diferentes sino sobre todo por la
diferencia de método y estilo. Esto significa que Newton, con su reconocida genialidad, fue
capaz de captar lo que de fructifero habia en ambos trabajos para construir sobre ello su
magnifico instrumento algoritmico.

Al corriente del Algebra literal de Vieta, los métodos analiticos cartesianos, los orientados
hacia los limites de los matematicos de los Paises Bajos (Stevin, Saint-Vincent, ...) y
franceses (Fermat, Pascal y Roberval), Wallis inicia una potente aritmetizacion de las
técnicas del Calculo —en particular de los indivisibles— de modo que al adentrarse en la
exploracioén del infinito es, entre los predecesores del Calculo, quien mas se acerca a la idea
de limite, hasta llegar a aplicarla de forma subrepticiamente intuitiva con una habilidad
inusitada, que llega a resolver la cuadratura basica de Cavalieri para exponentes racionales
mediante una interpolacion, e incluso extiende la validez a exponentes irracionales.

Los trabajos de Barrow en contraste con los de Wallis suponen una rémora en el camino de
la aritmetizacion. Barrow trabajoé en un lenguaje casi estrictamente geométrico—sintético, en
el que fue capaz de desarrollar importantes descubrimientos que son equivalentes
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geométricos a numerosos teoremas del Calculo Infinitesimal —trazado de la tangente de una
curva implicita mediante su consideracion como limite geométrico de la secante, a través del
Triangulo caracteristico; comportamiento de la derivacion y la integracion frente a las
operaciones aritméticas; problemas de maximos y minimos; métodos de «integracién por
partes y cambios de variable»; reglas para la diferenciacion e integracion de funciones
potenciales, circulares, logaritmicas y exponenciales; caracter inverso de la integracion y la
diferenciacion; teoremas sobre rectificacion de curvas y centros de gravedad; etc.

El excesivo abuso de la intuicion inmediata de las magnitudes geométricas y la violacién del
principio de homogeneidad espacial dimensional con los indivisibles, provocaba que no
hubiera en el ambiente matematico un consenso acerca del valor demostrativo de los
métodos utilizados. Algunos concebian el método de los indivisibles como simplemente
heuristico y creian necesaria una demostracion por exhaucion —punto de vista
arquimediano—. En general se consideraba que los resultados obtenidos mediante
indivisibles podian justificarse facilmente con la exhaucién, pero no era necesario porque
concebian el nuevo método inventivo no mas que como un lenguaje diferente, un estilo
distinto de expresar unos mismos conceptos. Saben que los resultados son correctos
porque saben y pueden probarlos rigurosamente mediante los métodos de Arquimedes.
Vamos a reproducir algunas frases representativas de lo que se acaba de exponer:

J.KEPLER (Nova Stereometria Doliorum Vinariorum de 1615):

«[...]. Podriamos obtener demostraciones perfectas de los libros de Arquimedes, a
nosotros no nos repele la espinosa lectura de ellos.»

P.FERMAT (De aequationum localium ... in quadrandis infinitis parabolis et hiperbolis
“Tratado sobre cuadratura” de 1658):

«[...]. Basta hacer esta observacion [sobre las condiciones para poder aplicar el
método de Arquimedes] una vez para no obligarse a recordar y a insistir
constantemente sobre un artificio bien conocido de todos los gebmetras. [...]. Asi
alcanzamos la conclusion, que podria ser facilmente confirmada por una mas prolija
prueba llevada a cabo a la manera de Arquimedes. [...].»

B.CAVALIERI (Geometria Indivisibilibus Continuorum ...) de 1635:

«[...]. Se podria demostrar todo esto utilizando las técnicas arquimedianas, pero
supondria un gran esfuerzo.»

B.PASCAL (Lettre a Carcavi de 1658):

«[...]. He querido hacer esta advertencia para mostrar que todo lo que esta demostrado
por las verdaderas reglas de los indivisibles, se demostraré también con el rigor y a la
manera de los antiguos [como Arquimedes] y que asi ambos métodos no difieren mas
que en la manera de hablar. [...].Y por eso no tendré ningun reparo en usar este
lenguaje de indivisibles hablando de la suma de lineas y de la suma de planos, aunque
la suma de ordenadas no parezca ser algo geomeétrico a los que no entienden la
doctrina de los indivisibles y creen que es pecar contra la Geometria [...].»

I.BARROW (Lectiones Geometricae de 1670):

«[...]. Se podria alargar mediante un discurso apagoégico [mediante la doble reduccion
al absurdo del método de exhaucion], pero ¢ para qué tanto esfuerzo?»

J.WALLIS (Arithmetica Infinitorum de 1656):

«[...]. Este procedimiento es altamente heterodoxo, pero puede verificarse mediante el
bien conocido método apagdgico de figuras inscritas y circunscritas, lo que es
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superfluo, porque la frecuente iteracion produce nausea en el lector. Cualquiera ducho
en Matematicas puede realizar tal prueba.»

C.HUYGENS (Horologium Oscillatorium de 1673):

«[...]- No es de gran interés el que demos una demostracién absoluta, después de
haber visto que una perfecta demostracion puede ser dada. Concedo que deberia
aparecer en una forma clara, ingeniosa y elegante, como en todos los trabajos de
Arquimedes. Pero lo primero y mas importante es el método de descubrimiento
mismo.»

Las frases transcritas son muy significativas para comprender la enorme influencia de
Arquimedes sobre los matematicos del siglo XVII, pero sirven sobre todo para mostrar la
primacia de la argumentacion heuristica sobre la apodictica, de la ponderacién del método
de descubrimiento por encima de la expresion rigurosa.

El método de lo indivisibles recibié ciertas criticas dirigidas contra su propia naturaleza,
debido al problema que plantean sobre la estructura del continuo, toda vez que contradecian
la doctrina aristotélica del continuo, como divisible en partes del mismo tipo que la magnitud
original, divisibles de nuevo indefinidamente. Por eso Fermat, Roberval, Wallis y otros,
recogen estas criticas e intentan modificar los procedimientos de Cavalieri, para evitar los
errores de dimensionalidad, manifestando que no se toman segmentos para la suma de
todas las ordenadas, sino rectangulos de anchura infinitesimal —infinitesimales—, lo que
desde el punto de vista del rigor no representa un gran progreso, pero salva, mejor que
peor, la homogeneidad. Con ello se abre la segunda etapa del Calculo Infinitesimal,
sustituyendo los «indivisibles» por los «infinitamente pequefios» de igual dimension
geomeétrica espacial que la figura a la que pertenecen. Como no se sabe muy bien lo que es
una magnitud infinitesimal ni lo que debe entenderse por una suma de infinitos sumandos, el
rigor brilla por su ausencia, pero como contrapartida la fecundidad de los nuevos métodos
fue asombrosa.

El Célculo Infinitesimal del siglo XVII, anterior a Newton y Leibniz, estuvo esencialmente
vinculado a la investigacion sobre curvas. Se insistié inicialmente en las curvas conocidas
por los griegos —las cénicas de Menecmo y Apolonio, la cuadratriz de Hipias y Dinostrato, la
concoide de Nicomedes, la cisoide de Diocles, la hippopede de Eudoxo, la espiral de
Arquimedes, etc.), pero en seguida esta coleccion se vio complementada por multitud de
nuevas curvas, entre las que sobresalen las parabolas, hipérbolas y espirales generalizadas
o de orden superior —llamadas de Fermat—, el caracol de Pascal, el folium de Descartes, la
curva de Lamé, la espiral logaritmica, la kappa-curva, la curva tangentoidal, y ante todo la
reina de todas las curvas: la cicloide.

Contrariamente al punto de vista estatico que fue casi exclusivo —salvo quiza en el estudio
de la espiral de Arquimedes— en el tratamiento de las curvas en Grecia, en el siglo XVII se
abre paso en seguida el punto de vista cinematico, de manera que desde el principio los
problemas de diferenciacion se presentan no soélo a propdsito de tangentes sino también de
velocidades. Particularmente el estudio de la espiral logaritmica y de la cicloide contribuyen
a la simbiosis de los métodos geométricos con los cinematicos. En efecto, una curva se
puede considerar como la trayectoria de un punto en movimiento y la tangente como la recta
que pasa por dos posiciones consecutivas. La idea de direccion instantanea del movimiento,
el principio de la composicién de movimientos y mas precisamente de la composicion de
velocidades permite a Torricelli, Roberval y otros, disponer de un método general de
obtencion de tangentes —para curvas que se pueden definir cinematicamente—, que va a
influir de forma considerable en la forma geométrica del calculo de Barrow, y sobre todo en
el calculo de las fluxiones de Newton y en sus aplicaciones geométricas.

Y todo ello a pesar de Descartes que trataba desdefiosamente de mecanicas a las curvas
no algebraicas, y pretendia su exclusion de la Geometria. Para curvas algebraicas,
Descartes idea un método de obtenciéon de tangentes —el método del circulo—, basado en
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consideraciones sobre raices dobles, bajo un punto de vista en absoluto diferencial,
independiente del concepto de limite y que es el de la Geometria Algebraica. La actividad
matematica de Descartes ocupa un segundo plano dentro del desarrollo de su Filosofia —La
Geometria aparece en 1637 como uno de los apéndices de su Discurso del Método—; y a
pesar de la gran influencia que tuvo la difusion de sus métodos analiticos, Descartes no
contribuy6 de forma efectiva al desarrollo de las técnicas infinitesimales, aunque se sirviera
de algunos de sus conceptos y métodos, por ejemplo, en el estudio de algunas cuestiones
fisicas —la presion de los fluidos o la caida de los cuerpos— en las que al igual que en la
gestacion de la Geometria Analitica recogio la influencia de la Escolastica y particularmente
de Oresme, y también en la resolucion de cuestiones que le sugirié el padre Mersenne
acerca de cuadraturas, cubaturas y centros de gravedad, cuando aplica los métodos de
Arquimedes, Stevin, Kepler y Cavalieri. Pero Descartes siempre consideré que estos
métodos no eran lo suficientemente rigurosos como para ser publicados.

Los métodos algebraicos coexisten con los métodos cinematico—diferenciales de Roberval,
Fermat y Barrow. Se empieza a considerar que las curvas definidas cinematicamente son
como las demas, no hay por qué hacer distinciéon, todas pueden estudiarse por los mismos
meétodos. La variable tiempo en los trabajos de Barrow se convierte en una variable
independiente universal de la que dependera la variacion simultdnea de varias magnitudes,
como base de un Calculo Infinitesimal de tendencia geométrica, ideas que son el punto de
partida de Newton, para quien sus fluyentes son las distintas magnitudes funciones de un
tiempo, que es un parametro universal, mientras sus fluxiones son las derivadas respecto al
tiempo, lo que supone la culminacion de los métodos cinematicos.

Otro aspecto decisivo del Calculo del siglo XVIl es que se empieza a intentar una
clasificaciéon de los problemas. Los problemas de diferenciacion aparecen bajo tres
aspectos: velocidades, tangentes y maximos y minimos. Fermat unifica los tres aspectos e
inicia el argumento diferencial de incrementar la variable independiente y valorando el
correspondiente incremento de la funcidbn considerar por primera vez -aunque
manteniéndose en el terreno de lo operativo y algebraico— el cociente incremental que
definira la primera derivada. Por ello Laplace y la mayor parte de los matematicos franceses
consideran a Fermat como el verdadero descubridor del Calculo Diferencial. Coordinados
los aspectos vinculados a la primera derivada, hay que decir que los relativos a la segunda
derivada tardaran bastante mas en unificarse, lo que llevara a cabo Huygens a propésito de
las evolutas y del radio de curvatura de una curva.

Respecto al Calculo Integral se estudiaban desde la época clasica griega —sobre todo por
parte de Arquimedes, los problemas de cuadraturas, cubaturas y centros de gravedad. El
siglo XVII ampliarad considerablemente el numero de cuadraturas y cubaturas en relacion
con la ingente cantidad de nuevas curvas que se definen y afiade la rectificaciéon de curvas y
el céalculo de superficies de revolucién —en la antigiiedad sélo Arquimedes habia tratado los
casos particulares de la rectificacion de la circunferencia en Sobre la medida del circulo y la
superficie de la esfera en Sobre la esfera y el cilindro—. Se emprenderia una clasificacién de
los problemas segun la naturaleza de la integral subyacente. Para areas y volumenes el
paso fundamental lo da Cavalieri con sus indivisibles, mediante los cuales advierte que
muchos de los problemas resueltos por Arquimedes se reducen a la cuadratura de x", para
n=1,2. Sigue inmediatamente el intento de generalizar la cuadratura de Cavalieri para n
racional distinto de —1 (para n=-1, la llamada cuadratura de la hipérbola de Apolonio se
tardaria bastante mas tiempo en resolver—, con una profusion de brillantes resultados sobre
cuadraturas de hipérbolas y parabolas generalizadas, algunas obtenidas por indivisibles o
infinitesimales —Roberval, Pascal, ...—, otras mediante cuadraturas aritméticas —que se
basaban en el modelo de la cuadratura de la espiral por Arquimedes— por medio de diversas
formulas para la suma de las potencias de los primeros enteros obtenidas por
consideraciones sobre numeros poligonales en el caso de Fermat o sobre el triangulo
aritmético en el trabajo de Pascal; otras obtenidas empiricamente a base de una buena
dosis de induccién incompleta, que permitiria a Wallis obtener la cuadratura de x"™, v,
finalmente, otras por originales métodos como el de la progresién geométrica de Fermat.

De esta forma todos los problemas sobre areas y volimenes podian reducirse a
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cuadraturas. Dos problemas se consideraban equivalentes cuando dependian de la misma
cuadratura. Por ejemplo Cavalieri demuestra que el problema del volumen de la piramide y
el de la cuadratura de la parabola son equivalentes porque ambos dependen de la
cuadratura de x2. Se disponia por tanto de una forma de clasificar los problemas segun el
grado de la dificultad de la cuadratura a que daban lugar.

Si a esto le anadimos que tanto Pascal como Barrow, obtienen mediante consideraciones
geomeétricas resultados asimilables a los métodos de integracién por partes e integracién por
cambios de variable, resulta que los matematicos del momento pueden resolver ya infinidad
de problemas que se reducen a cuadraturas elementales. Todo ello al inmenso precio de dar
la espalda al pasado y aceptar el buscar la justificacion de los métodos nuevos en la
fecundidad de los resultados y no en el argumento riguroso.

Pero todavia quedaban por resolver los arduos problemas de la cuadratura del circulo y de
la hipérbola de Apolonio, a lo que se enfocan ciertos trabajos de Saint-Vincent, Mercator,
Wallis, Gregory y Newton, mediante procedimientos de interpolacion indefinida de funciones
circulares y logaritmicas, que pronto daran lugar con Newton y Leibniz a los métodos
generales de desarrollo en serie. Entre los algoritmos infinitos obtenidos sobresalen los
sensacionales descubrimientos de la serie de Mercator para el logaritmo en relacién con la
cuadratura de la hipérbola, asi como el desarrollo de Wallis de n/2 en producto infinito y el
desarrollo de la serie binomial de Newton, ambos en relacién con la cuadratura del circulo.

Los problemas de la rectificacion de curvas se resolvieron mas tardiamente. Histéricamente
la primera curva rectificada después del circulo fue la espiral logaritmica —llamada por
Torricelli espiral geométrica para distinguirla de la espiral de Arquimedes, que seria la
espiral aritmética—. El problema fue resuelto por medios cinematicos hacia 1640 por
Roberval y Torricelli. Neil resuelve hacia 1658 la rectificacién de la parabola semi-cubica
kx?=y®, llamada parabola de Neil, mientras Roberval y Wren consiguen rectificar la cicloide
hacia 1659. Por las mismas fechas Pascal obtiene la igualdad de la longitud de la espiral de
Arquimedes con la de una parabola en Egalité des lignes spirale et parabolique de Les
Lettres de A. de Dettonville. Respondiendo a estos éxitos de Wren y Pascal, Fermat escribe
hacia 1659 un tratado general sobre rectificacion, De linearum curvarum cum lineis rectis
comparatione dissertatio geometrica, en el que al aplicar el material desarrollado en sus
cuadraturas y con base en la parabola de Neil, obtiene la rectificacién de una familia infinita
de curvas. Varios matematicos reducen la rectificacion de la parabola a la cuadratura de la
hipérbola, ejemplo importante porque aparece como caso particular segun el cual la
rectificacion de la curva y=f(x) se corresponde con la cuadratura de la curva y=[1+f(x)?]"%, de
manera que el problema de la rectificacién forma una transicién geométrica natural entre la
diferenciacion que presupone y la integracion a la que se reduce, contribuyendo a vincular
asi los dos tipos fundamentales de problemas del Calculo Infinitesimal: las tangentes del
Calculo Diferencial y las cuadraturas del Calculo Integral.

Precisamente el descubrimiento de que tales problemas —las cuadraturas y las tangentes—
son en cierto modo inversos uno del otro, cuestion vislumbrada por Barrow —aunque,
oscurecida un tanto por el abstruso lenguaje geométrico y sintético que utilizaba, le impidio
advertir que habia descubierto la clave del Calculo Infinitesimal, el instrumento esencial para
realizar las cuadraturas mediante la operacion inversa del célculo de la tangente, es decir, la
antiderivacion—, en la mente de Newton y Leibniz fragudé de tal forma, que constituyé un
componente esencial en la sistematizacion del Calculo por ambos, al destilar de la rica
miscelanea de técnicas infinitesimales anteriores un poderoso algoritmo instrumental para el
célculo sistematico de areas y tangentes.

Asi termina este trabajo en el que de forma interdisciplinar se investiga desde la Matematica
el pasado histérico de uno de los instrumentos cientificos mas potentes que se ha elaborado
en la historia del pensamiento, a propdsito de una de las cuestiones que mas ha inquietado
el espiritu del hombre: el infinito.
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LOS FILOSOFOS Y MATEMATICOS QUE MAS PARTICIPARON
EN EL NACIMIENTO DEL CALCULO INFINITESIMAL

EUDOXO

CAVALIERI

DESCARTES

WALLIS

BARROW

NEWTON

LEIBNIZ
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CITAS MEMORABLES SOBRE LA HISTORIA DEL CALCULO INFINITESIMAL

10.

«Dicen que la divinidad se enojé contra quien divulgé la doctrina de Pitagoras,
pereciendo como un impio en el mar por sacrilego al haber revelado la doctrina de
los numeros irracionales y la inconmensurabilidad.»

Jamblico. Vida Pitagorica. XXXIV, 247.

«Viendo en ello [en la ocultacion de las magnitudes inconmensurables] menos
una debilidad humana que una necedad propia de puercos de cria, senti
vergiienza no sé6lo de mi mismo, sino de toda la raza helena [...].»

Platon. Leyes, 819e.

«Sumando siempre algo al finito, sobrepasaremos todo finito; igualmente
restandole algo, vendremos a caer por debajo de todo finito.»
Aristételes. Fisica, Libro VIIl, Cap.10, 266b.

«Los matematicos actualmente no precisan del infinito en sus estudios, ni lo
emplean en ellos, sino que conciben la existencia de una magnitud finita tan
grande como se quiera [...].»

Aristoételes. Fisica, Libro lll, Cap.7, 208a.

«No es digno de llamarse hombre aquel que desconoce que la diagonal de un
cuadrado es inconmensurable con el lado.»
Sophie German. Mémoire sur les Vibrations des surfaces élastiques (1816).

«Eudoxo construyoé una profunda teoria que aparece descrita en el Libro V de Los
Elementos de Euclides, y que es considerada por muchos matematicos modernos
como el logro mas depurado de las Matematicas griegas. Esta teoria es
sorprendentemente moderna en espiritu, y puede ser considerada como el
principio de la moderna teoria de nimeros irracionales, que ha revolucionado el
Analisis Matematico y ha tenido mucha influencia en la filosofia reciente.»

G.H. Hardy. Apologia de un matematico. Nivola. Madrid, 1999. pp.98-99.

«Habia mas imaginacion en la cabeza de Arquimedes que en la de Homero.»
Voltaire. Diccionario filoséfico.

«Arquimedes es el mas cientifico de todos los griegos, el sabio mas profundo de
toda la antigiiedad clasica [...]. La Geometria estatica de Euclides se convierte en
Geometria cinética con Arquimedes, quien llené la sima platénica abierta ente la
razén pura y la experiencia, y, apoyandose en ésta, descubrié métodos generales
para calcular las areas de las figuras curvilineas y los volumenes de cuerpos
limitados por superficies curvas.»

F.Vera. Breve Historia de la Geometria. Losada. B. Aires. 1963. Cap. 4. pp.64-65

«Dice Plutarco que los inventos fueron para Arquimedes como juegos de
Geometria. [...] Arquimedes es, acaso, el hombre de ciencia que ha llegado a la
mas alta cima de la abstraccion. [...] Arquimedes puso los cimientos del Calculo
integral. [..] En su trabajo EL METODO, analiz6 los vinculos entre el
descubrimiento y la demostracion de las verdades matematicas, dejando la mas
amplia libertad para aquél y exigiendo el maximo rigor Iégico para ésta.»

F.Vera. Arquimedes (en Cientificos griegos). Aguilar, Madrid, 1970. pp.11-13.

«Todo lo que varia, se sepa medir o no, lo podemos imaginar como una cantidad
continua representada por un segmento rectilineo.»
Oresme. Tractatus de Latitudinibus Formarum, 1362.
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CITAS MEMORABLES SOBRE LA HISTORIA DEL CALCULO INFINITESIMAL

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

«Los geémetras antiguos empleaban en sus demostraciones un método diferente al
seguido en la fase inventiva y procedian asi, entre otras razones, para ocultar el
secreto del arte. [..]. Entre todos los trabajos que se refieren a las disciplinas
matematicas, parece que el primer Ilugar puede ser reivindicado por los
descubrimientos de Arquimedes, que confunden a las almas por el milagro de su
sutilidad.»

Torricelli. Opera Geometrica. Florencia, 1644. Proemio.

«[...]- Asi alcanzamos Ila conclusion [sobre la cuadratura de parabolas generalizadas,
que podria ser facilmente confirmada por una mas prolija prueba llevada a cabo a la
manera de Arquimedes. [...].»

P.Fermat. Tratado sobre cuadratura,1658.

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion
que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, [...] y conocer la manera de
trazar otras lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto. [...] Y me
atrevo a decir que éste [el trazado de las rectas normales a una curva] es el problema
mas util y mas general no sélo que yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamas
conocer en Geometria.»

Descartes. La Geometria, G.AT.VI. 412-413.

«Lo que ha inmortalizado el nombre de este gran hombre [Descartes], es la aplicacion
que ha sabido hacer del Algebra a la Geometria, una idea de las mas vastas y felices
que haya tenido el espiritu humano, y que sera siempre la llave de los mas profundos
descubrimientos no solamente en la Geometria, sino en todas las ciencias fisico-
matematicas.»

D'Alembert. Discours Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, 1984, pp.84—85).

«[...]- Todo lo que esta demostrado por las verdaderas reglas de los indivisibles, se
demostrara también con el rigor y a la manera de los antiguos [como Arquimedes].»
B.Pascal. Lettre a Carcavi, 1658.

«Al no poder imaginar qué ingenio mortal pueda llegar a tanto mediante la virtud del
razonamiento, estoy seguro que Arquimedes se vio ayudado por el Algebra, a la que
conocia en secreto y que ocultaba de forma estudiada.»

|.Barrow. Archimedis Opera. Londres,1675.

«[...]- Este procedimiento es altamente heterodoxo, pero puede verificarse mediante el
bien conocido método apagogico de figuras inscritas y circunscritas [mediante el
método de exhaucion].»

J.Wallis. Arithmetica Infinitorum,1656.

«[...]. No es de gran interés el que demos una demostracion absoluta, después de
haber visto que una perfecta demostracion puede ser dada. Concedo que deberia
aparecer la demostracion de las cuadraturas] en una forma clara, ingeniosa y
elegante, como en todos los trabajos de Arquimedes. Pero lo primero y mas
importante es el método de descubrimiento mismo.»

C.Huygens. Horologium oscillatorium, 1673.

«Isaac Barrow fue el primer inventor del Calculo Infinitesimal. Newton adquirié las
principales ideas del mismo a través de su comunicacion personal con Barrow.»
M.Child. (I. Barrow. Geometrical lectures. Chicago. Open court, 1916. Prefacio, p. VII).

«[...] Fermat fue uno de los grandes genios de Francia y uno de los matematicos mas
extraordinarios de todos los tiempos.»
R. Paintandre, Profesor de Matematicas del Licée P. Fermat de Toulouse, 22/6/1957.
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Pitagoras. Museo Nacional de Napoles.

Los primeros problemas infinitesimales en el mundo griego
La aparicion de las magnitudes inconmensurables

Desde los albores de la aparicién de la Matematica racional se encuentran rastros de los
métodos infinitesimales. Las reflexiones provocadas por el cambio y el movimiento que
surgen en las primeras manifestaciones del pensamiento critico, conducen a concepciones
de indole infinitesimal, al intentar construir doctrinas de pensamiento matematico abstracto
sugeridas por el permanente fluir de las cosas que manifiesta el mundo natural circundante.
De esta forma aparece el problema de la continuidad de los entes geométricos, la
divisibilidad de los segmentos «ad infinitum», o la existencia atomistica de partes
intrinsecamente indivisibles.

La idea de que dos magnitudes, y mas concretamente dos segmentos, tienen siempre una
parte alicuota comun, es decir que son conmensurables, es si duda una etapa primigenia
inevitable en el desarrollo del pensamiento matematico y por supuesto en el ambito
artesanal por necesidades de la medida siempre aproximada de longitudes.

La grandeza sublime del Teorema de Pitagoras —aplicado a la diagonal y el lado de un
cuadrado— y la magica belleza del Pentagrama mistico pitagérico —generador de la seccién
aurea como razoén entre la diagonal y el lado del pentagono regular (Euclides, XIII.6)— fueron
dos de los tépicos mas relevantes de la Escuela Pitagérica, pero se convirtieron en dos
caballos de Troya para la Geometria griega, porque llevaban en su interior el germen de la
profunda crisis de la comunidad pitagérica donde aparecieron. Los pitagéricos demuestran
que el lado y la diagonal de un mismo cuadrado no admiten ninguna medida comun, y lo
mismo respecto de un pentagono regular. En ambas figuras, si un nimero entero representa
el lado, ningun otro numero entero puede representar la diagonal. Ambos segmentos son
inconmensurables. No se pueden conocer numéricamente juntos. Si el descubrimiento
hubiera sido a través de la diagonal del cuadrado, /2 seria la primigenia magnitud
inconmensurable de la historia, mientras que, si hubiera sido a través de la diagonal del
pentagono regular, habria sido /5, ya que el numero de oro es ¢=(1+./5)/2 .

LOS INCONMENSURABLES QUIEBRAN LA FILOSOFIA PITAGORICA

Aunque Proclo en su famoso Comentario al Libro I de Los
Elementos de Euclides atribuye al propio Pitigoras el primer
reconocimiento de inconmensurables, la tradicién lo atribuye

al pitagérico Hipasos de Metaponto, hacia el 480 a.C.

principios racionales basados en el nimero entero.

pitagorica en la omnipotencia de los nimeros.

. \ siempre con exactitud, y por otra los inconmensurables

los teoremas que utilizaban proporciones.

19

Las concepciones pitagoricas establecian que toda la
naturaleza estaba regida por un orden matematico y acufiaban
el término Cosmos para describir un universo armonioso y
ordenado por unas leyes cognoscibles, inteligible por el
hombre a través de namero, «esencia de todas las cosas» y
principio generador en el macrocosmos y el microcosmos. Con
esta cosmovision se puede entender la magnitud de la
conmocion que debi6 suponer para el Pitagorismo la aparicion
del inconmensurable, ya que no sélo quiebra lo inmediato, es
decir, la Aritmética y la Geometria -el Pitagorismo habia
establecido una exacta identificacion entre ntmero y
magnitud, entre el pensamiento aritmético y la realidad
natural concreta-, sino también la Ciencia en general y la
Filosofia, al resquebrajarse sus cimientos aritméticos que eran

El descubrimiento de los inconmensurables es un reto lanzado
por la naturaleza a la Aritmética que refuta la creencia

La stbita emergencia de la inconmensurabilidad someti6 el
pensamiento pitagorico a un doble desafio, uno filoséfico, ya
que la irracionalidad atentaba contra el sincretismo
aritmético-fisico que establecia la preeminencia del nimero
como esencia del Cosmos y otro matematico ya que, por una
parte, a partir de entonces en Geometria era imposible medir

exigian la reconstruccion de todas las pruebas pitagoricas de



En la Matematica actual las razones inconmensurables se expresan mediante numeros
irracionales. Los babilonios y los egipcios habian trabajado con tales numeros, a base de
aproximaciones, aunque sin la conciencia de la falta de exactitud, es decir, sin la constancia
de la diferencia radical entre razones conmensurables e inconmensurables. En cambio para
los griegos la palabra numero significa «numero entero positivoy; una fraccion a/b indicaria
no un numero racional sino una relacién entre los nimeros enteros a y b, «la razén» entre a
y b. En sentido actual seria un par ordenado de numeros.

Para los pitagéricos dos razones a/b, c/d, se dice que son «proporcionalesy,
a/b=c/d, cuando existen enteros p,q,m,n, tales que a=mp, b=mq, c=np, d=nq;

por ejemplo: 12/15=16/20, porque 12 contiene cuatro de las cinco partes de 15, al igual que
16 contiene cuatro de las cinco partes de 20.

A partir de esta base se desarroll6 inicialmente la Teoria pitagérica de la proporcion. La
vision de numero como tamano se aplicé a las magnitudes geométricas: longitudes, areas y
volumenes, en la creencia de que dos segmentos de linea eran siempre conmensurables, es
decir que existia una unidad comun de la que ambos serian multiplos. De esta forma la
doctrina de razones enteras y proporciones se podia extender a longitudes, areas y
volumenes de figuras simples como segmentos, rectangulos y paralelepipedos.

Con el descubrimiento de los inconmensurables quedaban afectadas y debian ser
reconstruidas todas las pruebas pitagéricas de los teoremas que utilizaran proporciones. Por
ejemplo para demostrar la Proposicion V1.1 de Los Elementos de Euclides:

«Los triangulos que tienen la misma altura, son entre si como sus bases»,
los primeros pitagoricos actuarian de la siguiente manera:

A Sean los triangulos ABC y ADE, con
bases BC y DE sobre la recta MN. BC
y DE tendran alguna unidad comun de
medida; sea GH contenido p veces en
BC y q veces en DE. Marquemos los
puntos de division sobre BC y DE y
unamoslos con el vértice A.

M N Los triangulos ABC y ADE quedan

B GHC D E divididos respectivamente en p y q

triangulos menores, que segun la

Proposicion 1.38 de Los Elementos («los triangulos que tienen igual base y altura son

equivalentes») tienen el mismo area. Por tanto la razén de los tridangulos ABC/ADE = p/q =
BC/DE, como se queria probar.

Es evidente que la aparicién de magnitudes inconmensurables invalida la prueba geométrica
exhibida en esta proposiciéon y en todas las pruebas pitagéricas en las que haya que
comparar razones de magnitudes geométricas.

Se comprende que el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables produjera un
escandalo légico en todo el ambito pitagoérico, ya que exigia una revision a fondo de los
fundamentos de su Matematica y su Filosofia. A esta titanica empresa se enfocara la
importante labor de Eudoxo de Cnido de la Academia platonica, que resolvera de forma
brillante y rigurosa, aunque provisional —durante mas de dos mil afios—, la antinomia radical
entre finito e infinito. Al renunciar a la exactitud aritmética y trascender lo empirico, la
Geometria griega soslayara la presencia temible e inexorable del infinito mediante la
construccion geométrica

El descubrimiento de la inconmensurabilidad marca un hito en la Historia de la Geometria,
porque no es algo empirico, sino puramente teérico —es un acto intelectual puro—. Su
aparicion sefialé el momento mas dramatico no sélo de la Geometria pitagérica sino de toda
la Geometria griega, pero fue la causa de su grandeza ante la emergencia de la
demostracion, uno de los componentes esenciales del milagro griego en Matematicas.

20



Las cuestiones infinitesimales en los filésofos preplatonicos
Las lanulas de Hipécrates

Hipécrates de Quios (hacia el 450 a.C.) consigue la primera cuadratura rigurosa de una
figura curvilinea en la Historia de la Matematica.

Proclo de Licia en su Comentario al Libro | de los Elementos de Euclides, siguiendo al
historiador de la Matematica del Liceo, Eudemo de Rodas (hacia el 335 a.C.), informa que
Hipocrates escribié unos Elementos de Geometria —la primera concatenacion logica de las
proposiciones en un corpus racional- ahora perdidos, donde habria tratado, quiza a
propdsito del intento de resolver el famoso problema de la cuadratura del circulo, la
cuadratura de las ltinulas —figuras planas limitadas por arcos de circulo de radios diferentes—
y en donde apareceria el famoso teorema (Euclides, XIl.2):

«Los circulos estan entre si como los cuadrados de sus diametros»

teorema que generalizando permite enunciar para segmentos semejantes (que subtienden
angulos iguales) de circulo:

«Segmentos semejantes de circulo estan entre si en la misma razén que los
cuadrados construidos sobre sus bases»

resultados que seran considerados reiteradamente por Eudoxo, Euclides y Arquimedes, y
cuya importancia histérica es considerable, ya que permiten demostrar que ciertas areas
limitadas por lineas curvas —ciertas /unulas—, son conmensurables con areas limitadas por
lineas rectas, es decir permiten realizar la cuadratura de lunulas.

a

LAS LUNULAS DE HIPOCRATES

A = Semicirculo de radio a

D = Cuadrante de radio a

C = Semicirculo de didmetro ¢
T = Triangulo

L = Lunula
A (2a)’ [Euclides X112
E = Cz Euclides 1.47 =2

(A=2C;C=D;L=T)

Al utilizar crecientemente lunulas de mayor tamafo, Hipdcrates intentaria vanamente
resolver el problema de la cuadratura del circulo. No sabemos si Hipdcrates estaba
convencido de haber resuelto el problema; es posible que asi sea, porque recibiria la dura
acusacion de Aristoteles de haber incurrido en paralogismo.
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LAS LUNULAS DE HIPOCRATES
EN LOS CUADERNOS DE LEONARDO DA VINCI

Estudios de Leonardo (hacia 1515) sobre las Liinulas de Hipécrates. Coédice Atlantico (f. 455r).

El sorprendente descubrimiento realizado por Hipdcrates de Quios acerca de la cuadratura de
lanulas impresioné considerablemente la mente de Leonardo. La posibilidad de que se puedan
calcular ciertas areas curvilineas circulares, es decir, construir cuadrados equivalentes a ellas,
fasciné de tal modo a Leonardo da Vinci, que le indujo a realizar en numerosos escritos multitud
de estudios sobre lunulas con la intencion de perseguir la cuadratura del circulo.
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LA CONTINUIDAD EN ANAXAGORAS DE CLAZOMENE

o T U VO T [ La ilustracién es un grabado que
e hid 3 Nttt ik representa a Anaxagoras visitado
BT ' ; | por Pericles -que habia sido

discipulo suyo- en la prision.
En la linea del rastreo del infinito el
gran filésofo experto en Geometria,
Anaxagoras de Clazomene establece
una aguda definicion de lo que
llamamos el «Axioma de continuidad»:

«En lo pequeiio no existe lo
extremadamente pequefio, sino
algo cada vez mds pequeiio,... De
igual modo en lo grande siempre
hay algo mds grande,...»

-f k

A Anaxagoras se le atribuye (segin
Plutarco) el mérito de haber sido el
primer matematico que estudié el
problema de la cuadratura del circulo,
mientras estaba en prisién acusado de
impiedad por sus creencias
cosmolégicas.

Pericles visita a Anaxagoras en prisién.

LOS TRABAJOS MATEMATICOS DE HIPOCRATES DE QUIOS

Segtin Proclo en su Comentario al
Libro I de los Elementos de Euclides:

«Hipécrates de Quios es el
inventor de la cuadratura de la e
linula y fue el primero que Fr :
compuso Elementos.»

Hipdcrates es, en cierto sentido, un
pionero en la Historia de Ia
Matematica, ya que inici6 la
utilizacion de letras en las figuras
geométricas para atemperar la
excesiva  retorica del discurso
matematico, aplic6 el Método de
Andglisis e ide6 el método de
demostracién por reduccién al absurdo
que tanta influencia tendria sobre el
método de exhaucion de Eudoxo.

Hipo6crates también estudié el
problema de las proporciones
continuas, es decir de la interpolacién
de dos medias entre dos magnitudes
dadas, advirtiendo la relacion de este
problema con la resoluciéon de la
duplicacién del cubo.

Se dice que Hipdcrates es el primer
matematico profesional de la historia,
porque mas alld de su ferviente
aficiéon a la Matematica, se ganaba la
vida con esta ciencia. Siempre
agradecié que un abordaje de piratas
en el mediterrineo cambiara su
destino de comerciante por el de

matematico. Hipocrates de Quios.
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Las paradojas de Zenén de Elea

La Escuela de Elea agudiza el sentido critico como principio sistematico de elaboracion
cientifica y reacciona contra el fisicismo de los jonios y el misticismo de los pitagoricos. Los
argumentos de Zendén de Elea —discipulo de Parménides de Elea y fundador de la
dialéctica—, son, ademas de paradojas, agudas criticas contra el atomismo geométrico de
los pitagoricos, que concebian los cuerpos como yuxtaposicion de puntos, el tiempo como
sucesion de instantes y el movimiento como adicién de pasos de un punto a otro. Con su
reflexiéon idealista, Zendén defendia las teorias de su maestro sobre la ilusoria experiencia
sensible, sosteniendo la inmutabilidad de las cosas a pesar de |la apariencia de cambio.

Las aporias de Zendn frustran el intento pitagérico de trasladar la estructura de la Aritmética
a la Geometria que pretendia establecer un paralelismo entre el concepto numérico y la
representacion geométrica. El caracter discreto de la serie natural de numeros, que sirvié
como modelo atomista, no podia reflejar la naturaleza de la continuidad del espacio. La
pluralidad discontinua, ya sea la de los puntos aritméticos de Pitagoras o la de los atomos
extensos de Demacrito, no se podia conciliar con la realidad continua del espacio en el que
los cuerpos se mueven. Aparece una oposicidn esencial entre la naturaleza discreta del
numero y la naturaleza continua y homogénea del espacio. No se puede hacer corresponder
el infinito numerable de los instantes sucesivos con el infinito no numerable de los puntos del
continuo. Lo irracional exige no solo la infinitud numérica sino la infinita divisibilidad.

Las paradojas de Zendn ponen en tela de juicio los principios de la Geometria, aunque sin
proporcionar alternativa, apareciendo nuevos problemas de fundamentacion de la
Matematica. En particular como consecuencia de la critica filoséfica de Zendén a la
Matematica, se arraiga la conviccion de que la Geometria debia desarrollarse
independientemente de la Aritmética. El devenir de la Geometria griega al margen del
Algebra fue el efecto mas inmediato.

Frente al ser eternamente inmutable e inmovil de la escuela de Elea, Heraclito de Efeso
contrapone el ser cambiante en transicion continua entre el pasado y el devenir. Como
influencia sobre la Matematica la linea no sera una yuxtaposicion de puntos cercanos sino el
fluir continuo de un punto moévil.

La tempestad provocada por el descubrimiento pitagorico de los irracionales y la inquietud
que introdujeron en el mundo griego las paradojas de Zendén contra la pluraridad y el
movimiento, precipitd una profunda crisis en la Matematica que trajo consigo el «horror al
infinito», que introduce el supremo rigor légico impuesto por la escuela platdnica, cuyo
exponente mas representativo sera Eudoxo de Cnido. La crisis trajo consigo un refinamiento
geomeétrico. Como reaccion al lenguaje ingenuo de los pitagoricos, mezcla de brillantes
ideas matematicas, actitudes misticas y aforismos religiosos, se impondra el severo rigor de
Los Elementos de Euclides donde quedan compiladas las doctrinas geométricas de la
Academia de Platon.

Zenén y la Escuela de Elea.
Fragmento de un fresco de la Biblioteca de El Escorial de P.Tibaldi. 1586.
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El método de compresion: Antifon y Bryson

Las conclusiones de Hipocrates sobre lunulas animarian a muchos de sus sucesores a
alimentar la esperanza quimérica de conseguir la cuadratura del circulo. Son legion los
matematicos que ensayaron la resolucién del problema. Mencionemos simplemente a dos
de ellos, Antifon de Atenas (hacia el 430 a.C.) y a Bryson de Heraclea (hacia el 400 a.C.),
por la incidencia que tienen sus desarrollos sobre las cuestiones infinitesimales posteriores.

Antifén, llamado el sofista, es contemporaneo de Socrates. Debemos a Aristoteles (Fisica,
Libro I, Cap.2, 185a) y a la Fisica de Simplicio, lo que sabemos sobre el método de Antifon.

Dado un circulo, Antifén parte de un poligono regular, por
ejemplo un triangulo o un cuadrado, inscrito en él. Sobre cada
lado del poligono construye un triangulo isésceles, obteniendo
un poligono regular de doble numero de lados, y repite la
operacién continuamente.

Simplicio continua el relato del método con estas palabras:

«Antifén piensa que de esta manera el area [del circulo] podria ser cuadrada, ya que
después de un numero de veces [de realizar la operacion de duplicar los lados del
poligono] tendremos un poligono inscrito en el circulo, cuyos lados, debido a su
pequeriez, coincidiran con la circunferencia del circulo. Y puesto que para todo
poligono podemos construir un cuadrado equivalente [Euclides, 1.14], [...], estamos en
disposicion de consequir un cuadrado igual al circulo.»

Eudemo, discipulo de Aristételes, aduce que el principio infringido por Antifon es que las
magnitudes son divisibles sin limite. Siendo el area del circulo divisible sin limite, el proceso
descrito por Antifén nunca alcanzara todo el area, por tanto los lados del poligono inscrito se
acercan en potencia a la circunferencia, pero nunca ocuparan en acto la posicion de la
misma. A pesar de su discurso matematico falaz, Antifon ocupa una posicién honorable en
la pléyade de gedbmetras griegos, porque su método supone un gran avance hacia la idea de
«acercarse con tanta aproximacion como se quiera», lo que junto con la idea de agotar el
circulo con poligonos inscritos de un nimero creciente de lados, esta en la base del riguroso
Método de Exhaucién que introducira enseguida Eudoxo de Cnido. Ademas, la construccion
de Antifén tiene un valor practico, como ilustraria mas tarde Arquimedes en la Proposicion |l
de Sobre la Medida del Circulo, donde calculando el perimetro de un poligono inscrito (y otro
circunscrito) de 96 lados, construido a la manera de Antifon, partiendo de un tridngulo
equilatero inscrito, obtiene una excelente acotacion del valor de .

Bryson, que fue discipulo de Sécrates, da un paso mas alla que Antifén, al considerar no
s6lo poligonos inscritos sino también circunscritos, dando una prueba, calificada por
Aristoteles como sofistica (Légica, Analitica Posterior, Libro I, Cap.9, 76a): «[...] estas
pruebas son semejantes al método que seguia Bryson para la cuadratura del circulo.»

Bryson inscribe y circunscribe poligonos regulares en torno a un circulo y va duplicando el
numero de lados de manera que el area de los poligonos se acercan cada vez mas a la del
circulo. Bryson arguye que en un momento dado los poligonos inscritos y circunscritos se
acercan hasta tal punto que sélo podria haber un poligono de area intermedia entre ellos, el
cual necesariamente deberia coincidir en su area con la del circulo. EI argumento se basa
en que «las cosas que son respectivamente mayores y menores que las mismas cosas son
iguales». Al aplicar este principio resulta: «el poligono intermedio es mayor que todos los
inscritos y menor que todos los circunscritos; y también el circulo cumple esta condicion; por
tanto el poligono intermedio y el circulo son iguales.»

El método no es valido en absoluto, pero tuvo la virtud de idear «la compresion», entre dos
figuras conocidas, de la figura a cuadrar, que junto con la exhaucion, con tanto éxito
aplicaria Arquimedes en sus brillantes cuadraturas y cubaturas.
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El Atomismo de Demaocrito

El fundador, junto con Leucipo, del atomismo fisico, Demdcrito de Abdera, que escribié
algunas obras Matematicas, Sobre la Geometria, Sobre los Irracionales, se interes6 por
problemas matematicos en donde, de alguna forma, subyacian planteamientos
infinitesimales. Arquimedes atribuye a Demdécrito el descubrimiento y la demostracion —
aunque no rigurosa— del volumen de la piramide y del cono como la tercera parte de los
correspondientes prisma y cilindro respectivos —de igual base y altura—. Bajo un atomismo
geomeétrico de corte pitagorico, pero con mentalidad de fisico, Demécrito considera estos
sélidos como si estuvieran formados por innumerables capas paralelas. En el caso del
cilindro o prisma las capas son iguales, pero para el cono o la piramide el tamafo ira
disminuyendo gradualmente de capa en capa hasta llegar a un punto. Por eso Demdcrito,
segun relata Plutarco (en Sobre las nociones comunes), hace una reflexién que prefigura la
labor constructiva de Arquimedes en E/ Método y la de Cavalieri en la Geometria
Indivisibilibus Continuorum:

«Si un cono es cortado por planos paralelos a la base, ;como son las secciones,
iguales o desiguales? Pues si son desiguales el cono seréa irregular como si tuviera
muchas incisiones a modo de escalera; pero si son iguales, las secciones seran
idénticas y el cono tendra la propiedad del cilindro, estando formado por circulos
iguales y no desiguales, lo cual es completamente absurdo.»

Vemos como los filésofos van introduciendo unos interrogantes, que iniciaran una titanica
lucha para intentar resolver los problemas mas profundos de las Matematicas, aquellos que
otean el infinito al intentar explicar la composicion de los entes geométricos. Pero parece
que Demdcrito no intenta ir mas alld en la metafisica de la cuestion, y aunque no lo sabemos
con certeza, seguramente concluiria que dos solidos compuestos de iguales secciones
paralelas a iguales distancias de sus bases deben tener el mismo volumen, lo cual es un
caso particular que anticipa el famoso Principio de Cavalieri. De aqui deduciria el resultado
del volumen de la piramide (Euclides, XlI1.7) como un tercio del prisma triangular de igual
base y altura, al dividir el prisma en tres piramides triangulares de igual base y altura. Para
el volumen del cono (Euclides, XII.10), como un tercio del cilindro de igual base y altura, el
resultado se obtendria considerando las piramides de base los poligonos de creciente
numero de lados, inscritos en el circulo base del cono y aplicando una argumentacion
inductiva, en la que nuevamente aparecera el fantasma del infinito.

Demécrito es el primer defensor de una teoria atomica de la realidad natural pero
también de un atomismo geométrico que inicia una linea de pensamiento matematico
precursora de los Indivisibles de Cavalieri. Es un matematico admirado por Arquimedes,
quien le atribuye los teoremas sobre el volumen de la piramide y el cono.

En las ilustraciones: Cuadro de la Pinacoteca de Brera (Mildn) que representa a Demécrito
con Heraclito y un sello con la efigie de Demdcrito.
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Los problemas infinitesimales en la Academia de Platéon
Los inconmensurables en la Academia platénica

Los Dialogos de Platén informan que la comunidad matematica griega se vio gravemente
sofocada por un descubrimiento que refutaba los fundamentos de su doctrina y que
practicamente demolia la base de la fe pitagoérica en los niUmeros enteros como «esencia de
todas las cosas».

En algunos de los Dialogos de Platon se
advierte la influencia del descubrimiento de
los irracionales sobre la Educacion y la
Filosofia platonica de la ciencia.

Teodoro de Cirene, a quien Platon reconoce
como maestro, demuestra la irracionalidad de
las raices cuadradas de los numeros
naturales que no son cuadrados perfectos
desde el 3 al 17, ambos incluidos (dialogo
entre Sécrates y Teeteto, Platon, Teeteto,
147d). En este Dialogo de Platén, Teeteto,
ademas de ponderar a Teodoro como
«gedmetra, astrébnomo, calculador, musico y
maestro en todo lo relativo a la educaciéony,
da unas orientaciones hacia la continuacién
de su trabajo matematico relativo a los
inconmensurables. Por eso se atribuye a
Teeteto —segun Proclo y Pappus— gran parte
del contenido del Libro X de Los Elementos
de Euclides que trata la clasificacion y estudio
en forma geométrica de las propiedades de
cierto grupo de expresiones irracionales
cuadraticas.

En el Libro VIl de Las Leyes Platon reprueba
con acritud —en boca de un ateniense que
dialoga con el extranjero Clinias— la ocultacion
a los jévenes griegos, en su educacion, de la
distincion entre magnitudes conmensurables e
inconmensurables tachandola de «ignorancia vergonzosa y ridicula». Platon opina con una
retérica exageracion (Leyes, 819e—821a):

Platon. Museo Pio Clementino. Vaticano.

«[...] Se me ha revelado muy tardiamente nuestra habitual deficiencia en este campo
de cosas;, me quedé enormemente sorprendido y, viendo en ello [en la citada
ocultacion] menos una debilidad humana que una necedad propia de puercos de cria,
senti verglienza no sélo de mi mismo, sino de toda la raza helena». [...] Son temas en
los que la ignorancia es una deshonra, mientras que su conocimiento, como verdades
elementales que son, no es ninguna proeza. [..] son ciencias en las que deben
aprender los jovenes, porque ellas no ofrecen ni inconvenientes ni dificultades. [...]
Sera bueno que, por el momento, se incluyan como estudios obligatorios en nuestras
leyes, a fin de que no haya en ellas lagunas. [...]»

También en el Mendén (82b-85b) insiste Platén sobre el tema a propdsito del problema de la
Duplicacién del cuadrado. Curiosamente Platén utiliza el problema para sustentar la doctrina
de la reminiscencia. Sdcrates y un esclavo mantienen una conversacion, en la que mediante
una concatenacion de preguntas de aquél, entrelazadas heuristicamente con las respuestas
de éste, se resuelve el problema. Las primeras respuestas del esclavo, son de indole
aritmética, pero resultando la imaginacién aritmética inexacta, Sécrates reconducira el
dialogo, induciendo un tratamiento exclusivamente geométrico.
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La Teoria de la Proporcion y el Método de Exhaucién de Eudoxo

El descubrimiento de la inconmensurabilidad imprimié a la Matematica griega un cambio
radical de rumbo. La imposibilidad de calcular exactamente la diagonal del cuadrado en
funcién del lado fue la primera manifestacion de la incalculabilidad aritmética de ciertas
medidas que pronto se hizo notar en otras muchas, ya que los inconmensurables aparecian
por doquier en otros muchos campos de la Geometria, por ejemplo, en la relacién entre lado
y altura del triangulo equilatero o entre la circunferencia y el diametro —que comenta
Aristoteles en su Metafisica, 983a-. El fendmeno trajo la primera crisis de fundamentos en la
Historia de la Matematica, que resuelta en la Academia de Platéon transformaria esta ciencia
en una magnifica obra de ingenieria geométrico-deductiva plasmada en Los Elementos de
Euclides.

El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables exigia, pues, una necesaria revision
de ciertos fundamentos de la Matematica pitagorica, ya que a partir de entonces las
magnitudes geométricas no podian ser medidas mediante numeros. El inevitable caracter
continuo que tienen impide que se puedan someter a las manipulaciones algebraicas como
a los numeros. De modo que los griegos del siglo IV a.C. eran conscientes de la existencia
de magnitudes geométricas que nosotros llamamos irracionales, pero no las concebian
Ccomo numeros.

Eudoxo de Cnido es uno de los matematicos mas importantes de la Academia platdnica, que
al Introducir la idea de «tan pequefio como se quiera», antecedente de nuestro proceso de
«paso al limite», encuentra una escapatoria a los problemas planteados por el infinito y lo
inconmensurable, mediante un recurso genial que desarrolla en tres estadios:

e una definicién: igualdad de razones, Euclides, Definicién V.5,
e un axioma: axiomade Eudoxo-Arquimedes o de continuidad, Euclides Definicién V.4,

e un método: el Método de Exhaucion, Euclides, Proposicion X.1.
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1. Imagen atribuida a la efigie de Eudoxo, aunque no es seguro que sea tal porque también se

atribuye a Ptolomeo. La confusién puede provenir de la importante dedicacién de ambos
matematicos a la Astronomia.

2. Tratado de las esferas de Eudoxo. Papiro egipcio del Siglo II d.C. Museo de Louvre. Paris.
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Como lo inexpresable era la razén entre dos cantidades inconmensurables, Eudoxo elimina
la dificultad definiendo no la razén misma, sino la igualdad de razones de la siguiente forma
(Definicion V.5 de Los Elementos de Euclides):

«Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda
magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando cualesquiera
equimdultiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la par o sean
inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente.»

Es decir si a,b son dos magnitudes geométricas del mismo tipo y c,d son también del mismo
tipo (aunque no necesariamente del mismo tipo que a y b), Eudoxo define que las razones

a/b y c/d son proporcionales: a/b=c/d,

cuando para cualquier par de enteros positivos n y m, se tiene:

na>mb y nc>md 6 na=mb y nc=md, 6 na<mb y nc<md.

1.

La definicion de Eudoxo de proporciéon generaliza la nocidn pitagérica de
proporcionalidad de razones de enteros:

Si a/b = ¢/d en sentido pitagdrico, existen enteros p,q,m,n positivos , tales que a=mp, b=mq,
c=np, d=nq.
Sean h, k, enteros positivos cualesquiera. Se tiene:
ha (> =,<) kb = hmp (>, =, <) kmq = hp (> =, <) kq = hnp (> =, <) knq = hc (> =, <) kd.
Por tanto se ha demostrado que a/b = ¢/d sentido de Eudoxo.

Si a/b = ¢/d en sentido de Eudoxo, donde a,b,c,d, son enteros positivos. Existen enteros, 1,s,
tales que: ra = sb, y por tanto: rc = sd.
Sea h=mcd(r,s), entonces: r=qh, s=ph, donde mcd(q,p)=1. Ahora se verifica:

Teorema de Euclides a=pa a=pm
ra=sb = qha=phb=qa=pb= = = a=f=m=>
Elementos, VIL.30 b=qp b=qm

Teorema de Euclides c=py c=pn
rc=sd = qhc=phd=qc=pd= = = y=8=n =
Elementos, VII.30 b=qd d=qn

Por tanto se ha demostrado que a/b = ¢/d en sentido pitagdrico.

Veamos con esta nueva definicion de Eudoxo de proporcionalidad la demostracién rigurosa
de la Proposicion VI.1 de Los Elementos de Euclides «Los triangulos que tienen la misma
altura, son entre si como sus bases», que se citdé en un apartado anterior:

Sobre la recta CB, tracemos a partir de B, m-1 segmentos iguales a CB y unamos los puntos
de divisién B,,Bs;,...,.B, con el vértice A. De forma similar tracemos a partir de E n-1
segmentos iguales a DE y unamos los puntos de division Ej,Es,...,E, con el vértice A.

A

M N

Bn B:; BB C D EE;, E; E,
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Se tiene B,C=m(BC), AB,C=m(ABC), E.D=n(ED), AE,D=n(AED). Ahora segun la
Proposicion .38 de Los Elementos y su consecuencia: «de triangulos que tienen la misma
altura tiene mayor area el que tiene mayor base», se deduce que el triangulo AB,,C es
mayor, igual o menor que el triangulo AE.D segun que m(BC) sea mayor, igual o menor que
n(DE), por tanto segun la definicion de Eudoxo de proporcién se tiene la tesis de la
proposicion ABC/ADE=BC/DE.

Se observa que no se menciona la naturaleza conmensurable o inconmensurable de las
magnitudes geométricas; la definicion de Eudoxo se aplica a ambos casos.

Esta prueba de la Proposicién VI.1 de Los Elementos es una buena muestra de como a
partir de la definicion de Eudoxo las magnitudes geométricas pueden compararse a través
de razones; y es sobre esta base que Eudoxo procedid a la demostracién rigurosa de los
resultados pitagoricos sobre proporciones, asi como de los teoremas de Hipdcrates y
Demécrito sobre areas de circulos y volumenes de piramides y conos que aparecen en el
Libro Xl de Los Elementos de Euclides.

Eudoxo prescinde del numero irracional y opera con magnitudes que se pueden hacer
menores que otras arbitrariamente prefijadas para lo que introduce lo que hoy llamamos el
«axioma de Eudoxo-Arquimedes» o0 «axioma de continuidad», que aparece inocuamente
como una definicién en Los Elementos de Euclides (Definicion V.4) :

«Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar una de ellas
de modo que supere a la otra.»

La asuncion de Euclides fue considerada por Arquimedes como un principio o postulado, de
ahi el nombre con el que ha pasado a la literatura Matematica. La importancia del axioma la
ha remarcado Hilbert, en su obra Los principios fundamentales de la Geometria, donde le
asigna un papel fundamental en la estructura de la Geometria. Arquimedes lo enuncia en el
postulado V del Libro | de su obra Sobre la Esfera y el Cilindro.

«Dadas dos lineas, dos superficies o dos sdlidos desiguales, si el exceso de una de
estas figuras sobre la ofra se afiade a si mismo un cierto numero de veces, se puede
superar una u otra de las figuras que se comparan entre si.»

Arquimedes repite el enunciado en la carta a Dositeo, que acompafia a su obra Sobre la
Cuadratura de la Parabola:

«[...] Para demostrar este teorema he utilizado el siguiente lema: Si la diferencia entre
dos magnitudes se afiade sucesivamente a si misma, llegara a ser mayor que un
area dada. Los geémetras anteriores a mi [Eudoxo, ...] también se han apoyado en
este lema para demostrar que los circulos son entre si como la razén duplicada [el
cuadrado] de sus diametros y las esferas como la razén triplicada [el cubo];, que una
pirédmide equivale a un tercio de un prisma de la misma base y altura que la piramide y
un cono igual al tercio del cilindro de igual base y altura que el cono, [...].»

Vemos como Arquimedes advirtié que el principio no debe ser una definicion ni un teorema,
sino un axioma, en el que, al igual que él mismo, se habria apoyado Eudoxo para abordar
las cuestiones infinitesimales.

En la Geometria griega se considera que las figuras curvilineas como circulos o segmentos
de parabola tienen areas que son magnitudes geométricas del mismo tipo que las figuras
poligonales. Dada una figura curvilinea A, para determinar su area a(A) se buscara una
sucesion de poligonos {P4,P,,...,Py,...}, que aproximen progresivamente el area de A. El
Método de Exhaucion se ideara para sustituir con absoluto rigor en la demostracién de la
magnitud de un area o volumen a la idea vaga e intuitiva de que el area de A es el limite de
las areas de los poligonos {P4,Pa,...,P,,...}. El horror al infinito evitaba pasar al limite. En vez
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de ello se intenta demostrar que se puede encontrar un poligono en la sucesién
{P4,P5,...,P,,...} cuyo area difiera del area de la figura A en una cantidad menor que otra
prefijada. Simbolicamente dado €>0 se debe encontrar un poligono P, tal que la diferencia
a(A) — a(P,) sea menor que ¢ para n suficientemente grande. A este respecto cumple un
papel fundamental la Proposicion X.1 de Los Elementos que Euclides demuestra aplicando
el axioma de Eudoxo-Arquimedes:

«Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que
su mitad y de lo que queda ofra magnitud mayor que su mitad y se repite
continuamente este proceso, quedara una magnitud menor que la menor de las
magnitudes dadas.»

Este enunciado que es conocido por algunos historiadores como «Principio de Eudoxo»
abre las puertas al «Método de Exhaucién», con el que Eudoxo demuestra rigurosamente
los teoremas sobre el circulo, asi como sobre la piramide y el cono, que habian sido
enunciados por Hipocrates y Demdcrito, respectivamente, y que apareceran en Los
Elementos de Euclides en las Proposiciones XlI.2, XII.5 y XII.10.

El Principio de Eudoxo permite estimar el error que se comete en cada paso del método de
Antiféon. En efecto, es facil ver que, inscribiendo un cuadrado en un circulo, la diferencia
entre ambos es menor que la mitad del area del circulo. Si ahora se considera el octégono
inscrito, se puede ver que la diferencia entre cada segmento circular (determinado por el
cuadrado y el circulo) y el triangulo isdsceles descrito anteriormente que determina dos
lados del octégono, es menor que la mitad del segmento circular. Partiendo de un circulo y
un cuadrado (por pequefo que sea), continuando el proceso anterior, se resta
reiteradamente a una cantidad otra cantidad superior a su mitad (en primer lugar al circulo
se le resta el cuadrado, en segundo lugar a los segmentos circulares resultantes los
triangulos isésceles que determinan el octdgono, y asi sucesivamente); aplicando el
Principio de Eudoxo suficientemente, alcanzaremos un poligono inscrito, cuya diferencia con
el circulo es menor que el cuadrado pequefio prefijado.

Simbdlicamente, dado un circulo C y un nimero £>0 se puede encontrar un poligono regular
P inscrito en C tal que a(C) — a(P)<e («Lema de exhaucion del circulo»).

Este resultado permite demostrar rigurosamente mediante el tipico argumento de la doble
reduccion al absurdo el ya aludido teorema de Hipdcrates (Elementos Xll.2)

«Los circulos son entre si como los cuadrados de sus diametros.»

En efecto, sean C y D circulos de diametros ¢ y d; el teorema enuncia que a(C)/a(D)=c*/d?.
La demostracion consiste en probar que cualquiera de las desigualdades conduce a
contradiccion.

Supongamos que en vez de la igualdad se verifica a(C)a(D)<c’d?. Entonces
a(D)>[a(C)-d*|/c*=h. Sea e=a(D) — h. Segun el resultado anterior se puede encontrar un
poligono Q inscrito en el circulo D tal que a(D) — a(Q)< ¢=a(D) — h. Por tanto a(Q)>h. Sea P
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el poligono regular semejante a Q, inscrito en el circulo C. Ahora bien, segun la Proposicion
XII.1 de Los Elementos («los poligonos semejantes inscritos en circulos son entre si como
los cuadrados de los diametros»), a(P)/a(Q)= c*/d?>=a(C)/h. Se tiene h/a(Q)=a(C)/a(P)>1. Por
tanto h>a(Q) lo cual es una contradiccién. Luego no es cierto que a(C)/a(D)< c¢/d?

Intercambiando los papeles entre los circulos se demuestra analogamente que no es cierto
que a(C)/a(D)>c*/d?. De donde concluimos que la igualdad es cierta.

Aplicando también el lema de exhaucion del circulo mediante poligonos inscritos, se puede
demostrar, asimismo, mediante una doble reduccién al absurdo, que al igual que para el
prisma el volumen del cilindro es el producto del area de su base por su altura.

Habiéndose convertido el infinito en tabu, por el misterio que le envolvia, es reprimido o se le
camufla a través del Axioma de continuidad, el Principio de Eudoxo y el Método de
Exhaucion, procedimientos que segun hemos visto son la traduccidon geométrica de la
operacién de paso al limite. Aceptando de una vez por todas el Axioma de continuidad, los
griegos ya no tendran que recurrir en cada construccion, como Antifén y Bryson, a una
nueva evidencia intuitiva. EI Método de Exhauciéon de Eudoxo proporciona al desarrollo
matematico una consistencia logica absoluta, transformando en rigurosos los argumentos
infinitesimales simplemente plausibles de sus antecesores.

Sobre el nombre de Método de Exhaucién conviene observar que es bastante inapropiado
porque nunca se llega a agotar, con los poligonos que van aproximando, la figura cuya
magnitud se quiere estudiar. Es mas, la exhaucion paraddjicamente pretende resolver
rigurosamente el problema de la inexhaustividad del infinito. De hecho el nombre del método
no lo utilizaron los griegos, sino que es una desafortunada acufacién introducida en el siglo
XVII por Gregory de Saint Vincent, pero su uso se ha hecho habitual en la literatura
Matematica, aunque alguno de los mas importantes estudiosos de Arquimedes, como
E.J.Dijksterhuis se resisten a llamarlo asi y prefieren denominarle el método indirecto del
proceso infinito.

La Proposiciéon X.1 de Los Elementos
de Euclides (edicion de 1. Barrow,

Liéﬂ" X. 193 Londres, 1678).

La Proposicion I del Libro X es una
de las mas importantes de Los

Pror. I. Elementos de Euclides. En ella se
tudin ; ; demuestra el Principio de Eudoxo que
E Duabus magnitudinibus  ingqualibus rincip loxo q
B rAB, C propofitus, fi a majore AB auft es;}a bg}se preliminar defl Z\/{ftodo del,'
’ o dimidix ( AH) & Exhaucion -1nstr1}ment(.) undamenta
G..rw majus quam aimiasim, . de la Geometria griega para la
XGT b eo (HB), quod reliquum eft, rurfis de- resolucion de los  problemas
trabatuy majus quam dimidiume ( HI) , infinitesimales de cuadraturas vy
H FrO ho [emper fiat 5 relinquetur tandem cubaturas-.
uadam magnitudo 1B, qu.e minor erit El Método de Exhaucién preside la
q mag > 9 P
Propoﬁf 4 minore m,,g,,jmdme C. 3b{en;li6n de los gesul}ad(is eucl%deos
Accipe Croties, donec ejus mulei- el Libro XII sobre circulos, esferas,
ACD lex DE . % dat A B si piramides, cilindros y  conos.
piex proxime e€xcedat A B; sintque Arquimedes atribuyé la obtencién de
DF=FG=GE =!C. Deme ex AB plus- muchos de estos resultados a
quam dimidium AH, & a rgquuo HB plusquam Demécrito y las demostraciones

rigurosas de los correspondientes
teoremas a Eudoxo, de quien Euclides
adaptaria el material para la

dimidium HI, & fic deinceps, donec partes AH,
HI,IB 2qué multz fint partibus DF, FG,GE.

JafT} liqucc FE,quz non minor eft quim 1 DE, redaccion de Los Elementos.
rlnajorcm cfle, quam }'{B! que minor cft, quam El propio Arquimedes aplicaria con
31 AB—1DE. Paritérque GE qua non mincr gran brillantez y pericia el Método de
eft quim & FE, major eft quim IB_";\ 1 HB, er- Exhaucién en las obras Sobre la
g0 C, vel GE  18. .E. D. Cuadratura de la Pardbola, Sobre la
Idem demonftrabitur, (rex AB auferatur di- gsfem y el Cf’lmdm' y (iltras para
midium AH. & li HB rurfus dimidium emostrar sus tamosas cuadraturas y
m All, X exreliquo B rurius dimidiu cubaturas que habia descubierto
HI, & it deinc eps. mediante su  original = método

mecdnico.
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LOS PROBLEMAS INFINITESIMALES
EN LA ACADEMIA DE PLATON

£

Platon dando una leccion de Geometria a sus discipulos en La Academia de Atenas (Mosaico
procedente de Pompeya. Mansién de Siminio Estéfano, siglo I a.C. Museo Arqueoldgico, Napoles).
Segun otras interpretaciones, este mosaico podria representar a los Siete Sabios de Grecia.

Con la fundacion en 387 a.C. de La Academia de Atenas, Platon crea el centro mas importante de
especulaciéon matematica y filoséfica de la Antigiiedad.

Una de las principales contribuciones de la Academia platénica a la Matematica nace de su
profunda comprensién del problema de los inconmensurables y su consiguiente sustitucién de las
concepciones aritméticas del Pitagorismo original por presupuestos geométricos.

Sin duda alguna, la mayor aportacion de la Academia platonica a las cuestiones infinitesimales, y
una de las mas importantes en la Matematica en general, fue la brillante solucién que le dio
Eudoxo -el mas importante de sus matematicos- a la correspondiente crisis de fundamentos, con
la Teoria de la Proporcién que pasé al Libro V de Los Elementos de Euclides, uno de los mas
importantes de toda la obra euclidea. Sobre ello afirma uno de los grandes matematicos del siglo
XX, G.H. Hardy en su famosa obra Apologia de un matemdtico (Nivola. Madrid, 1999. pp.98-99):

«Eudoxo construyé una profunda teoria que aparece descrita en el Libro V de Los Elementos de
Euclides, y que es considerada por muchos matemdticos modernos como el logro mds depurado
de las Matemdticas griegas. Esta teoria es sorprendentemente moderna en espiritu, y puede ser
considerada como el principio de la moderna teoria de niimeros irracionales, que ha
revolucionado el Andlisis Matemdtico y ha tenido mucha influencia en la filosofia reciente.»

Realmente el trabajo de Eudoxo ha sido uno de los mas influyentes en la Historia de la
Matematica. Por una parte, su definicién de igualdad de razones -que guarda una gran similitud
con las cortaduras que utilizé6 Dedekind en el siglo XIX para la fundamentacién del conjunto de
los ntimeros reales-, permitié salvaguardar el legado pitagérico mediante la reconstruccion de las
pruebas de los teorema pitagoricos que involucraban proporciones, y por otra, su Método de
Exhaucion se convirtié en un instrumento fundamental en la Geometria griega para la resolucion a
los problemas infinitesimales, que al emplear un sistema indirecto de prueba, no requiere un
proceso explicito de paso al limite. En efecto, con el Método de Exhaucion de Eudoxo, tanto
Euclides -en el Libro XII de Los Elementos- como Arquimedes -en las obras Sobre la Cuadratura
de la Pardbola, Sobre la Esfera y el Cilindro, y otras- pudieron alcanzar, con todo rigor, los mismos
resultados sobre cuadraturas y cubaturas que cuando se efectiian investigaciones propiamente
infinitesimales mediante la potencialidad aritmética del uso de los limites.
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Las cuestiones infinitesimales en La Fisica de Aristoteles

Los inconmensurables inauguran en el mundo griego los problemas infinitesimales
asociados a la continuidad de los entes geométricos, que enfrentan la infinita divisibilidad de
los segmentos con la existencia de indivisibles. Estos asuntos fueron objeto de polémica
sobre la constitucion de la materia y la estructura del continuo entre los filésofos de la
Academia posteriores a Platén y los pensadores del Liceo de Aristoteles. Mientras la
Academia dirigida por Xendécrates, defendia los indivisibles fijos, el Liceo, dirigido por
Aristoteles, en sus especulaciones sobre la naturaleza del infinito, la existencia de
indivisibles o infinitesimales, mantenia la continua divisibilidad de los entes geométricos.
Para Aristoteles «el continuo es infinitamente divisible» (Fisica, Libro Ill, Cap.7, 207b).

Estas concepciones de Aristdteles arrancan de la critica a las concepciones pitagéricas que
expone en el Libro | de La Metafisica (985b, 986a). El misticismo numérico de los pitagoricos
describia las formas geométricas mediante numeros como parte de su doctrina acerca de
que todas las cosas son numeros y por tanto la base de la naturaleza es numérica porque
los cuerpos solidos se componen de superficies, las superficies de planos, los planos de
lineas y las lineas de puntos, y, en su concepcién geométrica del numero, los pitagéricos
identificaban puntos y unidades. La concepcién pitagorica sobre la generacién de figuras
geométricas es criticada por Aristoteles en el Libro VII de La Metafisica (1036b): «La
continuidad es la materia de las figuras geométricas y el nimero el elemento formaly», de
modo que para €l «una linea es lo que se extiende entre dos puntos» mas bien que «dos
puntos colocados uno al lado del otro constituyen en si una linea». Esto es la teoria del flujo
que rechaza la existencia atomistica de partes intrinsecamente indivisibles al defender la
divisibilidad de los segmentos ad infinitum.

Aristételes considera toda magnitud finita, pero, como admite la infinita divisibilidad, rechaza
el atomismo geométrico. La antinomia entre rechazo o admision del infinito es resuelta
acufando los términos «actual» y «potencial». Un infinito «en acto», es decir, un todo
constituido de una infinidad actual de cosas dadas, no puede ser pensado como inteligible;
sin embargo si se puede pensar en una magnitud creciente por encima «en potencia» de
todo limite, o en una serie de magnitudes cada vez mas pequefias que «en potencia»
pueden hacerse mas pequenas que cualquier magnitud. Pero estas magnitudes, que no
estan dadas como una infinidad acabada, siendo susceptibles de prolongacién «tanto como
se quiera», puede decirse que son infinitas «en potencia». No obstante la doctrina
aristotélica se hace confusa, por razones metafisicas, cuando se aplica al nimero, porque
afirma el infinito extensivo del numero, pero niega su divisibilidad indefinida. En efecto, hay
un pasaje de la Fisica donde sintéticamente Aristdteles aplica la Teoria de la potencia y el
acto, pero donde manifiesta el confusionismo aludido (Fisica, Libro Ill, Cap.7, 207a):

«El numero, en un proceso de disminucion hacia el minimo, tiene un término; mientras, en
un proceso de aumento, siempre se ve excedida cualquier cantidad que se tome. En las
magnitudes, en cambio, ocurre todo lo contrario; pues en un proceso que tienda al minimo,
queda excedida negativamente toda magnitud; mientras que en un proceso de aumento no
existe una magnitud infinita. [...]. En un proceso hacia el mas, el nimero es siempre
inteligible, ya que la magnitud se puede dividir indefinidamente por la mitad. Por esta razon
existe el infinito en potencia, pero de ninguna manera en acto.»

La aplicacién del infinito potencial a la division de un segmento de recta conducira a los
Infinitesimales, mientras que la aplicacién de un infinito actual a la divisibn de un segmento
de recta en un numero infinito de puntos introduce los Indivisibles, que sobre todo con
Cavalieri se convirtieron en un poderoso soporte heuristico del Calculo infinitesimal.

La polémica entre la Academia y el Liceo tuvo una gran repercusion ulterior en el desarrollo
conceptual de la Matematica, inaugurando la dualidad Infinitesimales—Indivisibles, que
establece la tradicién cinematica representada por Arquimedes, Oresme, Galileo, Torricelli,
Roberval, Barrow y Newton frente a la tradicién atomistica representada por Demdcrito,
Kepler, Cavalieri, Fermat, Pascal, Huygens y Leibniz.
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LO INFINITESIMAL EN LA FISICA DE ARISTOTELES

] araxmnu |

Sellos con la efigie de Aristoteles. El primero reproduce un busto atribuido a Lisipo que se exhibe en el
Kunsthistorisches Museum de Viena. El segundo representa un busto que se conserva en el Museo del Louvre.
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Portada del Libro VIII de La Fisica de
Aristoteles. Venecia, 1617.

La Teoria de la Proporcion de Eudoxo tiene una gran
influencia en la concepcién que Aristoteles y El Liceo
tienen sobre el infinito. De hecho en la Fisica donde
expone su concepcién sobre el infinito, la continuidad,
la divisibilidad de magnitudes y el movimiento,
Aristoteles conjuga el Axioma de continuidad con el
Principio de Eudoxo cuando indica que al adicionar
continuamente a una cantidad finita se sobrepasara
toda otra cantidad finita y al sustraer continuamente de
una cantidad se llegara a una cantidad menor que
cualquier otra (Fisica, Libro VIII, Cap.10, 266b) :

«Sumando siempre algo al finito, se sobrepasard
todo finito; igualmente restdndole algo, vendremos a
caer por debajo de todo finito.»

He aqui una descripciéon del infinito potencial en la
Matematica, basado en la idea de «tan grande o tan
pequefio como se quiera» del Método de Exhaucién de
Eudoxo, que destierra el infinito actual de la
Matematica y que servird ulteriormente de base a la
nociéon de limite del Calculo Infinitesimal. En palabras
de Aristoételes (Fisica, Libro 111, Cap.7, 208a) :

«Los matemdticos actualmente no precisan del
infinito en sus estudios, ni lo emplean en ellos, sino
que conciben la existencia de una magnitud finita
tan grande como se quiera.»

Para Aristoteles el infinito es como una ilusiéon del
pensamiento que siempre puede traspasar en potencia
un limite prefijado, pero distingue la cuestiéon del
infinitamente grande y el infinitamente pequeiio en las
magnitudes y en los niimeros.

En su exploracion del infinito parece que para
Aristoteles lo discreto y lo finito son objeto de la
ciencia, reservando para la metafisica la virtualidad del
continuo y del infinito.
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Los inconmensurables y la estructura euclidea de la Geometria griega

Una de las consecuencias mas importantes de la crisis de fundamentos que provoca en la
Matematica griega la apariciéon de los inconmensurables es de indole metodoldgico. La
Academia platdénica impone el supremo rigor l6gico por encima de cualquier otro valor, lo
que cristaliza en la sistematizacion axiomatico-deductiva de la geometria griega elemental
en la compilacién enciclopédica de Los Elementos de Euclides, estableciendo un severo
modelo de exposicion y demostracién en Matematicas, que presidira casi toda la produccion
Matematica posterior, o por lo menos la que nos ha llegado en los grandes tratados clasicos.

La solucién de la crisis de los irracionales con la teoria de magnitudes de Eudoxo que quedé
plasmada en el Libro V de Los Elementos de Euclides, constituyendo a partir de entonces la
médula de la Geometria griega, fue un magnifico éxito cientifico, pero tomd una excesiva
forma geométrico-deductiva bajo la filosofia platénica. Cierto que en ese momento la crisis
no podia solventarse con la definicion de niumero irracional, ya que ello hubiera precisado un
desarrollo considerable de las técnicas de la Aritmética de la computacién, lo que no podia
darse en un ambiente cientifico dominado por el idealismo platdnico, que despreciando el
estudio de la dimension sensible de la realidad, rechazaba de forma elitista las aplicaciones
practicas por considerarlas corruptoras y degradantes. Si los cientificos griegos no idearon
un sistema de numeracién manejable, mal podian prestar atencion a las cuestiones
calculisticas, que, ademas, eran objeto de una actividad, que llamaban Logistica, de rango
intelectual inferior a la Aritmética, de modo analogo a como de las aplicaciones practicas de
la Geometria se ocupaba una actividad inferior que llamaban Geodesia.

Asi pues, lo inconmensurable impuso la omnipresencia de la Geometria en la Matematica
griega. Al limitar la Aritmética al estudio de los enteros —y siempre en forma geométrica— se
impidieron desarrollos de tipo algebraico, de modo que el Algebra se hizo retérica y
geomeétrica, con toda ausencia de un aparato simbdlico y algoritmico. Esta realidad produjo
un doble efecto a tener en cuenta para entender el desarrollo de la Geometria griega.

Por una parte, los limitados conceptos numéricos de los griegos no permitian asignar a las
figuras geométricas nimeros que midieran sus areas o sus voliumenes y por tanto tenian
que calcular directamente con las figuras, que se trataban como magnitudes. Para llevar a
cabo la cuadratura o cubatura de una figura —en nuestro lenguaje, el volumen—, los griegos
debian encontrar la razén de la figura y otra figura previamente conocida, por ejemplo la
razon entre un segmento de parabola y un triangulo inscrito, como hace Arquimedes en
Sobre la Cuadratura de la Parabola o en la Proposicion | de El Método. Es por ello por lo
que los griegos desarrollaron, como se ha visto, una muy perfeccionada teoria de
magnitudes y proporciones, sobre todo por parte de Eudoxo.

Por otra parte esta limitacién algebraica hizo imposible la introducciéon de nuevas curvas por
medio de ecuaciones. Las curvas se obtenian constructivamente mediante lugares
geométricos o interseccion de superficies y también a través de relaciones de areas o
longitudes, que daban la propiedad de definicién de la curva, lo que Apolonio llamaba el
«Symptoma» de la curva. De esta forma, el elenco de curvas que manejaron los griegos
hubo de ser necesariamente muy limitado (/as cénicas de Menecmo y Apolonio, /a espiral de
Arquimedes, la cuadratriz de Hipias o Dinostrato, /a cisoide de Diocles, la hipopede de
Eudoxo, la concoide de Nicomedes, y pocas mas).

Ademas, de acuerdo con el punto de vista de la Filosofia eleatica, la Geometria griega, con
la excepcidon de la de Arquimedes, adquirid un caracter estatico, como secuela del papel
escaso que tuvo en la ciencia griega los conceptos de movimiento y variacion continua de
cantidades. Asi por ejemplo, para Euclides, un circulo no es el resultado de un movimiento
de giro de un segmento en torno a uno de sus extremos, sino el conjunto de todos los
puntos que equidistan de un punto fijo. EI concepto se expresa asi en lenguaje eleatico,
mediante la descripcién de la esencia y no mediante la descripcion del fenbmeno de la
generacion del circulo, es decir en términos ontolégicos y no en términos fisicos. Los griegos
so6lo estudiaron el movimiento uniforme —circular o lineal- y no discutieron los fenémenos de
cambio o variabilidad en términos cuantitativos. En este sentido puede decirse que la
ausencia de una auténtica Cinematica provoco que no se abordara la diferenciacion.
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LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES Y LA ESTRUCTURA
DE LA GEOMETRIA GRIEGA
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1. Primera edicion en espafiol de Los Elementos de Euclides.
2. Euclides a los pies de la Geometria. Coleccion Cambé de Barcelona.

La crisis de los inconmensurables marcé una inflexién radical en la evolucién histérica de la
Matematica griega, ya que puso fin al suefio filos6fico pitagorico acerca del namero como esencia
del universo, abrié el abismo entre lo discreto y lo continuo, entre lo finito y lo infinito, eliminé de
la Geometria la posibilidad de medir siempre con exactitud, privilegié la Geometria sobre la
Aritmética y el Algebra y fue lo que imprimi6 a la Matematica griega una orientacién geométrico-
deductiva plasmada en la compilacién enciclopédica de Los Elementos de Euclides.

La necesidad de reconstruir las pruebas geométricas de los teoremas pitagoéricos que involucraban
proporciones, a base de fundamentarlas en un nuevo rigor, produce, como reaccion ante la crisis, la
aparicion de Los Elementos de Euclides, donde la Matematica elemental de los griegos queda
rigidamente estructurada con el severo rigor que impone el método axiomatico. Asi pues, uno de
los objetivos principales de Los Elementos de Euclides debi6 ser la recopilacion de la Geometria
griega elemental en un Corpus geométrico, organizado de forma légico-deductiva, que debia
normativizar la forma definitiva en que debia de quedar el conocimiento matematico después de la
aparicién de los inconmensurables. En este sentido, el Libro V contiene el instrumento para llevar a
cabo el programa euclideo - La Teoria de la Proporcién de Eudoxo- y por eso es uno de los mas
importantes de esta Biblia matematica.

La revision de los fundamentos traera como secuela el desarrollo de la Geometria independiente de
la Aritmética, la ausencia de un Algebra en sentido algoritmico y simbélico y por tanto un enfoque
exclusivamente geométrico de toda la Matematica griega.

El sintético estilo euclideo de exposicion y demostracion, que establece un severo e impecable rigor
como supremo valor légico y que oculta la via heuristica del descubrimiento alcanzado por via
analitica o mecanica, se impondra como paradigma normativo en los mas importantes tratados de la
Matematica griega, en particular Las Conicas de Apolonio y Las Obras de Arquimedes.

Pero el respeto absoluto al paradigma estilistico euclideo cercena considerablemente las
posibilidades de expresion y oculta la via del descubrimiento: «el ars inveniendi», quedando de
manifiesto en exclusiva la via apodictica: «el ars disserendi». Asi sucede, por ejemplo, con el Método
de exhaucion que es sdlo un método de demostracién de lo que se ha descubierto a priori mediante
los diversos procedimientos inventivos. Precisamente la Geometria Analitica y con base en ella el
Cilculo Infinitesimal son instrumentos que irin emergiendo a lo largo de la Historia de la
Matematica, persiguiendo el alumbramiento de métodos que permitan fundir en un sélo acto el
descubrimiento v la demostracion. 37



PITAGORAS, PLATON Y EUCLIDES
EN LA ESCUELA DE ATENAS DE RAFAEL

El origen de la Matematica griega -y en particular el inicio de las cuestiones infinitesimales- se
desarrolla en tres estadios fundamentales, cuyas figuras principales son Pitigoras, Platén y
Euclides. Cada uno de ellos aporta una singularidad esencial. Pitagoras es el instaurador de la
tradicion matematica griega y el artifice de la fundamentaciéon filoséfica e ideolégica de la
Matematica. Platon es la figura central en todos los sentidos; su actividad es la que confiere un
estatuto gnoseoldgico y ontolégico a la Geometria griega. Ademas, cre6 un entorno académico
donde se potenciaron hasta el paroxismo los estudios geométricos. Euclides es el sistematizador de
todos los conocimientos precedentes. Su obra, Los Elementos, se convierte en candnica, y como tal
marca una pauta a lo largo de veintidés siglos. La tradiciéon matematica de la Escuela Pitagdrica es
recogida por Platon para ponerla en manos de Euclides, que en la compilacion de Los Elementos
creara un modelo geométrico estructural paradigmatico.

El descubrimiento de los inconmensurables tiene lugar en la Escuela de Pitigoras, acarreando una
crisis de fundamentos en la matematica pitagérica que es resuelta por Eudoxo, en la Academia de
Platén, mediante unos instrumentos que conformarin la estructura de la Geometria griega
elemental plasmada por Euclides en Los Elementos.

La incidencia histérica del descubrimiento pitagérico de los inconmensurables y de la
solucion de Eudoxo, de la Academia platénica, a la consiguiente crisis de fundamentos
de la Matematica griega que se resuelve en Los Elementos de Euclides:

e Geometria al margen de la Aritmética y del Algebra.

¢ Conversion de toda la Matematica griega en Geometria.

e Limitacién operacional que impide asignar a las figuras geométricas nameros que midan
sus longitudes, areas y voliimenes.

o Algebra Geométrica. Aplicacién de las dreas (Libro II de Los Elementos de Euclides ).

e Teoria de la Proporcién de Eudoxo (Libros V, VI de Los Elementos de Euclides ).

¢ Inauguracién en la Matematica griega de los problemas infinitesimales.

e Aparicion de la idea de «tan pequeiio como se quiera» del Método de Exhaucién que produce
resultados infinitesimales analogos al ulterior cdlculo de limites.

e Horror al infinito en la cultura griega.

e Teoria de la Potencia el acto. Hilemorfismo de Aristételes.

o Enfasis en el rigor como supremo valor de la Matematica.

e Estilo sintético-apodictico de exposicion (ars disserendi) que oculta la via heuristica del
descubrimiento (ars inveniendi) alcanzado por via analitica o mecanica.

¢ Compilacién de la Geometria griega elemental en Los Elementos de Euclides.

e El estilo axiomatico deductivo de Los Elementos de Euclides se convierte en paradigma
candnico de exposiciéon y demostracién (Obras de Arquimedes, Cénicas de Apolonio, ...)
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Cuadraturas y cubaturas en Euclides. El Libro Xll de Los Elementos

Euclides recopila en Los Elementos gran parte de la Matematica elemental elaborada por los
matematicos anteriores —en particular la doctrina pitagérica y la fundamentacién de Eudoxo
de las cuestiones infinitesimales— y por él mismo y lo hace a base de seleccionar y
estructurar rigidamente los conocimientos matematicos mediante el método axiomatico, en
el que una vez establecidos los axiomas y postulados, como verdades evidentes, para
demostrar los resultados ya no se emplea la intuicion sino el rigor deductivo.

A fin de saber de conocer los presupuestos geométricos sobre los que se basaria
Arquimedes para la obtencion de sus brillantes resultados infinitesimales, conviene, a modo
de resumen de lo anterior, relacionar sucintamente la parte de Los Elementos que interesa a
la cuestion infinitesimal.

Ya se ha mencionado que Euclides trata en el Libro V de Los Elementos la Teoria general
de la Proporcion, y en particular enuncia lo que hemos Illamado «Axioma de
Eudoxo-Arquimedes» o «Axioma de continuidad»:

e Definicion V.4. Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar
una de ellas de modo que supere a la otra.

También define, como se ha visto, la igualdad de razones:

e Definicion V.5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una
segunda magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando
cualesquiera equimdultiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la
par o sean inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente.

Desarrollada en el Libro V la Teoria de la Proporcion, Euclides la aplica en el Libro VI para
demostrar teoremas relativos a razones y proporciones que se presentan al estudiar
triangulos, paralelogramos y otros poligonos semejantes.

En el Libro X Euclides estudia en forma geométrica las propiedades de cierto grupo de
expresiones irracionales que hoy denominamos irracionales cuadraticos. Euclides
demuestra también en este Libro lo que hemos llamado «Principio de Eudoxo», que es la
antesala del Método de exhaucion:

e Proposicion X.1. Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una
magnitud mayor que su mitad y de lo que queda otfra magnitud mayor que su mitad y se
repite continuamente este proceso, quedara una magnitud menor que la menor de las
magnitudes dadas.

Pero interesa particularmente el Libro Xl de Los Elementos, con sus 18 proposiciones,
donde Euclides utiliza, de forma impecable, la doble reduccion al absurdo del Método de
Exhaucién de Eudoxo, para obtener el volumen de piramides, conos, cilindros y esferas.
Euclides se prodiga en el célculo de cuadraturas y cubaturas, aplicando el método de
exhaucién en cuatro casos:

e Proporcionalidad entre circulos y los cuadrados construidos sobre sus diametros.

e Proporcionalidad entre esferas y los cubos construidos sobre sus diametros.

o Equivalencia entre la piramide y la tercera parte del prisma de igual base y altura.

e Equivalencia entre el cono y la tercera parte del cilindro de igual base y altura.

Transcribimos en el cuadro siguiente la relacion completa de Los enunciados de las
proposiciones del Libro Xll de Los Elementos, donde aparecen los resultados aludidos sobre
cuadraturas y cubaturas:
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Cuadraturas y cubaturas en el Libro XII de Los Elementos de Euclides

Proposicion XII.1. Los poligonos semejantes inscritos en circulos son entre si como los
cuadrados de los diametros.

Proposiciéon XIL.2. Los circulos son entre si como los cuadrados de sus diametros [Teorema
de Hipécrates, primera aplicacion del método de exhaucién de Eudoxo establecido en X.1,
que evita el paso al limite].

Proposicion XII.3. Toda piramide triangular se descompone en dos piramides triangulares
equivalentes, semejantes entre si y a la piraimide entera, y en dos prismas equivalentes
que son mayores que la mitad de la piramide entera.

Proposicion XIL.4. Si dos piramides triangulares de la misma altura se descomponen en
dos piramides equivalentes y semejantes a ellas y en dos prismas equivalentes; entonces
las bases de las piramides estan en la misma razén que los prismas

Proposicion XIL5. Las piramides triangulares que tienen la misma altura son entre si
como sus bases.

Proposicion XII.6. Las piramides que tienen la misma altura y tienen poligonos como base
son entre si como sus bases.

Proposicion XIL.7. Todo prisma triangular se descompone en tres piramides triangulares

equivalentes.

e Corolario. Una piramide es equivalente a la tercera parte del prisma de la misma base y
altura.

Proposicion XIL.8. Las pirdmides triangulares semejantes son entre si como las razones

triplicadas de sus lados correspondientes.

e Corolario: La piramides que tienen como bases poligonos semejantes son entre si como
las razones triplicadas de sus lados correspondientes.

Proposicion XIL.9. En las piramides triangulares equivalentes, las bases son inversamente
proporcionales a las alturas; y las piramides cuyas bases son inversamente proporcionales
a las alturas son equivalentes.

Proposicion XI1.10. Todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma base y la
misma altura.

Proposicion XII.11. Los conos y cilindros que tienen la misma altura son entre si como sus
bases.

Proposicion XIL.12. Los conos y cilindros semejantes son entre si como las razones
triplicadas de los diametros de sus bases.

Proposiciéon XII.13. Si un cilindro se corta por un plano paralelo a sus bases, entonces, el
cilindro es al cilindro como el eje es al eje.

Proposicion XII.14. Los conos y cilindros de bases iguales son entre si como sus alturas.

Proposicion XIL15. En conos y cilindros equivalentes las bases son inversamente
proporcionales a las alturas; y los conos y cilindros cuyas bases son inversamente
proporcionales a las alturas son equivalentes.

Proposicion XII.16. Dados dos circulos con el mismo centro, inscribir en el circulo mayor
un poligono equilatero y de un ntimero par de lados que no toque el circulo menor.

Proposicion XII.17. Dadas dos esferas con el mismo centro, inscribir en la esfera mayor un

poliedro que no toque la superficie de la esfera menor.

e Corolario: Poliedros semejantes inscritos en esferas son entre si como las razones
triplicadas de los didmetros de éstas.

Proposicion XII.18. Las esferas son entre si como las razones triplicadas de sus
respectivos diametros.

40




Los métodos de Arquimedes antecedentes del Calculo Integral
La obra matematica de Arquimedes

El pensamiento y la obra de Arquimedes han ejercido siempre una irresistible atraccién, por
su genialidad y originalidad, que hacen de su legado un manantial de savia singular para
muchos caminos de la Ciencia y especialmente de la Matematica, donde se le considera
uno de sus cultivadores mas grandes de todos los tiempos. Arquimedes es reconocido, con
sorprendente unanimidad, como el mas importante de los matematicos de la antigledad.
Sus principales obras fueron impresas y traducidas al latin por vez primera entre 1503 vy
1588, ejerciendo una decisiva influencia sobre la especulacion cientifica de esa época. En la
centuria siguiente Stevin, Galileo, Cavalieri, Kepler, Torricelli, Fermat, Wallis y Barrow
reconoceran la inmensa deuda con el «sobrehumano Arquimedes», cuya obra, prodiga en
asombrosos resultados y modelo de exposicion rigurosa, constituyé un sélido punto de
partida tanto para la configuracién de la nueva fisica como para la invencién del calculo
infinitesimal.

Euclides y Arquimedes, las dos figuras mas importantes de la Matematica griega, se situan
en el siglo Il a. C. Si a Euclides le cabe el gran mérito de la compilacién, ordenacién y
sistematizacion de la Geometria griega elemental en sus Elementos, asi como la
instauracion de un estilo de presentacion, a Arquimedes se le considera como el
investigador por excelencia. La obra de Euclides establece un férreo paradigma de
exposicion y de demostracion en Matematicas, una especie de norma académica de
obligado respeto para todo matematico. Sin embargo Arquimedes, aunque se atiene al
estandar geométrico euclideo establecido para la exposicion, a base de fijar con antelacion
las hipétesis que postula, previo a la demostracién cuidadosamente rigurosa de las
proposiciones que enuncia, tiene una actuacion matematica que enlaza mas directamente
con el genio creador del siglo IV a.C. representado por Eudoxo, ya que el propdsito
fundamental de Arquimedes no es de indole metodoldgica, como el caso de Euclides, sino
el aporte de nuevos resultados, la magnificacion del acervo matematico. Por eso sus
escritos son brillantes memorias cientificas originales en las que se da por sabido todo lo
descubierto con anterioridad.

Arquimedes era hijo del astrénomo Fidias y por tanto es probable que su primera formacion
proviniera de su padre; pero enseguida se traslada de su ciudad natal, Siracusa, a
Alejandria, que por entonces era el mas importante centro de estudios del Mediterraneo vy el
nucleo de la cultura helenistica. Con sus dos instituciones, El Museo y La Biblioteca,
Alejandria era un foco de atraccién para todos los estudiosos del momento, no sélo por
disponer de practicamente todo el material bibliografico conocido o por albergar a los mas
importantes cientificos y eruditos, sino también por el mecenazgo que oficialmente ejercia la
dinastia del fundador Ptolomeo | Soter. Asi pues, Arquimedes al llegar a Alejandria, debio
encontrar un ambiente cientifico polarizado hacia las Matematicas, que habiendo recibido un
enorme impulso gracias a la figura de Euclides, estaban imbuidas del modelo de
racionalidad geométrica fundado por él, y mantenido por sus epigonos, los cuales se lo
transmitirian en sus ensefianzas a Arquimedes.

Sorprende que Arquimedes, con su vocacién estudiosa e investigadora, no permaneciera en
Alejandria, donde tenia un emporio cientifico institucional a su disposicion. Se puede
conjeturar que fue la llamada de Hierén —rey de Siracusa, con quien Arquimedes estaba
emparentado—, empefiado en favorecer la cultura en su tierra natal, lo que le indujo a
regresar a su patria. Sin embargo los motivos que impelieron a Arquimedes a abandonar
Alejandria pueden ser de indole mas profunda aun que el propio patriotismo, enraizados en
su propia personalidad como cientifico. La ciencia alejandrina estaba muy mediatizada por la
influencia ideoldgica del platonismo. Con casi la unica excepcion de la Medicina, la cultura
helenistica desarrollé una ciencia sustancialmente tedrica y abstracta, que, complacida en
su idealidad en los métodos y en los contenidos, permanecio ligada al modelo teérico de la
Matematica pura, rechazando de forma elitista las aplicaciones practicas por considerarlas
corruptoras y degradantes y despreciando el estudio de la dimension sensible de la realidad.
Plutarco describe esta filosofia en un parrafo de su obra Vida de Marcelo (XIV):
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«[...] Platén se indispuso e indigné contra ellos [contra Arquitas de Tarento y Eudoxo
de Cnido], porque degradaban y echaban a perder lo mas excelente de la Geometria
con trasladarla de lo incorpéreo e intelectual a lo sensible y emplearla en los cuerpos
que son objeto de oficios toscos y manuales.»

Es posible que fueran estos presupuestos ideoldgicos los que indujeran a Arquimedes a
abandonar Alejandria, consciente de que alli su espiritu cientifico no iba a tener un ambito
adecuado. En efecto, la actividad investigadora de Arquimedes fue profundamente original y
diferente de la ciencia alejandrina, porque al fundir los aspectos cientificos con los técnicos,
logré alcanzar una sintesis armodnica que, elevandose a las mas altas cotas del rigor,
produjo extraordinarios resultados al complementar la investigacién tedrica con las
aplicaciones practicas. Arquimedes se enfrentd contra todos los prejuicios platénicos y en
aras de la realidad no dudé en extraer de la Mecanica y de la Geometria del mundo sensible
—en el que no hay puntos sin extension ni lineas sin grosor y en el que todo es material—, los
elementos y recursos fisicos que, contando, midiendo e incluso pesando y no haciendo
metafisica, como los platénicos epigonos de Euclides, conducen por abstraccién al
conocimiento légico.

El abismo que el idealismo de Platén habia establecido entre la teoria y la practica fue
salvado por Arquimedes con la aplicacion de la técnica y de instrumentos geométricos mas
allda de la Geometria que permitia la regla y el compas platénicos; por ejemplo al prescindir
de los canones euclideos e introducir una de las curvas mas importantes de la Matematica
como la Espiral llamada de Arquimedes. Asi pues, En su actividad investigadora,
Arquimedes no descarta ningun procedimiento técnico extraido del mundo fisico o
geomeétrico sino que aprovecha cuanto habian desdefiado o proscrito los que le precedieron
—lo infinitesimal, lo mecanico, lo operativo—, y todo lo que le ofrece la realidad, por irregular y
corporea que sea, como elementos de una investigacion objetiva precedente, a la que sigue,
bajo un espiritu de rigor euclidiano, la convalidacion apodictica de todo cuanto en la fase
inventiva anterior ha intuido.

Arquimedes lleva por tanto una doble actividad como matematico, la inventiva y la
demostrativa, pero en sus grandes tratados clasicos sélo da cuenta de la segunda,
produciendo una gran admiracién sus magnificos resultados matematicos, pero también una
gran perplejidad, ante la ocultacién del camino seguido en la investigacion. Sélo en una
obra, El Método relativo a los teoremas mecanicos —cuyo largo titulo indicaremos por EL
METODO- , Arquimedes, de una forma totalmente diferente a los esquemas metodoldgicos
alejandrinos, con una brillante conjunciéon de la Mecanica y la Geometria, revela de forma
heuristica, en una comunicacion a Eratdstenes, las vias y los procedimientos mecanicos que
utilizaba en sus descubrimientos matematicos. Desgraciadamente la obra de Arquimedes
desaparecio, siendo recuperada por J.L. Heiberg en 1906, de modo que aunque se intuia
que Arquimedes utilizaba un método singularmente original en su investigacion, permanecio
oculto durante siglos.

A pesar de que Arquimedes desarrolld su ingente labor investigadora lejos de Alejandria, no
permanecié totalmente aislado, sino que, convencido de la importancia de sus
descubrimientos, se comunicaba con los sabios alejandrinos. Es posible que Arquimedes
viera como una necesidad la aprobacién por parte de los cientificos del Museo de sus
resultados matematicos. Quiza por ello también, después de realizar sus descubrimientos
con su original método mecanico, como obedeciendo a la ciencia oficial, Arquimedes
realizaba una impecable demostracion mediante el método de exhaucion. No es probable
que Arquimedes hiciera esto por la persistencia en él de la influencia platonica; antes bien,
parece que él mismo, como manifiesta en el Predmbulo de EL METODO, sentia necesario
confirmar sus intuiciones mecanicas con una demostracion rigurosa. Asi, por una parte, su
obra queda perfectamente engarzada en la rigida tradicion de la Geometria griega; y por
otra, sus descubrimientos pudieron ser conocidos y ponderados por el resto del mundo
cientifico helénico y a través suyo permanecer para la posteridad.
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EUCLIDES Y ARQUIMEDES
EL MAESTRO Y EL INVESTIGADOR

PA CEPT 1983

EAAHNIKH AHMOKPATIA 80

Euclides y Arquimedes son las dos figuras mas relevantes de la Matematica griega.

Euclides es el compilador de la Geometria griega elemental y el creador de un estilo de exposicion en Los
Elementos, de modo que con independencia de sus aportes originales, en lenguaje actual diriamos que
Euclides es un gran maestro y su obra fundamental un Libro de Texto.

Como contrapunto, Arquimedes es el cientifico investigador por antonomasia que aunque en la exposicién
se atiene al canon estilistico euclideo al establecer a priori las hipétesis que postula previo a la rigurosa
demostracién de las proposiciones que enuncia, lo que mas fascina de este sabio es la brillante creatividad
de la fase inventiva que precede a la demostrativa, en la se sustrae a los prejuicios del idealismo platonico
vigente -~que marca la obra euclidea- y utiliza los recursos de la realidad fisica, aunque muy consciente en
todo caso del grado de rigor que subyace en esta fase primitiva de la elaboracion matematica tedrica.

Arquimedes compartia con Euclides la potencia demostrativa, pero en la genialidad de la invencion superé
con creces a todos sus coetineos y antecesores, magnificando de forma muy considerable el patrimonio
matematico griego con multiples cuestiones y problemas geométricos nuevos. Arquimedes crea en dos
estadios de actividad cientifica, con dos métodos diferentes que se complementan, el primero intuitivo
donde se descubre y se inventa, el segundo apodictico donde se convalida lo intuido demostrandolo de
forma rigurosamente deductiva segin el modelo euclidiano.

Los Elementos de Euclides debieron tener una misioén escolar y académica en la docencia del Museo de
Alejandria y por tanto la obra tiene un valor metodolégico fundamental que se ha prolongado en la escuela
hasta hace muy pocas décadas. El propoésito de la obra de Arquimedes es bien distinto. Sus escritos, que
constituyen una magnifica contribucion cientifica, no son compilaciones sino brillantes memorias
cientificas originales en las que se da por sabido todo lo descubierto con anterioridad, lo cual se explica
porque en general las obras de Arquimedes estan dirigidas a matematicos de Alejandria. El hecho de que
sus obras tengan un destinatario explica un rasgo fundamental de la mismas: un cientifico se dirige a otro
cientifico, al que considera situado en su propio nivel intelectual y de conocimientos; por ello no se siente
obligado a demorarse -como Euclides- en aclaraciones de caracter didactico.

El estilo de Arquimedes es extraordinariamente conciso, emplea las palabras necesarias para la plena
inteligibilidad y precision del razonamiento y no se entrega nunca a expansiones retdricas.
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ARQUIMEDES SEGUN EL HISTORIADOR DE LA CIENCIA F.VERA

F.VERA: Breve Historia de la Geometria. Losada. Buenos Aires. 1963. Cap. IV. pp.64-65.

Arquimedes es el mas cientifico de todos los griegos, el sabio mas profundo de toda la
antigiiedad clasica y el tinico que no prest6é oidos a los cantos de sirena de los filésofos para
s0lo atender a lo que veia con los ojos de la cara y con los de la inteligencia y coordinar
armoniosamente ambas visiones: la exterior para contemplar la naturaleza y descubrir sus leyes,
y la interior para hacer progresar la Matematica, tomando como punto de partida los datos
suministrados por la vision material, pues el primero que el mundo exterior es el profundo
hontanar del que mana todo conocimiento.

[...] Hombre completo y ciudadano ejemplar, Arquimedes es el primero que en la Historia de la
Técnica puede recibir el titulo de ingeniero en la acepcién actual de esta profesién, y como
matematico en general y gedmetra en particular, su nombre esta en las cimas mas altas.

[...] A Euclides lo podian leer todos sus contemporineos cultos y seguir paso a paso sus
demostraciones; pero a Arquimedes no, porque era necesario tener ya una formacién
matematica; Euclides sistematiza genialmente todo lo que se sabia a él, pero en sus Elementos
hay poca aportacion personal, mientras que Arquimedes es todo él original, desde las ideas
hasta los métodos, perfectamente heterodoxos para la época. La Geometria estatica de Euclides
se convierte en Geometria cinética con Arquimedes, quien llené la sima platénica abierta ente
la razon pura y la experiencia, y, apoyandose en ésta, descubrié métodos generales para calcular
las areas de las figuras curvilineas y los volimenes de cuerpos limitados por superficies curvas,
que aplicé al circulo, segmento parabdlico, espirales, segmento esférico, cilindro, cono, esfera,
elipsoide, hiperboloide, paraboloide, etc.

F.VERA: Arquimedes (en Cientificos griegos). Aguilar, Madrid, 1970. pp.11-13.
Dice Plutarco que los inventos fueron para Arquimedes «como juegos de Geometria».

[...] Arquimedes es, acaso, el hombre de ciencia que ha llegado a la mas alta cima de la
abstraccién, y, segtin Plutarco, la muerte le acechaba, en uno de sus momentos de éxtasis.

[...] Euclides y Arquimedes representan una orientacion distinta de la ciencia llamada exacta por
antonomasia. Euclides se preocupa por ordenar, sistematizar y completar la labor de sus
antecesores, mientras que Arquimedes se plantea problemas nuevos, cuya solucién le obliga a
prescindir de los métodos conocidos e inventar otros, acudiendo incluso a recursos fisicos :
audacia herética para los epigonos de Euclides, cuya autoridad era indiscutible en Alejandria.

[...] Hombre antes que intelectual y ciudadano antes que sabio, Arquimedes no se encerré en la
torre de marfil de sus lucubraciones, ni permanecié al margen de la cosa publica.

[...] El abismo platonico entre teoria y practica no existiéo para Arquimedes, que supo aplicar la
Técnica al resultado de su meditaciones, ni tampoco existi6é para él la restriccién de la regla y el
compas como Unicos instrumentos de la actividad matematica, al prescindir de los canones
euclideos.

[...] Las obras de Arquimedes no son compilaciones, sino verdaderas monografias en el sentido
actual del término, tanto por su extension, siempre breve, como por su intensidad, siempre
grande, por lo cual puede decirse que fue un hombre moderno.

[...] Arquimedes invent6 la curva espiral que lleva su nombre, determiné con rigor cientifico la
razon de la circunferencia al diametro mediante calculos aproximados y encontré el area del
segmento parabélico haciendo pesadas tedricas.

[...] El gran siracusano eché los cimientos del Calculo integral; determind el centro de gravedad
del segmento parabélico; establecié el concepto riguroso de momento estatico; calculo las areas
y volamenes de cuerpos limitados por superficies curvas, y, en su trabajo EL METODO, analizé
los vinculos entre el descubrimiento y la demostracién de las verdades matematicas, dejando la
mas amplia libertad par aquél y exigiendo el rigor 16gico para ésta.
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EL LIBRO XII DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
Y LA INFLUENCIA DE EUCLIDES SOBRE ARQUIMEDES
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Euclide immaginato. J. van Ghent (siglo XV).

Los Elementos de Euclides en la edicion de F. Domenichi,
Venecia (1793). Esta versiéon contiene también obras de
Arquimedes, como apunta su largo titulo: Degli Elementi
d’Euclide gli otto libri contenenti la Geometria de’ piani e de’
solidi... Aggiuntavi in fine la dottrina d’Archimede. En
concreto, esta edicion tiene los Libros de Euclides, a
excepcion de los aritméticos (VII, VIII, IX), el X y el XIII, y
también los teoremas de Arquimedes sobre la esfera, el
cilindro y el cono.

El Método de Exhaucion preside la obtenciéon de los
resultados euclideos del Libro XII sobre circulos, esferas,
piramides, cilindros y conos. Arquimedes atribuyd la
obtencién de muchos de estos resultados a Demécrito y las
demostraciones rigurosas de los correspondientes teoremas a
Eudoxo, de quien Euclides adaptaria el material para la
redaccion de Los Elementos.

En su famosa obra Sobre la Esfera y el Cilindro, Arquimedes
demostrara de forma impecable, mediante el M¢étodo de
Exhaucién, resultados obtenidos mediante el Método
Mecdnico, sobre estas figuras y el cono, y en particular, la
legendaria propiedad de la razoén de 2 a 3 entre la esfera y el
cilindro circunscrito, tanto en superficie total como en
volumen, presente como epitafio en su tumba de Siracusa.

La Proposicion XI1.2 de Los Elementos dice que la razén del
area de un circulo al cuadrado del diametro es siempre la
misma, un hecho de gran importancia que introducia una
constante vinculada a todos los circulos y que, sin embargo,
Euclides, de acuerdo con su proceder estrictamente
geométrico, no repard en su cuantificacion. A este asunto
dedicara Arquimedes todo un libro: Sobre la Medida del
Circulo, donde obtiene una magnifica acotacion del niimero
n, que amplia los resultados de Euclides.

Arquimedes gedmetra con vestimenta oriental.
Coleccién Municipal de la imprenta Bertarelli de Milan.
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LOS MANUSCRITOS DE LAS OBRAS DE ARQUIMEDES
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1. Pagina de la traduccién al latin, de W. de Moerbeke de las Obras de Arquimedes con comentarios de Eutocius (en un
manuscrito de 1269 de la coleccién vaticana, Ottob. lat. 1850 fol. 37 recto math05 NS.52), que muestra la solucién al
problema clasico de la duplicacién del cubo en una parte del Comentario de Eutocius a la obra de Arquimedes Sobre
la Esfera y el Cilindro.

2. Pagina de la traduccién al latin (hacia 1458) de J. de Cremona de las Obras de Arquimedes con comentarios de
Eutocius -que fue un encargo de papa Nicolds V- (en un manuscrito de la coleccion vaticana, Urb. lat. 261 fol. 44
verso - 45 recto math02 NS.17), que muestra el comienzo del tratado Sobre Conoides y Esferoides.

Hasta el hallazgo de J.L.Heiberg, en 1906, del palimpsesto que contenia EL METODO, la fuente primigenia de las
Obras de Arquimedes era un manuscrito griego de Constantinopla del siglo IX que llegbé a Europa Occidental a través
de la corte normanda de Palermo y fue utilizado para las traducciones de W. de Moerbeke y de J. de Cremona. Esta
altima version fue revisada por Regiomontano en 1468 y se convirtié en la versién estindar hasta que fue finalmente
impresa en Basilea, en 1544. En Espaifia se conservan al menos dos ejemplares de esta edicion princeps, una en la
Biblioteca del Monasterio de El Escorial y otra en la Universidad de Valladolid.
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Los escritos de Arquimedes son densas memorias cientificas en las que se asumen, sin
mencionarlos explicitamente, todos los resultados matematicos concebidos anteriormente.
Todos los escritos de Arquimedes son originales que transcienden considerablemente la
Matematica anterior y tienen la estructura euclidea de empezar postulando las hipdtesis, a
las que siguen las proposiciones impecablemente demostradas, con una ocultacién —salvo
precisamente en EL METODO-, que parece deliberada, del proceso inventivo.

Arquimedes afrontaba y resolvia problemas que iban mas alla de la Geometria tradicional, y
lo hacia sin el rigor suntuoso de sus colegas alejandrinos, aplicando a las cuestiones
geomeétricas razonamientos analogos a los empleados en las cuestiones mecanicas. En los
contenidos trascendié de forma considerable Los Elementos de Euclides. Asi, por ejemplo,
consiguio obtener la primera cuadratura de la parabola, comunicando a los cientificos de
Alejandria el procedimiento mecanico del que se sirvio para descubrir el resultado, asi como
la demostracién rigurosa, en su tratado Sobre la Cuadratura de la Parabola, en cuyo
preambulo dirigido a Dositeo, Arquimedes escribe:

«[...] Pero ninguno de mis predecesores, que yo sepa, ha buscado la cuadratura del
segmento comprendido por una recta y una seccion de cono rectangulo, problema
cuya solucién he encontrado [...].»

Efectivamente, la cuadratura de la parabola es el primer ejemplo histérico de la obtencién de
un area limitada por curvas y rectas.

Analogamente Arquimedes tiene conciencia de la originalidad e importancia de los
resultados sobre la esfera, el cilindro y el cono, en donde no sélo considera los volimenes
de estas figuras, sino que va mas alla del Libro Xll de Los Elementos de Euclides, al
estudiar también las superficies, llegando a obtener la cuadratura de la esfera. En el
preambulo de su obra Sobre la Esfera y el Cilindro, Arquimedes dice:

«[...] Aunque estas propiedades eran inherentes a las figuras a que acabo de referirme
[la esfera y el cilindro], no habian sido conocidas por quienes me han precedido en el
estudio de la Geometria [...].»

En Sobre el Equilibrio de los Planos Arquimedes estudia las leyes del equilibrio de la
palanca. Esta obra de Matematica aplicada, construida con el rigor habitual, nos permite
asegurar que desde un principio Arquimedes se inhibié de los escrupulos del idealismo y el
purismo platénicos, que censuraba toda aplicacion practica a la Matematica. Arquimedes, al
contrario, quiebra los esquemas ideoldgicos vigentes del euclidianismo platdnico que ligan la
ciencia exacta con la reflexion abstracta y trasciende los limites de la teoria pura al vincular
estrechamente la investigacién tedérica con sus aplicaciones practicas

Asimismo, en su tratado Sobre la Medida del Circulo, Arquimedes va mucho mas alla de la
Geometria de Euclides, ya que no solo trata el area del circulo que Euclides —en la
Proposicion Xll.2 de Los Elementos— habia establecido —con base en Eudoxo— que era
proporcional al cuadrado del diametro, sino que al considerar la circunferencia obtiene un
valor aproximado del numero .

También en Sobre las Espirales Arquimedes inventa, construye y estudia una nueva curva,
la espiral, que todavia lleva su nombre, resolviendo entre otros el problema de cuadrar la
porcion limitada por las espiras de la curva.

Finalmente en Sobre Conoides y Esferoides, Arquimedes estudia soélidos de revolucién, de
los que nadie se habia ocupado con anterioridad.

Exceptuando ciertas obras menores (El Stomachion, El Libro de los Lemas y El Problema de
los bueyes), en los restantes tratados Arquimedes demuestra importantes resultados sobre
la determinacion de areas, volimenes y centros de gravedad, que actualmente se obtienen
con el Calculo Integral. En el siguiente cuadro se describen muy sucintamente el contenido
de las obras de Arquimedes sobre cuestiones infinitesimales:
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LAS PRINCIPALES OBRAS DE ARQUIMEDES CON SUS
RESULTADOS MATEMATICOS MAS IMPORTANTES SOBRE
CUESTIONES INFINITESIMALES

. Sobre la Esfera y el Cilindro:

Resultados sobre la esfera, el cono y el cilindro, en particular la legendaria
propiedad de la razon de 2 a 3 entre la esfera y el cilindro circunscrito, tanto
en superficie total como en volumen.

. Sobre la Medida del Circulo:
Resultados sobre la equivalencia entre el circulo y el tridngulo de base la
circunferencia del circulo y altura el radio (es decir, reduccion de la
cuadratura del circulo a la rectificacion de la circunferencia), y calculo
aproximado de la razén entre la circunferencia y el didmetro (valor
aproximado del namero ).

. Sobre Conoides y Esferoides:
Resultados sobre la razén entre segmentos de elipsoides, paraboloides e
hiperboloides de revolucion y los conos de igual base y eje.

. Sobre las Espirales:

Resultados sobre el area encerrada por las espiras de «La Espiral de
Arquimedes» y rectificacion de un arco de la circunferencia mediante esta
curva.

. Sobre el Equilibrio de los Planos:

Resultados sobre el centro de gravedad de figuras poligonales, del
segmento de parabola y del trapecio parabdlico. Aunque es un tratado de
Estatica, formalmente sigue la linea euclidea con definiciones, postulados y
demostraciones en los que ademas de conceptos geométricos se utilizan el
peso y el centro de gravedad de figuras. En este escrito Arquimedes formula
la famosa «Ley de la palanca».

. Sobre la Cuadratura de la Pardbola:

Resultados sobre la cuadratura de un segmento de parabola, primero
mediante recursos de estatica extraidos de Sobre el Equilibrio de los Planos
y después mediante consideraciones geométricas.

. Sobre los Cuerpos Flotantes:

Resultados sobre la posicién de equilibrio de un segmento de paraboloide
de revolucion parcialmente sumergido en un fluido. En este tratado,
elaborado también a la manera euclidea, aparece el famoso «Principio de
Arquimedes» de la Hidrostatica.

. El Método sobre los teoremas mecdnicos:
Arquimedes pone de manifiesto el procedimiento heuristico seguido en el
descubrimiento de los resultados matematicos.
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ALGUNAS PAGINAS DE OBRAS DE ARQUIMEDES EN

"P

ARQUIMEDES OPERA OMNIA (BASILEA, 1544).

Portada de Archimedis Opera Omnia, Basilea, 1544. Ejemplar de la Biblioteca del Monasterio
de El Escorial. Esta edicion forma parte de la Edicion Princeps de las Obras de Arquimedes.
Pagina de Sobre la Medida del Circulo.

Pagina de Sobre las Espirales.

Pagina de Sobre la Cuadratura de la Pardbola.




ALGUNAS PAGINAS DE OBRAS DE ARQUIMEDES EN
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Arquimedes demuestra los resultados matematicos relacionados anteriormente mediante el
método de exhaucion de Eudoxo que confiere un rigor logico impecable al argumento
matematico pero tiene ciertas servidumbres. En primer lugar suele resultar bastante
engorroso el establecimiento de las desigualdades basicas que se necesitan para iniciar una
doble reduccién al absurdo, lo que hace onerosa la lectura de las obras de Arquimedes,
pero lo mas grave es que este método obliga a conocer previamente el resultado a
demostrar, es decir carece de valor heuristico, no sirve para encontrar nuevas verdades sino
solo para demostrar aquellas de las cuales ya se tiene un conocimiento previo. El método de
exhaucién es pues un método de demostracién y no de descubrimiento, precisando ser
complementado a priori con otro método, ya sea analitico o mecanico, para descubrir los
resultados.

Siendo esto asi, surge de forma natural la pregunta acerca de como conocia y obtenia
Arquimedes los magnificos resultados que luego demostraba con un rigor absoluto, porque
en ninguna de las obras citadas en el apartado anterior Arquimedes sugiere 10 mas minimo
al respecto. Cabe decir que en los casos sencillos, Arquimedes puede haber llegado
intuitivamente a los resultados por via inductiva. Por ejemplo, relacionando un poligono con
el cuadrado construido sobre el diametro de su circulo circunscrito, sabiendo que las areas
de dos poligonos regulares de igual numero de lados estan en razén como los cuadrados
correspondientes aludidos (Euclides, Xll.1), razonando inductivamente resulta plausible que
la misma razoén se mantenga para los propios circulos (Euclides, Xll.2). Asi se aventuraria
un resultado —ya conocido por Hipdcrates de Quios—, que el método de exhaucion —aplicado
por Eudoxo— confirmaria plenamente a posteriori.

Pero el alcance de la intuicién tiene sus limites:

e ;Como se puede intuir que «la superficie de la esfera es cuatro veces un circulo
maximo»?

e ;Como se puede inducir que «el area de la primera vuelta de la espiral es un tercio del
primer circulo»?

e ;Como se puede augurar que «el area de un segmento parabdlico es cuatro tercios del
area del triangulo inscrito de la misma base y altura sobre el gje»?

e ;Como se puede vaticinar que «el volumen del segmento de paraboloide de revolucion
es tres medios el del cono de igual base y altura»?

Ante estos sorprendentes descubrimientos, no es extrafio que muchos matematicos
creyeran que Arquimedes disponia de un método milagroso que aplicaba en sus
investigaciones.

Cuando en el Renacimiento y siglos posteriores tiene lugar la recuperacion, reconstruccion y
divulgacion del legado clasico griego y en particular se difunde un entusiasta interés por las
obras de Arquimedes, todos los estudiosos, impresionados por estos trabajos, se formulan
las anteriores preguntas, sintetizadas en la formulacion de la siguiente:

¢, Como habia alcanzado Arquimedes sus impresionantes resultados sobre cuadraturas y
cubaturas, que luego demostraba rigurosamente mediante el método de exhaucioén?

Como bien sefald Galileo, en la practica de la investigacién cientifica y en particular en la
investigacion matematica siempre existe un dualismo metddico, dos momentos distintos y
consecutivos en el proceder, la fase de la invencion, intuitiva, no rigurosa y cargada de
hipétesis, sugerencias, analogias, argumentos plausibles y razonamientos informales, es el
«ars inveniendi» o via del descubrimiento; y la fase apodictica, donde se impone el rigor, el
«ars disserendi» o via de la demostracion. De ambas vias que son complementarias en la
investigacion cientifica, ¢ donde esta en Arquimedes el primer camino?

Ignorada por todos la forma en que Arquimedes habia alcanzado sus descubrimientos,
muchos matematicos albergaron la sospecha de que Arquimedes disponia de un método
que aplicaba en sus investigaciones, una via de descubrimiento que no surge ante el lector
de sus obras y que parece haber ocultado premeditadamente para la posteridad, «por
audacia perniciosa», como diria Descartes en la Regla IV de sus Reglas para la direccion
del Espiritu.
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Asi por ejemplo Torricelli manifiesta en el Proemio de su Opera Geometrica (Florencia,
1644):
«Los gebmetras antiguos empleaban en sus demostraciones un método diferente al
sequido en la fase inventiva y procedian asi, entre otras razones, para ocultar el
secreto del arte.»

También Wallis, que tuvo a su cuidado una edicion de las Obras de Arquimedes, publicada
en Oxford en 1676, escribia:

«Al parecer Arquimedes oculté adrede las huellas de su investigacion, como si hubiera
sepultado para la posteridad el secreto de su método de investigacion.»

Asimismo, Barrow, que se encargd también de una edicion en latin de las Obras de
Arquimedes, que se publicé en Londres en 1675, se manifestaba en estos términos:

«Al no poder imaginar qué ingenio mortal pueda llegar a tanto mediante la virtud del
razonamiento, estoy seguro que Arquimedes se vio ayudado por el Algebra, a la que
conocia en secreto y que ocultaba de forma estudiada.»

Efectivamente Arquimedes poseia un método de investigacion, que plasmé en su obra EL
METODO, en la que mediante procedimientos reconocidos por él mismo como no rigurosos,
descubria sus famosos teoremas matematicos. Pero fueron, como veremos, los avatares
historicos y no su voluntad, quien lo dejo oculto para la posteridad. En palabras de E. Rufini
(en Il Metodo d’Archimede e le origine dell'analisi infinitesimale nell'antichita, Feltrinelli, 1926,
p.91):

«[....] La obra escasamente estudiada y quiza poco comprendida por los propios
griegos, cayo fatalmente en un completo olvido.»

EL METODO es una obra singular de Arquimedes, porque en ella se decide a revelar a la
comunidad matematica alejandrina, en carta dirigida a Eratdstenes, la via de investigacion
de cuestiones matematicas por medio de la mecanica, un método que Arquimedes utilizaba
en sus descubrimientos y que habia omitido en todos los restantes escritos cientificos. La
combinacion de Geometria y Estatica que Arquimedes habia hecho en Sobre el Equilibrio de
los Planos y en Sobre los Cuerpos Flotantes para establecer rigurosamente ciertas
propiedades relacionadas con el equilibrio de ciertos cuerpos geométricos, la realiza de
nuevo en EL METODO para descubrir e investigar resultados, que, obtenidos de forma
mecanico-geométrica, demostrara de forma rigurosa en sus tratados cientificos.

EL METODO de Arquimedes es un magnifico informe cientifico sobre un método de
investigacion y de argumentacion plausible en Geometria, ilustrado con algunos ejemplos,
unos conocidos y otros nuevos, donde Arquimedes da muestras de una pericia y de una
imaginacion teodrica inefables, asi como de una intuicibn que se mueve con un increible
instintivo olfato matematico. En realidad EL METODO es una memoria cientifica muy
elaborada, bastante singular por su caracter metodolégico dentro del conjunto de los
grandes tratados de la Geometria griega, pero es facil tomarlo por un escrito mas de
Arquimedes, estructurado con el mismo rigor. Claro esta que el propio Arquimedes lo
desmiente cuando manifiesta a Eratostenes en el preambulo de EL METODO:

«[...] He creido oportuno exponerte por escrito y desarrollar en este mismo libro las
particularidades de un método, por medio del cual te sera posible iniciar la
investigacion de ciertas cuestiones matematicas por medio de la mecanica. Estoy
convencido, ademas, de que dicho método no sera menos util para demostrar los
propios teoremas. Pues algunos de los que primero se me hicieron patentes
mecanicamente, recibieron luego demostracion geométricamente, habida cuenta de
que la investigacion hecha por este método no comporta demostracion [...].»
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LA RECONSTRUCCION DEL METODO DE ARQUIMEDES POR HEIBERG

1. Imagen venerable de Johan Ludving Heiberg (1854-1928).

2. Pagina 41' del palimpsesto encontrado por Heiberg con la obra EL METODO, donde
Arquimedes describe la via heuristica de sus magnificos descubrimientos matematicos.

Portada de la definitiva edicién de
J.L.Heiberg de las Obras de Arquimedes,
Archimedes Opera Omnia (Leipzig, 1910-
1913), que incluye EL METODO.

El gran helenista e historiador de la Matematica
J.L Heiberg exhumd, en circunstancias casi
novelescas, en 1906, de un palimpsesto
medieval conservado en la biblioteca del
Priorato del Phanar del Patriarcado griego del
Santo Sepulcro de Jerusalén, en Constantinopla,
la obra de Arquimedes EL METODO,
reproduciendo en el articulo Eine neue
Archimedeshandschrift (en la revista Hermes,
vol.XLII, Berlin, 1907) el folio 41

El documento era un eucologio de los siglos XII
al XIV con textos litirgicos escritos en un
manuscrito que contenia fragmentos de Obras
de Arquimedes. Por fortuna, el amanuense no
rasp6 la escritura original sino que se limit6 a
lavarla escribiendo después encima.

Tras wuna titdnica labor de arqueologia
matematica, J.L.Heiberg consiguié transcribir,
letra a letra, el contenido del texto
arquimediano, situado en la escritura inferior,
reconstruir figuras semiborradas y restablecer el
orden secuencial de las hojas que habia sido
muy alterado.

El contenido del palimpsesto que fue utilizado
por J.L.Heiberg para la edicion de sus
Archimedis Opera Omnia, de 1910-1913, es
considerado por los historiadores de la
Matematica Zeuthen, Reinach, E.Rufini, Ver
Eecke, Vera y Babini como el descubrimiento
mas importante de los tiempos modernos para el
conocimiento de la Historia de la Geometria
griega en general y del genio de Arquimedes en
particular.
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Es decir, EL METODO, al utilizar consideraciones mecanicas, desarrolla sugerencias que
descubren resultados por analogia que ilustran el arte de la invencibn con una
argumentacion cientifica informal que establece una pauta de discurso matematico dirigida a
mostrar el caracter plausible de unas conclusiones que seran enseguida convalidadas en la
forma demostrativa vigente, es decir, mediante el método de exhaucion. Pero no sélo esto,
porque la propia confirmacion del resultado mediante rigurosa demostracion se ve también
favorecida por la forma de descubrirlo, ya que como senala también Arquimedes:

«[...] pues es mas facil, después de haber adquirido por ese método cierto
conocimiento de las cuestiones objeto de investigacion, dar luego la demostracion, que
investigar sin ningun conocimiento previo.»

Los resultados que Arquimedes obtiene en EL METODO y que desarrolla en forma de
proposiciones son los siguientes :

1. Determinacion por el método mecanico de la cuadratura del segmento parabdlico,
obteniendo que el area del mismo es cuatro tercios del triangulo de igual base y altura.

2. Determinacién por el método mecanico de la equivalencia de la esfera con el cuadruple
del cono (resp. con los dos tercios del cilindro) de base el circulo maximo de la esfera y
de altura el radio (resp. el diametro), de donde felizmente intuye que la superficie de la
esfera equivale a cuatro de sus circulos maximos, ya que, como todo circulo equivale al
triangulo cuya base es igual a la circunferencia y la altura es igual al radio, se debe
suponer que toda esfera equivale a un cono cuya base es equivalente a la superficie de
la esfera y cuya altura es igual al radio.

3.Determinacién por el método mecanico de analogas equivalencias que en la
Proposicion, entre un elipsoide de revolucién, un cono y un cilindro.

4. Determinacién por el método mecanico de la equivalencia entre un segmento de
paraboloide de revolucion, de base perpendicular al eje, y los tres medios del cono de
igual base y eje que el segmento.

5. Determinacién por el método mecanico del centro de gravedad de un segmento de
paraboloide de revolucion.

6. Determinacién por el método mecanico del centro de gravedad de un hemisferio.

7. Determinacién por el método mecanico de la razén entre un segmento esférico y el cono
de igual base y altura.

8. Determinacion por el método mecanico de la razén entre un segmento de elipsoide de
revolucion y el cono de igual base y altura.

9. Determinacién por el método mecanico del centro de gravedad de un segmento esférico.

10. Determinacién por el método mecanico del centro de gravedad de un segmento de
elipsoide de revolucion.

11. Determinacién por el método mecanico del volumen y centro de gravedad de un
segmento de hiperboloide de revolucion.

12. 13. Determinacion por el método mecanico de la equivalencia de la ufia cilindrica y la
sexta parte de todo el prisma circunscrito al cilindro.

14. Determinacion mecanico-geométrica del volumen de la ufia cilindrica.
15. Determinacion geométrica (por el método de exhaucién) del volumen de la uia cilindrica.

16. Determinaciéon mecanica de la equivalencia de la boveda cilindrica y los dos tercios del
cubo correspondiente.

De las 16 proposiciones de EL METODO veremos, a continuacion, las dos primeras— la
cuadratura del segmento parabdlico y la cubatura de la esfera— que, ademas, son las mas
significativas.
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El método mecanico de Arquimedes
PROPOSICION I: La Cuadratura del segmento parabélico

Sea ABC un segmento parabélico comprendido entre la recta AC y la seccién
ABC de un cono rectangulo (parabola); dividase AC por la mitad en D y tracese
la recta DBE paralela al diametro de la parabola, y uniendo B con Ay B con C,
tracense las rectas AB y BC. El segmento parabodlico ABC es cuatro tercios del
triangulo ABC.

Tracense por los puntos A y C la recta AZ paralela a DBE y la CZ tangente al segmento

parabdlico en C; prolonguese CB hasta T y sea KT igual a CK. Considérese CT como una
palanca, siendo K su punto medio, y sea MQ una
recta paralela a ED.

Puesto que CBA es una parabola y que CZ es
tangente a ella «/a subtangente relativa a un punto de
la parabola es doble de la abcisa de este punto», es
decir EB es igual a BD.

De la semejanza de los triangulos ZKC, MNC y EBC,
asi como KAC, NQC Y BDC se deduce [Euclides
VI.4] las igualdades de segmentos:

MN = NQ vy ZK = KA al ser EB=BD.

Aplicando una relacion conocida que Arquimedes

A Q D ¢ habia demostrado en la Proposicion V de Sobre la

Cuadratura de la Parabola resulta que CA/AQ

=MQ/QO, y siendo semejantes los triangulos ACK y QCN se tiene: CA/AQ = CK/ KN, pero al

ser iguales los segmentos CK y TK, resulta la igualdad de razones TK/KN = MQ/QO,
relacién geométrica basica para aplicar el método mecanico de la palanca.

En efecto, puesto que el punto N es el centro de gravedad de la recta MQ, por ser MN igual
que NQ, si tomamos la recta VH igual a QO de manera que su centro de gravedad sea el
punto T, es decir, de modo que sea VT igual que TH, la recta VTH estara en equilibrio con
la recta MQ «que permanece en su lugar», por estar TN dividida por el punto K en partes
que estan en razon inversa a los pesos VH y MQ [Sobre el Equilibrio de los Planos 1.6], y por
lo tanto K es el centro de gravedad del conjunto de ambos pesos.

Analogamente si en el triangulo AZC se trazan tantas paralelas como se quiera a ED, éstas,
«permaneciendo en su lugar», estaran en equilibrio con los segmentos determinados sobre
ellas por segmento parabdlico y trasladados al punto T, de manera que el centro de
gravedad de unas y otros sera K.

Ahora bien, las rectas trazadas en el triangulo AZC «componen» el propio triangulo y los
segmentos rectilineos obtenidos en segmento parabdlico del mismo modo que OQ
«componen» el segmento parabdlico ABC; por lo tanto el triangulo AZC, «permaneciendo en
su lugar», estara en equilibrio, respecto del punto K, con el segmento parabdlico trasladado
hasta tener su centro de gravedad en T, de manera que el centro de gravedad del conjunto
de ambos serd el punto K.

Dividase ahora CK por el punto X de manera que sea CK sea el triple de KX, el punto X
sera entonces el centro de gravedad del triangulo AZC [Sobre el Equilibrio de los
Planos 1.14], y puesto que el triangulo AZC, «permaneciendo en su lugar» esta en equilibrio,
respecto del punto K, con el segmento parabdlico ABC, trasladado con centro de gravedad
en T, y que X es el centro de gravedad del triangulo AZC, se verifica, por consiguiente, que
la razén del tridngulo AZC al segmento parabolico ABC colocado alrededor del centro T es
igual a la razén de TK a KX. Ahora bien, siendo TK triple de KX, el triangulo AZC sera triple
del segmento parabdlico ABC. Ademas, el triangulo AZC es cuadruple del triangulo ABC, ya
que ZK es igual que KA y KA es doble de BD al ser AD igual que DC, luego el segmento
parabdlico ABC equivale a cuatro tercios del triangulo ABC.
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PROPOSICION II: La Cubatura de la Esfera

Toda esfera es cuadruple del cono cuya base sea igual al circulo maximo de la
esfera y cuya altura sea igual al radio de la esfera; a su vez el cilindro cuya
base sea igual al circulo maximo de la esfera y cuya altura sea igual al
diametro de la esfera, es igual a vez y media la esfera.

H N 7 Sea una esfera cuyo circulo maximo sea ABCD, siendo
AC y BD dos diametros perpendiculares. Sea también en la
esfera un circulo de diametro BD, perpendicular al circulo
ABCD:; y a partir de ese circulo constriyase un cono que
A D W tenga por vértice el punto A. Prolongada la superficie del
cono, cortese éste por un plano que pase por C y sea
paralelo a la base, que dara un circulo perpendicular a AC,
A WA R cuyo diametro sera la recta EZ. Constriyase después a

partir de este circulo un cilindro de eje igual a AC y sean
EL y ZH (generatrices del mismo. Prolonguese CA y
% tbmese en su prolongacion una recta AT igual a ella, y
X considérese CT como una palanca cuyo punto medio sea
A. Tracese una paralela cualquiera MN a BD, que corte al
circulo ABCD en Qy O, al diametro AC en S, a la recta AE
en P y alarecta AZ en R. Levantese sobre la recta MN un
L M g Plano perpendicular a AC, que cortara al cilindro segun el
circulo de diametro MN, a la esfera ABCD segun el circulo

de didmetro QO y al cono AEZ segun el circulo de diametro PR.

De la geometria de la figura Arquimedes va obteniendo:

AQ? = AC-AS [Euclides 111.31], AQ? = QS? + SP? [Euclides, 1.47].

MS-SP = AC-AS = AQ? = QS2 + SP2. AT/AS = MS/SP =MS? MS-SP = MS%(QS? + SP?).
Sean ahora ¢c(MN), ¢c(QO), c(PR) los circulos de diametro MN, QO, PR, respectivamente.
AT  MS? MN? c (MN)

Al SLLL N [Euclides, XI1.2] ,
AS QS + SP2 QO?+PR’ c¢ (QO)+c(PR)

relacion geométrica basica para emprender el método mecanico de la palanca: el circulo
¢(MN) del cilindro, «permaneciendo en su lugar» estara en equilibrio respecto del punto A
(fulcro de la palanca) con los circulos ¢(QO), ¢c(PR) trasladados y colocados sobre el punto
T, de tal manera que el centro de gravedad de cada uno de ellos sea T.

Realizando el mismo proceso para todas las paralelas MN a EZ y los circulos que se
obtienen sobre la esfera, el cilindro y el cono, resulta que «llenados» con tales circulos el
cilindro, la esfera y el cono, el cilindro, «permaneciendo en su lugar», estara en equilibrio,
respecto del punto A, con la esfera y el cono juntos, trasladados y colocados sobre la
palanca en el punto T, de manera que el centro de gravedad de cada uno de ellos sea T. De
aqui aplicando la Ley de la Palanca [Sobre el Equilibrio de los Planos 1.6 y 1.7] resulta que:
«la razén del cilindro a la esfera y el cono juntos, sera la misma que la razén de AT a AK».

Desarrollando simbélicamente los calculos que Arquimedes describe retéricamente, sean:
e = esfera ABCD.

¢ = cilindro de diametro EZ y generatrices EL, ZH.

d = cilindro de diametro BD y generatrices XF, WV.

a = cono cuya seccion es el triangulo AEZ.

b = cono cuya seccion es el triangulo ABD.

Aplicando el método mecanico Arquimedes muestra que ¢ = 2(e+a) .
Pero como segun Euclides XII.10 se verifica que d=3by c = 3a, se tiene: a = 2e.
Ahora de Euclides XI1.12 resulta: a = 8b y de Euclides Xll.14 se obtiene: ¢ = 2d.

Combinando los resultados se obtiene finalmente: e = 4b, d=(3/2) e.
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LA CUADRATURA DE UN SEGMENTO PARABOLICO Y LA CUBATURA DE
LA ESFERA EN ARCHIMEDIS OPERA OMNIA DE J.L. HEIBERG.
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Los dos ejemplos mas ilustrativos de la aplicacion del método mecinico de Arquimedes al calculo
de cuadraturas y cubaturas de figuras son precisamente las dos primeras proposiciones de EL
METODO, referentes a la cuadratura de un segmento parabdlico y a la cubatura de la esfera, parte de
las cuales se reproducen extraidas de Archimedis Opera Omnia de J.L. Heiberg.
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Primera pagina de la obra de Arquimedes
Sobre la Esfera y el Cilindro. Museo
Municipal de Trieste.

de

Arquimedes», situada en Siracusa, en las cercanias
de Acradina.

La tradicionalmente llamada «ftumba

la obra de Arquimedes Sobre la Esfera y el Cilindro se considera la continuacién natural del Libro XII de Los
Elementos de Euclides. Ambas tratan de las figuras esferas, cilindros y conos, pero Arquimedes trasciende
de forma considerable los resultados de Euclides, al demostrar aqui, de forma impecable, mediante el
método de exhaucién, nuevos y fundamentales teoremas sobre el volumen y la superficie de la esfera, que
Arquimedes habia obtenido mediante el Principio de la Palanca del Método Mecanico.

Euclides se habia limitado a dar la proporcionalidad entre dos esferas y los cubos construidos sobre sus
diametros (XIL.18). Arquimedes no sélo da las razones entre la esfera, el segmento esférico y el sector
esférico y ciertos conos, sino también la razén entre la superficie de la esfera y del casquete esférico y
ciertos circulos.

Los trabajos geométricos desarrollados por Arquimedes en esta obra son probablemente los considerados
mas importantes por el cientifico, hasta el punto que exhorté a sus deudos a que se grabara en su tumba las
figuras de un cilindro circunscrito a una esfera junto con un epigrama que describiese la relacién que las
vincula, que son sencillas proporciones que debieron impresionar al propio Arquimedes:

® «La esfera y el cilindro circunscrito a ella estin en la relacién de 2 a 3, tanto en volumen como en superficie total.»
e «los voliimenes de un cono, una semiesfera y un cilindro de la misma altura y radio estin en la razén 1:2:3.»

Segtn testimonio de Plutarco, confirmado por Cicerdén, el deseo de Arquimedes fue cumplido, lo que
contribuy6 a convertir en legendario el famoso resultado matematico arquimediano. Efectivamente, segtin
referencia de Plutarco (Marcelo, XVII):

«[...] Habiendo sido autor de muchos y excelentes inventos, dicese haber encargado a sus amigos y
parientes que después de su muerte colocasen sobre su sepulcro un cilindro con una esfera inscrita,
poniendo en la inscripcion la cantidad en que en esos dos sélidos el continente supera al contenido.»

La tumba de Arquimedes fue hallada por Ciceron gracias a la identificacion de la inscripcién., como
describe en sus Tusculanorum disputationum, V:

«[...] Arquimedes, cuyo sepulcro ignorado por los siracusanos, rodeado de zarzas y espesos matorrales,
hasta el punto de haberse perdido todo rastro de él, yo descubri siendo cuestor de Siracusa. Yo conocia
ciertos versos senarios, que eran copia de los de un epigrama que habia sido inscrito en su monumento,
los cuales declaraban que habia en su sepulcro una esfera con un cilindro. »

La inscripcién geométrica en la tumba de Arquimedes constituye el primer epitafio cientifico de la historia,
y ha contribuido a mitificar la relacion obtenida por Arquimedes entre la esfera y el cilindro circunscrito.
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Analisis critico del Método mecanico de Arquimedes

EL METODO de Arquimedes es un tratado donde se resuelven unos cuantos problemas
geométricos mediante consideraciones mecanicas, con importantes resultados obtenidos
por deducciones informales, que destilan un método de descubrimiento al servicio de un
desarrollo sustancial del conocimiento matematico.

Es interesante hacer un anadlisis de la estructura interna del proceso discursivo de
Arquimedes en EL METODO, a través de un planteamiento abstracto de las diversas fases
del método mecanico, a fin de que, aunque Arquimedes reconozca que:

«[....] la investigacion hecha por este método no comporta demostracion |[....].»

intentar dilucidar la cota de rigor que subyace en cada una de esas fases.

La esencia del método mecanico se deduce de cualquiera de los problemas que
Arquimedes trata. Se pueden considerar tres fases. En una primera fase, puramente
geométrica, seleccionados los objetos geométricos pertinentes, se procede a la
comparacion de secciones del cuerpo cuyo volumen es objeto de investigacion, con otras
secciones de cuerpos ya conocidos. Sea determinar el volumen de un sélido S, cuyas
secciones s, determinadas por un sistema de planos paralelos, son comparadas con las
secciones t, de un solido conocido T. Arquimedes fija la posicion de los extremos y punto de
apoyo de una palanca y obtiene, en virtud de las propiedades geométricas conocidas de S y
T, una relacion geométrica:

s/t =k/h,

siendo h la distancia fija del extremo de la palanca al punto de apoyo y k la distancia de la
seccion t —de su centro de gravedad- al punto de apoyo.

A continuacion se entra en la segunda fase del método, la fase mecanica, en la que
aplicando consideraciones estaticas que Arquimedes habia desarrollado en su tratado
Sobre el Equilibrio de los Plano", establece que la seccién t del sélido T, «permaneciendo en
su lugar», equilibra, respecto del fulcro de la palanca, a la seccién s del sélido S, trasladada
a una posicion de forma que su centro de gravedad sea un extremo de la palanca.

Hasta aqui el desarrollo légico e intuitivo seguido por Arquimedes es totalmente riguroso, ya
que es consecuencia logica de los postulados admitidos y de los teoremas demostrados en
otros tratados. Pero Arquimedes entra ahora en una tercera fase en la que dice que las
secciones s y t llenan o componen, respectivamente, los sélidos S y T, de manera que
repitiendo la operacién anterior para todas las secciones paralelas, el solido T
«permaneciendo en su lugar», equilibrara, respecto del fulcro de la palanca, al sélido S
trasladado a una posicién de forma que su centro de gravedad sea un extremo de la
palanca. Por tanto, conociendo el centro de gravedad de las figuras y el volumen de una de
ellas, su posicion de equilibrio permitira encontrar el volumen de la otra.

Si en lugar de sodlidos se consideran figuras planas, el proceso es similar considerando un
sistema de rectas paralelas, que determinan sobre las figuras unas cuerdas que llenan o
componen las figuras.

Esta claro que la clave del método mecanico de Arquimedes estriba en el proceso que tiene
lugar en la tercera fase y que él mismo llama con gran acierto «composicién», mediante el
cual como buen griego soslaya y camufla la presencia del infinito.

Para el caso de la cubatura de sélidos consideremos nuevamente los sélidos anteriores S y
T. Consideremos el lado de la palanca en el que el sélido T «ha permanecido en su lugar»,
Arquimedes dice que las secciones t de T llenan o componen T, pero esto, ademas de no
tener ninguna base matematica, ya que no se deduce de ningun postulado ni teorema, no
tiene base material alguna, pues las secciones t que son superficies no pueden componer ni
llenar de manera alguna ningun solido (por ejemplo los circulos no pueden llenar un
cilindro), pues ello violaria la «ley de la homogeneidad». No obstante, el error l6gico de la
consideracion de Arquimedes se ve atemperado intuitivamente por el hecho de que el sélido
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T no se ha desplazado, esta «en su lugar». Sin embargo las secciones s que componen el
sélido S, se han movido paralelamente a su posicién inicial hasta coincidir sus centros en el
otro extremo de la palanca, de manera que todas quedan colocadas en un mismo plano que
deberia equilibrar a un solido, lo cual légica e intuitivamente es absurdo.

Sin embargo Arquimedes, con un esfuerzo de intuicion ideal, imagina que las secciones s
del sdlido S, trasladadas, recomponen y reconstruyen el sélido del cual eran sus
componentes, como si los elementos geométricos que se desplazan no fueran en realidad
elementos planos, sino elementos solidos de cierto espesor capaces de recomponer el
solido del que proceden. Tratandose de una intuicién ideal que no casa con la intuicion
sensible de la experiencia y con el sentido comun, Arquimedes tiene muy en cuenta que
estos resultados sélo tienen «cierta apariencia de verdad» y el método «no comporta
demostracion».

Aunque resulte anacronico es interesante hacer un analisis y valoracién del método
mecanico de Arquimedes a la luz de nuestro Calculo Integral, sobre todo porque con ello se
comprende como con métodos tan poco ortodoxos pudo Arquimedes obtener resultados
absolutamente correctos.

Considerando el caso plano, sean S y T dos figuras planas situadas a lo largo del mismo
intervalo de un eje horizontal L . Dada el area a(T) y el centro de gravedad G de T, se quiere
hallar el area a(S) de S.

- X >
—
S
hH \
s
T t
L 2 @ b
H A ° G L
\
L
— Y

Podemos interpretar las dos figuras planas como laminas de densidad unidad, compuestas
de un numero infinitamente grande de elementos geométricos elementales —segmentos de
linea o rectangulos de anchura infinitesimal, es decir indivisibles o infinitesimales,
respectivamente, que dirian los matematicos del siglo XVII-, perpendiculares al eje L.

Tomemos el eje L como una palanca con el punto de apoyo en A y supongamos que
podemos encontrar una constante h tal que cada linea vertical, a una distancia x de A,
determina en las figuras S y T segmentos de linea de longitudes s y t, respectivamente, tales
que se verifica:

sit=x/h (1).

La ley de la palanca implica entonces que el segmento desplazado al punto H, que esta a
una distancia h de A, equilibra al segmento t, mantenido «en su lugar». De ello deduce
Arquimedes que si la figura S se desplaza de forma que llegue a tener su centro de
gravedad en H, equilibrara a la figura T mantenida «en su lugar», es decir que se tiene:

a(S)/ig(T) =a(Tyh (2),

siendo g(T) la distancia del punto A al centro de gravedad G de T y asumiendo que cada
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figura actia como una masa puntual situada en su centro de gravedad. Conocidos entonces
el area a(T) y las distancias h y g(T), aplicando (2) se obtendra el area a(S).

El punto crucial del desarrollo anterior estriba en el transito Iégico de (1) a (2), es decir en la
forma de demostrar que (1) implica (2), deduccién que Arquimedes no realiza sino que lo
asume. El paso de (1) a (2) es resuelto facilmente mediante Calculo Integral. En efecto,
sean s(x) y t(x) las secciones de las figuras S y T a la distancia x del fulcro de la palanca A,
tenemos para las areas Sy T, y para el centro de gravedad de T, las siguientes expresiones:

a(S) = j:s(x) dx , a(T) = J:t(x) dx , o(T) =$I:xt(x) dx .

Ahora bien, de la igualdad (1) se deduce: s(x)=x-t(x)’h, de donde se obtiene:

a(S)=jbs(x) dx:%fbxt(x) dx |

a a

es decir: a(S)= g(T)-a(T)-(1/h), expresion equivalente a (2).

Asi pues, en términos de integrales, el efecto del método mecanico de EL METODO es
expresar una integral que hay que calcular para hallar el area de una figura S, en términos
de otras integrales, el area y el centro de gravedad de otra figura conocida T.

J.Babini en su introduccién a su versién de EL METODO, describe muy significativamente
que al pensar en el proceso discursivo que tiene lugar al realizar una integral definida, se
puede explicar la aparente paradoja de como Arquimedes pudo lograr con método tan poco
riguroso un resultado correcto. Escribe J.Babini (Eudeba, 1996, p.24):

«[...] El célculo actual de cuadraturas y cubaturas, asi como la determinacion de
centros de gravedad, se realiza mediante el calculo de integrales definidas, que
pueden considerarse como limites de sumas, cuyos sumandos son productos de dos
factores: la funcién integrando que en nuestro ejemplo esta dada por la seccién, y un
incremento o diferencial que correspondera a la distancia entre dos secciones
consecutivas. Ahora bien, el resultado de la integral depende exclusivamente de la
forma y propiedades de la funcion integrando, no desempefiando el otro factor sino el
papel pasivo destinado a mantener la homogeneidad; es pues, explicable que
Arquimedes, al despreciar en absoluto la homogeneidad y atender unicamente a las
propiedades de la seccion, expresada en su proporcién de equilibrio, logre resultados
correctos.»

Parece pues que el método mecanico de EL METODO es una etapa intermedia entre el
momento realmente creador que Arquimedes oculta y la etapa final, rigurosamente
deductiva, en la que mediante el Método de Exhaucion Arquimedes demuestra sus
magnificos tratados geométricos. Pero estas etapas estan intimamente vinculadas, porque,
como bien sefala Arquimedes en el Preambulo:

«[...] Estoy convencido, ademas, de que dicho método no sera menos util para
demostrar los propios teoremas. Pues algunos de los que primero se me hicieron
patentes mecanicamente, recibieron luego demostracion geométricamente [...] pues es
mas facil, después de haber adquirido por ese método cierto conocimiento de las
cuestiones objeto de investigacion, dar luego la demostracion, que investigar sin
ningun conocimiento previo [...].»

En definitiva el método mecanico de Arquimedes es una genial combinacion de
consideraciones geométricas y mecanicas, en las que en esencia subyacen ciertos
procedimientos de nuestro Calculo Integral.
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ARQUIMEDES, UN SABIO ENTRE LA HISTORIA Y LA LEYENDA

Arquimedes ha sido un personaje célebre, curioso y
famoso por sus méritos cientificos, por sus
excentricidades y por los originales inventos que le
atribuyeron los historiadores de las guerras punicas y
los escritores mas eximios de la antigiiedad. Su figura
histérica fue embellecida hasta la hagiografia o
deformada por la imaginacién popular y por la
tradiciéon legendaria ulterior, que la revestiria con
anécdotas muchas de ellas inverosimiles que llegaban a
impregnar al personaje de wuna aureola casi
sobrenatural.

Asi por ejemplo Silio Itilico escribe sobre Arquimedes
en el poema Punica, dedicado a la segunda guerra
punica:

«Habia, pues, en Siracusa, un hombre que, sin estar
favorecido por una gran fortuna, se elevo por su genio
por encima de la esfera de la humanidad y de la
gloria inmortal de esa ciudad. Todos los secretos del
universo le eran conocidos. Sabia cuando los oscuros
rayos del sol naciente presagiaban la tempestad, si la
tierra estaba fija o suspendida por su eje, por qué el
mar extendido sobre el globo se mantenia encadenado
a su supetficie, cudles eran las causas de la agitacién
de las olas y de las diferentes fases de la luna, qué ley
seguia el océano en el flujo y reflujo de las mareas.
Fama tenia de haber contado las arenas de la tierra;
él, que supo poner a flote una galera con el esfuerzo
de una sola mujer; él, que hizo subir rocas
amontonadas en contra de la pendiente del terreno».

Sobre ciertas actitudes excéntricas de Arquimedes a las

i que le llevarian su actividad creativa, tenemos un
k testimonio de Plutarco (Marcelo, XVII):

«Halagado y entretenido de continuo por una sirena

domeéstica y familiar, se olvidaba del alimento y no

cuidaba de su persona y llevado por la fuerza a

L : R . = . ey

& L ungirse y baifiarse, formaba figuras geométricas en el
Busto de Arquimedes. Museo Nacional de mismo hogar, y después de ungido tiraba lineas con el
Napoles. Es uno de los iconos mas conocidos de dedo, estando verdaderamente fuera de si, y como
Arquimedes. poseido de las musas, por el sumo placer que en estas

ocupaciones hallaba.»

Sobre el caracter especulativo en la invencién asi como riguroso y claro en la demostracién, Plutarco platoniza
a Arquimedes al escribir (Marcelo, XVII):

«En cuanto a Arquimedes , fue tanto su juicio, tan ifgmnde su ingenio y tal su riqueza en teoremas, que sobre
aquellos objetos que le habian dado el nombre y gloria de una inteligencia sobrehumana, no permitié dejar
nada escrito; y es que tenia por innoble y ministerial toda ocupacion en la mecdnica y todo arte aplicado a
nuestros usos, y ponia iinicamente su deseo de sobresalir en aquellas cosas que llevan consigo lo bello y
excelente, sin mezcla de nada servil, diversas y separadas de los demds, pero que hacen que se entable
contienda entre la demostracion y la materia; de parte de la una, por lo grande y lo bello, y de parte de la
otra, por la exactitud y por el maravilloso poder; pues es imposible encontrar en toda la Geometria cuestiones
mads dificiles y mds importantes explicadas con términos mds sencillos ni mds comprensibles; lo cual unos
creen debe atribuirse a la sublimidad de su ingenio, y otros, a un excesivo trabajo, |[...].

A pesar de estas manifestaciones de Plutarco, muchos de los trabajos de Arquimedes estan vinculados a la
experiencia, de modo que muchas de sus investigaciones y descubrimientos resultan de la necesidad de
resolver problemas practicos. De hecho a Arquimedes se le conoce como el fisico e ingeniero mas famoso de la
antigiiedad por la cantidad de maquinas e ingenios asombrosos que se le atribuyen, algunos de los cuales
parecian subvertir las propias leyes de la naturaleza. A titulo de ejemplo mencionemos el tornillo hidraulico
llamado también «céclea», una ingeniosa maquina construida por Arquimedes a la que Galileo calificé6 como
«maravillosa y milagrosa», que permite elevar el agua de forma rapida venciendo la resistencia gravitatoria.
Fue utilizada para extraer agua de los rios para convertir en fértiles tierras yermas, asi como para desaguar las
tierras mas bajas, donde se originaban pestes por el estancamiento de las aguas. En el Renacimiento, Leonardo
vuelve a estudiar y reproducir el instrumento de Arquimedes, y en sus escritos atestigua su profunda
admiracién por la sabiduria geométrica y técnica del siracusano, hasta el punto que los coetaneos de Leonardo
calificaban su ingenio de arquimediano.
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El método de exhaucion en Arquimedes

El método de exhaucién aplicado por Arquimedes en la demostracion de los resultados
obtenidos por via mecanica es aplicado de diversas formas que pueden clasificarse en dos
tipos fundamentales: el método de compresion y el método de aproximacion.

Veamos sucesivamente el aspecto formal de ambos métodos y una ilustracion practica
mediante sendos ejemplos: el método de compresion aplicado a la cuadratura de la espiral
y el de aproximacion aplicado a la cuadratura de la parabola

El método de compresion. La Cuadratura de la Espiral
El método de compresion de Arquimedes se aplica de la siguiente forma:

Dada una magnitud geométrica A, ya sea longitud, area o volumen, se quiere demostrar que
es igual a otra magnitud B conocida. Basandose en la geometria de la figura A, se
construyen dos sucesiones de figuras geométricas: {I,} monétona creciente (inscritas en A) y
{C,} monotona decreciente (circunscritas a A) tales que:

I,<A<C, paratodon (1),
entonces se demuestra:

1. La diferencia C,—I, se puede hacer tan pequefia como se quiera para n suficientemente
grande, es decir, en nuestro lenguaje:

para todo ¢ >0 existe N tal que para todo n>N, C—l, <& (2)
2. Paratodo n, I,<B<C, (3)
A partir de (1), (2) y (3) se demuestra facilmente que A=B. En efecto:

a. Supongamos A>B. Tomando ¢=A-B, podemos encontrar un n tal que C—I, < e=A-B,
pero segun (1) A<C,, luego A-l,<A-B, por tanto se verificaria B<l,, lo que esta en
contradiccién con (3).

b. Supongamos A<B. Tomando g=B-A, podemos encontrar un n tal que C.—l, < g=B-A,
pero segun (1) I,<A, luego C,—A<B-A, por tanto se verificaria C,<B, lo que esta en
contradiccion con (3).

En consecuencia, al no ser A<B ni B<A, debe ser A=B.

La aplicacion del método de compresion no es uniforme, sino que difiere de un ejemplo a
otro dependiendo de la magnitud conocida B, con la que se compara la desconocida A y no
hay ninguna regla general valida en todo caso. No obstante, una vez que se han
demostrado las desigualdades (1) y (3), el proceso demostrativo subsiguiente es automatico;
sin embargo, Arquimedes realiza el proceso para cada caso particular basandose en la
geometria de las figuras.

Arquimedes aplica el método de compresién en las proposiciones 1 de Sobre la Medida del
Circulo; 22, 26, 28, 30 de Sobre Conoides y Esferoides; 24, 25 de Sobre las Espirales; 16 de
Sobre la Cuadratura de la Parébola 'y 15 de El método sobre a los teoremas mecanicos.

Uno de los ejemplos mas significativos de la aplicacién del método de compresion es la
cuadratura de la primera vuelta de la espiral que Arquimedes consigue en la Proposicién 24
de Sobre las Espirales.

Arquimedes dedica toda una obra, Sobre las Espirales, al estudio de la curva que lleva su
nombre. La introduce, en la Definicion |, en términos de composicion de movimientos:

«Si una linea recta trazada en un plano gira un numero cualquiera de veces con
movimiento uniforme, permaneciendo fijo uno de sus extremos, y vuelve a la posicion
inicial, mientras que, sobre la linea en rotacion, un punto se mueve uniformemente
como ella a partir del extremo fijo, el punto describira una espiral en el plano.»
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A lo largo del tratado Sobre las Espirales, Arquimedes va obteniendo las cuadraturas de
diversas areas relacionadas con la espiral.

En las definiciones 4, 5 y 7, respectivamente,
Arquimedes define respecto de la primera vuelta
de la espiral, la primera recta —que une el punto
inicial con el final-, el primer area E —la region
determinada por la curva y la primera recta— y el
primer circulo C —con centro en el origen de la
espiral y radio la primera recta—. Tras diversas
proposiciones y corolarios, Arquimedes acaba
demostrando el siguiente resultado fundamental:

PROPOSICION 24

«El area comprendida entre la espiral descrita en la primera vuelta y la primera de las
rectas en posicion inicial de giro, es equivalente a un tercio del primer circulo.»

Es decir, se tiene: a(E) = (1/3)a(C) (4).

En la prueba de (4) Arquimedes utiliza
resultados previos a las definiciones, que
obtiene en la proposicion 10,y que son
equivalentes a las habituales formulas
para la suma de enteros consecutivos y
sus cuadrados, que a la postre le llevaran
a ciertas desigualdades necesarias para
emprender la exhaucién. Transcribamos la
Proposicion 10:

PROPOSICION 10

«Si varias lineas en nimero cualquiera que sucesivamente se superan unas a otfras en
una misma magnitud se colocan unas a continuacion de las ofras, siendo el exceso
igual a la mas pequenfa, y se dispone del mismo numero de ofras lineas iguales a la
mayor de las anteriores, los cuadrados construidos sobre estas ultimas, juntamente
con el cuadrado de la mayor y el rectangulo delimitado por la menor y una linea
formada por todas las que se superan igualmente, valen el triple de todos los
cuadrados construidos sobre éstas.»

Despojando esta proposicion de su caracter geométrico y traduciendo el lenguaje retérico a
expresion algebraica, se encuentra una progresiéon geométrica: a, 2a,3a, ..., na, para la cual
Arquimedes demuestra la relacion:

(@®n*+a’n?+ - +a’n?) + a’n? + a(a+2a+ - +na) = 3[a’+(2a)’+ - +(na)?]
resultado equivalente a la férmula para la suma de los n primeros cuadrados de enteros

n(n+1)(2n+1)
6

Prosigue Arquimedes con el Corolario de la Proposicion 10:

12+22+ +n2 =

(5) .
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COROLARIO

«De aqui resulta que la suma de los cuadrados construidos sobre las lineas iguales a
la mayor es menor que el triple de los construidos sobre las lineas que se superan
sucesivamente en la misma magnitud, porque la primera suma seria triple de la
segunda si se le afiadiese la primera de esas magnitudes y mayor que el triple de la
segunda si se resta de ésta el triple del cuadrado de la linea mayor, porque lo
aumentado a la primera suma es mayor que el triple del cuadrado de la linea
mayor. Por consiguiente, si se construyen figuras semejantes sobre las lineas que se
superan unas a otras en la misma magnitud, y sobre las iguales a la mayor, la suma
de las figuras construidas sobre éstas sera menor que el triple de las construidas
sobre las lineas desiguales, y la primera suma sera mayor que el triple de la segunda
Si se resta de ésta el triple de la figura construida sobre la linea mayor, porque estas
figuras por ser semejantes tienen la misma razén que los cuadrados de los que con
anterioridad hemos hablado [Euclides, VI.20].»

Nuevamente al despojar el Corolario de Arquimedes de su ganga geométrica, y expresarlo
en lenguaje algebraico, se puede escribir:

3
124024 - +(n=1)? < %< 124224+ - +n2 (8)
resultado que se podria obtener al expresar (5) en la forma:
1242%4 - 4+n? = — 4 — 4 — |

A partir de aqui, Arquimedes prepara el terreno para resolver el problema considerando las
habituales figuras —en este caso sectores circulares— inscritas y circunscritas, y lo hace en la
Proposicion 21 y siguientes, y finalmente en la Proposicion 24 aplica impecablemente el
método de exhaucion para obtener con todo rigor el resultado.

Interpretando el razonamiento de Arquimedes en lenguaje aritmético se tendra:

Con referencia a la figura siguiente (similar a la figura contigua, utilizada por Arquimedes en
la Proposicion 21 de Sobre las Espirales), se divide el circulo C en n sectores, que
intersecan a la espiral en los puntos O, A; , A, ... A..

Escribiendo OA; = c, resulta:
OA=c, OA,=2c¢, ... OA,=nc.

Se tiene, entonces, que la region espiral E contiene una region P, formada por sectores
circulares inscritos P, de radios o, c, ..., (n—1)c, y esta contenida en una regién Q, formada
por sectores circulares circunscritos Q;, de radios ¢, 2c, ..., nc.

Trivialmente las areas de P, E, Q, verifican: a(P) < a(E) < a(Q).
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Ademas, la cantidad a(Q)-a(P) es igual al area de un sector circular y por tanto puede
hacerse tan pequefia como se quiera tomando n suficientemente grande, de modo que,
conociendo previamente el resultado (4) de la cuadratura, éste se demostrara con todo rigor
mediante la doble reduccion al absurdo del método de exhaucion.

En efecto, supongamos a(E) < (1/3)a(C), escojamos n suficientemente grande para que se
verifique:

a(Q) —a(P) < (1/3) a(C) — a(E),
como a(P) es menor que a(E), se tiene:

a(Q) < (1/3)a(C) (7).
Ahora bien, la razén de las areas de sectores circulares semejantes es igual a la razén de
los cuadrados de sus radios (Euclides, Xll.2), es decir:

a(Q) _ (icy’

a(C) (nc)?

=12, ..,n (8)
donde C son los sectores del circulo C circunscrito a la espiral. A partir de (8) aplicando las
propiedades de la suma de proporciones (Euclides, 5.12) se obtiene:

a(Q) c®+(2c)’+ -+ +(ncy P +2%+ - 4n? 1 ()
a(C) n(nc)? - n® 3 ’

la ultima desigualdad siendo consecuencia de (6).

A partir de (9) se obtiene el resultado a(Q) > (1/3)a(C), contradictorio con (7), luego no
puede suceder que a(E) sea menor que un tercio de a(C).

De forma analoga se aborda el supuesto a(E) > (1/3)a(C).
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1. Arquimedes pintado por Ribera en 1630. Museo del Prado (Madrid).
2. Portada de la ediciéon de las Obras de Arquimedes realizada por D.Rivault en 1615.
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EL TRATADO DE ARQUIMEDES SOBRE LAS ESPIRALES
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Paginas de la obra de Arquimedes Sobre las Espirales de un ejemplar de la Universidad de Valladolid

de Archimedis Opera Omnia (Basilea, 1544).

El tratado de Arquimedes Sobre las Espirales esta dedicado al estudio de una curva llamada Espiral de
Arquimedes, que el cientifico de Siracusa define de forma cinematica. Esta catalogado como la obra
mas importante de Arquimedes sobre Geometria Plana. No es una obra facil de entender y de hecho
no es bien interpretada hasta después del Renacimiento. Quiza el primero en hacerlo con certeza es
Cavalieri, quien por sus importantes estudios sobre la curva arquimediana fue considerado por

Galileo como un «émulo de Arquimedes».

La cuadratura de la espiral de Arquimedes constituye uno de los ejemplos mas representativos de la
aplicaciéon del método de exhaucion de los griegos a los problemas de cuadraturas. Ademas, este
trabajo de Arquimedes tuvo una influencia decisiva en los métodos de cuadratura aritmética del siglo
XVII, en especial los de Fermat y Pascal, basados en la generalizacion a potencias superiores de las
desigualdades numéricas obtenidas por Arquimedes a partir de resultados geométricos equivalentes a
las féormulas para la suma de enteros y sus cuadrados.

Puede decirse, ademas, en cierto modo, que la memoria Sobre las Espirales es el tratado mas antiguo
sobre Cilculo Diferencial, ya que Arquimedes presta atencion a la determinacién de las tangentes, y

ello desde el mismo prélogo en el que escribe:

«Si una recta es tangente a la espiral en su extremo obtenido en iiltimo lugar, y si, sobre la recta
que ha girado y vuelto a su lugar, se alza en su extremo fijo una perpendicular hasta que se
encuentre con la tangente, digo que la recta asi llevada hasta ese encuentro es igual a la

circunferencia del [primer] circulo. »

Como vemos Sobre las Espirales tiene que ver también con las investigaciones tedricas de Arquimedes
sobre la rectificacion de la circunferencia del circulo.
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El método de aproximacién. La Cuadratura de la Parabola.

El método de exhaucion de Arquimedes en la modalidad de aproximacion se aplica de la
siguiente forma:

Dada una magnitud geométrica A, ya sea longitud, area o volumen, se quiere demostrar que
es igual a otra magnitud B conocida. Basandose en la geometria de la figura A se construye
una sucesion s4 S,...,S, de magnitudes tales que:

1. Sp=sits,+--+s, sea tal que la diferencia A-S, se pueda hacer tan pequefa como se
quiera para n suficientemente grande, y lo mismo respecto de s, (de hecho, esto es
consecuencia de lo anterior). Es decir en nuestro lenguaje:

para todo >0 existe N tal que para todo n>N, A-S,<g, sp<e.
2. Para todo n se satisface la relacion si+s,+:--+s,+R,=B, donde R,<s,.

A partir de 1y 2 se demuestra que A=B. En efecto, de no ser asi, seria A>B o0 A<B.

a. Supongamos A>B. Tomando &=A-B, podemos encontrar un n tal que A-S,<¢=A-B,
luego B<S,, lo que esta en contradiccion con 2.

b. Supongamos que A<B. Tomando ¢=B-A, podemos encontrar un n tal que s,<¢=B-A, pero
segun 2, B-S,=R<s,<¢=B-A, por tanto se verificaria A<S,, lo que esta en contradiccién
con 1.

En consecuencia, al no ser A<B ni B<A debe ser A=B.

Arquimedes utiliza este método de aproximacion en las Proposiciones 20-24 de su obra
Sobre la Cuadratura de la Parabola, siendo la sucesion s; S,,...,S, una progresion geomeétrica
descendente de razén 1/4 y el resultado 1 consecuencia del «Principio de Eudoxo»
(Proposicion X.1 de Los Elementos de Euclides).

Arquimedes comienza el tratado Sobre la Cuadratura de la Parabola con un preambulo
dirigido a Dositeo que termina diciendo que los teoremas estan precedidos de unas
proposiciones elementales sobre las secciones conicas cuya demostracion supone
conocida. Segun definiciones dadas por el propio Arquimedes, en un segmento de parabola
ABC la base es la recta AC que une sus extremos, la altura es la mayor de las
perpendiculares trazadas desde los puntos de la curva a la base y el vértice B es el punto de
interseccion de la altura y la parabola.
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De la Proposicion 1 se obtienen los siguientes resultados elementales:
a. Latangente a la parabola en el vértice B del segmento es paralela a la base AC.

b. La recta a través del vértice B del segmento, paralela al eje de la parabola, interseca la
base AC en su punto medio D.

De la Proposicion 3 se obtiene la propiedad de caracterizacion de los puntos de la parabola:

c. Siendo la recta BD paralela al eje y las rectas AD y EZ paralelas a la tangente en el
punto B se verifica:

AD’ _BD
EZ2 BZ

Se llama triangulo inscrito al
D B E segmento de parabola al triangulo
ABC que tiene su misma base y su
misma altura.

Arquimedes demostrara en la
Proposicion 24 —mediante el
método de exhaucioén por
aproximacion— que el area del
segmento parabdlico es los cuatro
A C tercios del area del triangulo
inscrito. Para lo cual va preparando

el camino en las proposiciones anteriores. Asi en la Proposicion 20 Arquimedes establece:

PROPOSICION 20

«El tridngulo inscrito en un segmento parabolico de igual base y altura es mayor que la
mitad del segmento.»

En efecto: hay un paralelogramo natural ADEC circunscrito al segmento parabdlico ABC que
tiene como dos lados opuestos la base AC y la tangente DE en el vértice B, siendo los otros
dos las rectas AD, CE paralelas al eje. Ya que el area del triangulo inscrito ABC es la mitad
del area de este paralelogramo, el area de este triangulo es mayor que la mitad del area del
segmento parabdlico.

Consideremos ahora los segmentos parabdlicos con bases AB y BC y vértices respectivos D
y E; razonando de forma analoga se sigue que las areas de los triangulos inscritos ADB y
BEC seran menores que la mitad de

B las areas de los correspondientes

segmentos. Continuando este proceso
iremos obteniendo una sucesion de
D E poligonos inscritos en el segmento
parabdlico ABC en las condiciones
requeridas para aplicar el método de
aproximacion. En efecto, ya que el
area total de los tridngulos inscritos es
mayor que la mitad de los segmentos,
se deduce aplicando el «Principio de
A C Eudoxo» lo que Arquimedes enuncia

como corolario de la Proposicién 20:
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COROLARIO

«Demostrado esto [la Proposicion 20] es claro que se puede inscribir en el segmento
un poligono tal que la suma de los segmentos exteriores a él sea menor que un area
dada.»

Vamos a ver que la suma de las areas de los triangulos ADB y CEB es la cuarta parte del
area del triangulo ABC. Sean H el punto medio de AM, Y el punto de interseccién de DH y
AB, V el punto de interseccion de BM vy la recta paralela a AC por el punto D. Se tiene:

BM _MA? _MA’ _,
BV DVZ HM?

Luego BM=4BV, o sea DH=3BV.
Pero YH=(1/2)BM=2BV, por tanto YH=2DY.

Ahora aplicando que «la razén entre las areas de dos triangulos que tienen la misma base
es igual a la razén entre sus alturas» [Euclides V1.1] se obtiene:

a(ADB)=(1/2)a(BHA)=(1/4)a(ABM).
Analogamente se obtiene:

a(BEC)=(1/4)a(CMB).
Al combinar ambos resultados se tiene:
a(ADB)+a(BEC)=(1/4)a(ABM)+(1/4)a(CMB)= (1/4)ABC.

El resultado obtenido lo desarrolla Arquimedes en la Proposicion 21:

PROPOSICION 21

«Si en un segmento parabdlico se inscribe un triangulo de la misma base y altura, y en
cada segmento lateral que resulta se inscribe otro triangulo de la misma base y altura
que él, el primer triangulo es ocho veces mayor que cada uno de los otros.»

70



De forma anéloga se demostraria que la suma de las areas de los tridngulos inscritos afiadidos
en cada paso es un cuarto de la suma de las areas de los triangulos afadidos en el paso
anterior.

Si ahora llamamos s,=a(ABC), s;=a(ADB)+a(CEB), y asisucesivamente para las areas de
los triangulos obtenidos en los siguientes pasos, y llamamos P, el poligono inscrito en el
segmento de parabola obtenido después de n pasos, su area sera:

S S S
aP =S +_0+_0+..._0,
(Fa) =5 4 42 4

de modo que si llamamos P al segmento parabdlico ABC, el corolario de la Proposicion 20
se podra enunciar simbdélicamente asi:

Dado ¢>0, a(P)-a(P,)< ¢ para n suficientemente grande,
que es la condicion 1 para aplicar el método de aproximacion.

A continuacién Arquimedes demuestra la siguiente proposicion

PROPOSICION 23

«Dado un numero cualquiera de areas tales que, colocadas unas a continuacion de las
otras, cada una sea cuadruple de la siguiente, su suma afiadida al tercio de la menor
es igual al cuadruple del tercio de la mayor.»

Este resultado que Arquimedes demuestra retéricamente es equivalente a la identidad
elemental

1 1 1 11 4
=ttt —t = —=—
4 4 4" 3 4" 3

que se demuestra facilmente observando que
17 1 1 4 1 1

_+_.— =
4" 3 4" 3.4" 3 4™

y aplicando la férmula de la suma de los términos de una progresién geométrica.

Multiplicando por s, la relacion obtenida por Arquimedes y llamando R, a la cantidad
Rn=(1/3)(1/43%s,,

se obtiene la relacion:

Sotstsy+ ... +5,1R,=B=(4/3)s,,

que es la condicion 2 para aplicar el método de aproximacion.

Tras estos desarrollos estamos en condiciones de aplicar el desarrollo teérico sobre el
método de aproximacion del comienzo de este apartado para obtener como Arquimedes (en
la Proposicion 24) el resultado de la cuadratura del segmento de parabola

PROPOSICION 24

«El area de un segmento parabdlico es igual al cuadruple del tercio de la del triangulo
de la misma base y de la misma altura que el segmento.»
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LA OBRA DE ARQUIMEDES SOBRE LA CUADRATURA DE LA PARABOLA
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Paginas de la obra de Arquimedes Sobre la Cuadratura de la Pardbola de un ejemplar de la Universidad
de Valladolid de Archimedis Opera Omnia (Basilea, 1544).

En este tratado Arquimedes consigue cuadrar por vez primera una figura limitada por lineas no todas
rectas ni todas curvas, a base de construir un poligono equlvalente a la parabola, primero por via
mecanica -que ya habia desarrollado en EL METODO- y después por via geométrica.

R.Taton escribe sobre Arquimedes en su Historia general de las Ciencias (Orbis. Barcelona, 1988. Vol.2.
Libro II, Cap.11.2. p.356-357):

Dos hechos hay que observar en esta induccion [de la Fisica y la Técnica sobre la Matematica] que
Arquimedes utiliza [en EL METODO)] para una gran cantidad de cuadraturas y cubaturas. EIl
primero es el empleo de la estitica para conseguir descubrimientos geométricos; Arquimedes no tiene
ningiin prejuicio de purista, y aprovecha toda analogia fecunda entre dos dominios cientificos
distintos. El segundo hecho es la asimilacién de un drea a una suma de segmentos rectilineos; la de un
volumen, a una suma de secciones planas, y la de un continuo en general, a la suma de una infinidad
de indivisibles. Cuando Cavalieri vuelve a tomar, en el siglo XVII, este mismo camino, el método no
resultard menos fecundo. Pero el sutil italiano serd siempre, hasta cierto punto, prisionero de su
propia conquista, y no logrard completar su andlisis intuitivo con una sintesis rigurosa. Su
predecesor griego habia dado airosamente ese paso dificil, hecho en el cual se encierra una prueba de
la magnitud de su genio. [...].

En la Cuadratura de la Pardbola, Arquimedes elimina una tras otra las dos dificultades. En la
primera demostracion conserva la misma figura de la carta a Eratostenes, pero no descompone el
segmento de pardbola en un niimero infinito de segmentos rectilineos, sino que le inscribe y
circunscribe dos series de trapecios. Calcando el razonamiento de su método de descubrimiento,
muestra entonces apelando a la exhaucion de Eudoxo, que el segmento no es ni superior ni inferior a
la tercera parte de la superficie del triangulo. Esta demostracién rigurosa sigur, empero, basdndose en
los principios de la estitica y no le satisface plenamente. Entonces da una demostracion puramente
geométrica. sieuiendo vaso a vaso la dada vor Eudoxo en la cubatura de la virdmide:

B ACB es un segmento de pardbola, C es el punto en que la
tangente es paralela a AB; D, el punto en que es paralela a AC;
E, el punto en que es paralela a BC. Los tridngulos ADC y CEB,
D E que son equivalentes, tienen, cada uno de ellos, un drea igual a

1/8 de la del tridngulo ACB. La serie 1+%+%+~- tiene, como

limite, 4/3 (empleando el lenguaje moderno). Arquimedes
demuestra que el segmento no puede ser ni inferior ni superior a
los 4/3 de la superficie del tridngulo ABC.
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El método de exhaucion en Arquimedes segun J.Babini
ARQUIMEDES: EI/ Método. Introduccién y notas de J. Babini.
Eudeba, Buenos Aires, 1966, pp.14-17.

A comienzo del siglo IV a.C. la matematica tenia mas de un siglo de existencia. Nacida a la sombra de
la metafisica pitagorica fundada en la omnipresencia y omnipotencia del numero («el numero es la
esencia de todas las cosas»), ya habia andado mucho. Sin embargo, pronto mostré su
incompatibilidad con aquella metafisica, pues se demostr6 que no habia numero (racional) para
expresar la relacién entre elementos tan simples como la diagonal y el lado de un cuadrado, o el lado
de un tridngulo equilétero y el diametro de su circunferencia circunscrita, y asi sucesivamente. Este
hecho planteaba a los pitagoéricos una tremenda alternativa: de mantener su metafisica, mutilaban la
geometria; de mantener la geometria anulaban su metafisica. Mientras los pitagoéricos se debatian en
esta cuestion, los matematicos encararon el problema desde el punto de vista técnico, y uno de ellos,
Eudoxo de Cnido, encuentra una escapatoria. La solucion de Eudoxo comprende una definicién, un
principio y un método. La definiciéon de Eudoxo evita la dificultad que habia presentado la razén
entre cantidades inconmensurables, por carecer los griegos del concepto de nuestro «numero
irracional», definiendo, no esa razén, sino la igualdad de razones; es decir, la proporcion, de una
manera tal de soslayar esa carencia. Para ello, mediante desigualdades y ntmeros enteros, logra
definir la proporcionalidad, sean conmensurables o no las cantidades proporcionales. Esta definicién
de la proporcionalidad [Euclides V.5] es la que luego servira de base a la teoria de la semejanza que
aparece en los Elementos de Euclides [Libro VI].

El principio de Eudoxo establece la condicion para que dos cantidades tengan razén. Ese «principio»,
que figura entre las definiciones del libro V de los Elementos [Euclides V.4], establece como tal
condicién que «existe razon entre dos cantidades cuando un miiltiplo de la menor supera a la mayor»,
expresion en la que vuelven a aparecer niimeros enteros y una desigualdad. Ahora bien, en su libro
de la Esfera y del Cilindro [y también en la carta a Dositeo que antecede a la obra Sobre la Cuadratura
de la Pardbola] Arquimedes incluye esa proporcion entre los postulados [Postulado 1.5], ya que no
obstante la gran evidencia que el «principio» revela, su perspicacia matematica le advierte que no se
trata de una definicion, sino de una proposicion de la cual debe partirse, es decir, de un postulado. La
existencia de «geometrias no arquimedianas» demostradas este siglo que ni cumplen con ese
postulado, muestran claramente cuan acertada fue la ubicacién que Arquimedes asignd a este
«principio». en la construccion geométrica. Hoy, ese postulado es el importante «Postulado de
Continuidad», a veces llamado «Postulado de Arquimedes» o «Postulado de Eudoxo-Arquimedes», en
vista de su origen.

Tal postulado desempefia un papel fundamental en el «método de exhaucion». Este método ideado
por Eudoxo y aplicado por éste por primera vez, es el que en la geometria griega suple los actuales
métodos infinitesimales. La primera observacién importante que se formula es que no se trata de un
método de descubrimiento sino de demostracion, es decir, que supone conocido de alguna manera el
resultado y ofrece un procedimiento riguroso para demostrarlo. De paso observemos como, ya en la
época de Eudoxo, la matematica reflejaba su caracteristica fundamental de poner el acento en el
proceso deductivo, en la demostracién, y no en el resultado.

Conocido, pues, de antemano el resultado, la demostracién por el método de Eudoxo de que, por
ejemplo, una cierta figura A es equivalente a una cierta figura B, consiste en una doble reduccién al
absurdo, probando que los supuesto de ser A mayor o menor que B conducen a contradicciones, de
manera que no queda otra alternativa que A sea equivalente a B. Y es en esta demostracién que juega
su papel el postulado anterior, ya que la demostracién exige que se pueda descomponer la figura en
partes tales que una de ellas sea inferior a una figura dada, y esto se logra precisamente en virtud el
postulado. Esta descomposicion de la figura en partes cada vez mas pequena fue la causa por la cual
un matematico renacentista dio al método el nombre de «mnétodo de exhaucion», aunque en verdad tal
descomposicion «no agota» la figura, sino que solo llega la punto en que cierta figura es menor que
una figura dada.

El método de exhaucién, aplicado por Euclides en los Elementos en la demostracion de unos pocos
teoremas se convierte en manos de Arquimedes en el método riguroso con el cual determina sus
muchisimas cuadraturas y cubaturas que hoy se logran mas facilmente mediante los métodos
infinitesimales.

Asi como el «Principio de Eudoxo», convertido por Arquimedes en postulado, es nuestro actual
«Postulado de Continuidad», indispensable en el Analisis Infinitesimal, el método de exhaucién es la
traducciéon geométrica de la operacion de «paso al limite», caracteristica de los métodos
infinitesimales. Asi como en el método de exhaucion se trata de llegar a una figura menor que una
figura prefijada, la definicién de limite exige precisar un valor menor que una cantidad prefijada.

De ahi que no ha de extrafar que se advierta en los escritos de Arquimedes una estrecha analogia
con los métodos infinitesimales de hoy, que permiten calcular las cuadraturas y las cubaturas de
Arquimedes mediante integrales definidas. Estas integrales que los recursos del Calculo Integral
proporcionan facilmente, comportan por su definicién el concepto de limite aplicado a ciertas sumas.
Ahora bien, estas sumas aparecen en sus escritos como material previo a la determinacion de las
cuadraturas o las cubaturas.
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Dibujo a plumilla de un busto tradicionalmente atribuido a Arquimedes

del Museo Capitolino de Roma.
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LA OBRA CRITICA DE MAZZUCHELLI SOBRE ARQUIMEDES

NOTIZIE
ISTORICHE E CRITICHE

INTORNO

ALLA PITA, ALLIE INVENZIONI,
ED AGLI SCRITTI

ARCHIMEDE
SIRACUSANO

DEL
CO. GIAN - MARIA MAZZUCHELLI
BRESCIANO.
3 - F ¥ e

Preflo Giax-Mania Rizzanoi.
Gills Facolrd dé Superiori.

ISTORICHE E CRITICHE
INTORNO ALLA PIT4, ALLE INFENZIONI,
ED AGLI SCRITTY
D1
ARCHIMEDE SIRACUSANO.

Rchimede, che da Cicerone (1) fu ([
| chiamato uningegno divino,cbbe « E""‘f"
| per patria Siracula , Cirrd celebre pages,
della Sicilia . Ignoto ci ¢ il tem-
po precifo della fua nalcita , non
cllendoci , per quanto io fappia,
Scritrore alcuno degli Antichi, che
—- ==—===m8 cc |"abbia norato. Solo avendoci
Giovanni Tzerze ( &) riferito , che Archimede ha tra-
puffau i kertantacinque anni di vira , noi facilmente pof-
fiamo immaginarci intorno a qual tempo fia nato col
dedurre quefto dall’ anno della fua morre, la quale ca-
den-
f1) L. L Tufml, (2] Hillor. yo. Chil 1. Xpdong 7l e

SRR P WTE wasAavee.
(1) Ka

La obra critica de Mazzuchelli sobre Arquimedes (Brescia, 1737). Biblioteca Municipal de Mantua.
1. Portada de la obra critica de Mazzuchelli con la escena del «Eureka».

2. Pagina inicial de obra critica de Mazzuchelli con una escena de la muerte de Arquimedes por un
soldado romano, en la toma de Siracusa por el consul Marcelo.

3. Grabado de la obra critica de Mazzuchelli que reproduce algunos estudios geométricos de
Arquimedes: la cuadratura del circulo, la relacién entre la circunferencia y el diametro, y la

esfera y el cilindro.

— ——— —
1 A - Tavola I
VL

Este tratado, de un gran valor histdrico e
iconografico, intenta ordenar las miltiples
informaciones, muchas de ellas legendarias
sobre los episodios mas o menos inverosimiles
de la vida y la obra de Arquimedes, en
relacién con su brillante actividad cientifica y
técnica.

La propia portada ilustra la escena urbana del
«Eureka» de un Arquimedes pletorico de
alegria ante la intuicion del descubrimiento
hidrostatico, a propdsito de la anécdota mas
conocida de Arquimedes que es la del «fraude
de la corona de oro del rey Hieron»,
simplemente mencionada por Plutarco, pero
extensamente relatada por Vitrubio -en su
obra De Architectura, IX, Pref9-10-, para
quien la forma de descubrir el engafio
cometido contra el rey, constituye la mas sutil
y genial de las intuiciones de Arquimedes.

El sabio de Siracusa introduce el llamado
«Principio de Arquimedes» de la Hidrostatica
en su obra Sobre los Cuerpos Flotantes :«Todo
cuerpo sumergido en un liquido experimenta un
empuje hacia arriba igual al peso del liquido
desalojado». Con los desarrollos matematicos
introducidos en este tratado, Arquimedes
contribuyé de forma poderosa al ulterior
desarrollo de la arquitectura naval.
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LA EPICA MUERTE DE ARQUIMEDES

Recreacion libre, realizada por Pedro Lario (2000), del grabado sobre la muerte de Arquimedes que se conserva en la
Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo del Escorial. La figura geométrica corresponde a la utilizada por
Arquimedes para la cuadratura de la esfera en EL METODO.

La biografia historica y la literatura ha descrito la figura de Arquimedes como el paradigma del ingeniero de la
antigiiedad, que pone su genio y su ingenio, como técnico, al servicio del patriotismo que exige la dificil situacion
politica y militar de su tierra, con una actuacion épica que alcanza a dar la vida por la patria. Tal vez por esto la
Historia del Arte ha sido muy generoso con Arquimedes al tomar su figura y su historia personal, en particular sus
ultimos momentos, como tema artistico en los mas diversos estilos, lo que se refleja en la abundante iconografia
arquimediana.

Arquimedes murié en el afio 212 a.C. en la caida de Siracusa en manos del consul romano, Marcelo, durante la
segunda guerra ptnica, tras un prolongado cerco de tres afos, en el que el sabio particip6é brillantemente como
defensor, ingeniando espectaculares artilugios militares, que causando el terror al enemigo, prolongarian de
forma muy considerable la de otro modo inminente toma de la ciudad.

La muerte de Arquimedes ha sido descrita en diversas narraciones por parte de numerosos historiadores y literatos
(Plutarco, Valerio Maximo, Tito Livio, Silio Itilico, Giorgio Valla, Zonaras, Tzetzes, Ciceron, etc.) siempre rodeada de
una atmosfera novelesca épica. Veamos el relato de Plutarco (Marcelo, XIX):

«[...] Lo que principalmente afligié a Marcelo [tras la conquista de Siracusa] fue lo que ocurrié con Arquimedes: halldbase
éste casualmente entregado al examen de cierta figura matemdtica, y fijos en ella su dnimo y su vista, no sintié la invasién
de los romanos ni la toma de la ciudad. Presentésele repentinamente un soldado, ddandole orden de que le siguiera a casa de
Marcelo; pero él no quiso antes de resolver el problema y llevarlo hasta la demostracion; con lo que, irritado el soldado,
desenvainé la espada y le dio muerte. Otros dicen que ya el romano se le presento con la espada desenvainada en actitud de
matarle, y que al verle le rog6 y suplicé se esperara un poco, para no dejar imperfecto y oscuro lo que estaba investigando;
de lo que el soldado no hizo caso y le pasé con la espada. Todavia hay acerca de esto otra relacién, diciéndose que
Arquimedes llevaba a Marcelo algunos instrumentos matemdticos, como cuadrantes, esferas y dngulos, con los que
manifestaba a la vista la magnitud del sol, y que dando con él los soldados, como creyesen que dentro llevaba oro, le
mataron. Fuese como fuese, lo que no puede dudarse es que Marcelo lo sintié mucho, que al soldado que le maté de su propia
mano le mandoé retirarse de su presencia como abominable, y que habiendo hecho buscar a sus deudos, los traté con el
mayor respeto y distincién.»

La capacidad abstractiva de Arquimedes, absorto siempre en sus especulaciones geométricas, le inhibié la
atencion sobre el evento mas dramatico que vivié su patria en toda su historia. Cualquiera que sea la versiéon
auténtica, todos los historiadores coinciden en que Marcelo queria proteger a Arquimedes, es decir que la
admiracién del militar hacia el sabio, convertia la hostilidad que debia tener hacia su enemigo principal en
magnanimidad. Asi desaparecié el mas grande de todos los sabios del mundo antiguo, victima, como muchos,
de la violencia que trae los desastres de la guerra.
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ARQUIMEDES PRECEDENTE DEL CALCULO INTEGRAL

Mediante su brillante método mecéanico, Arquimedes
realiza una investigacién preliminar que ratifica con
absoluto rigor mediante el método de exhauciéon. Con ello
anticipa infinidad de resultados sobre cuadraturas,
cubaturas, que forman parte de la doctrina de nuestro
Célculo Integral, y que actualmente obtenemos mediante
los recursos analiticos del calculo algebraico y de la
aplicaciéon de los limites, que descubren y demuestran
simultineamente. Pero las rigurosas demostraciones de
Arquimedes deben implicar bajo una forma estrictamente
geométrica -la del Algebra Geométrica de los Libros II y
VI de Los Elementos de Euclides- todos esos medios
infinitesimales modernos. Todo ello ubica a Arquimedes
en antesala histdrica del Calculo Integral. Por eso como
afirma E.Rufini (Il Metodo d'Archimede e le origine
dell'analisi infinitesimmale nell'antichita, p.187):

«Arquimedes anticipa nuestro Cdlculo Integral, tanto
en el tiempo como en la seguridad de los
procedimientos y en la genialidad de los artificios no
superados por los precursores del siglo XVII.»

En suma, la influencia de Arquimedes ha sido decisiva en
la génesis del Calculo Infinitesimal. Los impresionantes
problemas de cuadraturas y cubaturas, resueltos mediante
el método mecéanico son el antecedente directo -aunque
oculto- de los indivisibles e infinitesimales del siglo XVII
que anticipan el Calculo Integral, mientras que el método
demostrativo de exhaucién es el antecedente directo de los
limites de la aritmetizacion del Analisis del siglo XIX.
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1. Portada de la edicién de Maurélico (1685) de las Obras de Arquimedes. Biblioteca de la Universidad de Pavia.
2. Pagina 54 de esta edicién con numerosas ilustraciones de los desarrollos geométricos de los teoremas.




ICONOGRAFIA ARQUIMEDIANA EN LOS SELLOS DE CORREOS
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. LAS 10 FORMULAS MATEMATICAS QUE CAMBIARON LA FAZ DE LA TIERRA

1. Sello de correo italiano de 1983 que reproduce el busto de Arquimedes del Museo Nacional de Napoles,
junto a un tornillo hidraulico ideado por Arquimedes.

2. Sello de correo nicaragiiense que representa la famosa Ley de la Palanca de Arquimedes, considerada
como una de «las diez férmulas que cambiaron la faz de la tierra»

3. Sello de correo de San Marino de 1982 que representa un fragmento del busto de Arquimedes del Museo
Nacional de Napoles.

4. Sello de correo de la antigua Alemania Oriental de 1973 que reproduce el cuadro sobre Arquimedes del
pintor italiano D.Fetti (Gemildegalerie Alte Meister,Dresde, Alemania).

5. Sello de correo espafiol de 1963 que reproduce el cuadro del pintor espafiol Ribera (1630) sobre
Arquimedes (Museo del Prado, Madrid).

ARCHIMEDE 287-212 ac.
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Las cuestiones infinitesimales en la Edad Media. Oresme

Las especulaciones de los fildsofos del Liceo fueron la base para la Filosofia escolastica en
sus elucubraciones, discusiones y disputas medievales sobre el infinito, la naturaleza del
continuo y los indivisibles, aunque desde un punto de vista mas filoséfico que matematico,
llegando a plantear con sagacidad sutiles dificultades I6gicas que no se resolvieron hasta
bien entrado el siglo XIX.

El estudio del cambio y el movimiento fue un tépico de la especulacién filoséfica medieval,
desarrollada sobre todo en las Universidades. A ello contribuyd considerablemente las
traducciones latinas de La Fisica de Aristoteles y de los trabajos de Arquimedes sobre
Estatica.

El punto de vista mas aristotélico sobre la ciencia del siglo Xlll lo ostenta Jordanus
Nemorarius (hacia 1225), ponderado como fundador de la escuela medieval de mecanica.
En su obra De Triangulis apreciamos ciertas sorprendentes definiciones:

«La continuidad es la imposibilidad de distinguir los puntos limites unida a la posibilidad de
establecer un limite. [...]. El punto es lo que establece la continuidad simple, [...].»

Son definiciones que con todas sus deficiencias de estilo, dificultades y contradicciones,
demuestran como la Matematica infinitesimal iba abriéndose camino entre los escolasticos.

Durante el siglo XIV las Universidades de Oxford y de Paris desarrollaron abundantes
estudios sobre el cambio y el movimiento, de donde surgen las primeras cuestiones de
indole infinitesimal, diferentes a las de la Geometria griega. En Oxford los filésofos del
Colegio de Merton —epénimo de un grupo de maestros entre los que sobresalen
R.Swineshead, W.Heytesbury, J.Dumbleton— comparan movimientos uniformes vy
movimientos uniformemente acelerados, estudian la tasa uniforme de cambio y desarrollan
hacia 1330, de forma retérica, la famosa «Regla de Merton»:

«Si un cuerpo se mueve con movimiento uniformemente acelerado, la distancia
recorrida sera la misma que la recorrida, en el mismo tiempo, con movimiento uniforme
y a una velocidad igual a la de la mitad del tiempo [velocidad media entre las
velocidades inicial y final del recorrido].»

T. Brawardine conocido por su eminencia en Filosofia y Matematicas como «Doctor
Profundis», escribe, hacia 1325, una Geometria que recuerda algunos aspectos de Sobre la
medida del circulo de Arquimedes. Su tendencia filosofica resalta en sus obras Geometrica
speculativa y Tractatus de continuo, donde especula sobre el continuo, el infinito y el angulo
de contingencia. En torno al continuo, Brawardine distingue el continuo fijo —«continuum
permanens»—, que se manifiesta en las lineas, superficies y volumenes, del continuo
progresivo —«continuum succesivum»— que acontece en el tiempo y el movimiento. En las
obras aludidas aparecen reflexiones que se sintetizan en algunas frases:

«[...]- Lo indivisible es lo que no puede dividirse nunca. El punto es lo indivisible
determinado por su posicion. [...]. En el tiempo lo indivisible es el instante. [...] El
movimiento es lo continuo sucesivo medido en el tiempo.»

Brawardine distingue dos tipos de magnitud infinita, una infinita «a secas», que no tiene fin,
y otra tal que para cada magnitud finita siempre existe otra mayor, sin pararse nunca.
Muchos historiadores aprecian en esta distincion la raiz del intuicionismo moderno e incluso
la analogia con el infinito y transfinito de Cantor. Sobre el continuo y el indivisible,
Brawardine insiste en que una magnitud continua no puede estar formada por un nimero
finito de magnitudes indivisibles, sino que incluye un numero infinito de indivisibles, pero no
estan constituidas por estos atomos matematicos, sino que cada continuo esta formado por
un numero infinito de elementos continuos de la misma naturaleza; asi por ejemplo, un
segmento, area o volumen esta compuesto por infinitos segmentos, areas o volumenes.
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LA FISICA DE ARISTOTELES
Y LAS CUESTIONES INFINITESIMALES EN LA EDAD MEDIA
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Aristételes ensefiando Filosofia, en un manuscrito medieval. Monasterio de El Escorial. Madrid.
El interés por las cuestiones infinitesimales en el Medioevo aparece en el ambito del estudio del cambio y el
movimiento que fue un topico de la especulacién filoséfica medieval, desarrollada ante todo en las Universidades,
a partir de las traducciones latinas de La Fisica de Aristoteles, que fue la punta de lanza de la recuperaciéon en la
Edad Media de la Filosofia griega, en general.
La Filosofia escolastica debati6 ampliamente sobre el concepto de «forma» - en el sentido de la «cualidad»
aristotélica, como los atributos de los fenémenos naturales de intensidad medible, la cuantificaciéon de cuya
variacion nos aporta valiosa informacién. En particular, en el estudio del movimiento, como investigacién de las
variaciones de las intensidades de las formas -cantidades continuas-, en este caso distancias a partir de otras -en
funcion de- como el tiempo -paradigma del continuo- se alcanzaron resultados muy importantes como el «Teorema
de Merton», sobre el valor medio de una forma cuya velocidad de cambio es constante.
Toda una prolija reflexioén filosofica, de origen aristotélico, tiene lugar sobre el continuo, el infinito y el indivisible,
a lo largo del siglo XIV, en las Universidades de Oxford y de Paris, que al desarrollar abundantes estudios sobre el
cambio y el movimiento, inician las primeras cuestiones infinitesimales diferentes a las de la Geometria griega y
van atemperando «el horror al infinito» que caracterizo a ésta.
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La Filosofia escolastica discutid6 largamente sobre el concepto de «forma» —con un
significado mas o menos equivalente a la «cualidad» aristotélica, es decir, atributos que
admiten variacion en intensidad—, aplicado al estudio de la naturaleza, en el sentido de
fendmeno natural de intensidad medible, es decir, estudiando la cuantificacion de las formas
variables. Se estudian las variaciones de las intensidades de las cantidades continuas, tales
como la distancia de un punto maévil con relaciéon a un punto fijo, a partir de otras cantidades
como el tiempo, que se convierte en el prototipo de continuo. Aunque las discusiones fueron
largas y prolijas, se consiguieron importantes resultados, como el aludido «Teorema de
Merton», relativo al valor medio de una forma cuya velocidad de cambio es constante.

Nicolas de Oresme recoge y desarrolla ampliamente el tema de la llamada «/atitud de las
formas» en su obra Tractatus de latitudinibus formarum, escrito hacia 1362, a modo de
resumen de su obra mas importante Tractatus de figurationem potentiarum et mensurarum.
En la primera de estas obras Oresme escribe:

[...]. La dimensién de los fendbmenos esta sometida a mdultiples variaciones y dicha
multiplicidad es dificilmente discernible si su estudio no se remite al estudio de figuras
geométricas. [...]. Todo lo que varia, se sepa medir 0 no, lo podemos imaginar como
una cantidad continua representada por un segmento rectilineo. [...].

He aqui la importante novedad de Oresme, la nocion de grafico como elemento descriptivo
de una cualidad para facilitar la comprension de la variacion de un fendémeno, lo que él llama
la representacion grafica de «las intensidades de la cualidades», germen de nuestra
representacién grafica de funciones en un sistema de coordenadas introducido a priori, uno
de los aspectos esenciales de la Geometria Analitica. La representacion grafica en si no es
lo nuevo pues las figuras geométricas y los mapas son ejemplos antiguos de
representaciones graficas. La innovacion de Oresme estriba en que ya no se mantiene la
homogeneidad entre la representacion que es un segmento y la magnitud representada que
es tiempo o intensidad.

Elegido un punto origen en una recta horizontal, Oresme llama «longitudo» (longitud) a
nuestra abscisa, que es el tiempo o el espacio, y eleva una perpendicular, la «/atitudo»
(latitud), nuestra ordenada, que es proporcional a la intensidad o amplitud del fenémeno, ya
sea velocidad, calor u otros. La diferencia entre dos ordenadas sucesivas se llama grado de
la amplitud («excessus graduumy») y es una medida de la variabilidad. Si el «excessus
graduumy varia los puntos extremos de las ordenadas ya no se situaran sobre una recta
sino sobre una curva. La cualidad, forma o propiedad es representada de acuerdo con la
variacion de la intensidad respecto del tiempo. Pero esta variacion no se refleja como en la
Geometria Analitica por la curva descrita por los puntos de longitud y latitud dadas, sino por
la figura total, es decir el area que determina esa curva, el eje de las longitudes y las
intensidades inicial y final, que Oresme llama simplemente «figura».

En la obra de Oresme hay un estudio matematico de las figuras planas que producen las
representaciones graficas de las cualidades. Oresme considera varios géneros de formas
que daran lugar a ofras tantas formas de representacién geométrica. En primer lugar las
formas uniformes («qualitas uniformes») correspondientes a nuestras funciones constantes
y cuya representacion grafica da un rectangulo. Siguen las formas uniformemente diformes
(«uniformitis  difformis»), que se corresponden con nuestras funciones afines y cuya
representacion grafica es un trapecio.

Oresme define estas ultimas en forma de proporcién de la siguiente manera:

«La cualidad uniformemente diforme es aquella para la que, siendo dados tres puntos
cualesquiera, la razén de la distancia del primero al segundo a la distancia del
segundo al tercero es igual a la razén del exceso de intensidad del primero sobre el
segundo al exceso de intensidad del segundo sobre el tercero.»

Finalmente Oresme define el tercer género de formas, las formas diformemente diformes
(«difformitis diformis») como las que no corresponden a los géneros anteriores.
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LA LATITUD DE LAS FORMAS DE ORESME
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Pagina de una edicién de 1505 de la obra de Oresme Tractatus de latitudinibus formarum, donde
aparecen los diversas formas geométricas correspondientes a las representaciones graficas de «las

intensidades de las cualidades».

Oresme introduce la nocion de grafico para facilitar la comprension de la variaciéon de un fenémeno
natural de intensidad medible. Al estudiar la cuantificacion de las formas variables, Oresme realiza la
primera aproximacién historica al concepto de funcién —y su representacién grafica— como un dinamico
instrumento matematico que conecta los entes geométricos que se utilizan para describir la evolucién de
un fenémeno. De este modo, Oresme empieza a desarrollar una herramienta, -el concepto de funcién-
de una utilidad esencial para desentrainar las leyes de la naturaleza.

A

B A

B

aequalitas uniformes
Representacion grafica de «las intensidades de las cualidades» de las formas geométricas mas sencillas

de Oresme:

1. Las formas uniformes -«qualitas uniformes»- corresponden a

representacion grafica es un rectangulo.

2. Las formas uniformemente diformes -«uniformitis difformis»-, que se corresponden con nuestras
funciones afines y su representacion grafica es un trapecio.

uniformitis difformis

funciones constantes y su
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LAS LEYES DEL MOVIMIENTO DE ORESME

Nicolas de Oresme aplica la Teoria de latitud de las formas al estudio del movimiento mediante lo que se
le considera un auténtico anticipador de la Cinematica de Galileo.

Con el fin de describir el movimiento rectilineo, Oresme introduce la idea de representar graficamente la
velocidad instantinea del mévil en funcion del tiempo. Sobre una recta horizontal lleva graduaciones de
segmentos equivalentes al tiempo y sobre ellas eleva segmentos perpendiculares de longitudes
equivalentes a la velocidad del mévil en los instantes correspondientes. Asi obtiene el diagrama
velocidad-tiempo del cual a Oresme le interesa la porciéon de plano barrido por las perpendiculares
sucesivas. A través de la generalizacién del examen de casos particulares simples, Oresme llega a la
conclusién de que el drea barrida por las perpendiculares sucesivas elevadas sobre cada graduacion de un
intervalo de tiempo equivale a la distancia recorrida por el mévil durante ese intervalo de tiempo -
Principio de Oresme-. Este postulado es la base de sus descubrimientos sobre el movimiento
uniformemente acelerado.

Para este tipo de movimiento, que es el caso mas importante, el crecimiento de la velocidad del mévil es
proporcional a la duracion durante la cual se produce tal crecimiento. La representacion grafica de la
velocidad en funcion del tiempo en el sentido de Oresme, es decir, la porcién de plano barrido por las
perpendiculares sucesivas -los segmentos de velocidad- resulta ser un trapecio determinado por la recta
formada por los puntos superiores de tales perpendiculares, la recta de longitudes y los segmentos de las
latitudes extremas.

C
Ya que segin el Principio de Oresme, el area del trapecio

ABCD equivale a la distancia recorrida en el intervalo de

tiempo AB, y puesto que el area de este trapecio es igual a la

del rectangulo ABC'D’, deduce Oresme que la distancia
C’ recorrida por el mévil con movimiento uniformemente

acelerado en el intervalo de tiempo AB, es la misma que la

que recorreria con movimiento uniforme de velocidad igual

a la que tiene en el instante medio M. Asi pues, Oresme
D obtiene una verificacién geométrica del famoso «Teorema de
Merton» del grupo de filésofos que adoptaron el epénimo
de Colegio de Merton.

velocidad

D’

A M tiempo B

Claro estd que una demostracién rigurosa exige los recursos del Calculo Integral. Es posible que lo
asumiera como una generalizacién inmediata del caso de la velocidad uniforme, o tal vez en la linea de la
«composicion» de Arquimedes y de los futuros «Indivisibles» de Cavalieri considerase el drea como la
yuxtaposicion de los segmentos verticales, o en la linea de los posteriores desarrollos infinitesimales de
Roberval pensase el area como formada por rectaingulos muy finos de altura una velocidad constante
actuando durante un instante muy pequefio, con toda la problematica que esto acarrea en cuanto a la
composicién del continuo.

Los resultados de Oresme puede que no sean rigurosos a nuestros ojos -el concepto de rigor en
Matematicas es privativo del paradigma de cada época- pero hasta la invencién de la Geometria Analitica
por parte de Fermat y Descartes y hasta el desarrollo del Calculo por Cavalieri, Fermat, Pascal y
finalmente Newton y Leibniz, la Cinematica no tendra mejores demostraciones del movimiento
uniformemente acelerado que las de Oresme.

Prosiguiendo sus estudios, Oresme considera un movimiento rectilineo uniformemente acelerado en el
que la velocidad inicial es cero. Subdividiendo el intervalo AB en un cierto niimero de partes iguales,
resulta que las areas de los trapecios alzados sobre los intervalos estan en las proporciones 1,3,5,7,... De
acuerdo con el Principio lo mismo sucedera con las distancias recorridas en estos intervalos. Oresme

escribe: «Ahora bien, como ha seiialado el gran matemitico griego

Pitigoras [la suma de ntimeros triangulares consecutivos es
7 r un numero cuadrado]: se tiene:
1=1=1 vez 1 [=27]
5 1+3=4=2 veces 2 [=2?]

E 1+3+5=9=3 veces 3 [=37]

E 3 1+3+5+7=16=4 veces 4 [=4?]
se obtiene siempre un niimero cuadrado. Por este medio se

pueden obtener las razones mutuas de las cantidades [areas]
tiemp() totales.»

Vemos, pues, que la representacion grafica, como instrumento basico de la Geometria Analitica ha
empezado a dar su fruto: Oresme ha establecido la ley fundamental del movimiento rectilineo
uniformemente acelerado. La distancia recorrida es proporcional al cuadrado del tiempo.
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Oresme sugiere incluso una extension a tres dimensiones de la«/atitud de las formas», que
en nuestro lenguaje seria la representacion grafica de una funcidon de dos variables
mediante un volumen formado por todas las ordenadas de valor dado por una regla
levantadas sobre los puntos de un plano horizontal.

Es interesante analizar en qué sentido Oresme desarrolld6 Geometria Analitica y Calculo
Infinitesimal. La consideracion de coordenadas cartesianas, denominadas por Oresme
longitud y latitud, no es en realidad una innovacion. Apolonio y otros matematicos y
geografos griegos habian utilizado algun sistema de coordenadas. La verdadera innovacion
de Oresme es la representacion grafica de una cantidad variable mediante coordenadas,
aunque se limitara a las funciones afines, y en este aspecto el trabajo de Oresme se
desarrolla en el sentido positivo de la Geometria Analitica. Pero Oresme no recorre el otro
sentido de la Geometria Analitica, es decir no desarrolla el principio de que toda curva plana
puede ser representada, con respecto a un sistema de coordenadas, como una funcion de
una variable. Oresme esta mas bien interesado por las cuestiones de la variacion de las
formas —es decir, por los aspectos diferenciales— asi como por la variacién del area bajo la
curva —es decir, los aspectos integrales—, mas que por el estudio analitico de la curva. En
este sentido podemos decir que Oresme se acercé mas al Calculo Infinitesimal que a la
Geometria Analitica.

Pero hay otros aspectos en relacién con el concepto de funcién y con los maximos y
minimos, que sitian a Oresme en la linea de lo Infinitesimal. Conceptualmente hay una
diferencia esencial entre la representaciéon de una trayectoria bajo la forma de una curva y la
representacién que hace Oresme de las variaciones de la intensidad de un fendmeno
respecto al tiempo. Es de aqui, al generalizar, de donde surge el concepto de funcion, el
instrumento matematico mas dinamico, que conecta los entes geométricos, describiendo el
devenir de un ser que se transforma en otro. El concepto de funcién permite alcanzar asi la
sintesis dialéctica entre las antagdnicas concepciones de la realidad, la estatica concepcion
eledtica y la dinamica concepcion heraclitiana, por eso se ha convertido en el instrumento
mas adecuado para desentrafiar las leyes de la naturaleza.

Abundando en cuestiones infinitesimales y moviéndose en un nivel intuitivo, Oresme
advierte que en una figura curva, por ejemplo un semicirculo construido sobre la longitud, es
decir, sobre el eje de abscisas, las latitudes que corresponden a los puntos donde la curva
empieza a ascender crecen de forma rapida. Pero este aumento, medido por el llamado
grado de la amplitud (excessus graduum), va continuamente disminuyendo a medida que
ascendemos, es decir a medida que nos acercamos al maximo, en cuyo entorno desaparece
casi totalmente. Parece advertirse en esta argumentacion una intuitiva observacion en torno
al problema de la tangente y a la correspondiente condicion necesaria de extremo, embrion
de las consideraciones de Fermat sobre maximos y minimos y antes, de Kepler, tal como
aparecen en su obra Nova stereometria doliorum vinariorum de 1615:

«Cerca de un maximo los decrementos son al principio imperceptibles.»

En resumen, Nicolas de Oresme introduce al menos implicitamente cinco ideas innovadoras:

a) La medida de diversas variables fisicas por medio de segmentos.
b) Algun tipo de relacion funcional entre variables.

c) Una aproximacién a la introduccion de las coordenadas mediante la representacion
grafica de relaciones funcionales

d) La constancia de la disminucién de la variacion en las proximidades de un extremo.

e) Una especie de integracion o sumacion continua para calcular la distancia como el area
bajo el grafo velocidad-tiempo.
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LA CONTRIBUCION DE ORESME AL DESARROLLO
DE LO INFINITESIMAL EN EL MEDIEVO
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Nicolas de Oresme fue el cientifico medieval que mas contribuy6 al desarrollo de las cuestiones
infinitesimales con la consideracion de la «latitud de las formas» en su obra Tractatus de
latitudinibus formarum.

Las aportaciones de Oresme cubren muchos aspectos del ulterior Calculo Infinitesimal, desde el
concepto de funcion y su representacion grafica en un sistema de coordenadas, hasta la
constatacién intuitiva de la condicién necesaria para un extremo, y desde la medida de variables
fisicas por medio de segmentos, a modo de coordenadas que se vinculan mediante relaciones
funcionales que permiten cuantificar la variacion de un fenémeno, hasta la obtenciéon de la
distancia recorrida como una especie de sumacién continua de ordenadas bajo el diagrama
velocidad-tiempo equivalente a una especie de integraciéon de una funcion, que Oresme considera
en su estudio del movimiento.

Oresme apunta, pues, incipientes pero muy importantes cuestiones tanto de Geometria Analitica
como de Calculo Integral. En Geometria Analitica Oresme representa el segundo estadio histérico
de introduccién de un sistema de coordenadas -el primero es Apolonio que considera las
coordenadas a posteriori- y, ademas, Oresme las introduce a priori para representar el grafico de la
curva respecto de ellas. En Calculo Infinitesimal, ciertos aspectos de Cavalieri, Torricelli, Fermat,
Roberval, Pascal, Barrow, e incluso Newton y Leibniz, son en parte tributarios de Oresme.

Aunque rudimentarias y primitivas, las ideas de Oresme tienen un valor embrionario por el papel
decisivo que jugaron en la inflexién radical que experimenta la Matematica -y en particular los
problemas infinitesimales- respecto de la clasica griega a partir del Renacimiento.
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La maduraciéon de estas incipientes ideas jugaron un papel decisivo en el advenimiento de
las técnicas del Calculo del siglo XVII y desde luego influyeron decisivamente sobre Galileo,
que en su obra Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, de 1638,
sistematizo los desarrollos medievales en una nueva ciencia de la Mecanica.

Los filésofos y matematicos del siglo XIV manifestaron su fascinacion por las series infinitas.
Como consecuencia de la superacion del «horror al infinito» de los griegos, la Escolastica de
la baja Edad Media recurria con frecuencia en sus especulaciones al infinito, tanto en
sentido potencial como actual. Esta amplitud de miras permitid6 desarrollar la importante
innovacién de los algoritmos infinitos. En este sentido, los Escolasticos son pioneros, toda
vez que en la antigiiedad sélo se desarrollaron algunos algoritmos reiterados, y en cuanto a
series propiamente soélo Arquimedes en su Sobre la Cuadratura de la Parabola se aproximo
al tema, manejando la progresién geométrica indefinida:

17 1 1 4
1+_+_2+...+_n+...:_ ,
4 4 4 3

aunque sin extender de forma actual (en sentido aristotélico) la suma hasta el infinito, ya que
no lo requiere asi el método de exhaucion, ideado precisamente para obviar la dificultad del
infinito.

La aplicacidn concreta de las series tuvo lugar a proposito de ciertos problemas sobre la
«latitud de las formas», en los que se consideraban movimientos arbitrarios, regidos por lo
que llamaban una «ley artificial», y en los que los espacios recorridos presuponen la deter-
minacion de la suma de una serie convergente. Es preciso sefialar que el manejo de las
series infinitas en este periodo, no tuvo lugar como las utilizamos hoy en el Calculo, sino de
forma retdrica con casi total ausencia de simbolos. Los resultados fueron hallados mediante
la argumentacién verbal o geométricamente a través de la representacion de la forma, mas
que por consideraciones aritméticas basada en la idea de limite

R.Swineshead, de la Escuela de Merton, escribié hacia 1345 su Liber Calculationum, por la
que se le apodd «Calculator», en la que ademas de la Regla de Merton, aludida
anteriormente, considera y resuelve el siguiente problema de ley artificial:

«Si a lo largo de la primera mitad de un cierto intervalo de tiempo, una forma se
mantiene con cierta intensidad; a lo largo del siguiente cuarto de intervalo la forma se
mantiene al doble de dicha intensidad; a lo largo del siguiente octavo de intervalo la
forma se mantiene al triple de la intensidad, y asi ad infinitum”, entonces la intensidad
media durante todo el intervalo sera la intensidad de la forma durante el segundo
intervalo [el doble de la intensidad inicial].»

Se trata de una serie de movimientos uniformes tales que los intervalos sucesivos de tiempo
forman una progresién geométrica de primer término y razén 1/2, mientras que las
intensidades de la forma son los términos de una progresién aritmética de primer término y
razon 1. El resultado es equivalente (tomando como unidad el intervalo de tiempo y la
intensidad inicial de la forma) a la suma de la serie aritmético-geométrica:

1 2 n
—t e — =2 .
2 4 2"

Calculator dio una prolija y confusa argumentacion verbal para llegar al resultado, mientras
que Oresme lo demostr6 de manera mucho mas inteligible y sencilla a través de
procedimientos graficos.

86



Uno de los resultados mas importantes de Oresme sobre series lo describe de forma
retdrica de la siguiente forma:

«Si de una cierta cantidad se sustrae una parte alicuota [una k-ésima parte] y del
primer resto se sustrae la misma parte alicuota, y del segundo resto se sustrae la
misma parte alicuota y asi "ad infinitum”, tal cantidad sera consumida exactamente, ni
mas ni menos, por tal modo de sustracion.»

En lenguaje literal siendo a la cantidad de la que se parte, al sustraer la parte alicuota a/k
resulta a(1-1/k); sustrayendo a esta cantidad su k-ésima parte resulta la cantidad a(1-1/k)? y
asi se sigue, en cada sustraccién se multiplica el resto anterior por la cantidad (1-1/k), por
tanto el resultado es equivalente a la suma de la serie:

que generaliza el resultado de la progresion geométrica utilizada por Arquimedes.

Oresme dio otros muchos resultados sobre series, pero sin duda el resultado mas
interesante y original es la primera demostracién en la Historia de la Matematica de la
divergencia de la serie armonica:

Oresme agrupa los sucesivos términos de la serie poniendo el primer término 1/2 en el
primer grupo, los dos términos siguientes 1/3 y 1/4 en el segundo grupo, los cuatro términos
que siguen en el tercer grupo, y asi sucesivamente el grupo p-ésimo contendra 2" términos.
Oresme argumentara entonces que existiendo un numero infinito de grupos y siendo la
suma de los términos de cada grupo mayor o igual que 1/2, sumando una cantidad
suficiente de términos se podra superar todo numero prefijado.

Resumiendo, como consecuencia de las especulaciones filoséficas medievales sobre el
infinito y el continuo a propdsito de la «/atitud de las formas», se desarrollé una actividad
matematica en el terreno de lo infinitesimal, que provoco el que se atemperara el «horror al
infinito» de los griegos. Por eso las contribuciones medievales no fueron una extension de
los desarrollos clasicos sino mas bien una exploracion de nuevos caminos en la Matematica,
con resultados muy originales y totalmente novedosos en el terreno de la Cinematica, en la
consideracion intuitiva del concepto de funcién y en el tratamiento de las series infinitas,
resultados que tienen un mérito enorme porque sus cultivadores no tenian a su disposicion
un desarrollo geométrico considerable ni un aparato algebraico que facilitara las
operaciones. Aun asi la aparicion de un ambiente propicio al uso y abuso de lo intuitivo en
relacion con el infinito, influiria de forma muy positiva sobre el magnifico desarrollo de los
métodos y técnicas infinitesimales del siglo XVII.
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Los problemas de Calculo Integral: cuadraturas y cubaturas
La cuadratura basica Iix" dx

Se puede decir que las técnicas para las cuadraturas del siglo XVII estdn enfocadas
esencialmente al establecimiento de la cuadratura de las parabolas generalizadas —que

;. a . ipe s . I s .
llamaremos la cuadratura basica | o x* dx —, mediante artificios aritmético-infinitesimales y en

particular de indivisibles, motivados por los intentos de atemperar la prolijidad del rigor del
clasico método griego de exhaucion.

Sabemos que Arquimedes, tanto en la cuadratura de la espiral como en la segunda
demostracion que da de la cuadratura de la parabola, utiliza resultados equivalentes a
nuestras férmulas para la suma de enteros y sus cuadrados:

142+ -« +n = %(n+1), 12+22+ +n2 = % (n+1)(2n+1)

Mediante estas formulas, Arquimedes obtiene resultados equivalentes a nuestras integrales:

a — A2 a 2 — 3
ondx—a/2,lox dx =a’/3,

las cuales hoy establecemos mediante los limites:

. 142+ - +n 1 . P +2%+ - 4n? 1
Lim 5 =— , Lim 3 = =
n—w n 2 n—w n 3

Lo que no sabemos es si Arquimedes era consciente de los lazos de parentesco existentes
entre los diversos problemas que resuelve, relaciones que nosotros expresariamos diciendo
que la misma integral aparece en muchos lugares bajo aspectos geomeétricos diferentes.

Asimismo, Cavalieri con su original método de los indivisibles conseguira realizar la famosa
cuadratura para los enteros k=1,2,3,4,5,6 y 9.

Después de 1635 —fecha de la publicacién de los resultados de Cavalieri—, los matematicos
se afanan en generalizar el resultado y Fermat, Roberval, Pascal, Wallis y otros
matematicos dan pruebas mas o menos rigurosas, para el calculo del area bajo la parabola
generalizada y=x* (k entero positivo). Algunas de las pruebas se basan en férmulas para la
suma de las primeras potencias de enteros —que sustituiran al argumento intuitivo de los
indivisibles— y que conducen a las desigualdades:

k+1
1425+ - +(n-1)* < M qK42K4 oo

k+1

(generalizacion del mismo resultado de Arquimedes para k=2), de las que nosotros
precisamente deducimos el limite:
1 +24 o 40 1

Lim k+1 =
n—o n kK+1
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que es utilizado implicitamente, disfrazado como siempre a través de la doble reduccién al
absurdo, que todos saben que es lo unico que puede concluir con rigor el argumento, pero
ninguno sigue fielmente todos los pasos que en rigor hay que dar, como hacia Arquimedes,
sino que se quedan en el umbral de la exhaucién, comentando que es de dominio publico el
camino a seguir.

k+1
a

k+1

dividen el intervalo [0,a] en n subintervalos de longitud a/n, construyendo a continuacion los
habituales rectangulos inscritos P, y circunscritos Q,, teniendo todos por base a/n y altura la
determinada por la correspondiente ordenada, de manera que se obtiene para la suma de
las areas:

, a
Asi para obtener la cuadratura | o xkdx =

[
y k+1
y=x¥ a(Py) = & [1%42% o +(n-1)¥]
n
ak+1
a(Qn) = S [142% - 4+n¥]

n

- a X

a/n

Si S es el area limitada por la curva y=x* en el segmento [0,a], facilmente se obtienen los
elementos para aplicar el método de compresion de Arquimedes:

a(Pn) <a(S) <a(Qn)
1. a(Q,) - a(P,) = a“"/n, para todo n
2. a(P,) < [a“"/(k+1)] < a(Q,) para todo n

que son las desigualdades basicas para iniciar la doble reduccién al absurdo que les
conduzca al resultado conjeturado:

«El &rea limitada por curva y=x* en el segmento [0,a] es a“""/(k+1)»,

ak+1
k+1°

a
es decir: IO xKdx =
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Los Indivisibles de Cavalieri

Cavalieri, el mas destacado de los discipulos de Galileo, publica en 1635 su famosa obra
Geometria Indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (Geometria de los
continuos por indivisibles presentada por métodos nuevos). También sobre Indivisibles
publica en 1647 Exercitationes geometricae sex (seis ejercicios geométricos).

La Geometria de Cavalieri se compone de siete libros. El Libro | trata de la geometria
elemental de figuras planas y soélidas, estudiando especialmente sélidos de rotacion,
cilindros y conos generales (teniendo una curva cerrada cualquiera por directriz), asi como
las secciones de estos solidos. En el Libro Il Cavalieri desarrolla el primer método de
indivisibles, el «método colectivo» y demuestra algunos teoremas generales sobre
colecciones de indivisibles. En los Libros Ill, IV y V aplica los teoremas anteriores a
cuadraturas y cubaturas de figuras relacionadas con las secciones coénicas. El libro VI esta
dedicado a la cuadratura de la espiral, pero también obtiene resultados sobre paraboloides y
esferoides. Finaliza la Geometria presentando un nuevo método de indivisibles, el «método
distributivo».

Las Exercitationes se componen de seis libros. En el Libro | Cavalieri ofrece una vision
reducida y simplificada del «método colectivo». En el Libro Il realiza una nueva presentacién
del «método distributivo». El Libro Il recoge las reacciones de Cavalieri a las duras criticas
de Gildin. EL Libro IV generaliza el «método colectivo» de indivisibles, aplicandose a curvas
algebraicas de grado superior a dos, obteniendo un resultado equivalente a la cuadratura
basica:
a an+1
j xndx=2_ .
0 n+1

El concepto fundamental de la teoria de Cavalieri es el de «Omnes lineae» («todas las
lineas» o «coleccion de lineas» de una figura dada), que es introducido en la definicién 11.1
de la Geometria Indivisibilibus:

A A

F O(F,l)

«Dada una figura plana, se consideran dos planos perpendiculares al plano de la
figura, entre los que ésta esté exactamente contenida. Si uno de los dos planos se
mueve paralelamente hacia el otro hasta coincidir con él, entonces las lineas que
durante el movimiento forma la interseccién entre el plano movil y la figura dada,
consideradas en conjunto, se llaman “Omnes lineae” ["Todas las lineas”»] de la figura,
tomada una de ellas como "regula” ["directriz’].»
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Es decir, dada la figura plana F=ABC, la recta BC determina una direcciéon que tomaremos
como «regula». «Todas las lineas» o Indivisibles de la figura ABC, O(F,l) respecto de la
regula BC, representa el conjunto de cuerdas de la figura ABC, paralelas a BC.

El propésito de Cavalieri introduciendo su método de Indivisibles era proporcionar unos
medios de obtener cuadraturas y cubaturas, que superaran la pesadez e insuficiencia del
método de exhaucién de Arquimedes, es decir, que consiguieran los resultados y las
pruebas al mismo tiempo, fundiendo en un solo acto lo heuristico y lo apodictico. El método
de Cavalieri seria nuevo, pero las ideas basicas de lo que debe entenderse por cuadratura o
cubatura descansan completamente en la teoria griega clasica de magnitudes, que se
describe en el Libro V de Los Elementos de Euclides.

Como se sabe, la limitacion operacional de la Matematica griega impedia la asignacion de
valores numéricos que midieran el area o volumen de las figuras geométricas, de modo que
se calculaba directamente con éstas, que de esta forma se trataban como magnitudes. Las
cuadraturas o cubaturas de las figuras las realizaban los griegos a base de comparar
mediante razones la figura en cuestién con otra figura previamente conocida.

Cavalieri no s6lo asumio la doctrina griega clasica de magnitudes, sino que se propuso
ampliar el conjunto de magnitudes, extendiendo la teoria de magnitudes de Eudoxo, para
incluir en ella cada conjunto de «Todas las lineas» de una figura dada, creando asi una
nueva categoria de magnitudes que le permite realizar los calculos a los que le conducen
sus cuadraturas, directamente con propias nuevas magnitudes, es decir, con «Todas las
lineas» de una figura dada. Por eso Cavalieri dedica una buena parte del Libro Il de la
Geometria Indivisibilibus a intentar justificar que efectivamente «Todas las lineas» pueden
ser tratadas como cualquier otra magnitud geométrica; en particular debe demostrar que la
razon entre dos colecciones de lineas existe, es decir que las nuevas magnitudes cumplen
el Axioma de Eudoxo-Arquimedes —definicién V.4 de Los Elementos de Euclides—. A partir
de aqui Cavalieri ya puede plantearse establecer la relaciéon entre las cuadraturas y las
colecciones de lineas, lo que hace en uno de los teoremas fundamentales de la Geometria
Indivisibilibus, el 11.3:

«La razén entre dos figuras es igual a la razén entre sus colecciones de lineas,
tomadas respecto de la misma "regula”.»

Es decir, dadas dos figuras planas F y G, se verifica: F/G = O(F,1)/O(G,]) .

Pero esta relacion entrafia como condicion preliminar que la razén entre dos colecciones de
lineas exista, es decir, que las colecciones de lineas cumplan la definicion V.4 de Euclides
sobre magnitudes, lo cual conceptualmente no es trivial toda vez que las colecciones de
lineas se componen de infinitas lineas. Queda asi planteada una duda en la que subyace el
eterno problema del infinito, duda que permanece latente en la mente de Cavalieri y que
manifiesta de forma constante en su correspondencia con Galileo. Cavalieri quiere
autoconvencerse de la certeza de la existencia de razén entre colecciones de lineas, al
manifestar que ya que éstas tienen la propiedad de que pueden sumarse y restarse (y de
forma implicita asumiendo que pueden ordenarse) deben poder compararse, es decir, deben
tener una razén, al igual que sucede con las magnitudes griegas. Pero no considera el
argumento concluyente sino simplemente plausible, por lo que se decide a demostrarlo en el
Teorema Il.1 de la Geometria:

«Las colecciones de lineas de figuras planas son magnitudes que tienen razén unas
con otras.»

En el curso de la demostracion de Cavalieri aparece un proceso infinito —al tomar el maximo
de una coleccion infinita de niumeros, que podria ser infinito—, lo que Cavalieri no advierte o
soslaya.

Otro Teorema previo al 1.3, donde también se advierte la debilidad de los fundamentos de
los métodos de Cavalieri es el 11.2:
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«Si dos figuras son iguales también lo son sus colecciones de lineas.»
Es decir:
F = G implica O(F,l) = O(G,) .

Cauvalieri ilustra la prueba de este Teorema con un gréafico similar al de la figura adjunta, en

la que AEB=ADC. Superponiendo AEB sobre ADC las dos figuras tienen ADB como parte

comun. Superponiendo ahora las

= partes residuales nuevamente

habra una parte comun. Este

proceso de superposicion se puede

D continuar hasta que las sucesivas

partes residuales hayan sido

situadas unas sobre otras, lo cual

sera posible porque al ser las dos

figuras iguales se descompondran

en partes congruentes dos a dos,

que daran colecciones de lineas

iguales dos a dos, de manera que

aplicando el caracter aditivo de las

colecciones de lineas, se obtendra

_ que las dos figuras tendran iguales
A [ C  colecciones de lineas.

Como antes, Cavalieri parece no advertir con claridad que en su argumentacion a través del
proceso de superposicion puede haber involucrado un proceso infinito (por ejemplo
tratdndose de un circulo y un cuadrado), lo cual introduciria en la aditividad sumas infinitas.
Ya que segun parece uno de los propésitos del método de Cavalieri, como el de los griegos,
era evitar el infinito, en particular los infinitesimales y las sumas infinitas, el discurso
argumental de Cavalieri tiene serios puntos débiles.

Con los elementos desarrollados, algun postulado y ciertas asunciones, Cavalieri emprende
la demostracion del importante teorema 11.3, que se traduce en la igualdad de razones:

F/G = O(F,)/O(G,]) .

Para ello aplica la definicién de Eudoxo de igualdad de razones (definicién V.5 de Los
Elementos de Euclides). De acuerdo con la definicion de Eudoxo, Cavalieri debe demostrar
que dadas dos figuras Fy G

>

>

implica:

O(Fl) + O(F,ly+ ™+ + O(F,])

VAR

O(G,l) + O(G,l) + "+ O(G,))

lo que realiza facilmente aplicando los resultados anteriores.

El Teorema 11.3 encierra la idea basica y central de toda la teoria de Cavalieri. Por medio de
este resultado, reduce el problema de obtener la razén entre dos areas a hallar la razén
entre sus colecciones de lineas. Con gran ingenio Cavalieri calculara estas ultimas razones,
para lo que utiliza como uno de sus instrumentos mas utiles lo que se conoce como el
Principio de Cavalieri, el Teorema 11.4:
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«Si dos figuras planas tienen la misma altura y si las secciones determinadas por
lineas paralelas a las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en la misma
razon, entonces las figuras planas también estan en esta misma razon.»

Cauvalieri ilustra su teorema con una figura similar a la siguiente:
Si dos figuras planas ACM y MCE,

C cumplen que para cada linea BD paralela
a la base AE (regula), las secciones BR y
F G RD —que llama lineas correspondientes
por estar a igual distancia de la base—,
B R D verifican la relacion:

BR/RD = AM/ME ,
entonces se cumple:
ACM/MCE = AM/ME .

A M E

Cavalieri generaliza a dimension tres los resultados que habia obtenido para figuras planas,
de modo que se podra enunciar un teorema analogo al 11.4:

«Si dos solidos tienen la misma altura y si las secciones determinadas por planos
paralelos a las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en la misma razon,
entonces los volumenes de los sdlidos estan en esa misma razon.»

7\ Las dos figuras adjuntas ilustran
\ de forma sencilla el Teorema de

- = Cavalieri en el caso particular de
== :) / secciones iguales.

El Teorema de Cavalieri permite calcular por ejemplo el area de la elipse a partir del area del
circulo y el volumen de un cono a partir del volumen de una piramide.

Sea una elipse E de semiejes a y b (a>b). Sea C un

¥ ) - . . .

circulo concéntrico con la elipse y radio la longitud del

Q (x,y) eje mayor a de la elipse Tomando como «regula» la
direccion del eje de ordenadas, comparando los

P indivisibles de la elipse con los del circulo, obtenemos
de las ecuaciones de las curvas:

X L X RP/RQ=Db/A,
o

de donde resulta segun el «Principio de Cavalieri»:
a(E)a(C) =b/a,

por tanto: a(E) = (b/a)-a(C) = nab .
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Si dos piramides tienen la misma base y la misma altura, por razones de semejanza las
secciones situadas a la misma altura tienen la misma area; asi que, de acuerdo con el
«Principio de Cavalieri», las dos piramides tienen el mismo volumen. Los griegos utilizaron
este resultado para demostrar que el volumen de la piramide es un tercio de la base por la
altura (Euclides, XII.7). Arquimedes atribuyd el descubrimiento a Demdcrito y la
demostracion a Eudoxo.

A partir del volumen de la piramide se puede obtener faciimente el volumen del cono, por
aplicacién del Principio de Cavalieri .

En efecto, sea un cono C con radio de la base r y altura h. Comparemos en cono C con una
piramide P con base el cuadrado unidad y altura h.

Sean C,, P,, las secciones
respectivas del cono y piramide
a una distancia x del vértice.

Por semejanza resulta:
L/1=xh=rr,

de donde se obtiene:

a(Cy) = nr2x¥/h? | a(Py) = x?/h?,
es decir:

a(Cy) = mr2a(Py) ,

por tanto del Principio de
Cavalieri se obtiene:

v(C) = nr? - v(P) = nr?h/3 .

Como se ve, sorprende la estrecha analogia entre la aplicacién del «Principio de Cavalieri» y
el método mecanico del METODO de Arquimedes. Ambos participan de puntos de vista muy
préoximos sobre los indivisibles en la composicion de las figuras planas o sélidas para la
busqueda de los resultados de su cuadratura o cubatura. La analogia esta en las primeras
fases, pues desde luego Cavalieri ya no necesita recurrir al recurso de la palanca para
sumar sus indivisibles; el Algebra le facilita esta operacion y ademas le da unas
posibilidades de generalizacion imposibles de lograr en la Geometria arquimediana.

El «Principio de Cavalieri» tiene como efecto practico ocultar el papel que juega en los
célculos de areas y volumenes el proceso del paso al limite. Es decir al igual que
Arquimedes con la «composiciéon» de su método mecanico, Cavalieri con su Principio evita
los problemas del infinito, soslayando, como Arquimedes, las dificultades légicas del paso al
limite, que substituye por la intuicion geométrica.

Cavalieri al igual que Arquimedes se cuida muy bien de no explicar claramente la naturaleza
del elemento infinitesimal que utiliza en su método, el indivisible. En efecto, con su atomismo
matematico parece convencerse a si mismo de que su método es independiente de las
doctrinas sobre la naturaleza del continuo. De hecho, considera pragmaticamente que como
la nocién de infinito no aparece en las conclusiones no necesita aclarar su naturaleza. Y en
efecto, igual que en Arquimedes, el infinito en la forma en que es camuflado, no participa
explicitamente en el discurso de Cavalieri, porque su argumentacion esta centrada en la
comparacion o correspondencia entre los indivisibles de dos configuraciones, como bien
queda de manifiesto en lo que todavia hoy llamamos Principio de Cavalieri, 1o que le lleva a
obtener, como a los griegos, razones mas que valores concretos de un area o
volumen. Pero como los otros matematicos del siglo XVII, Cavalieri considera su método
simplemente como un instrumento geomeétrico para evitar el método de exhaucion, de modo
que el rigor no le preocupa demasiado. Parece ser que Cavalieri, como Arquimedes, no
estuvo especialmente interesado en las cuestiones metafisicas acerca de la naturaleza del
continuo, aunque pudo no ser asi, ya que al esperar la aprobacion de su maestro Galileo
sobre estas cuestiones, dilaté cuanto pudo la publicacion de sus principales obras.
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: Ord. Iefuatornm S. Hisronymi, D, M. Mafearelle Pr. -
Ac i Almo Bonon. Gymn. Prim. Mathematicar:m Profeffore,

EXERCITATIONES

GEOMETRICZAE

S E X.

I. De priorimethodo Indinifibilivm.

11 De pofteriori methodo Indivifibiliom.

HI. In Paulum Guldioum & Socictate lefu dicta Indiuifibi-
lia

oppugnantem .
| IV. De viu eorumdem Ind. in Poteftatibus Cofsicis.
V. Devlodi@orum Ind. in voif, diffor. grambis.
VL. De quibufdam Propofirionibus mifceliancis, quarum
fynopfim verfa pagina oftendit.
Anidere F. Bovauentwrs Caualerio Medsolanen il vdinis lefustorum
5. Higronymi Priore @ in Alme Bovovienfi Archigyonafio
primario. Mathematicarum Profeffore .
AD ILLVSTRISSIMOS, ET SAPIENTISS.

SENATVS BONONIENSIS
QVINQVAGINTA VIROS.

Dieslarna

AD ILLVSTRISS. BT K.VIRINDISE
v M.

D.IOANNEM CIAMPO

—

B0 RORLE, Typis Clementia Ferronlj. M. DC XXXV. Superionm permi

BONONLE , Typs lacobi Momtij, 1847- Smpersrwm permifia .

1. Portada de la primera edicion de Geometria Indivisibilibus Continuorum de Cavalieri (Bolonia, 1635).
2. Portada de la primera edicion de Exercitationes geometricae sex de Cavalieri (Bolonia, 1647).

Ejemplares de la Biblioteca Nacional de Espaiia

Cavalieri introduce para cada figura el indivisible de una dimension menor, que excluye lo
infinitamente pequefio y permite soslayar las dificultades logicas del paso al limite, que substituye
por la intuicion geométrica, mientras se acerca, gracias a la incipiente Algebra, a las ventajas de los
métodos infinitesimales, de simplicidad y mayor generalidad frente a la complejidad y particularidad
del método de exhaucion de Arquimedes.

Con los Indivisibles, Cavalieri introduce una especie de atomismo geométrico que le aleja del infinito
potencial de Aristételes y le acerca a las bases metodolégicas del Método Mecdnico de Arquimedes. De
forma similar a co6mo Arquimedes llena sus figuras, Cavalieri considera las areas formadas por la
yuxtaposicion de segmentos, que al considerarlos en conjunto, los llama «Omnes lineae» y demuestra
que a estas colecciones de lineas les puede asignar la categoria de magnitudes de acuerdo con la Teoria
de la Proporcion de Eudoxo del Libro V de Los Elementos de Euclides. En este sentido Cavalieri se
mantiene todavia préximo a los procedimientos sintéticos de la Geometria griega incapaces debido al
insuficiente desarrollo algoritmico del Algebra simbélica de asignar a las figuras nameros que
midieran sus areas o sus voliimenes, por tanto Cavalieri, como los griegos, todavia tenia que calcular
directamente con las figuras, que se trataban como magnitudes.

Cavalieri compara el area de dos figuras -por ejemplo el area de un circulo y una elipse- a base de
comparar los correspondientes conjuntos de «Todas las lineas» -tal como, por ejemplo, habia
comparado Arquimedes el area del segmento parabdlico con el area de un tridangulo-, y lo hace
mediante el famoso el Principio de Cavalieri: «La razén entre dos figuras es igual a la razén entre sus
colecciones de lineas, tomadas respecto de la misma "regula”», artificio de sorprendente parecido con el
Método mecanico de Arquimedes, con el que de forma ingeniosa Cavalieri reduce el problema de
obtener la razén entre dos areas a hallar la razén entre sus colecciones de lineas.

Cavalieri extiende sus conceptos al cilculo de volimenes de sélidos desarrollando una Teoria de
Indivisibles con el objetivo de evitar la presencia ostensible del infinito que queda ocultado a través
de la correspondencia entre los indivisibles de las figuras que compara. Pero un analisis a conciencia
de sus métodos nos advierten de la presencia subrepticia del infinito actual, de ahi que adolezcan de
rigor.

De hecho la pretension de Cavalieri con su método de Indivisibles parece ser acercar el
descubrimiento y la demostracién, hasta fundirlos en un sélo acto matematico que encuentra los
resultados y prueba su validez. Por eso en su propoésito, Cavalieri se acerca a la heuristica del Método
Mecinico de Arquimedes pero se aleja de la apodictica de su Método de exhaucién, tnico argumento,
hasta ese momento histérico, que permite convalidar demostrativamente -con todo rigor- los
resultados geométricos descubiertos por las diversas vias y procedimientos.

96



Cavalieri generaliza sus Omnes lineae definiendo otros Omnes-conceptos, como por
ejemplo todos los cuadrados de lineas de una figura dada F, O(F,I?) y en general todos las
potencias de lineas de una figura dada F, O(F,I"), obteniendo al aplicarlos a una figura
triangular resultados equivalentes a nuestras cuadraturas:

a
J' XNdx = N=1234.5 69 .
o n+

Para facilitar la exposicion utilizaremos una notacién mas actual y de mayor operatividad
que la utilizada por Cavalieri.

Si T es el triangulo ABC de la figura, designaremos todas las

B
c potencias de lineas de T, O(T,I"), en la forma Zx” )
A

Q De acuerdo con los conceptos desarrollados por Cavalieri,
escribiremos para el area del triangulo
2 B
X T=ABC, a(T) = Zx
A
X Ahora si P es una piramide con vértice en A y base cuadrada
A P 8 de lado BC, la seccién a una distancia x del vértice tiene area

x2. Al Concebir la piramide como compuesta de todas las
secciones cuadradas, es decir, de todos los cuadrados de lineas del triangulo ABC,

B
podremos escribir para su volumen: v(P) = > x*
A

Dada la parabola de la figura, siendo x? las ordenadas a

una distancia x del vértice, resulta que la suma de fodos los

/ cuadrados de lineas del triangulo ABC representa también el
area bajo la parabola.

Sea ahora Q el sélido obtenido por la rotacion de la parabola
anterior alrededor de AB. La seccion a una distancia x del
vértice vale nx*, por tanto podremos escribir para su volumen:

B B
_ 4 4
. . . v(Q)—;nx —n;x

Estos ejemplos son significativos de la forma en que una gran cantidad de problemas de
areas y volumenes pueden ser resueltos en términos de fodas las potencias de lineas de un
triangulo.

R
Para interpretar la aplicacion del método de Cavalieri al ° ¢
célculo de estas areas y volumenes, consideremos el ’{
cuadrado ABCD (Figura 11) de lado a y dividamoslo en A
dos triangulos iguales trazando la diagonal. Sean x e y y / z
las longitudes de las secciones PQ y QR de los ¢ G
triangulos. Siendo x+y=a, resulta: z{ /F x4
B B B B B QX
da=> (x+y)=) x+> y=2) X, },
A A A A A
A P B8

ya que como los triangulos son congruentes, por simetria

B B
se tiene: Y x=>y. Asi pues se deduce:
A A
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B B B
D x= %Za = %az , toda vez que ) a representa el drea del cuadrado de lado a.
A A A

B
Este resultado Zx :%a2 es equivalente a la cuadratura basica 1 2x dx = a%2.
A

B
Para calcular sz , tomaremos en la figura anterior x = (a/2) -z, y = (a/2) + z,
A

B B
y aplicaremos que debido a la simetria se tiene sz = Zy2 . Asi se obtiene:
A A

iaz :i(Xer)2 :ZB:x2 +2ixy+ZB:y2 :ZZB:XZ +ZzB:xyzzzB:x2 +2i[(a2/4)—22].
A A A A A A A A A

B B B B
Haciendo operaciones resulta: » a’=4)"x*-4> 7%, donde ) z’ representa todos los
A A A A

cuadrados de lineas de los dos triangulos congruentes AEF y CFG. Ahora bien, todos los
cuadrados de lineas de uno de esos triangulos equivale, como se vio anteriormente, al
volumen de una piramide con dimensiones la mitad de las de la piramide cuyo volumen es

B B B B
representado por » x*. Por tanto podemos escribir: )z = 2-% x? =%Zx2 ,
A A A A

B 1E 1
que al sustituirlo en la expresion anterior nos da: » x* = 5232 = gas
A A

B
Ya queZa2 representa el volumen de un cubo de lado a.
A

e . L . a
El ultimo resultado es equivalente a la cuadratura basica 1 o x?dx =a%3 .

Vemos entonces que en particular para n=2, mediante todos los cuadrados de lineas,
Cavalieri obtiene los resultados clasicos del volumen de la piramide y de la cuadratura de la
parabola, que por una parte dan seguridad a su método y por otra advierten que ambos
problemas, geométricamente distintos, corresponden a la misma cuadratura, es decir,
avanzando sobre Arquimedes, Cavalieri inicia una cierta clasificacion de los problemas,
segun la naturaleza de la integral subyacente —diriamos en lenguaje actual-.

Pero Cavalieri va mas alla también porque de forma analoga, aunque naturalmente con
creciente complejidad calculistica, va obteniendo los diversos resultados equivalentes a las
cuadraturas:

a an+1
j x"dx =———, paran=34,5,6,9,
0 n+1
lo que de alguna forma permite afirmar que Cavalieri, trascendiendo la concrecién de cada
problema geométrico, inicia un importante proceso de generalizacion de resultados.

En cuanto al rigor, ya se comenté que Cavalieri nunca estuvo muy seguro de la ortodoxia del
procedimiento de considerar una figura como compuesta de fodas las lineas, de modo que
abundando en los intentos de justificarlo llega a comparar su actuacién con la consideracion
de un libro como compuesto de todas sus hojas, o un pafio de tela como compuesto por
todos sus hilos. En cualquier caso, de forma semejante que Arquimedes, Cavalieri no
aclaré nunca la naturaleza de sus indivisibles y la cuestién acerca de si éstos componian o
no el continuo. Con gran sentido practico Cavalieri comenta en las Exercitationes:

«El rigor es asunto de los fildsofos mas que de los matematicos.»
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LA INFLUENCIA DE CAVALIERI
EN LA HISTORIA DEL CALCULO INTEGRAL

LIBER VIL 4’,

iph, SV, » &cde cteris quibufceny; ipf , AD, panallelisin
vf:raqut h:l::‘ ISMG?UM vubﬁ! mlmﬁ‘u-, vi,
BZX, congruat parti figurz, € A , & noa tot , dum fit
superpofitio tali lege, quali déum eit, fic demonfirabitur. Cum
enim dudis quibulcung; ipﬁ.AﬁE. parallelis map::‘uﬁm
plarum poruones, raat i dweftum, adhec
gam muuqzihm,ilh vero ante !
nem effent ex hypotefi ’
’ :

demus cuicung; paralisix ipf, AD, concepta in refiduc, Egur, B
x, Wiz, quod fit, Hies 97, relpondere in dire@um gqua-
Jem o lineam, que erit i refiduo hgure, C #A , cui fit lupere
rﬁnﬂ. c‘oﬁqm-p:oon mmﬁm.mwm
figura loperpolita , quod non cadat (uper figuram , ewi Stfu-
perpofitio, necefle eft 'quuﬁ(‘nr'aliqud etiam (uperetle,fuper
quod nibul Gt fuperpolitum . Cum autem vnicuig; refte hines
parallels, AD, conc in refiduo, vel refiduis ( gua polfiunt cffe
ures figure refidux ) figure, BZ&, fiue, CRT iuperpofite , re-
in drefium 1o refideo, vel refidos bgurm s CA , alia res

linea , manifellum et has reliduas Sguras , fiue refiduarum ags

Bregata, eflen eldean pasalicls, cum ergo relidua Bgura,HB 197,
=

La influencia de Cavalieri ha
sido decisiva en la elaboracion
de los diversos conceptos y
técnicas del Calculo del siglo
XVII, durante el cual es el autor
mas citado después de
Arquimedes.

Cavalieri consigui6 Ia
cuadratura de parabolas
generales y=x" que constituye
el primer teorema general del
Célculo Infinitesimal y la
piedra de toque para la eclosion
de multitud de métodos
infinitesimales. La cuadratura
basica de Cavalieri [xrdx,
resumia muchos resultados
clasicos y resolvia otros muchos
desconocidos; por ello se
considera que es el primer
eslabon importante, después de
Arquimedes, en la cadena que
condujo desde el método
mecanico del METODO, al
algoritmo infinitesimal que
descubrieron Newton y
Leibniz.

A pesar del insuficiente rigor
de la vaguedad geométrica del
fluir de los indivisibles, estos
entes infinitesimales no sélo
llegarian a influir en Ia
concepcion de Newton sobre
momentos y fluxiones y en la
nocion de diferencial de
Leibniz, sino que han
sobrevivido a la creacién del
Calculo por ambos.

Pagina del Libro VII de la segunda edicion de la Geometria Indivisibilibus Continuorum ... de
Cavalieri (Bolonia, 1653) de un ejemplar de la Biblioteca del Real Instituto y Observatorio de la Armada
de San Fernando (Cadiz).

Aparece al comienzo de la pagina unas figuras que ilustran el calculo de cuadraturas de Cavalieri
mediante la comparacién de secciones.

Figura del Libro I de las Exercitationes utilizada para ilustrar el Principio de Cavalieri.
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Las cuadraturas aritméticas de Fermat y Pascal

El modelo de Arquimedes de la cuadratura de la espiral es utilizado por Fermat y Pascal
para realizar sus cuadraturas aritméticas, obteniendo un resultado equivalente a la

cuadratura basica ng" dx, a base de extender las desigualdades que Arquimedes utilizd

para aplicar el método de exhaucion por compresion. La base para estos desarrollos son las
férmulas recurrentes para la suma de potencias de enteros, fundamentadas, en el caso de
Fermat, en las propiedades de los numeros poligonales, que obtiene inspirandose en los
apéndices de La Aritmética de Diofanto, y en el caso de Pascal en las propiedades del
Triangulo aritmético de Tartaglia.

Los métodos de cuadratura aritmética de Fermat y Pascal estan, pues, enfocados a buscar
férmulas para la suma de potencias de los primeros enteros, con la finalidad de justificar el
o T 2% et 1
limite Lim " =

n—e ne k+1

k+1
: n
o las desigualdades1 +2"+ - +(n-1)f < —— < 142"+ - +n*
k+1
Para ello utilizan resultados de la incipiente teoria de niumeros que justifican con argumentos
inductivos.

Fermat utiliza resultados sobre numeros poligonales para establecer en una carta que envia
al Padre Mersenne en septiembre de 1636 la formula siguiente (sin demostrarla
explicitamente):

ii(i+1)+ “t(i+k-1)  n(n+1)(n+2) -(n+k)
= k! (k +1)! '
De aqui al escribir i(i+1)-+(i+k-1) = i*+a,i* "+ +ai ,
siendo los coeficientes constantes que dependen de k, se obtiene:
n(n+1)(n+2)--(n+Kk)

R S PR PR <M
. {ZI +a1;| + +ak_1;|}— (1)1 ,

de donde resulta la formula recurrente para el calculo de la suma de potencias de enteros en
funcién de la suma de potencias inferiores:

Z' _ n(n+1>(nk++21>----(n+k> _ {az, +----+ak-1ii}

A partir de esta féormula se deduce facilmente de forma inductiva:

i=n nk+1
- + potencias inferiores de n,
_l’_

i=1
de donde se puede establecer el limite de la cuadratura basica

1+ 2% - 4nf 1
Lim K =
n— n k+1

Fermat inicialmente utiliza las férmulas para realizar la cuadratura de la familia infinita de
espirales generalizadas r=0", pero inmediatamente advierte que, con una evidente
transformacion a una referencia rectangular, puede realizar la cuadratura de otra familia
infinita de curvas, las parabolas generalizadas y=ax".

100



LA INFLUENCIA DE DIOFANTO SOBRE DE FERMAT

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
ARJ"I?I—IMETICOR@ZM)
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N une primism Grac g Latiné editi, atque abfolutifimis
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AVCTORE CLAVDIO GASPARE BACHETO
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LVTETIAE PARISIORVM,
Sumptibus Hieronymr D ROVART, via lacobza,
fub Scuro Solari.
M. DC. XXL .
CyAM PRIVILEGIO REGIS,

DIOPHANTI

ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM

LIBRI SEX.
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
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Excudebu BERNARDVS BOSC, ¢ Rogione Collegi) Socieranis lefu.

M. DC LXX,

1. Portada del Libro I de La Aritmética de Diofanto
(Diophanti Alexandrini Arithmeticorum Libri Sex
et de Numeris multangulis). Edicién de G. Bachet
de Meziriac, publicada en Paris en 1621.

2y 3. La Aritmética de Diofanto. Edicion de 1670 de
Samuel de Fermat con las observaciones de su
padre Pierre de Fermat.

G.Bachet de Meziriac publicé en 1621 la obra de
Diofanto y un apéndice sobre los numeros
poligonales, con unas interesantes apostillas sobre
ellos, que inspiraron los bellos descubrimientos de
Fermat sobre lo que después se llamaria Teoria de
Niimeros. En el margen de uno de los ejemplares
Fermat dejo constancia de una buena parte de sus
descubrimientos matematicos.

El problema octavo del Libro II: «Descompéngase un
cuadrado dado en suma de dos cuadrados», es decir,
resolver la ecuacion pitagorica: x2+y2=a2 ha dado
lugar a uno de los problemas mas celebres de toda la
Historia de la Matematica, recientemente resuelto, el
«Gran Teorema de Fermat»: «La ecuacién x+y"=z" no
tiene soluciones enteras para ningiin valor de n,
excepto para n=2». El teorema fue propuesto por
Fermat en una nota marginal manuscrita en un
ejemplar que poseia de la edicion de Bachet,
escribiendo: «.. He encontrado una demostracién
realmente admirable, pero el margen del libro es muy
pequefio para ponerla.»

La nota de Fermat fue descubierta péstumamente y
la original ahora estd perdida. Por fortuna, su hijo
Samuel de Fermat la incluyé en su edicién de La
Aritmética de Diofanto de 1670 con el titulo
«OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT».
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LA MATEMATICA GRIEGA
Y LAS CUADRATURAS ARITMETICAS DE FERMAT

La lectura de la obra de Diofanto inspir6 los desarrollos de Fermat sobre Teoria de Nameros; el
estudio de las obras de Apolonio, Pappus y Vieta da origen a su Geometria Analitica y de ambas, al
conectar con los trabajos sobre cuadraturas y cubaturas de Arquimedes, alumbra numerosas
técnicas infinitesimales que hacen de Fermat el matematico que mas se acercé a los fundamentos
del Calculo Infinitesimal que desarrollarian Newton y Leibniz.

Fermat trasciende el infinitesimal geométrico e instaura lo infinitesimal en el terreno de lo
numérico, y ello a pesar de Aristoteles que habia desterrado lo infinitamente pequefio de la
Aritmética. De esta forma el enfoque estrictamente geométrico de los indivisibles de Cavalieri es
reemplazado por Fermat, gracias a su incipiente Teoria de Numeros, por una progresiva
aritmetizacién, que conducia al uso implicito de los limites, favorecido también por la sustitucién
del indivisible fijo y estatico por el infinitamente pequefio de la subdivisién continua,
aproximandose con sus integraciones aritméticas a nuestra integral definida. La legitimidad de lo
infinitesimal en la Aritmética queda asegurada por la heuristica algoritmica de la nueva Geometria
Analitica ya que el puente de doble sentido que se establecia entre Geometria y Algebra, permitia
hacer corresponder infinitesimales numéricos a los infinitesimales geométricos, y a partir de ahi
utilizar todas las técnicas algebraicas para facilitar la sumaciones que planteaban sus cuadraturas
aritméticas de las parabolas generalizadas y=x.

Ademas, la asociacién a una curva de una ecuacién, que Fermat, con gran acierto, denomina
propiedad especifica de la curva, porque describe sus propiedades basicas, le facilita el tratamiento
aritmético y algebraico de problemas que Cavalieri habia atacado con Geometria sintética.

Retrato de Fermat como consejero del
parlamento de Toulouse (atribuido a
Antoine  Durand). Académie des
Sciences et Belles Lettres de Toulouse.

Fermat ha sido uno de los grandes
genios de la cultura francesa, una de las
figuras mas apasionantes de la Historia
de la Ciencia y uno de los matematicos
mas extraordinarios de todos los
tiempos.

La obra matematica de Fermat esta en el
origen de casi todos los descubrimientos
matematicos del siglo XVII, época
capital para el desarrollo de Ila
Matematica, ya que en ella aparecen
disciplinas matematicas con sello propio
como el Calculo Infinitesimal, Ila
Geometria Analitica, el Calculo de
Probabilidades, la Teoria de Numeros,
etc. Pues bien, puede decirse que
precediendo en la raiz a Descartes,
Pascal, Barrow, Leibniz, Newton, etc.,
Fermat ha dado el golpe inicial
indispensable para que todas estas
teorias se empezaran a desarrollar.

Fermat es el inspirador de los
fundamentos técnicos del Calculo
Infinitesimal en sus dos vertientes,
Diferencial e Integral, es pionero junto
con B.Pascal en la invencion de la Teoria
de la Probabilidad, es el creador de la
Teoria de Numeros y codescubridor
junto con Descartes de la Geometria
Analitica, a base de aplicar el Algebra
simbdlica de Vieta sobre el Analisis
Geométrico de los antiguos.
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Pascal descubre en 1654 una férmula recurrente para la suma de las k-ésimas potencias de
enteros, que es mas explicita que la férmula de Fermat. Pascal establece la féormula a base
de estudiar las propiedades de los numeros del triangulo aritmético. La férmula aparece en
su obra Potestatum Numericarum Summa donde indica que puede ser aplicada a la
cuadratura de curvas. Traduciendo simbdlicamente el lenguaje retoérico de Pascal la formula
se expresaria en la forma:

K+1\=n, (k+1)&n, K+1), -
i+ et i=n+1D)"-n-1.
WA I O
La formula de Pascal puede obtenerse aplicando la férmula binomial en la forma siguiente:

(n+ =S [ - ]= 35 (k : 1jr

i=1 i=1 r=0 r

A partir de la formula de Pascal, inductivamente, se puede probar que

i=n nk+1 nk

-k . . .
E i = +—+ potencias inferiores de n .
< k+1 2

de donde a su vez se puede obtener facilmente las desigualdades habituales:

k+1
14254 o (1) < < 1K4284  4k
k+1

Es muy interesante el comentario que hace Pascal tras establecer su formula:

«Toda persona que esté familiarizada con la doctrina de los indivisibles, puede advertir
que los resultados anteriores pueden ser utilizados para la determinacion de areas
curvilineas. Nada es mas facil, en efecto, que obtener inmediatamente la cuadratura
de todo tipo de parabolas, [...] Si entonces extendemos a cantidades continuas los
resultados encontrados para numeros, seriamos capaces de establecer las siguientes
reglas: la suma de un cierto numero de lineas es al cuadrado de la mayor, como 1 es a
2. La suma de los cuadrados es al cubo de la mayor como 1 es a 3, [...] , la suma de
las potencias de un numero determinado de lineas es a la potencia de grado siguiente
al de la mayor como la unidad es al exponente de esta ultima potencia.»

La idea de Pascal seria abreviar el método de exhaucion de la siguiente forma:
y i=n
De acuerdo con la formula para Zik las potencias
y=xX i=1
inferiores de n serian despreciables frente al primer
término n**"/(k+1). Si como es habitual, el area bajo la
parabola y=x* se divide en una cantidad n (suficiente-
a mente grande) de cuasi-rectangulos, resultado de la
subdivisién del intervalo [0,a] en subintervalos de
longitud a/n, el area a(S) bajo la curva sera :

=i

3/n

_ K K, .. k7 . _ |<+1i=n-k:(na/n)kﬂ_ak+1
a(S) = [(a/n) +(2a/n)+ +(na/n)| ~(a/n)=(a/n) Z. = =

a k ak+1
es decir, se obtiene el resultado de la cuadratura basica: .[oX dx =m .
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LA CONTRIBUCION DE PASCAL AL CALCULO INTEGRAL

7z

f-'
v
B uif.q-
S
iis

Figuras del Traité de la Roulette de Pascal, de 1665. Biblioteca de la Universidad de Sevilla.

Pascal aplica ingeniosamente su método de la balanza -llamada balanza de Arquimedes- en los famosos
problemas sobre la cicloide, que se convirtié en la época en la mas importante de las curvas, sobre la que se
ponia a prueba la potencia de los nuevos métodos infinitesimales que iban apareciendo en el panorama
matematico de mediados del siglo XVII. La cicloide -Roulette o Trochoide- fue objeto de diversos desafios
y debates que se abren con una circular que Pascal lanza en junio de 1658, poniendo en concurso un cierto
numero de cuestiones referentes a la curva, cuyas soluciones el mismo daria a conocer al principio de 1659.

ROGLA SCraRDMNLER

PUBLIQI_JE TRHNCHLSE )posrr ES

e —

Sello emitido en 1962 para conmemorar el tercer centenario de la muerte de Pascal.
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LETTRE TRAITE® DES SINVS
DE du quart de Cercle.
ADETTONVILLE Lo 1
B¢ O11 ABC va quarcde Cercle; dont le rayon AB
A MONSIEVR ; foit confideré comme axe , & le rayon perpendicu-
2 laire AC comme bale; {oit D'vn point quelconque
D E C A. R C A. V Y) P29 dans l'arc, duquel foic menc le inus DI fur le
N LVY ENVOTANT PG rayon AC; & la touchante DE ,danslaquelle foient
E tisles points'E oiil'on voudra ,d’'oll foient menées les perpendi-
Vne Mcthode generale pour trouucrles Centres de alivesER i I rayon AC. .
éd 8 p 4 P le dis que le re@angle compris du finus DI & de la touchante
grauite de routcs lortesde grandeurs. EE, cft egal au reétangle compris dela portion de la bafe ( enfers
Vn Traitte des Trilignes & deleurs Onglets. mée entre les paralleles)& le rayon A B.
Vn Traitté des Sinus du quarcde Cercle. i e e BN R SV EK
. ar le rayon et au finus ycomme EE, i oud EK:
VnTra;ttcE des Arc_s dcc_crdc'_ Cequi paroilt claitement 4 caule des triangles re@angles, & fem-
Vn Traitté des Solides circulaires. blables DIA,EKE, l'angle EEK ou EDI, eftanc egal i l'angle
Et enfin vn Traite¢ gencral de la Roulerte, DAL

Propofition I,
Contenant LA fommedes finus d'vn arcquelconque duquart de cercle,eft

La folution de tous les Problemes touchant egale 4 la porcionde L bafe, comprife ensra les finus exeio-
mes, multipliée parle rayon.

La RovieTTE quil auoit propofcz pu- Prop. I 1.

bl:qucmcnt au mois de Iuin 1658, Alomme desquarrezde cesfinusieft egale i lafomme des or-
données au quart de cercle, qui feroient comprifes cntre les

finus excremes, multipliées parle rayon.

Prop. 111

LAfammc descubes des mefmes finus;cft egale i la fomme des
quatrez des melmes ordonnées compriles entre les finus
y extremes, multiplices parle rayon.

““A PARIS, Prop. IV.

LA fomme des quarre-quarrez des mefmes finusieft egale ila
M. DC. LVIIL fomme descubes des mefmes ordonnées comprifes encre les

1. Pagina del titulo de la primera recopilacion de los escritos de Pascal sobre la cicloide (diciembre de 1658).
2. Primera pagina del Traité des sinus du quart de cercle de Pascal.

Bajo el nombre de Lettres de Dettonville, Pascal publicé en diciembre de 1658 sus famosas epistolas cientificas
con métodos y resultados de Calculo Integral, bajo la forma de nueve fasciculos con paginacion separada.

Se considera a Pascal como uno de los pioneros de la induccién matematica, precisamente porque realiza una
formulacion casi completamente abstracta del método en su memoria Potestatum Numericarum Summa,
redactada en 1654, aunque publicada en 1665, a continuacion del famoso Traité du triangle arithmétique. En su
escrito Pascal exhibe una formula recurrente para la suma de las k-ésimas potencias de enteros que deduce de
las propiedades de tridngulo aritinético -llamado Tridngulo de Tartaglia o Tridngulo de Pascal-. Mediante la
citada formula Pascal consigue la cuadratura de la paridbola y=x" (n entero positivo), es decir un resultado

geométrico equivalente a I xndx = an*/(n+1). Entusiasmado por el resultado, Pascal escribe una observacién de
gran altura filosoéfica:

«He tenido que afiadir algunas observaciones familiares a los que practican los indivisibles a fin de resaltar
las relaciones tan admirables que la naturaleza, dvida de unidad, establece entre las cosas mds alejadas en
apariencia. Ello aparece en estos ejemplos donde vemos que el cdlculo de las dimensiones de las
dimensiones continuas se reconduce a la suma de potencias numéricas.»

Al traducir al simbolismo moderno el lenguaje geométrico con el que Pascal encadena sus proposiciones, con
una destreza inefable, aparecen inmediatamente formulas de nuestro Calculo Integral, de modo que debemos
afirmar que el gran mistico de Port Royal fue -junto con Barrow- uno de los matematicos que mas resultados
obtuvo asimilables a los de nuestro Calculo Integral. Una buena parte de ellos se refieren a la transformacién
de «integrales definidas», que consiste en establecer la igualdad de dos integrales definidas, con base en el
hecho de que las dos integrales constituyen dos expresiones diferentes de una superficie o de un volumen.
Ambas expresiones se obtienen «barriendo» la superficie o el volumen de dos formas diferentes. En el caso de
una superficie, barriendo sucesivamente segin paralelas a las base y luego paralelas al eje, se obtiene un

resultado que en notacién moderna escribimos: 1{y(x) dx = a-b - ng(y) dy [b=y(a)], y que equivale a igualar
expresiones que resultan de «integrar respecto del eje de abscisas o respecto del eje de ordenadas».

Pascal obtiene también mediante complejos desarrollos geométricos resultados generales equivalentes a los
métodos de integracion por partes e integracion por cambios de variable, asi como las propiedades aditivas de la
integracion. Al tratar la realidad infinitesimal, Pascal se mantiene vinculado al lenguaje geométrico sintético, y
a veces mecanico, lo que le obliga a enunciados largos y prolijos que ocultan resultados verdaderamente
novedosos y trascendentes y vinculos entre problemas cuyo profundo significado esta en el origen del
descubrimiento de Newton y Leibniz, que se asienta en la algoritmizacién y generalizaciéon de los métodos,
imposible de alcanzar con el abstruso lenguaje geométrico. Asi sucede, por ejemplo, en su Traité des sinus du
quart de cercle donde segtn testimonio de Leibniz le hizo ver como un relampago la relacion inversa de los
problemas de cuadraturas y tangentes. También el tridngulo caracteristico que Pascal maneja con precision esta
en el origen del Cilculo Diferencial de Leibniz, y la Férmula binomial de Newton tiene su origen en Pascal, de
modo que los descubridores del Célculo Infinitesimal son tributarios en buena parte de su genio.
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La integracién aritmética de Wallis

La cuadratura de las curvas y=x* con k no necesariamente entero positivo fue estudiada
exhaustivamente por J.Wallis en su obra Arithmetica Infinitorum de 1655.

Walllis fue muy fecundo en creacién pero parco en rigor. No abundan en su obra las
demostraciones rigurosas, porque teniendo una confianza ilimitada en su intuicién, aventura
resultados ciertos mediante su autodenominado método de modus inductionis, llamado mas
tarde conclusion por analogia o induccién incompleta.

Los métodos algebraicos introducidos en la Geometria por Vieta, Fermat y Descartes, asi
como los instrumentos de computacion numérica fundamentados en los logaritmos de
Napier y Briggs, permiten a Wallis despegarse de los métodos geomeétricos de los antiguos,
a los que estuvo todavia vinculado Cavalieri, para al igual que habia aritmetizado Las
Conicas de Apolonio, aritmetizar los indivisibles de aquél, sustituyendo los infinitos
indivisibles geométricos de una figura que se quiere cuadrar por indivisibles aritméticos —de
ahi el nombre de su obra principal-) con una longitud determinada cada uno, de manera
que, utilizando férmulas sobre series de numeros, obtiene las cuadraturas al tomar n muy
grande —paso al limite encubierto—, es decir n tendiendo a infinito. Es, precisamente, en este
contexto donde Wallis introduce para la posteridad el simbolo o del infinito.

En la cuadratura de la curva y=x* Wallis precisa obtener el limite
25 e 1
Lim . =
n—e ne K+1

que ahora expresa en la forma:

k k k

a , 0“+1+ --+n
I x“dx=Lim |—— >
0 n“+n‘+ --+n

n—w

Wallis obtiene este limite (de lo que él llama serie de orden k) de forma empirica. En efecto,
para k=3, por ejemplo, obtiene los cocientes de la tabla siguiente, que en realidad
representan la comparacion de los indivisibles aritméticos de la parabola cubica y=x> con los
del rectangulo circunscrito.

Ante la evidencia numérica del cuadro,

0°+1° _ 1,1

Wallis concluye inductivamente que se 3 + =ty

verifica: " +1 4 4
0+ P+ 40’ 1 1 C+’+2° _ 9 1,1
n®+n+ 40’ 4 4n 23403,.93 24 4 8

0°+1°+2°+3° _ 36 _ 1. 1
de manera que el limite es 1/4. 3P 433433433 108 4 12

0°+1°+2°+3°+4° 100 _ 1, 1
4447 447 147 14 320 4 16

1
n®+n’+ -4n’ 4

n—o

3 3 R 3
Lim {0 + 17+ +n :}:
0°+1°+2°+3° +4°+5° 225 1, 1
5+5 45 +5 +57 45 750 420

Haciendo calculos similares para diversos
valores de k, Wallis va obteniendo:

i=0 — i=0 1 1 . i=0

1. 1.1
(n+Hn 2 (+Hn? 3 6n  (n+1)n®

NN
+

N

>

106



y en general
i=n
-k
2
i=0 1 a . a

= e
(n+n* k+1 n n*!

de donde deduce que para un k entero positivo cualquiera se verifica:

10+t e |
Lim | —— ==
e | nf4n‘+ ent | k+1

Ahora ya puede calcular la cuadratura de la parabola y=x*, comparando indivisibles:

TV (a-fom]) + (a[1m]) +--+(a[m]) | i 1
x=0 = rl]__l)rcg ak+ak+ ""+ak =r|1_—l>r£ 4 (n+1)nk =k+1 )
X=a i=0

b
x=0

resultado equivalente a la féormula de la cuadratura basica para el entero positivo k:

j ? xkdx 1
O pr—
K+

Walllis realiza la extension de la cuadratura desde k entero a k racional positivo, para ello
utiliza el siguiente artificio:

Se define el indice de una funcion, [(f), mediante la férmula:

Lim [f(0)+f(1)+ ----+f(n)} 1

f(n)+f(n)+ - +f(n) _I(f)+1 ’

presuponiendo que tal limite existe. Por ejemplo, segun la formula anterior
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Lim expresaria que el indice de f(x)=x* es (x*)=k.

n—w

0 + 1+ 40 |_ |
n“+nf+ —-+n“| k+1

Por otra parte Wallis observa que, dada una progresion geométrica de potencias enteras
positivas de x, por ejemplo 1,x>, x°, x’, ... , la correspondiente sucesién de indices
0,3,5,7, ..., forma una progresién aritmética. Esto es una observacioén ftrivial, pero le permite
dar un gran salto adelante, de manera que mediante una audaz extrapolaciéon Wallis
establece (sin demostracién) que una conclusién analoga puede deducirse para la
progresion geométrica:

19 () e () X
de forma que la sucesion de sus indices:
0=in), 1{¥x], |{(5/§)2} ..... , |{(W)q1}, 1{x} =1
debe formar una progresion aritmética, de donde deduce que se verifica necesariamente:
[i7)-2
q

entonces, aplicando la definiciéon de indice de una funcién, obtiene:

A partir de aqui, razonando como en el caso de k entero, Wallis obtiene:

[p/q)+1
a Py —
Jo X =0 1)1

que es el resultado de la cuadratura basica para k=p/q.

De esta forma Wallis era capaz de calcular las razones entre las areas bajo las curvas y=x""¢
y los rectangulos circunscritos, asi como las razones entre los solidos de revolucion
determinados por estas parabolas y sus cilindros circunscritos. A pesar de la heterodoxia de
sus procedimientos, Wallis estaba convencido absolutamente de la validez de sus métodos.

Ademas, es en este contexto donde Wallis asocia la raiz (%)p con el indice p/q. Sera

Newton, poco mas tarde, quien, siguiendo los pasos de Wallis, introducira el uso de
potencias fraccionarias y negativas.

108



LA ARITMETIZACION DE WALLIS HACIA LOS LIMITES
Johannis Hallis S. T. D,

Geometriz Profefloris SAVILIANT,

in Celeberrima Academia Ox ONIENST;

ALGEBR A

Tractatus;
Historreus'& Prscricus

nne 1685 <higlice editus ; Nune Autug Latine.

Cum variis

APPENDICIBHS;

Partim prius editis Anglice, Partim nunc primum editis,

Operum Mathematicorum Volumen :d;‘emm.

Tt e T

e OXONI 4,
= THEATRO SHELDON1ANG MDCXCIIL,

John Wallis. Operum mathematicorum (Oxford, 1693). Portada del libro De Algebra Tractatus de su
primera edicién latina, que es el primer volumen de las obras matematicas de Wallis. Se trata de un
jjemplar de la Biblioteca del Real Instituto y Observatorio de la Armada de San Fernando (Cadiz).

En esta obra Wallis se recoge una auténtica ascendencia del Calculo Infinitesimal: 1.Método de Exhaucion
de Arquimedes, 2.Método de indivisibles de Cavalieri, 3.Aritmética de los infinitos de Wallis, 4.Método de las
series infinitas de Newton.

Wallis despliega una poderosa capacidad aritmetizadora. Al corriente del dlgebra literal de Vieta, de
los métodos analiticos de Descartes y Fermat y de las tendencias hacia los limites de los matematicos
franceses (Fermat, Pascal y Roberval), Wallis se propone rescatar e independizar a la Aritmética de la
representacion geométrica, rompiendo con el Algebra Geométrica de los antiguos, llegando incluso a
presentar aritméticamente lo que para los griegos era la intocable teoria general de las proporciones
de Eudoxo, que aparecia en el libro V de Los Elementos de Euclides. Con ello Wallis es, entre los
predecesores del Cilculo, quien mas préximo esta a la idea de limite y quien con mayor soltura la
utiliza, por lo menos a nivel intuitivo. La fuente de inspiracion del trabajo de Wallis es el método de
los indivisibles de Cavalieri de cuya aritmetizaciéon destila la concepcién intuitiva de limite que
aplica.

Wallis va mas lejos que ningiin otro matematico en la exploracién y utilizacién del infinito. Con gran
osadia representa lo infinitamente pequefio por 1/, manifestando que cada subdivisién con tal
anchura indistintamente se puede interpretar como una linea o como un paralelogramo infinitesimal.
Esto induce a la confusion de las dos concepciones de lo infinitesimal, lineas y rectangulos
infinitamente pequefios, mds atn cuando dice que un tal ente se le puede considerar como una
pequeiia anchura de modo que por una multiplicacién infinita resultara una anchura dada, es decir
(a/0)-00 = a. Asi lo hace en De seccionibus Conicis para hallar el drea del triangulo, donde con gran
relajacion el rigor extrapola con frivolidad las propiedades de lo finito a lo infinito.

Mas cuidadoso en la manipulacién del infinito fue en su Aritmetica Infinitorum donde obtiene la
cuadratura basica de Cavalieri. Comparando indivisibles aritméticos, aplicando induccidon incompleta
-llamada induccién cientifica o baconiana- y aproximando, alcanza el resultado utilizando
patentemente la idea de limite, con una precisién -por lo menos a nivel intuitivo, aunque por
supuesto no riguroso- como hasta entonces no se habia alcanzado. Con una audacia inefable
generaliza la cuadratura para exponentes racionales mediante una interpolacién y no se detiene aqui,
sino que extiende la validez de la cuadratura a exponentes irracionales. Asi Wallis contribuye a dar
carta de naturaleza aritmética a lo irracional, superando el imperativo pitagérico de considerar lo
irracional sélo en el campo de la Geometria, removiendo una de los obstaculos que impedia la
formulaciéon del concepto de limite y por tanto la elaboracion rigurosa del nuevo Calculo.
Paradéjicamente la ausencia de rigor de Wallis contribuiria al alumbramiento en su dia de las ideas
necesarias para establecer el Analisis Infinitesimal con rigor a través del concepto de limite.
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Los Indivisibles e Infinitesimales de Roberval

A lo largo de los siglos los fildsofos mantuvieron opiniones diversas sobre la constitucion de
la materia y la estructura del continuo. Unos sostenian que la materia era infinitamente
divisible y que en cada division se conservaban las propiedades basicas de la materia
inicial. Otros, por el contrario, mantenian que la descomposicion de la materia era
limitada, de forma que se llegaria a unas particulas indivisibles o atomos cuyas propiedades
ya no serian idénticas a las de la materia primigenia. Estas concepciones tuvieron su reper-
cusién en la Matematica, de modo que la primera estaria vinculada con los Infinitesimales y
la segunda con los Indivisibles, llamados por algunos heterogéneos.

Los indivisibles de Roberval suponen, en cierto modo, una concepcién intermedia entre
ambos entes matematicos. En efecto, Roberval maneja infinitamente pequefios homo-
géneos, pero muchas veces lo hace como si fueran los heterogéneos indivisibles, por eso su
obra puede considerarse como una transicién de los indivisibles de Cavalieri a los
infinitesimales de Fermat, Newton y Leibniz. Empieza llamando a su método método de los
infinitos, pero por la influencia de Cavalieri, adopta enseguida la palabra indivisible.

Roberval afirma en su Traité des Indivisibles:

«El indivisible procede de una subdivisién continua de una superficie que se puede ir
estrechando hasta el infinito en pequefas superficies. [...]. Una superficie no esta
compuesta realmente por lineas, o un soélido compuesto por supefficies, sino
constituido por pequefas piezas de superficies y sélidos respectivamente, pero estas
infinitas cosas son consideradas como si fueran indivisibles. [...]. No se comparan
heterogéneos sino que los infinitos o indivisibles se conciben asi: una linea esta
compuesta de lineas pequefas, infinitas en numero, pero se hablara del infinito
numero de puntos, de forma analoga a como el infinito nimero de lineas de una
superficie representara el infinito numero de pequefias supetficies que llenan la
superficie entera.»

Las diversas subdivisiones conducen a Roberval a calculos aritméticos con series que
utiliza, no para determinar directamente el valor de una superficie o volumen, sino para
comparar con otra superficie 0 volumen muy simple, de modo que establece una proporcion
por medio de la cual un cuarto término desconocido se calcula mediante otros tres
conocidos.

A pesar de no tener el mismo significado que en Cavalieri, el concepto de «todas las lineas»
o indivisibles aparece constantemente en las cuadraturas de Roberval.

Para ilustrar lo que se acaba de exponer, parafraseando su cuadratura de la parabola, sea
ABC un segmento de una parabola cuyo vértice es A y cuyo eje es AB. Roberval divide la
tangente AD en un numero infinito de partes iguales: AE, EF, ... ; traza las lineas EL, FM, ...,
paralelas a AB por los puntos de divisién E, F, ... , y establece:

o
n
m
>

Area ACD _ Todas las lineas de ACD
Rectangulo ABCD Todas las lineas de ABCD

[«
o

Esta relacion es similar a la relacion fundamental que
B utiliza Cavalieri para su cuadratura de la parabola

conica, pero la justificacion y el uso que de ella hace
' Roberval es bastante diferente, ya que éste primero
considera que:

,.._----__"
|

‘ o o o A
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Area ACD _ Todos los rectangulos de ACD
Rectangulo ABCD Todos los rectangulos de ABCD '

donde los rectangulos infinitesimales son determinados por la division de AD. Como todos
los rectangulos tienen la misma base AE, este segmento de linea puede ser cancelado en
ambos miembros de esta igualdad para obtener el segundo miembro de la primera igualdad,
donde «todas las lineas» significa la suma de las ordenadas. Este es el punto crucial que
permite seguir manteniendo en el discurso matematico de Roberval el término «todas las
lineas».

En lenguaje actual lo que hace Roberval se explicaria asi:

Sean F, y F, dos figuras planas con base rectilinea AD y limitadas por las graficas de las
funciones f; y f, y las lineas AB y DC. Roberval determina la razén Fi/ F,, mediante la
relacion:

A - STn(m] ap)] A2

R S ) o) =

En la cuadratura de la parabola F; es un segmento de
B parabola y F; es un rectangulo, de modo que se tiene:

f1([i/n]AD) = (i*n?)AD? | f 5([i/n]JAD) = AD?,

por tanto Roberval conduce, implicitamente, la cuadratura de la parabola a la determinacion
del limite

1=n I2

S5 o
Lim 0 _ | (73007 (1/2)0" + (176)n
n—co =N 12 N—s00 n

asegurando que vale 1/3, porque para n suficientemente grande la cantidad (1/2)n?+(1/6)n
es despreciable frente a n®, como se ilustrara mas adelante.

Es decir, Roberval devuelve al indivisible la dimension geométrica que se le habia
sustraido, pero utiliza muchas veces el propio lenguaje de Cavalieri, haciendo en sus
figuras, al menos en apariencia, abstraccion de una dimension. Es una extrafa concepcion,
que le resulta fecunda al utilizarla en la comparacién de figuras complicadas con figuras
simples, como se ha visto en el ejemplo.

Los métodos de cuadratura por indivisibles de Cavalieri y de Roberval son algo diferentes. El
enfoque de Cavalieri es estrictamente geométrico y atenta contra la homogeneidad del
espacio, el de Roberval, por su caracter aritmético e infinitesimal, esta mas proximo a las
integraciones aritméticas de Fermat y Pascal

Roberval trajo de nuevo la asociacién de numeros con magnitudes geométricas, en un
sentido muy proximo a lo pitagorico. Un segmento de linea es tratado como compuesto de
un numero infinito de pequenas lineas representadas por puntos a los que se les hace
corresponder enteros positivos.

Consideremos sucesivamente triangulos rectangulos isdsceles con catetos compuestos por
45,6, ... puntos (o indivisibles). Al igual que Fermat, Roberval utiliza resultados sobre
numeros poligonales, calculando que el numero total de puntos en los triangulos vendra
dado por :
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Para el triangulo de 4 es 10=(1/2)4%+(1/2)4

(1/2) ) ..

Para el triangulo de 5 es 15=(1/2)5%+(1/2)5 e o

Para el triangulo de 6 es 21=(1/2)6%+(1/2)6 « o o o
Para el triangulo de 7 es 28=(1/2)7+(1/2)7 o o & s o

Como se ve se trata de numeros triangulares, cuya expresion es:

_ n(n+1)

142+ 4N =(1/2)n* +(1/2)n

El segundo término de cada miembro de la derecha es la mitad del lado y representa el
exceso del triangulo sobre la mitad del cuadrado. Este exceso disminuye indefinidamente en
proporcion al primer término, con el numero de puntos del lado del triangulo. En concreto
esta proporcion va siendo 1/4, 1/5, 1/6, ... . Ya que el numero de lineas en un tridngulo
geomeétrico o en un cuadrado es infinito, este exceso o mitad de una linea es despreciable y
no debe entrar en consideracion. Esto vendria a decirnos que el triangulo es la mitad del

. a
cuadrado, argumento fuertemente equivalente a la cuadratura 1 o xdx =a%2.

Roberval continia con este tipo de argumento y considera el caso de las lineas que siguen
el orden de los cuadrados. La suma de todas esas lineas (los puntos que a ellas
representan) es a la ultima, tomada un nimero de veces igual al nimero de lineas que hay,
como la piramide es al prisma, es decir como 1 es 3. Si tenemos las piramides de puntos
con base cuadrada, con lados compuestos por 4,5,6, ... puntos o indivisibles, el nimero total
de puntos en las piramides viene dado por:

Para la piramide de 4 es 30=(1/3)4%+(1/2)4%+(1/6)4 AN

LA A-a
Para la piramide de 5 es 55=(1/3)5°+(1/2)5°+(1/6)5 SN

i v
Para la piramide de 6 es 91=(1/3)6°+(1/2)6%+(1/6)6 P S

/A
............................ / A — —
A g -‘;_. /*\
le” e o\ v \

e — ey’
/ \

En este caso se trata de numeros piramidales de base cuadrada
que se expresan en la forma:

P22 in? =W=(1/3)n3 (120 +(116)n

En todas estas expresiones el primer término de la derecha es un tercio del cubo del lado, el
segundo es la mitad del cuadrado y el tercero es la sexta parte del numero de puntos del
lado de la base de la piramide.

A medida que aumenta el numero de puntos en el lado de la piramide la proporcion del
segundo término al primero va siendo (3/2)-(1/4), (3/2)-(1/5), (3/2)-(1/6), ... ,y la del tercer
término al primero va siendo (1/2)-(1/4), (1/2)-(1/5), (1/2)-(1/6), ... Como el numero de
cuadrados es infinito, los dos ultimos términos son despreciables frente al primero, cuando n
se hace suficientemente grande, con lo que la suma seria 1/3 del cubo, resultado

. a
equivalente a la cuadratura 1 x*dx =a’/3.
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De la misma manera la suma de los cubos es un cuarto de la cuarta potencia, la suma de
las cuartas potencias es un quinto de la quinta potencia y asi sucesivamente. De esta forma
Roberval obtendria un resultado equivalente a la cuadratura basica para exponente entero

”, a
positivo: I x"dx =a""/(n+1) .
La operacion de despreciar los términos posteriores al primero frente a éste, simula que

ciertos infinitésimos de orden superior se desvanecen frente a los de primer orden. En este
sentido Roberval es un predecesor de Leibniz.

Retomando el tema de la cuadratura de la parabola conica que Roberval estudia
exhaustivamente en una obra que se llama precisamente La cuadratura de la parabola, sean

AE, EF, ..., subdivisiones iguales de AD, de la segunda expresion anterior se obtiene:
Area ACD _ Todos los rectangulos de ACD _ AE((EP+FQ+-)
Rectangulo ABCD Todos los rectangulos de ABCD ADDC

_AE(AE* +AF? +)  AEM(F+2° +4n®) P 4+22 440”1
AD-AD? AE®*n® n® 3

I

resultando la cuadratura de la parabola cubica
aplicando, implicitamente, el limite habitual:

Lim P+2%+ - 40 1
N n® -3

Al generalizar, Roberval obtiene la cuadratura de las
parabolas de los diversos ordenes, comenzando por
la linea recta a la que llama parabola de primer grado,
continuando con la parabola cénica, la parabola
cubica y asi sucesivamente hasta la parabola de
grado n

-

S R R R P Y

B " C

Vemos cémo Roberval realiza una integracion cuasi-aritmética, estableciendo las
sucesiones y series de numeros necesarias, pero a la hora de calcular el limite lo encubre
recurriendo a la intuicion geométrica. Pero con cierta generosidad diriamos que esta muy
cerca de la nocion de limite de la suma de un numero infinito de cantidades infinitamente
pequerfias, lo que le aproxima mucho a nuestra integral definida, en la que, después de
dividir una figura en pequefias secciones, se rebajan éstas, haciéndolas decrecer
continuamente en magnitud, conduciendo el problema, tras un calculo aritmético, a sumar
una serie. Realmente la Unica diferencia es que Roberval necesita hacer un salto l6gico para
calcular el limite (con una intuicidén infalible) y ademas no calcula directamente el
resultado, sino a través de la comparacidon con una figura sencilla que suele ser un
rectangulo o un cilindro.

Roberval también considera intuitivamente un «limite de magnitudes geométricas», pues
maneja lo que llama «un método para reducir las demostraciones por los indivisibles a las
de los antiguos gedmetras, mediante poligonos inscritos y circunscritos», reconciliando asi
ambos métodos a base de utilizar un lema general que enuncia asi:
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«Si tenemos una razén R/S y dos cantidades A y B, tales que para una cantidad
anadida a A, la suma tiene con B una razén mayor que R/S, y para una pequefa
cantidad sustraida a A, la diferencia tiene con B una razén menor que R/S; entonces
digo que A/B=R/S.»

Mediante la aplicacion de este lema, Roberval resuelve nuevamente la cuadratura de la
parabola, a base de encajarla en dos series de pequefios rectangulos, unos interiores y
otros exteriores, siendo la diferencia entre las dos series inferior a una cantidad dada Z, lo
cual es siempre posible dividiendo el lado AD en partes suficientemente pequenas. La
consideracion de los diversos pequefios rectangulos muestra, segun el lema general, que el
area limitada por la parabola es a la del rectangulo circunscrito como 1 es a 3.

A continuacion Roberval encuentra, mediante propiedades aritméticas de ciertas series,
multitud de resultados sobre los diversos volimenes de revolucion que resultan al hacer
girar a cada una de las parabolas anteriores en torno al eje AB o en torno a la base AD.

Si la figura gira en torno a AB, se obtienen los resultados siguientes:

Los sdlidos ADC son al cilindro|Los conoides parabélicos son al
ABCD: cilindro ABCD:

En el conoide 1° comolesa3

En la pardbola1® como 2 es a3

En la parabola 2* como1es a2 En el conoide 2° como 1 es a2

En la parabola 3% como2esa5 En el conoide 3° como 3 esa5

En la parabola 4* como1esa3 En el conoide 4° como 2 es a 3

En la parabola 5* como 2 es a7

En el conoide 5° como5es a7

En la parabola 6° como1es a4

En el conoide 6° como 3 es a4

En la parabola 7* como 2 es a9

En el conoide 7° como 7 es a9

En el conoide 8° como 4 es a5

En la parabola 8* como1es a5

Si la figura gira alrededor del lado AD como eje, las parabolas engendran los conos y sus
complementarios los morteros parabodlicos cumpliéndose las siguientes relaciones:

Razones de los conos parabdlicos al|Razones de los  morteros
cilindro ABCD: parabélicos al cilindro ABCD:

El cono1° comolesa3 El mortero 1° como 2esa 3

El cono2° comolesab El mortero 2° como 4 esab

El cono 3° comolesa? El mortero 3° como 6esa7

El mortero 3° como 8 es a9

El cono 3° comolesa9

El cono4° como1esall El mortero 4° como 10 es a 11

Roberval prosigue con el estudio de cuerpos anulares, problemas sobre la hipérbola y el
conoide hiperbdlico (hiperboloide de revolucidén) y encuentra las razones de la esfera o sus
porciones al cilindro circunscrito y al cono inscrito, resultados que aplica a resolver el
problema de «frazar sobre un cilindro recto un area igual a un cuadrado dado mediante un
tnico trazo de compasy», lo que le conduce a estudiar la «hippopede de Eudoxo» o «pezufia
de caballo», curva que jugd un papel importante en el modelo planetario de Eudoxo.
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Las cuadraturas y cubaturas trigonométricas de Roberval

El trabajo mas importante de Roberval sobre cuadraturas se refiere a la cicloide, curva de
moda en su eépoca, sobre la que realiza un estudio exhaustivo a base de ir resolver lo que
eran los problemas mas candentes del momento. Roberval llama a la cicloide la «roulette» y
la estudia en su Traité des Indivisibles y en un tratado especial sobre esta curva De
Trochoide ejusque spatio.

La cicloide se define como el lugar geométrico de las posiciones de un punto de una
circunferencia que rueda sin resbalar sobre una recta.

Bajo esta definicion empieza Roberval estudiando la generacion y la naturaleza de la
cicloide, para pasar en seguida a resolver problemas de areas, volumenes de
revolucion, etc., en relacion con la curva, constituyendo este estudio uno de los ejemplos
mas significativos del manejo de indivisibles.

El diametro AB del circulo AEGB se mueve a lo largo de la tangente AC, permaneciendo
paralelo a su posicion original, hasta alcanzar la posicion CD, siendo AC igual al semicirculo
AGB. Al mismo tiempo el punto A se mueve a lo largo de AC, de modo que cuando AB ha
alcanzado la posicion CD, el punto A alcanza la posicion D. Asi pues, el punto A esta
sometido a dos movimientos: su propio movimiento a lo largo del semicirculo AEGB vy el
debido al movimiento de AB a lo largo de AC. La curva descrita por el punto A debido a
estos dos movimientos es la mitad de la cicloide A, ..., D, la segunda parte es la simétrica de
la primera respecto a CD.

La linea AC y el semicirculo AGB se dividen en una infinidad de partes iguales de manera
que:

arco AE =arcoEF =.... =linea AM =linea MN = ....

Tracemos lo que Roberval llama el «seno» EE, perpendicular al diametro AB y el «seno
verso» AE4, que es la altura de A cuando ha alcanzado la posicion E. Analogamente
trazamos FF,, GG;, etc.
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Sean MM, paralelo a AE;, NN; paralelo e igual a AF4, etc. Sean MM, paralelo e igual a

EE,, N1N, paralelo e igual a FF4, etc., (la notacion de Roberval para M4, N4, ....es 1,2, ...., ¥
para My, Ny, .... €s 8,9, ...., como se describe en la figura original).
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Cuando el diametro ha alcanzado el punto M, el punto A habra alcanzado la posicion E, la
distancia de A a AC sera MM =AE,, y la distancia de A al diametro AB sera EE{=MM,, por
tanto cuando el diametro esta en M el punto A esta en M,. Andlogamente cuando el
diametro esta en N el punto A esta en N,, etc. De esta forma se engendran dos curvas:

a) La curva AM:,N.,....R;D que es la mitad de la cicloide.
b) La curva AMN,....R1D que es llamada por Roberval «la compariera de la cicloide».

La compariera de la cicloide es una curva sinusoidal. Es facil ver que tomando como eje de

abscisas la linea AC y como eje de ordenadas AB, la ecuacion de la compafiera de la
cicloide es: y=1-cosx.

Hallemos en nuestro lenguaje las ecuaciones paramétricas de la cicloide.

|

Rms{%-l)-l X .]'
n

Rsen( t-i*] t{_g_

B T ! et 5
Rsenl%-t)/ 2 t-0)
1 -— S~

Rt Rt

A partir de la figura 9 deducimos que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:
x=t-sent

y=1-cost

=t
(R=1) vy las de su «compafera»: X .
y=1-cost
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A continuacién Roberval pasa a resolver los problemas tipicos de la cicloide:

1. El area de la figura comprendida entre la cicloide y su compafera es igual al area de la
mitad del circulo generador.

En efecto: en la figura de Roberval AM;N,...D...N1M;....A tenemos M;M,=EE;,N;N>=FF,
0,10,=GG4, etc. Ahora bien M1M,, N4N,, O40,, ..., dividen la figura en fajas cuyas alturas son
AE,4, EqF4, F1G4, ..., mientras EE4, FF4, GGy, ..., dividen el semicirculo AHB en «fajas» de la
misma altura. Por tanto las correspondientes fajas infinitesimales son iguales. De aqui que el
area de la figura AMoN,....D....N1M; ....Ay el semicirculo AHB sean iguales.

El resultado 1 en nuestro lenguaje es equivalente, de acuerdo con las ecuaciones de las
curvas a:

Ittz(x1(t)—x2(t))dt:j';[t—(t—sent)]-sentdtzj‘;senzt dt=n/2 .

2. El area de la figura comprendida entre la cicloide y su base es igual a tres veces el area
del circulo generador.

En efecto: la compariera de la cicloide, la curva AM;N,...D, bisecciona el rectangulo ABCD,
ya que cada linea de ACDM; tiene una correspondiente igual en ABDM,; de donde resulta
que el area limitada por la compariera de la cicloide y la base es la de un circulo generador.
De aqui segun el resultado anterior al sumar a este area, el area limitada por la cicloide y su
companera, se obtiene que el area limitada por la semi-cicloide y su base es una vez y
media el circulo generador, de donde el resultado.

En la figura original de Roberval se observa que el rectangulo ABCD queda escindido en
cuatro espacios equivalentes, a saber: el semicirculo CVD, la trilinea ADVC, el espacio
A12D5 y la trilinea A12DB.

En lenguaje actual el desarrollo seria el siguiente:

El area del rectangulo ABCD es nx2=2m, y el area de ACDM;, es
In(1 —cost) dt=n
0

de manera que el resultado 2 es equivalente a:

J:f y(t)-x'(t) dt =2 [1-cost)]-[1-cost | dt =2(3/2) -m=3n.

Roberval continda su trabajo buscando la razén entre diversos sélidos de revolucién
obtenidos al hacer girar la cicloide y el cilindro engendrado al girar el rectangulo. Pero para
ello precisa calcular la razén de los cuadrados de los «senos y senos versos» al cuadrado
del diametro.

3. La suma de los cuadrados de los «senos» de un semicirculo estan en razén 1/8 con el
cuadrado del diametro tomado tantas veces como senos hay.

En efecto: dividamos el semicirculo en
infinitas partes iguales AC, CD, DE, ... .
Las lineas CK, DL, EM, ...., son los
«senos rectos». Aplicando el Teorema de
Pitagoras se obtiene:

OE? = EM? + MO?
OD?=DL? + LO?
OC? = CK? + OK?
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Ahora bien, OM es igual a CK, OL a DL, OK a EM, ..., de donde resulta que todos los
«senos de complemento» (cosenos), OM, OL, OK, ..., son iguales a los correspondientes
«senos rectos», de manera que los cuadrados de todos los «senos» tomados dos veces,
son iguales al cuadrado del radio OF=0OD=0C-= ..., tantas veces tomado como senos hay.
Pero como OF=AB/2 y OF*=AB?%4, los cuadrados de los «senos» son al cuadrado del
diametro, tomado tantas veces como senos hay, como 1 es a 8.

El resultado demostrado es equivalente en lenguaje actual a:

j:senzt dt=(1/8)-2% -

4. [a suma de los cuadrados de los «senos versos» en un semicirculo estan en razén 3/8
con el cuadrado del diametro, tomado tantas veces como «senos versos» hay.

En efecto: AB? se puede expresar de una infinidad de maneras:
AB? = AK? + BK? + 2AK-BK  (AK-BK = CK?)
AB? = AL? + BL? + 2AL-BL (AL-BL = DL?)
AB? = AM? + BM? + 2AM-BM (AM-BM = EM?) .

Vemos que los cuadrados de AB son iguales a dos veces los cuadrados que figuran bajo la
forma de productos (AK-BK, AL-BL, AM-BM, ...) mas dos veces los cuadrados de los «senos
versos». Es decir:

e Y cuadrado del diametro =2 veces la suma de los cuadrados de los «senos
rectos» + 2 veces la suma de los cuadrados de los «senos versos».

A partir de aqui, aplicando el resultado anterior se tiene:

e 8 veces los cuadrados de los «senos rectos» = 2 veces la suma de los cuadrados
de los «senos rectos» + 2 veces la suma de los cuadrados de los «senos versos».

e 6 veces la suma de los cuadrados de los «senos rectos» = 2 veces la suma de los
cuadrados de los «senos versos».

3/4 ¥ cuadrado del diametro = dos veces la suma de los cuadrados de los «senos
versos».

De donde se deduce el resultado.

En lenguaje actual el resultado obtenido es equivalente a:

jo“(1—cost)2dt:(3/8)-22-n .

5. El volumen del sdlido engendrado por la revolucion de la cicloide alrededor de la linea
base AC como egje, esta en razén de 5/8 con el volumen del cilindro circunscrito.

En efecto: el sélido generado por AN,DN, es igual al sélido generado por el semicirculo DC
(DVC en la figura de Roberval) porque estas dos figuras planas tienen sus correspondientes
lineas iguales y a la misma distancia del eje AC. Como el semicirculo DC es 1/4 del
paralelogramo ABCD, el solido AN,DN, es igual a 1/4 del cilindro ABCD. Por otra parte, las
lineas MM;, NN+, son «senos versosy, por tanto el soélido engendrado por ANDC es igual a
3/8 del cilindro ABCD. Luego sumando (3/8 + 1/4 = 5/8) se deduce el resultado anunciado.

En nuestro lenguaje el resultado demostrado es equivalente a:
[l (1-cost)’ dt=(5/8)-4n-n .
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El método exponencial de la progresion geométrica de Fermat
Cuadratura de hipérbolas generalizadas de Fermat

En orden a generalizar el resultado de la cuadratura de Cavalieri para n entero negativo o
fraccionario, Fermat atacé y resolvié el problema hacia 1640, investigando el area entre un
arco de hipérbola generalizada x"y™=k (m,n enteros positivos) una linea ordenada y una
asintota. Su enfoque fue puramente geométrico, y a diferencia de otros trabajos anteriores,
en los que se utilizaba una subdivision equidistante en los intervalos y se comparaba el area
0 volumen que se queria calcular con otro conocido, Fermat tenia un método que le permitia
obtener el area en términos absolutos, utilizando rectangulos infinitesimales que estaban en
progresion geométrica de razén menor que la unidad.

Veamos un ejemplo ilustrativo tomado de su De aequationum localium ... in quadrandis
infinitis parabolis et hiperbolis (Tratado sobre Cuadraturas) de 1658.

Fermat comienza diciendo (TH.OF.111.216):

«Arquimedes solo empleé progresiones geomeétricas para la cuadratura de la
parabola; en sus ofras comparaciones entre cantidades heterogéneas se restringio a
progresiones aritméticas. ¢;Seria asi porque encontrara que la progresion geométrica
sirviera menos a la cuadratura? ;O quiza es que el artificio particular del que se sirvié
para cuadrar con esta progresion la primera parabola puede dificimente aplicarse a
las otras? Cualquiera que sea la razén, yo he probado que la progresion geomeétrica es
muy util para las cuadraturas y deseo presentar a los geémetras actuales mi invencion,
que permite cuadrar por un método absolutamente similar, tanto parabolas como
hipérbolas.»

El método esta basado en una propiedad de las progresiones geométricas de razén menor
que la unidad, que Fermat enuncia asi (TH.OF.111.216-217):

«Dada una progresion geométrica cuyos términos decrecen indefinidamente, la
diferencia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio de ellos, como el mayor
es a la suma de los términos restantes.»

Es facil comprobar que esta propiedad es equivalente a la formula de la suma de los
términos de una progresion geométrica indefinida y decreciente.

Fermat considera al principio, las hipérbolas yx"=k y manifiesta (TH.OF.l11.217):

«Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio, que es la primera,
pueden ser cuadradas por el método de la progresion geométrica, de acuerdo a un
procedimiento uniforme general.»

Fermat efectia la demostracion para n=2. Con base en la figura adjunta, de la definicion de
la hipérbola, deduce:

AH _EG
AGZ IH'’
A" _IH
AH2 NO'
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En concreto, Fermat afirma (TH.OF.I11.218):

«El area indefinida que tiene por base EG y que esta acotada de un lado por la curva
ES y de otro por la asintota infinita GOR, es igual a un cierto area rectilinea.»

El area rectilinea a que alude Fermat es el rectangulo AGEB. Basandose en la figura
anterior Fermat empieza a construir los elementos necesarios para cuadrar la hipérbola
(TH.OF.111.218):

«Consideremos los términos de una progresion geométrica indefinida y decreciente.
Sean los primeros términos AG, AH, AO, etc. Supongamos que estos términos estan
lo bastante proximos para que de acuerdo con el método de Arquimedes podamos
“adigualar’ como dice Diofanto, o igualar por aproximacion el paralelogramo rectilineo
GExGH y el cuadrilatero mixtilineo GHIE. Ademas, supondremos que los primeros
intervalos GH, HO, OM, eftc., son suficientemente iguales para que podamos aplicar el
meétodo de reduccion de Arquimedes, mediante poligonos inscritos y circunscritos.
Basta hacer esta observacion una vez para no obligarse a recordar y a insistir
constantemente sobre un artificio bien conocido de todos los geémetras [...].»

Asi pues Fermat divide el eje GOR a la derecha del punto G en intervalos GH, HO, OM, etc.,
de longitudes tales que se verifica:

AH_AH _AO_
AH AO AM
AH _GH_HO _
AG HO oM ’

Ahora considera los rectangulos circunscritos:
R1=EGxGH, R,=IHxHO, R3=NOxOM, ... .

y comprueba que Rj, Ry, R3, ..., forman una progresién geométrica decreciente de razoén
AG/AH. En efecto, aplicando los resultados anteriores, se obtiene:

R, EGXGH AH>XGH HO>GH HO AH

R, IHxHO AG*HO GHxHO GH AG’

R, IHXHO AH%GH AH%HO AHAG AH

_2_ - - - —_ T .
R, NOxOM AH*OM AG*xOM AG*xAH AG

Comprobando sucesivamente se demuestra que R4, Ry, R3, , €s una progresion geométrica
decreciente a la que Fermat le aplica la propiedad equivalente a su sumacién. Sea S su
suma, se tiene:
R -R, R,
R, S-R,

de donde se deduce :

AH-AG  EGxGH
AG  S-EGxGH’

Y finalmente: S —EGxGH = EGXAG .
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Ahora bien, como Fermat ha supuesto que unos intervalos «estaban lo bastante proximos»
para que otros «fueran suficientemente iguales» deduce que el area definida por la hipérbola
y las lineas GH, GE es, debido a la ultima expresién y a las infinitas subdivisiones, igual al
area del rectangulo AGXxGE, y lo hace con estas significativas palabras (TH.OF.111.219):

«[...] Si ahora afiadimos [a ambos miembros de la expresion S —EGxGH = EGxAG] e/
paralelogramo EGxGH que a causa de las infinitas subdivisiones, se desvanece y
queda reducido a nada, alcanzamos la conclusion, que podria ser facilmente
confirmada por una mas prolija prueba llevada a cabo a la manera de Arquimedes:
que en este género de hipérbola, el paralelogramo AE es equivalente a la figura
comprendida por la base GE, la asintota GR y la curva ED indefinidamente
prolongada.

No es dificil extender esta idea a todas las hipérbolas definidas anteriormente excepto
la que ha sido indicada [la hipérbola de Apolonio].»

El método de Fermat se ha denominado «logaritmico». En su época esta palabra todavia
aludia a una cierta relacién entre una progresion geomeétrica y una aritmética. Hoy nosotros
a su metodo le llamariamos «exponencial» y lo desarrollariamos asi:

A partir de la abscisa x=a, efectuamos una subdivision x;=ae'x,=ae?, ..., en progresion
geomeétrica de razon e'. Calculemos las areas de los rectangulos circunscritos:

Ry = a-(e1)-(1/a?) = (e-1)/a
R, = a-e"(e"-1)-(1/a%e?) = (e-1)/ae’,

Asi pues, Ry, Ry, ..., forman una progresion indefinida decreciente de razén e, Por tanto,
aplicando la férmula de sumacion, se tiene para la suma S(t), de los infinitos rectangulos Rj,
Ry, ...,

S(t) = Ry/(1-e™) = [(e'-1)/a)/(1-e™") = e'/a = (1/a) + (e-1)/a=R, + Ry,

de donde resulta que el area limitada por la hipérbola, la ordenada x=a y la asintota y=o,
viene dada por:

Lim S(t) = 1/a = Ro.
t—0
El resultado es equivalente a la integral :

j de=5=a-£2=Ro.
a X a X
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Cuadratura de parabolas generalizadas.

Fermat utilizé también, en su Tratado sobre Cuadraturas, el método de la progresion
geométrica para la cuadratura de pardbolas generalizadas y=x"9, estableciendo la
cuadratura de Wallis:

J-axp/q dx = q(P/axt _ q AP
0 (p/a)+1 p+q

incluso antes de los trabajos de aquél, aunque los resultados se publicaron mas tarde.

Una aproximacion al enfoque de Fermat de la cuadratura de las parabolas en lenguaje
moderno, seria lo siguiente:

A

En la figura adjunta se subdivide el intervalo [0,a]
P en una sucesion infinita de subintervalos con
extremos x, siendo x,=ar", n=0,1,2,..,y
o<r<1.Para cada subintervalo se considera el
rectangulo circunscrito a la curva, de base Xp—Xn+1
y altura dada por la ecuacién de la curva
y=x"9, es decir, x,"°.

Xy Xn Xp 3ZX X

La suma A(r) de las areas de los infinitos rectangulos, teniendo en cuenta que forman una
progresién geométrica de razén r"®* 94 es (se tomara s=r®*¥, t=r""):

0

AN) = 2 X0 (X, = Xqu) = D (ar" P(ar” —ar™) = a® 1)y e are =
n=0 n=0

n=0

= a3 (1-1)3 " = a® V(1 - ) [1/(1-5)] = a2 [(A-t)/(1-t9)].

n=0

Ahora bien como se verifica:
(1-t)'(1+t+t2+ ........ +tk_1) — 1-tk ,

se deduce finalmente:

1+t+2+. .+
T TETTE

A(r) = a(p+q)/q

El area comprendida bajo la curva, el eje x y la abscisa x=a, se obtiene tomando el limite en
la expresion anterior cuando r tiende a 1 (y por tanto cuando t tiende a 1 también), de donde
se deduce la cuadratura.
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LOS METODOS DE CUADRATURA DE FERMAT PARA
PARABOLAS E HIPERBOLAS

El modelo arquimediano de la cuadratura de la espiral le sirve a Fermat para realizar sus cuadraturas
aritméticas, obteniendo un resultado equivalente a la cuadratura basica de Cavalieri 1;xk dx, a base de
extender las desigualdades que Arquimedes utiliz6 para su exhaucion. La base para este trabajo son las
formulas recurrentes para la suma de potencias de enteros, fundamentadas en las propiedades de los
nameros poligonales, que Fermat obtiene inspirindose en el Apéndice al libro de los niimeros
poligonales que Bachet de Meziriac adjunté a su edicion de 1621 de La Aritmética de Diofanto.

Fermat inicialmente utiliza las férmulas para realizar la cuadratura de la familia infinita de espirales
generalizadas r=af", pero inmediatamente advierte que con una evidente transformacion a una
referencia rectangular puede realizar la cuadratura de otra familia infinita de curvas, las paribolas
generalizadas y=ax". Lo mismo aplica a la cubatura de conoides engendrados por la rotacion de
parabolas lo que le sirve para reconocer las limitaciones de su método. Guiado entonces por la
naturaleza de las dificultades encontradas, Fermat ingenia un método directo de realizar la cuadratura
de las parabolas generalizadas, que, ademas, tiene la virtualidad de poder aplicarse a las hipérbolas
generalizadas, salvo la hipérbola de Apolonio. Se trata de un método puramente geométrico, basado en
progresiones geométricas. La idea feliz consiste en realizar la subdivision del eje de la figura a cuadrar
(ilimitada en el caso de hipérbolas) en intervalos, de forma que se satisfagan los requisitos del método
arquimediano, es decir se debe poder inscribir y circunscribir todo el area mediante rectingulos
construidos sobre los intervalos en que se ha subdividido el eje, y ademas, de tal forma, que la
diferencia entre las areas de las dos figuras escalonadas (y por tanto de cualquiera de ellas y el area
hiperbélica) sea menor que la cantidad prefijada. El llamado método logaritmico -a pesar de que en
realidad utiliza exponenciales-combinado con la «adigualdad» resuelve brillantemente la cuestion.

En los métodos de cuadraturas de Fermat de hipérbolas y parabolas generalizadas subyacen los aspectos
esenciales de la integral definida:

a) ladivision del drea bajo la curva en elementos de area infinitamente pequeiios,

b) la aproximacién a la determinacién numérica de la suma de esos elementos de area por medio de
rectangulos infinitesimales de altura dada por la ecuacién analitica de la curva

¢) un intento de expresar el equivalente de lo que sera el limite de esta suma cuando el ntimero de
elementos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamente pequeiios.

Estatua de Fermat con su Musa (la
Matematica). Sala de personajes
ilustres del Capitolio de Toulouse.

El autor es T.E. Victor Barrau (1888).

Fermat representa uno de Ilos
eslabones intermedios mas
importantes en la transicion de la
Matematica antigua a la moderna.
Desde su profunda admiracion hacia
las fuentes de la Matematica griega,
Fermat contribuye incluso a su
restauracion con Apolonii Pergaei libri
duo de locis planis restituti, pero
rompe con la practica matematica
habitual de los estandares clasicos, sin
dejarse mediatizar por ningin canon
estereotipado de Filosofia de 1la
Matematica, al desarrollar un potente
instrumental cientifico, donde lo
importante era la resoluciéon de los
problemas y la apertura de nuevas vias
de descubrimiento, que propicia el
cambio de paradigma en Ia
Matematica a base de variar el estilo y
el método clasico, desde Ila
superioridad del rigor silogistico a
ultranza en la exposicion a la
importancia del camino seguido en el
descubrimiento y desde los métodos
demostrativos a  los  métodos
heuristicos de resolucion de los
problemas.
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Los problemas de Calculo Diferencial: extremos y tangentes
Los métodos de «adigualdad» de Fermat sobre maximos y minimos

Con base en las obras fundamentales de la antigiiedad clasica griega (Los Elementos de
Euclides, Las Codnicas de Apolonio, las Obras de Arquimedes, La Aritmética de Diofanto, La
Colecciéon Matematica de Pappus, etc.), asi como en la Teoria de Ecuaciones de Vieta (en
particular en el método de la «Syncrisis» de su Arte Analitica), Fermat desarrolla los
primeros métodos generales para la determinaciéon de maximos y minimos en la Historia de
la Matematica.

Aparte de multitud de comentarios epistolares, cinco son los trabajos 0 memorias de Fermat
sobre el tema maximos y minimos:

M1. Método para la investigacion de Maximos y Minimos (Methodus ad disquirendam
maximan et miniman et de tangentibus linearum curvarum).

Esta memoria (TH.OF.lIIl.121) que Fermat compone entre 1629 y 1636 es un
procedimiento puramente algoritmico desprovisto de todo fundamento demostrativo,
donde Fermat introduce la técnica de la «adigualdad». Mersenne la recibe a finales de
1637 y la envia a Descartes en enero de 1638. Como segunda parte de este tratado,
Fermat describe el primer ejemplo de aplicacion del método de maximos y minimos al
trazado de las tangentes a las lineas curvas, la tangente a la parabola, que provoca la
tempestuosa polémica de Descartes con Fermat sobre los maximos y minimos vy las
tangentes. Denominaremos a esta memoria el Methodus.

M2. Sobre el mismo Método de Maximos y Minimos (Ad eamdem methodum ...: «Volo mea
methodo, efc.).

Esta memoria (TH.OF.IIl.126) escrita en la primavera de 1638, fue compuesta
probablemente para explicar el Methodus a Mydorgue y Desargues, cuando Descartes
les pidid que actuaran como arbitros en su controversia con Fermat. En una forma
conceptual y estilistica calcada del Methodus , Fermat ilustra su método, aplicandolo a
una serie de ejemplos, entre los que destaca la resolucion del famoso problema de
Pappus (Proposiciéon VII.61, de La Coleccion Matematica), probable fuente de
inspiracién para Fermat de sus métodos de extremos y tangentes. Termina este tratado
aplicando el método al trazado de la tangente a la elipse.

M3. La Investigacion Analitica del Método de Maximos y Minimos (Analityca eiusdem
methodi investigatio).

Esta memoria (TH.OF.111.131) es un manuscrito sin fecha ni titulo, escrito quizad hacia
1640, para neutralizar las reiteradas criticas de Descartes a los métodos de Fermat.
Basandose en su propio mejoramiento del método de «Syncrisis» de la Teoria de
Ecuaciones de Vieta, Fermat establece los fundamentos tedricos de su método de
maximos y minimos, por eso a este tratado se le conoce también bajo el nombre de
Syncriseos.

M4.La carta a Pierre Brilart.

Aunque compuesta como epistola, esta pieza merece por su importancia el rango de
memoria. Habiendo sido descubierta por De Waard, fué publicada poco después por
Giovannozi en 1919, quedando incluida en las Obras de Fermat como suplemento
(pags. 120-125). Representa el mas importante de los descubrimientos sobre Fermat
después de la publicaciéon de las Obras de Fermat. Fermat ensaya realizar un cierto
desarrollo limitado en serie, y aunque no podia demostrarlo rigurosamente, le parecia
verosimil que se determinaba un extremo a partir de la ecuacion que resultaba al anular
el coeficiente del término de primer grado. Ademas, hacia notar que habia descubierto
que el coeficiente del término de segundo grado era negativo en caso de maximo vy
positivo en el de minimo.
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EL PADRE MERSENNNE Y LA DIVULGACION DE LA
CIENCIA EN EL SIGLO DE FERMAT

El Padre M. Mersenne, gran amigo de Descartes,
por haber sido compafieros en la Fléche, cataliza
casi toda la actividad cientifica francesa en su
celda del convento de los Minimos de Paris.
Mersenne mantenia correspondencia, haciendo de
intermediario, con gran parte de los cientificos
europeos, haciendo circular entre los interesados
los problemas, resultados, técnicas y métodos
matematicos que llegaban a su mano y
convocando reuniones donde se discutian y
trataban los problemas cientificos candentes del
momento, siendo asiduos E.Pascal (que era el lider
del grupo), Roberval, Desargues, Hardy,
Mydorgue y otros.

La ausencia de revistas y sociedades cientificas en
la época de Fermat y Descartes da cuenta de la
importancia divulgativa de la actividad de
Mersenne.

Mersenne instaura unos principios de actuacion
en la Ciencia que van a imperar desde entonces.
Para Mersenne la Ciencia debe ser una actividad
colectiva y la verdad sdlo puede surgir de la
controversia, que suscitara siempre que pueda, a
veces incluso de forma imprudente, entre los
grandes cientificos que acuden a su celda y que se
comunican epistolarmente con él.

Mersenne inaugura en la Historia de la Ciencia la
divulgacion cientifica. Puede decirse que la celda
del P.Mersenne fue el embrion de la futura
Academie des Sciences. La mayor parte de los
trabajos de Fermat son comunicados a la
comunidad cientifica a través de su
correspondencia con Mersenne y es a través de
ella también como se alimenta la polémica entre
Descartes y Fermat.

A AT
M5. Apéndice al Método de Maximos y Minimos (Ad methodum de maxima et minima
appendix).

Esta memoria (TH.OF.II1.136) compuesta en abril de 1644, representa en cierto modo,
un paso hacia atras respecto a la Carta a Brdlart , porque Fermat aplica esencialmente
la misma técnica que en el Methodus, complementandola con una extraordinaria mejora
y simplificacion de un método de Vieta para eliminar expresiones irracionales de las
ecuaciones. De esta forma Fermat pudo extender las reglas del Methodus a problemas
mas complicados que los resueltos en las anteriores memorias, problemas en los que la
expresion era irracional, en concreto al problema de Arquimedes: «Encontrar el cono de
superficie total maxima que se puede inscribir en una esfera dada», asi como el
problema analogo correspondiente al cilindro, que habian sido enviados por Fermat en
su primera carta a Mersenne el 26 de abril de 1636 (TH.OF.11.6), para ser resueltos por
los matematicos de Paris.

A continuacion transcribiremos integramente la memoria el Methodus y la Investigacion
Analitica, respetando la secuencia del contenido, pero separando éste en parrafos que, a
nuestro juicio, resultan significativos, lo que facilitara su estudio y analisis.

En el Methodus aparece por primera vez la genial y fructifera idea de incrementar una
magnitud asimilable a nuestra variable independiente —lo que desde entonces se ha
convertido en la esencia del Calculo Diferencial-. Fermat se expresa con estas palabras:
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Método de Fermat para la investigacion de Maximos y Minimos
(Methodus)

(TH.OF.II1.121-122):

Toda la teoria de la Investigacion de Maximos y Minimos supone la
consideracion de dos incégnitas y la tinica regla siguiente:

Sea a una incdgnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres
dimensiones, segtin convenga al enunciado).

Se expresara la cantidad maxima o minima por medio de a en términos que pueden
ser de cualquier grado.

Se sustituird a continuaciéon la incégnita original a por ate, y se expresara la
cantidad maxima o minima por medio de a y e, en términos que pueden ser de
cualquier grado.

se «adigualard» para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cantidad
maxima o minima.

Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tras lo cual resultard que a
ambos lados habra términos afectados de e o de una de sus potencias.

Se dividiran todos los términos por e, o por alguna potencia superior de e, de modo
que desaparecera la e, de al menos uno de los términos de uno cualquiera de
los dos miembros.

Se suprimiran, a continuacion, todos los términos donde todavia aparece la e 0 una
de sus potencias, y se iguala lo que queda, o bien si en uno de los miembros
no queda nada, se igualara, lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados con
signo positivo a los afecta dos con signo negativo.

La resolucion de esta altima ecuacion dara el valor de a, que conducira al maximo o
minimo, utilizando la expresién original.

He aqui un ejemplo:

"Sea dividir una recta AC en E, de manera que AEXEC sea maximo".

A E C

Pongamos AC=b.
Sea a uno de los segmentos, el otro sera b-a.
El producto del que se debe encontrar el maximo es ba-a2.

Sea ahora at+e el primer segmento de b, el segundo sera b-a-e, y el producto de
segmentos: ba-a2+be-2ae-e2.

Se debe «adigualar» al precedente: ba - a2.
Suprimiendo términos comunes: be = 2ae + e2.
Dividiendo todos los términos: b = 2a + e.

Se suprime la e: b = 2a.

Para resolver el problema se debe tomar por tanto la mitad de b.
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Es imposible dar un método mas general.
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La investigacion analitica del método de Fermat de maximos y minimos

Analityca eiusdem methodi investigatio
(TH.OF.II1.131-135)

A. Estudiando el método de la «Syncrisis» y de la «Anastrophe» de Vieta, e intentando
cuidadosamente aplicarlo a la bausqueda de las «ecuaciones correlativas», se me ocurrid
la derivacion de un procedimiento para encontrar maximos y minimos y para resolver
asi facilmente todas las dificultades relativas a las «condiciones limites», que tanta
confusion han provocado a los geémetras antiguos y modernos.

Los maximos y minimos son, en efecto, «iinicos y singulares», como lo ha dicho Pappus y
como lo sabian ya los antiguos, aunque Commandino reconoce ignorar lo que significa
en Pappus el término «monachos» (singular). Se sigue de esto que, a uno y otro lado del
punto limitante, se puede formar una ecuacién ambigua: que las dos ecuaciones
ambiguas asi formadas son, desde este momento, correlativas, iguales y semejantes.

B. Sea, por ejemplo, propuesto «dividir la recta b de manera que el producto de sus
segmentos sea mdximo». El punto que satisface a esta cuestiéon es evidentemente el
punto medio de la recta dada, y el producto miaximo es igual a b%/4; ninguna otra
divisién de esta recta dara un producto igual a b%/4.

C. Pero si uno se propone dividir la misma recta b de manera que el producto de
segmentos sea igual a z" (este area se debe suponer siempre mas pequefio que b?4), se
tendran dos puntos satisfaciendo la cuestion, que se encontraran situados a uno y otro
lado del punto correspondiente al producto maximo.

D. Sea, en efecto, a uno de los segmentos de la recta b, se tendra : ba-a?=z", ecuacién
ambigua, puesto que para la recta a, se pueden tomar cada una de las dos raices. Sea,
por consiguiente, la ecuacién correlativa : be-e2=z". Comparemos estas dos ecuaciones
segtn el método de Vieta: ba - be = a2 - e2.

Dividiendo a ambos lados por a-e, setendra:b=a+e;
las longitudes a y e serdn entonces desiguales.

E. Si en lugar del area z", se toma uno mas grande, aunque siempre inferior a b2%/4, las
rectas a y e diferirin menos entre ellas que las precedentes, los puntos de divisién se
aproximan mas al punto correspondiente al producto maximo. El producto de los
segmentos aumentara, mas al contrario disminuira la diferencia entre a y e, hasta que
desaparece completamente esta diferencia para la division correspondiente al producto
maximo; en este caso no hay mas que una solucion «inica y singular», las dos cantidades
ay ellegan a ser iguales.

F. Ahora bien el método de Vieta, aplicado a las dos ecuaciones correlativas anteriores, nos
ha conducido a la igualdad b=a+e; por consiguiente, si e=a (lo que sucede para el punto
correspondiente al maximo o minimo), se tendra, en el caso propuesto, b=2a, es decir
que si se toma el punto medio de la recta b, el producto de los segmentos sera maximo.

G. Tomemos otro ejemplo : "sea dividir la recta b de tal manera que el producto del
cuadrado de uno de los segmentos por el otro sea mdximo".

Sea a uno de los segmentos: se debe tener ba?- a3 maximo. La ecuacion correlativa,
igual y semejante es be? - e3. Comparemos estas dos ecuaciones segtin el método de
Vieta: ba2 - be? = a3- e3;

dividiendo ambos lados por a-e, se obtiene: ba + be = a2 + ae +e2,

lo que da la constitucién de las ecuaciones correlativas.

Para encontrar el maximo, hacemos e=a ; se obtiene: 2ba =3a2 6 2b =3a;

y el problema esta resuelto.
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H. Sin embargo, en la practica como las divisiones por un binomio son generalmente
complicadas y demasiado penosas, es preferible, comparando las ecuaciones
correlativas, poner en evidencia las diferencias de las raices, para no tener que operar
mas que mediante una simple division por esta diferencia.

I. «Sea buscar el mdximo de b’a-a3». Segun las reglas del método que se acaba de citar, se
deberia tomar como ecuacién correlativa b2e-e3. Pero puesto que e, asi como a, es una
incégnita, nada nos impide designarla por a+e; de manera que se tendra:

b2a + b2e - a3 - e3 - 3a2e - 3e2a = b2a - a3.

Esta claro que si se suprimen los términos semejantes, todos los restantes quedan
afectados de la incognita e; los que tienen sdlo a, son los mismos a ambos lados. Asi
pues, se tiene:

b2e = e2 + 3a2%e + 3e2a,
y dividiendo todos los términos por e,
b2 = e2 + 3a2 +3ae,
lo que da la formacién de las ecuaciones correlativas en esta forma.

Para encontrar el maximo hay que igualar las raices de las dos ecuaciones, a fin de
satisfacer las reglas del primer método, del que nuestro nuevo procedimiento obtiene su
razon y su forma de operar.

Asi, pues es preciso igualar a y a+e, de donde e=0. Pero segtin la formaciéon que hemos
encontrado para las ecuaciones correlativas,

b2 = e2 + 3a2 + 3ae;

debemos, por consiguiente, suprimir en esta igualdad, todos los términos afectados de
e, como reduciéndose a 0; quedara pues b2=3a2, ecuaciéon que dara el maximo buscado
para el producto tratado.

J. Para mostrar con mayor amplitud la generalidad de este doble método, consideremos
nuevos géneros de ecuaciones correlativas, que Vieta no ha tratado y que hemos
obtenido del Libro de la Seccién determinada de Apolonio (en Pappus, Libro VII,
prop.61), cuyas condiciones limites son expresamente reconocidas como dificiles por
Pappus.

®) D | 5 F
N

«Sea la recta BDEF, sobre la cual se dan los puntos B, D, E, F. Encontrar entre los
puntos D y E un punto N, tal que la razén de los productos BNxNF y DNxNE sea
miniman».

Pongamos DE=b, DF=z, BD=d, DN=a; hay que hacer minima la razén :

dz - da+za — a?
ba — a®

La razon correlativa semejante e igual, segtin nuestro primer método es :

dz — de+ze — €?
be — €2
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Igualando los productos de los términos medios con los extremos tendremos:
dzbe - dze2 - dabe + dae? + zabe - zae? - a?be + a%e2 =
= dzba - dza? - deba + dea? + zeba - zea? - e?ba + e2a2.

Suprimiendo los términos semejantes y haciendo las transposiciones convenientes:
dzba - dzbe + dea? - dae? - zea? + zae? + a?be - e?ba = dza? - dze?2.

Dividiendo a ambos lados por a - b, (lo que sera mas facil si se ponen juntos los

términos correlativos; asi :

dzba - dzbe .. dea’ - dae’
——— =dzb, y también — =dae, etc,;
a-—e a—-e
es facil disponer los términos correlativos para obtener estas divisiones), se tendra
después de la division :

dzb + dae - zae + bae = dza + dze,

igualdad que determina la formacion de las dos ecuaciones correlativas.

Para pasar de aqui al minimo, es preciso segiin el método, hacer e=a, de donde :
dzb + da2 - za? + ba? = 2dza ;

la resolucién de esta ecuacién dara el valor de a, para el cual la razén propuesta sera
minima.

El analista no se detendra por el hecho de que esta ecuacion tenga dos raices, pues la
que se debe tomar resultara de ella misma, en cuanto se la quiera reconocer. Incluso con

ecuaciones que tengan mas de dos raices, un analista por poco sagaz que sea, podra
siempre servirse de uno u otro de nuestros métodos.

Pero esta claro, segtn el ejemplo que acabamos de tratar en altimo lugar, que el primero
de estos dos métodos sera, en general, de un empleo poco co6modo, a consecuencia de las
divisiones reiteradas por un binomio. Es necesario, por consiguiente, recurrir al segundo
método, que aunque simplemente derivado del primero, como ya he dicho,
proporcionara a los analistas habiles, una facilidad sorprendente e innumerables
abreviaciones; es mas, se aplicara con una simplicidad y una elegancia muy superiores a
la basqueda de tangentes, de centros de gravedad, de asintotas y otras cuestiones
similares.

Es, por consiguiente, que afirmo hoy y siempre, con la misma confianza que antes, que
la investigacién de maximos y minimos se reconduce a esta regla tinica y general, cuyo
feliz éxito sera siempre legitimo y no debido al azar, como algunos han pensado.

«Sea a una incégnita (ver pagina ..., linea ... hasta la altima linea [del «Methodus»]) ..., su
primera expresion».

Si todavia hay alguien que considera este método como debido a un feliz azar, puede
intentar encontrar uno similar.

En cuanto a los que no lo aprueban, les propongo resolver este problema:

«Siendo dados tres puntos, encontrar un cuarto punto tal que la suma de sus distancias a
los tres puntos dados sea minima».
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Al intentar investigar el origen de los métodos de Maximos y Minimos, el propio testimonio
de Fermat establece, al comienzo de la Investigaciéon Analitica (véase parrafo A), que las
fuentes del método, son la Teoria de Ecuaciones del Arte Analitica de Vieta, aplicada a
resolver los problemas de «condiciones limites», es decir, los antiguos problemas griegos de
Diorismos. A su vez la principal fuente para éstos, seria el Libro VII de La Coleccion
Matematica de Pappus, de manera que, en Ultima instancia historica, los pilares sobre los
que se basaria el método, serian la observacion de Pappus en la Proposicion 61 del Libro
VIl acerca de que los extremos son «unicos y singulares» y el instrumento algebraico de la
Syncrisis de Vieta.

Fermat sabia que en la Matematica griega los problemas de extremos estaban
esencialmente vinculados a los Diorismos. Los Diorismos eran condiciones limites
subsidiarias, que debian afadirse al enunciado de un problema para garantizar su
resolubilidad en términos generales. El ejemplo mas simple es el de la Proposicion 1.22 de
Los Elementos de Euclides, donde se requiere para construir un triangulo con tres lineas,
que la suma de dos de ellas sea mayor que la tercera. Sin embargo, el ejemplo mas
influyente sobre los problemas de extremos es el de la Proposicion VI.27, de Los Elementos
de Euclides, que reza :

«Entre todos los paralelogramos aplicados sobre la misma recta y deficientes de

paralelogramos semejantes al construido sobre la mitad de esta recta, y

semejantemente dispuestos, el mayor es el aplicado a la mitad de la recta y semejante
a su defecto.»

G (o4 La proposicion establece

que de todos los
\ \ paralelogramos AKZE que
E Z F se obtienen al variar Z

sobre GB, el mayor se
obtiene tomando para el
lado de la base el segmento
AH, mitad de AB, es decir
tomando Z como G.

A H K B

En particular, al tomar ABCD un rectangulo, la proposicion resuelve el problema de «dividir
un segmento AB en dos, de manera que el area del rectangulo que determinan sea
maéxima». Este es precisamente el problema que resuelve Fermat en el Methodus y el
primero  que resuelve en la
D G ¢ Investigacion Analitica. El Diorismo
resulta de que, como consecuencia de
Z F esta proposicién, sobre el problema
«dividir una linea AB en dos
segmentos, tal que su producto sea una
cantidad dada», se debe imponer para
su resolubilidad la condicion limite de
que este producto sea menor o igual
A H K B que el érga del cu’adrado construido
sobre la mitad de la linea AB.

Euclides realiza la demostracién como es habitual en la Geometria griega en el farragoso
lenguaje del Algebra Geométrica. Con Algebra Simbdlica la conclusion es muy elemental:

Sea AB=b=x+y;

siendo (x—y)?> 0, resulta:

b? = (x+y)? = (x—y)? + 4xy > 4xy, de donde:
xy < (b/2)?.
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LAS FUENTES HISTORICAS DE LOS METODOS DE FERMAT SOBRE
MAXIMOS Y MINIMOS Y TANGENTES.
LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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1. Portada de la edicién de Oliver Byrne (1847) de Los Elementos de Euclides : The first six books of the Elements
of Euclid, in which coloured diagrams and symbols are used instead of letters for the greater ease of learners.
Colbeck collection (Library of the University of British Columbia).

En esta edicién hay un despliegue inusitado de preciosas ilustraciones en color que son magnificos diagramas
descriptivos de las construcciones de Euclides, de modo que, como escribe Byrne, en su larga introduccién
explicativa, la verdad se pone de manifiesto con la «demostracion ocular», en la que juega un papel
fundamental no sélo la forma sino sobre todo el color.

2. LaProposicién V1.27 de Los Elementos de Euclides en la edicién de Oliver Byrne.

Segtn el propio testimonio de Fermat al comienzo de la Investigacion Analitica (TH.OF.IIL.131) las fuentes de su
método de maximos y minimos son la Teoria de Ecuaciones del Arte Analitica de Vieta, aplicada a resolver los
problemas de «condiciones limites», es decir, los antiguos problemas griegos de Diorismos:
«Estudiando el método de la “Syncrisis” y de la "Anastrophe” de Vieta, e intentando cuidadosamente aplicarlo
a la biisqueda de las «ecuaciones correlativas», se me ocurrié la derivacién de un procedimiento para
encontrar mdximos y minimos y para resolver asi fiacilmente todas las dificultades relativas a las «condiciones
limites», que tanta confusion han provocado a los gedmetras antiguos y modernos.»
Fermat reconoce que en la Matemadtica griega los problemas de maximos y minimos se vinculaban a los Diorismos,
término con el que se calificaban ciertas «condiciones limites» subsidiarias, que debian anadirse de forma
complementaria al enunciado de un problema, generalmente de construccién, para garantizar su solucién en
términos generales.
Entre todos los ejemplos de Diorismos, quiza uno de los mas significativos es el que se deduce de la Proposicién
VI1.27, de Los Elementos de Euclides
«Entre todos los paralelogramos aplicados sobre la misma recta y deficientes de paralelogramos semejantes al
construido sobre la mitad de esta recta, y semejantemente dispuestos, el mayor es el aplicado a la mitad de la
recta y semejante a su defecto.»

que, en particular, da solucién al problema:
«Dividir un segmento AB en dos, de manera que el drea del rectingulo que determinan sea mdaxima».

Esta es justamente la cuestion que resuelve Fermat en el Methodus y la primera que plantea en la Investigacion
Analitica. El Diorismo resulta de que debido a esta proposicion, en el problema «dividir una linea AB en dos
segmentos, tal que su producto sea una cantidad dada», se debe imponer para su resolubilidad la condicién limite de
que este producto sea menor o igual que el area del cuadrado construido sobre la mitad de la linea AB.

Asi pues la Proposiciéon VI.27, de Los Elementos de Euclides es el ejemplo euclideo mas influyente
sobre los problemas de maximos y minimos de Fermat.
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La Proposicion VI.27 de Los Elementos de Euclides en la edicién de R.Camorano (Sevilla,
1576). Se trata de la primera edicién en idioma castellano de la obra euclidea. El manuscrito
original de Camorano se conserva en la Biblioteca Nacional de Madrid y pertenecié al politico
catalan Pi i Margall, presidente de la primera Reptblica Espafiola.
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El Libro VII de La Coleccion Matematica de Pappus, fue un gran foco de interés para
Fermat, y el Arte Analitica de Vieta, constituyéo un buen instrumento para centrar este
interés, porque permitia traducir al nuevo lenguaje del Analisis Algebraico las construcciones
que habian sido el Tesoro del Analisis antiguo. En concreto la Proposicion 61 del Libro VII,
pudo haber despertado en Fermat la idea matriz de sus métodos de Maximos y Minimos.
Veamos el enunciado de la Proposicion de Pappus :

«Dadas tres rectas AB, BT, TA, si se hace que el cuadrado de la recta BE sea al
cuadrado de la recta EI', como el rectangulo determinado por las rectas AB, BA, es al
rectangulo determinado por las rectas AI', T'A, la razén singular y minima es la del
rectangulo determinado por las rectas AE, EA, al rectangulo determinado por las rectas
BE, EA.»

A B r A

La proposicion de Pappus establece que si E es un punto del segmento BI', que cumple:
BE®> AB-BA
Er? AIr-TA

entonces la razén singular y minima para la expresion :

AF -FA
BF -FI

siendo F un punto del segmento BT, viene determinada por el punto E.

Este problema procede de la obra perdida de Apolonio Sobre la Seccion determinada y la
demostracion de Pappus es un buen ejemplo del Analisis Geométrico de los antiguos.

En la Investigacion Analitica (ver parrafo J), Fermat reinterpreta el Problema de Pappus, y
da la solucién analitica, utilizando la Syncrisis de Vieta, resolviendo brillantemente la
cuestion, coronando con ello la memoria, lo que permite conjeturar que pudo idear el método
de Maximos y Minimos, en el intento de resolver el problema. También en la memoria M.2.,
Fermat trata y resuelve el problema, mediante la técnica del Methodus. Previamente, Fermat
comenta (TH.OF.III.127):

«Para establecer la certeza de este método, tomaré un ejemplo del libro de Apolonio
Sobre la seccion determinada [...]. En este sitio, Pappus la llama una razén minima
"monachos y elachistos” (singular y minima), porque si se plantea una cuestion sobre
magnitudes dadas y que sea cumplida en general por dos puntos, para los valores
maximo o minimo, no habré mas que un punto que la cumpla. Es por esto que Pappus
la llama "minima y singular’ (es decir tnica) a la mas pequefia razon de todas las que
pueden ser consideradas en la cuestion. Commandino duda en este lugar de la
significacién del término "monachos” que emplea Pappus, porque ignora la verdad de
lo que acabo de explicar.»

Vemos en los diversos pasajes, como Fermat hace referencia a ciertas palabras y frases de
Pappus que cree que son esenciales, algunas de las cuales no habian sido entendidas por
el propio traductor de Pappus, Commandino, debido a que carecia de los libros de Apolonio
en que se basaba la Proposicion VII.61, de Pappus. Fermat interpreta epitagma como
condicion en el mismo sentido que Diorismo, monachos como unica y singular, elachistos
como el menor. La interpretacién de Fermat se basaria en sus dotes de linglista, pero es
posible que el sentido de las frases empezara a ser comprendido por él, después de haber
atacado el problema algebraicamente.
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LAS FUENTES HISTORICAS DE LOS METODOS DE FERMAT SOBRE
MAXIMOS Y MINIMOS Y TANGENTES.
LA COLECCION MATEMATICA DE PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pagina de La Coleccién Matemdtica de Pappus (en un manuscrito del siglo X de la coleccion vaticana, Vat. gr. 218
fols. 39 verso-40 recto, math08a NS.05), arquetipo de las copias posteriores realizadas a partir del siglo XVI.

La Coleccion Matemdtica de Pappus es un manantial bibliografico esencial para el estudio de la Historia de la
Geometria griega porque describe una multitud de trabajos matematicos perdidos (de Euclides, Arquimedes,
Apolonio, Aristeo y Eratostenes) sobre Geometria superior, ( no incluidos por tanto en Los Elementos de Euclides)
que constituyen lo que se llama Tesoro del Andlisis. Ademas, Pappus nos relata las vias que seguia la investigacion
geométrica, oculta en los grandes tratados clasicos debido a su estilo sintético, es decir, lo que los antiguos
gedmetras entienden por Anilisis y Sintesis. Aparte de su valor compilador de 1a Geometria griega superior, la obra
tiene un gran valor didactico por la multitud de lemas introducidos para hacer inteligibles muchos teoremas.
Ademas Pappus aporta muchos resultados originales de su propia cosecha.

La obra de Pappus fue una importante fuente de admiracién de Fermat y sobre todo de fundamento de sus trabajos
matematicos, de indudable influencia sobre la gestacién de la Geometria Analitica de La Introduccion a los Lugares
Planos y Solidos y de sus métodos de maximos y minimos.

En concreto la observacion de Pappus en la Proposicion 61 del Libro VII de La Coleccién Matemdtica acerca de que
los extremos son «iinicos y singulares» pudo ser una de las fuentes de inspiracion mas importantes de sus métodos
de Maximos y Minimos.

En la Investigacion Analitica, como muestra de la potencia de sus métodos, Fermat da una solucién analitica a la
Proposicion VIL.61 de Pappus, vincula los problemas de maximos y minimos con las «condiciones limite» -los
Diorismos de Pappus- y alude a su caracter «inico y singular» con estas palabras:

«[...]. Los mdximos y minimos son, en efecto, «iinicos y singulares», como lo ha dicho Pappus y como lo sabian
ya los antiguos [...]» (TH.OF.II1.131).

«[...]. Las condiciones limite [que aparecen en este problema] son expresamente reconocidas como dificiles por
Pappus (TH.OF.I11.134).

También en la memoria Ad eamdem methodum (TH.OF.I11.127), Fermat habia escrito:

«[...]. Si se plantea una cuestion sobre magnitudes dadas y que sea cumplida en general por dos puntos, para los
valores mdaximo o minimo, no habrd mds que un punto que la cumpla. Es por esto que Pappus la llama "minima
y singular” (es decir iinica) a la mds pequeiia razon de todas las que pueden ser consideradas en la cuestién.»

Asi pues, los testimonios de Fermat avalan la conjetura sobre el origen de sus métodos de maximos y minimos en el
Problema de Pappus de la Proposicién 61 del Libro VII de La Coleccién Matemdtica. Este problema tiene una
importancia histérica decisiva, no sélo porque en el intento de resolverlo Fermat haya gestado sus métodos de
maximos y minimos, sino también porque la aplicabilidad del método a las proporciones puede haber abierto el
camino a los métodos de Fermat para el trazado de las tangentes a las lineas curvas.
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LAS FUENTES HISTORICAS DE LOS METODOS DE FERMAT SOBRE
MAXIMOS Y MINIMOS Y TANGENTES.
LAS CONICAS DE APOLONIO DE PERGA

Paginas de Las Cénicas de Apolonio, quiza el mas elegante de todos los manuscritos matematicos griegos de la
coleccion vaticana. Data de 1536 (Vat. gr. 205 pp. 78-79 math07a NS.03 ). Se exhiben, con excelentes figuras, las
Proposiciones 2-4 del Libro III sobre la igualdad de areas de triangulos y cuadrilateros formados por tangentes
y diametros de las cénicas, y por tangentes y lineas paralelas a las tangentes.

Las Cénicas de Apolonio contienen muchos aspectos que anticipan elementos de la Geometria Analitica de
Fermat de La Introduccién a los Lugares Planos y Sélidos. Empezando con su construccion a través de un tnico
cono, Apolonio acuiia con significado los nombres de Elipse, Paribola e Hipérbola -procedentes del lenguaje
pitagérico de la Aplicacién de las Areas- como definicion de las cénicas mediante relaciones de areas y
longitudes expresadas en forma de proporcion que daban retéricamente la propiedad caracteristica de la curva
-el symptoma de la curva-, que en el devenir histérico se convertiria, para Fermat, en la propiedad especifica de
la curva. Como Descartes y Fermat, Apolonio considera ciertas «lineas de referencia» -diametros conjugados o
diametro-tangente-), que jugando un papel de «coordenadas», asocia a la curva dada, de modo que mediante
Algebra retorica son expresadas en funcién de esas lineas las propiedades geométricas de la curva
equivalentes a su definicién como lugares geométricos.

Fermat habia estudiado en profundidad Las Cénicas de Apolonio, en cuyo Libro V se estudian de forma
Feométrica las rectas que dan la distancia maxima y minima de un punto a los puntos de una cénica, es decir,
as rectas normales a una cdnica que pasan por un punto dado. También conocia a la perfeccién otros libros del
eximio gedmetra griego. Fermat contribuyé incluso a la reconstruccién de los dos libros de Lugares Planos de
Apolonio. Todo esto situé a Fermat en posicién privilegiada para poder entender el Problema de Pappus de la
Proposicion 61 del Libro VII de La Coleccion Matemdtica -cuyo origen Fermat sittia en el libro de Apolonio
Sobre la seccién determinada- que encendié en Fermat una llama de inspiracion sobre los temas de maximos y
minimos y tangentes. Por eso Fermat escribe en la memoria Ad eamdem methodum (TH.OF.II1.127):

«Para establecer la certeza de este método, tomaré un ejemplo del libro de Apolonio Sobre la seccion
determinada [...].
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LAS FUENTES HISTORICAS DE LOS METODOS DE FERMAT SOBRE
MAXIMOS Y MINIMOS Y TANGENTES.
LA ARITMETICA DE DIOFANTO DE ALEJANDRIA
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Pagina de un manuscrito griego del siglo XVI de La Aritmética de Diofanto. Biblioteca del Real Monasterio
de El Escorial.

Diofanto es el responsable de los primeros escarceos del Algebra simbélica -el Algebra sincopada-. A base
de adoptar ciertas letras o expresiones como abreviaturas para las cantidades indeterminadas y sus potencias
y para las operaciones mas habituales, Diofanto fragua un incipiente simbolismo antecedente de la notaciéon
algebraica que en su evolucion a lo largo de los siglos culminara con la simplificacién notacional que
acufian Vieta, Fermat y Descartes, y que se convertira en el alfabeto de la Matematica.

En la obra de Diofanto, que representa la primera aritmetizacion de la Matematica, la clasica solucién grafico-
geométrica de las ecuaciones del Algebra Geométrica clasica euclidea , es sustituida por los antiguos métodos
aritméticos de los babilonios, como consecuencia de que los simbolos que utiliza ya no son pensados como
segmentos de linea, sino que realmente son niimeros. Por esta razon Diofanto va mas alla de las ecuaciones
ctibicas y considera potencias de la incégnita hasta la sexta, a la que llama cubo-cubo.

Diofanto es un pionero en el camino que sembrado durante 1300 afios por los arabes y los matematicos del
Renacimiento italianos, transforma la logistica numerosa -que opera con niimeros- en otra que opera con
todo tipo de especies -la logistica speciosa de Vieta- que generalizara los métodos mediante el calculo literal
hacia la doctrina algebraica como uno de los cimientos de la Matematica al convertirse en su propio lenguaje.

La lectura de La Aritmética de Diofanto fue una importante fuente de inspiracion no sélo de los desarrollos
de Fermat sobre Teoria de Numeros, sino también de sus métodos de maximos y minimos, tangentes y
cuadraturas. De hecho, Fermat se remite, una y otra vez, a Diofanto, como reconocida autoridad clasica para
dar cobertura conceptual a los fundamentos de sus métodos de «adigualdad», concepto que es introducido a
base de adaptar un procedimiento de aproximaciéon a un cierto niimero racional tan cercana como fuera
posible, usado por Diofanto en el ambito de los problemas de La Aritmética, es decir, de encontrar soluciones
racionales de ecuaciones indeterminadas.
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Por otra parte, Fermat conocia profundamente las Cdnicas de Apolonio, en particular el
Libro V, donde se trazan problemas relacionados con extremos. En efecto al comienzo del
Libro V Apolonio manifiesta:

«En este quinto libro expongo las proposiciones referentes a las rectas maximas y
minimas, [...].

He puesto ademas especial cuidado en separar y especificar las proposiciones que
atanen a las rectas minimas segun sus géneros, y las he relacionado con las que se
refieren a la teoria de las rectas maximas, [...].»

Es decir Apolonio traza las rectas que dan la distancia maxima y minima de un punto a los
puntos de una coénica, o sea las rectas normales a una conica que pasan por un punto dado.

Pero en este terreno, el punto débil del método de los antiguos, era el mismo que el del
meétodo de exhaucién en relaciéon a las cuadraturas. Se trataba de métodos de demostracion
no de descubrimiento, no eran métodos generales ni heuristicos, precisaban conocer
previamente la solucion del problema, aplicandose entonces a obtener una demostracion
rigurosa de la correccion de la misma. Era por tanto necesario obtener otros métodos que
ademas de ser mas generales, garantizaran no solo la rigurosa correccion de las soluciones
sino el descubrimiento de las propias soluciones.

El Analisis Geométrico de los antiguos habia sido el principal instrumento de investigacion
geomeétrica, pero el estilo sintético de exposicion de la Geometria griega en los grandes
tratados (Los Elementos de Euclides, Las Conicas de Apolonio, etc., ocultaba a los
estudiosos la forma en que los gedmetras habian descubierto sus teoremas. La excepcion
fue Pappus, de ahi la atraccion que ejercié sobre la posteridad. Tras los excelentes trabajos
de recuperacién de las obras antiguas perdidas, en particular las mencionadas por Pappus
en el Tesoro del Analisis del Libro VIl de La Coleccién Matematica, Vieta y su escuela de los
Analistas, recogen la tradicion del Analisis Geométrico de los antiguos y se aplican en
traducirlo en el nuevo lenguaje algoritmico del Algebra promocionando la capacidad
heuristica del Analisis, destilando lo que podriamos llamar un Analisis Algebraico. Pero el
Algebra que aplican estda mucho mas elaborada que la de los Cosistas italianos, porque ha
pasado de lo sincopado a lo simbdlico. Como consecuencia de la reformulacién de Vieta, el
Arte de la Cosa de los algebristas italianos se habia convertido en la Doctrina de las
Ecuaciones del Arte Analitica y todo lo que los antepasados habian realizado en Geometria,
ahora podia codificarse en la Teoria Algebraica de Ecuaciones. El simbolismo literal de
Vieta, permitia tratar los datos de un problema como parametros, y por tanto tratar de forma
general el problema. El manejo de parametros incita a la busqueda de la relacion entre las
raices de una ecuacion y sus parametros coeficientes —Syncrisis—, o el estudio de la relacion
entre las raices de ecuaciones que contienen los mismos términos pero con diferentes
signos, que conduce a la reduccién del grado de la ecuacién —Anastrophe—.

La palabra Syncrisis que aparece en el capitulo XVI de De Recognitione aequationum de la
Opera Mathematica de Vieta, es un neologismo latino inventado por Vieta para designar la
palabra griega significando composiciéon, combinacién o comparaciéon. EI método de
Syncrisis consiste en combinar ecuaciones semejantes (correlativas las llama Fermat en la
Investigacion Analitica) para obtener expresiones para los coeficientes de una ecuacion en
funcion de las raices. Vieta lo explica con gran verbosidad y agotando la casuistica,
actuaciones propias de jurista. Su lenguaje confuso y oscuro es clarificado por la notacion
simbolica de Fermat y Descartes. Con ella y sin disfrazar la sustancia del método de Vieta
ilustraremos la Syncrisis con el ejemplo mas sencillo, la ecuacién de segundo grado:

bx-x*=c.

La ecuacion bx — x* = ¢ es la primera de un par de ecuaciones correlativas. Si x es una de
las raices de la ecuacion, sea y la segunda raiz. La segunda ecuacion correlativa es :

by —y*=c.
Para llevar a término la Syncrisis, Vieta iguala los términos izquierdos de ambas
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expresiones:
bx — x? = by — y?.
Operando se obtiene :
b(x-y) = x* - y*,
de donde se halla:
b=x+y, c=xy.

es decir para la ecuacion cuadratica el coeficiente del término de primer grado es igual a la
suma de las raices y el término independiente igual a su producto.

Considerando tantas ecuaciones correlativas como raices tenga una ecuacién se puede
extender el método de la Syncrisis a ecuaciones de orden superior, generando las llamadas
funciones simétricas de las raices y el llamado Teorema de Cardano—Vieta. La Syncrisis
descansaba légicamente en la asuncion que en seguida se hizo esencial, de que toda
ecuacién de grado mayor que uno tenia mas de una solucion.

A través de sus contactos en Bourdeaux con la Escuela de los Analistas, discipulos de
Vieta, Fermat se proveyd de su simbolismo algebraico —al que permanecio fiel durante toda
su produccion, utilizando las letras vocales para designar las incégnitas y las consonantes
para los pardmetros— y sobre todo del Analisis Geométrico de los antiguos, convertido en
Analisis Algebraico por accion del Algebra Simbdlica.

En resumen los problemas de Diorismos, las observaciones de Pappus y el método de la
Syncrisis, son las raices basicas de los métodos de Maximos y Minimos de Fermat. Estos
elementos de Analisis Geométrico y Doctrina de las Ecuaciones, debieron transformarse
gradualmente en la mente de Fermat en la Geometria Analitica de la Introduccién a los
lugares planos y sélidos (TH.OF.111.85-96), una potente heuristica geométrica y un poderoso
instrumento de investigacion, mediante los que Fermat pudo resolver de forma sorprendente
y brillante, antiguos y nuevos problemas, en particular numerosos problemas de maximos y
minimos y tangentes.

La presunta o real vinculacion entre el Methodus y la Investigacién Analitica, es de capital
importancia en el estudio histérico de los intentos de Fermat de fundamentar sus métodos
de Maximos y Minimos.

Fermat anuncia sus métodos de Maximos y Minimos a Roberval y E.Pascal en la carta IX de
23 de Agosto de 1636 (TH.OF.11.56) :

«[...]. He encontrado muchas otras proposiciones geométricas, como la restitucion de
todas las proposiciones de Los Lugares Planos [de Apolonio] y otras; pero a lo que doy
mas importancia es un meétodo para determinar todo tipo de problemas planos o
solidos, por medio del cual encuentro los maximos y los minimos, y ello mediante una
ecuacion tan simple y sencilla como las del Analisis ordinario. [...].

Hay infinidad de cuestiones que yo nunca habria podido resolver sin ello, como las
dos siguientes que podéis intentar si queréis : [...].»

Fermat, a continuacion, propone los dos problemas del cono y del cilindro de superficie total
maxima inscritos en una esfera dada.

Esta era la forma habitual de Fermat de comunicar sus descubrimientos, en forma de
problemas que proponia. Cuando la presion de los matematicos de Paris le fuerza a hacer
publicas las investigaciones que le permitian obtener tan brillantes soluciones a los
problemas de extremos, Fermat difunde el Methodus. Pero su deseo de revelar a los
circulos matematicos tan poco como fuera posible acerca de sus investigaciones sobre
extremos, explica la forma vaga e imprecisa en que lo redacta. La falta de claridad por parte
de Fermat en el Methodus, fue probablemente deliberada, en el sentido de que lo que
pretenderia seria establecer un algoritmo, un procedimiento mecanico, privado de toda
justificacion y fundamentacion tedrica.

139



La vaguedad y el laconismo de que Fermat hace gala en el Methodus, abona las
sistematicas interpretaciones de su método en términos de Calculo Diferencial o método de
limites, que manifiestan que en el Methodus subyace el calculo de una derivada que se
iguala a cero. Realmente es una verdadera tentacién reproducir el desarrollo de Fermat
poniendo a=x, y la cantidad a maximizar o minimizar f(x). La regla nos daria:

4y5: f(x+e)zf(x) & f(x+e)-f(x)z0,

f(x+e) _f(x) o f(x+e)—f(x):
e e e B

7y8 {f(x+e)} :{m} o [f(x+e)—f(x)} 0.
€ e=0 € le=0 € e=0

Interpretando el desarrollo de Fermat en términos actuales, diriamos que el valor x que hace
tomar a f(x) un valor extremo, debe ser solucién de la ecuacion:

f'(x) = Lim [M} =0

e—0 e

°
I

0 ’

Bajo esta interpretacion Fermat se habria anticipado a la expresién de la derivada
, f(x +e)—f(x
i = im | =10 g

e—0 e

introducida por Cauchy en 1820, y esto avalaria las opiniones acerca de Fermat como
verdadero descubridor del Calculo Diferencial, que mantuvieron Lagrange, Laplace y Fourier
y otros matematicos franceses.

Un estudio exhaustivo de la Investigaciéon Analitica nos mostrara la falta de base de esta
anacronica interpretacién del método de Fermat. Veremos que el Methodus de Fermat no se
basa en ningun concepto infinitesimal, sino en conceptos algebraicos puramente finitos,
derivados de la Teoria de Ecuaciones de Vieta.

El Methodus atrajo, precisamente por su falta de claridad, una ardiente atencion por parte de
la comunidad matematica del momento, entre 1636 y 1638. E.Pascal, Roverbal, Mydorgue,
Hardy, Desargues, manifestaron su opinién sobre el Methodus, pero fue Descartes quien se
proyecté decisivamente sobre él, a propésito de su aplicacion a la determinacion de
tangentes, entrando en una agria polémica con Fermat que tuvo la feliz virtualidad de ir
obligando a éste, progresivamente con mas intensidad, a buscar la prueba de validez de su
metodo —mas que a buscarla, que ya la poseia de sus investigaciones los afios 1626-29, a
divulgarla—, de modo que a medida que va proporcionando la justificacion del algoritmo, va
revisando los fundamentos de su método, a la luz de los nuevos horizontes que le abre su
propio desarrollo de la Geometria Analitica —La Introduccién a los lugares planos y sélidos—
y la lectura de La Geometria de Descartes. Estos esfuerzos de Fermat darian como fruto la
Investigacién Analitica, memoria que, aunque cronolégicamente posterior al Methodus,
registraria la forma original mas temprana del método de Maximos y Minimos. Un analisis
exhaustivo de la controversia entre Fermat y Descartes, permite justificar plenamente estas
afirmaciones, en el sentido de que la Investigacién Analitica habria sido escrita para mitigar
la acusacion de Descartes de que el Methodus carecia de todo fundamento y sus
aplicaciones serian un resultado feliz de un claro error.

A continuacion vamos a realizar un seguimiento de la Investigaciéon Analitica, analizando
parrafo a parrafo su contenido, para defender la tesis de que esta memoria encierra los
fundamentos tedricos originales del Methodus.

En la Investigacion Analitica, como en todas sus memorias, Fermat utiliza las consonantes
para indicar los datos —que actuan como parametros—, y emplea las dos primeras vocales
a,e, para denotar las incognitas que nosotros, siguiendo a Descartes, designamos mediante
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x,y. Por otra parte, y afectando a la notacion, tanto Fermat como Vieta, respetan la ley de la
homogeneidad en las dimensiones, ya que nunca desvinculan el Algebra de la Geometria,
de modo que las variaciones de los términos de una ecuacion estan siempre limitados por
su significado geométrico. Por idéntica razén nunca consideran raices negativas ni nulas,
toda vez que son casi siempre geométricamente insignificantes (sin significado).

Para la resolucién analitica de la proposicion de Pappus (véase parrafo J), Fermat traduce el
problema a simbolos algebraicos, lo que le conduce a una ecuacién cuadratica. Una tal
ecuacion tendra dos raices, que corresponderan geométricamente a los dos puntos que
satisfacen las condiciones del problema. Pero segun la observacion de Pappus, hay sélo
una razon minima, unica y singular, por tanto habra un unico punto—seccion, en que la linea
puede ser dividida proporcionando una razéon minima. En consecuencia la ecuacion
cuadratica que expresa la condicion de minimo debe tener una unica raiz. Estas intuiciones
le llevan a Fermat a plantearse dos cuestiones fundamentales:

a) ¢Como puede uno manipular una ecuacion para que tenga una Unica raiz?

b) Puesto que una ecuaciéon cuadratica tiene dos raices, ¢ Qué sucede con la segunda raiz
en el caso de maximo o minimo?

Esta segunda cuestion atrajo primeramente su atencion. Veamoslo con el mas simple
problema de extremo:

«Dividir la recta b en dos segmentos, de manera que el producto de ellos sea
maximoy,

problema equivalente, salvo un factor constante, segun vimos, al famoso diorismo de
Euclides de la Proposicion VI.27 de Los Elementos.

El problema de dividir una linea b en dos segmentos, tal que su producto sea una cantidad
dada c, se traduce algebraicamente en la ecuacion cuadratica: bx — x>=c.

Geomeétricamente este problema de seccidon requiere un diorismo, toda vez el producto
x:(b—x) no puede ser arbitrariamente grande. Este diorismo arrastra un maximo, ya que
Fermat conocia de Euclides,VI.27.,que el producto de los segmentos no puede ser mayor
que b%4 vy el valor maximo se obtiene para x=b/2 (véase parrafo B).

Pero siendo el problema de naturaleza cuadratica, deberia tener otra solucién cuyo
comportamiento. Fermat se dispone a investigar.

Para ello vuelve al problema general, en el parrafo C:

«Pero si uno se propone dividir la misma recta b de manera que el producto de
segmentos sea igual a z" (este drea se debe suponer siempre més pequefio que b/4),
se tendran dos puntos satisfaciendo la cuestion, que se encontraran situados a uno y
otro lado del punto correspondiente al producto maximo.»
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Aplicando el método de Syncrisis de Vieta, Fermat determina (véase el parrafo D), la
relacion entre las raices a,e, de la ecuacion obteniendo que su suma es siempre b, con
independencia del valor de c, es decir : b=a+e, siendo a,e, desiguales .

Fermat estudia, a continuacion, la diferencia entre las raices a,e, cuando ¢ toma un valor
mas proximo al valor maximo, en orden a investigar lo que sucede con la segunda raiz en el
valor maximo (parrafo E):

«Si en lugar del area z", se toma uno mas grande, aunque siempre inferior a b%4, las
rectas ay e diferiran menos entre ellas que las precedentes, los puntos de division se
aproximan mas al punto correspondiente al producto maximo. El producto de los
segmentos aumentara, mas al contrario disminuira la diferencia entre ay e, hasta que
desaparece completamente esta diferencia para la division correspondiente al
producto maximo,; en este caso no hay mas que una solucion tnica y singular, las dos
cantidades ay e llegan a se iguales.»

Este pasaje podria dar base, en una lectura superficial y con anacrénica visiéon
modernizadora, a ciertas interpretaciones del pensamiento de Fermat, en términos
infinitesimales de limites. Fermat parece decir que cuando ¢ se aproxima al valor maximo,
las dos raices se aproximan entre ellas de modo que su diferencia se aproxima a cero. A
pesar de la analogia del pasaje con la aproximacién a un limite de los desarrollos modernos,
las diferencias son considerables, porque Fermat no llega a manifestar que la diferencia
entre las dos raices se aproxima a cero, sino que asevera que en el maximo la diferencia es
cero:

[...] desaparece completamente esta diferencia[...] .

Es importante sefalar que para Fermat el verbo latino que utiliza «evanescere», no tiene
otra especial significacién que la de desaparecer. S6lo con Newton ese verbo alcanzara una
nueva y especial significacion matematica en el sentido de aproximarse a un limite cuando
hablas de «razones ultimas de cantidades evanescentes».

Ademas, en este pasaje, Fermat intenta descubrir que sucede con la otra raiz, cuando para
el valor maximo la ecuacion parece tener una unica raiz. Mediante un seguimiento
geomeétrico de las dos raices cuando ¢ se aproxima al valor maximo, Fermat encuentra que
la otra raiz no ha desaparecido, sino que es igual a la raiz principal. Es decir, la situacion
geomeétrica clarifica lo que Fermat no puede esclarecer de la ecuaciéon misma. Incluso para
el valor maximo de c, la ecuacién: bx—x?=c, tiene dos soluciones, pero parecen ser una
sola, porque ambas son iguales. Geométricamente los dos segmentos determinados por
esas soluciones tienen la misma longitud, y por tanto los extremos de ambos segmentos
coinciden en el punto medio de la linea. Esta intuicion geométrica es confirmada por el
resultado de la Syncrisis. Ya que la suma de segmentos o raices es igual a b, en el caso de
maximo, al ser las dos raices iguales, cada raiz es igual a b/2 (véase parrafo F). Vemos
pues, que los fundamentos del método de Maximos y Minimos de Fermat descansan en el
estudio de las raices de ecuaciones, es decir en el dominio finitista de la Teoria de
Ecuaciones y no en ningun tipo de consideracion infinitesimal sobre limites.

Sin embargo, en el desarrollo anterior subyace una aparente irregularidad, que es preciso
soslayar. Despues de dividir por a—e, Fermat toma a=e, ¢Ha dividido por cero?. Para salvar
el algoritmo del Methodus que Fermat deriva de su método original, se cuenta con la
sofisticada teoria de limites de Cauchy. La génesis del método en la mente de Fermat
explica que este problema, que podria llevar a un paralogismo, no le inquietara. EI método
descrito en la Investigacion Analitica se basaria en una falsa asuncién (una especie de regla
de la falsa posicion utilizada metamatematicamente) y en la completa generalidad de la
Teoria de Ecuaciones de Vieta. En efecto, en orden a aplicar el método de Syncrisis en el
caso de maximo o minimo, Fermat asume falsamente —aunque intencionalmente— que la
ecuacion tiene al menos dos raices diferentes. La falsa asuncién tendria su base en el
hecho de que las relaciones descubiertas por Syncrisis son completamente generales y son
validas para todos los valores particulares de los parametros de la ecuacion. Es decir, en la
ecuacién: bx—x?=c, las relaciones: b=x+y, c=xy, son ciertas cualesquiera que sean los
valores particulares de b y c. En el caso en que c sea el valor maximo de la expresién bx—
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x?, Fermat sabe que la relacién b=x+y, es cierta todavia, a pesar de que x=y, o x—y=0. Por
tanto en su pensamiento Fermat no considera que tenga lugar ninguna divisién por cero. La
division por x—y pertenece al examen general de la ecuacién, mientras que el poner x=y,
pertenece a la consideracién de un caso particular.

Prosigue la Investigacion Analitica resolviendo el problema:

«Dividir la recta b en dos segmentos de manera que el producto del cuadrado de uno
de ellos por el otro sea maximoy,

ejemplo que no es tomado al azar, sino que procede de un diorismo aplicado por
Arquimedes en su obra Sobre la Esfera y el Cilindro, y que conduce a determinar el maximo
de bx?’-x%. Aplicando paso a paso la Syncrisis de Vieta, Fermat obtiene (véase parrafo G)
2bx=3x2, y de aqui 2b=3x, de donde la solucién, x=2b/3.

Vemos como en este problema, Fermat pasa directamente de la ecuacién: 2bx=3x> al
resultado: 2b=3x, descartando la solucién x=o0. Para Fermat esta solucién es claramente
extrafa, ya que no conduce a ningun solido de los que han de ser construidos. Fermat no
comenta que x=0 proporciona el valor minimo de la expresion —se entiende minimo local-.
Andlogamente en el problema siguiente (véase parrafo 1), donde se resuelve el maximo de
b’x—x , Fermat llega a la ecuacion final: b=3x*, diciendo simplemente que dara el sélido
maximo buscado. Este se obtiene tomando la raiz positiva de la ecuacion: b=3x>
Nuevamente Fermat ignora que la raiz negativa proporciona un minimo local. Un valor
negativo o nulo para x no tiene significado geométrico. No obstante, la ecuacion final para la
razon minima en el problema de Pappus (véase parrafo J) :

dzb + da® — za? + ba? = 2dza
fuerza a Fermat a considerar la cuestion de las dos soluciones:

«El analista no se detendra por el hecho de que esta ecuacion tenga dos raices, pues
la que se debe tomar resultara de ella misma, [...].»

Fermat siempre obvia la cuestion, porque en los casos que trata, la geometria de la
situacién determina la eleccion de la raiz. Pero un analisis general de su método descubre
ciertas ambigliedades. Se observa que Fermat no maneja verdaderas condiciones
suficientes de extremos ni alcanza a ver la distincidon entre extremos locales y absolutos.
Ademas, su método viene a decir que si M es un valor extremo de f(x), la ecuacion f(x)-M=0
tiene una raiz doble, es decir de la forma (x—a)’g(x)=0, siendo a el valor de x que da el
extremo y g(a) distinto de cero, pero si f(x) tiene varios extremos locales, se tendran varios
valores de a, como sucede para ecuaciones de grado mayor o igual que tres. Incluso para
ecuaciones de cuarto grado por ejemplo, puede haber dos valores de a que den el mismo
valor maximo M. La unicidad de los valores extremos, originalmente extraida de Pappus, fue
una idea fija para Fermat porque trataba problemas cuadraticos —por tanto con un unico
valor extremo—, problemas cubicos con un valor extremo cero —para él geométricamente
irrelevante—, y algun problema de cuarto grado homogéneo, que no le conducia a dos
valores extremos relativos significativos. Fermat nunca deja claro si unicidad significa que
todas las raices de la ecuacion que establece la condicion de extremo son iguales —lo que
no es cierto, segun hemos visto, para ecuaciones de grado mayor o igual que tres—, o
simplemente dos de las raices son iguales —lo que si es correcto—. El método funciona
porque, en cualquier caso, se igualan sélo dos de las raices.

Por otra parte, es digno de resaltar que ni en la Investigacion Analitica ni en ninguna otra
memoria, Fermat calcula explicitamente el valor maximo, que podria obtener facilmente de
la propia Syncrisis —por ejemplo, en el primer problema, c=xy, siendo x=y=b/2—. La razén
de este hecho es clara, Fermat se plantea sus problemas en el ambito de las construcciones
geométricas y lo que requiere exclusivamente en su solucion es el punto—seccion o el
segmento de linea que proporciona el valor maximo o minimo, no el propio valor extremo.
Los problemas de maximos y minimos de Fermat son problemas de construcciones
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geomeétricas y no de optimizacién de cantidades.

Continua la Investigacion Analitica describiendo el camino que conduce hacia la formulacion
del procedimiento algoritmico del Methodus. Fermat recorre este camino mediante un
perfeccionamiento de la Syncrisis de Vieta. El paso fundamental hacia el desarrollo del
Methodus consiste en considerar para las raices, a y a+te, en lugar de ay e, un paso que
simplificara las operaciones, pero que contribuird a exacerbar el aparente paralogismo de la
presunta division por cero.

Aplicando el método de la Syncrisis de Vieta a nuevos problemas, Fermat pone de
manifiesto ciertos inconvenientes que la teoria impone en el Analisis, cuando se aplica a la
resolucion de ciertas ecuaciones. En varias cartas dirigidas al Padre Mersenne, Fermat
describe estas dificultades y su forma de solventarlas. Ya en la primera carta que Fermat
envia a Mersenne el 26 de abril de 1636 (TH.OF.11.5), le informa :

«He encontrado también muchos tipos de analisis para diversos tipos de problemas
tanto numéricos como geométricos, en la solucion de los cuales el anélisis de Vieta no
ha sido suficiente.»

Actuando como intermediario, como era habitual, Mersenne remite tanto a Descartes como
a Fermat (a éste en una carta ahora perdida), tres problemas algebraicos conteniendo
expresiones irracionales, que le habian sido enviados por Dounot. En contestacion, Fermat
escribe a Mersenne el domingo 1 de abril de 1640 la carta XXXVIII bis, describiendo en ella
un util corolario de la Syncrisis aplicada a resolver ecuaciones (procedente como la propia
Investigacion Analitica de una investigacion anterior), junto con un retoque de la propia
Syncrisis, que le inducira a realizar una pequefia enmienda en su original método de
Maximos y Minimos, lo cual a su vez le permitira establecer el algoritmo del Methodus.
Veamos la parte de la carta XXXVIII bis que interesa a esta cuestion (TH.OF.11.187):

«El método que comparo a la Syncrisis, no es mas que para evitar las divisiones que
son a menudo muy penosas en este tipo de cuestiones.

Sea, por ejemplo :
bda-ba’*-a® =z.

Esta ecuacion puede tener tres soluciones, de las cuales n por ejemplo sea dada. Es
preciso encontrar las otras dos. Para lograrlo es necesario rebajar en un grado esta
ecuacion, lo que Vieta realiza mediante division y Descartes también.»

Es decir, al ser n solucién de la ecuacion, se tiene:
bdn—bn’-n*=z.

Aplicando la Syncrisis, se igualan las ecuaciones correlativas :
bda - ba® — a® = bdn — bn®* - n®,

de donde :
bd(a—n) = b(a®>-n?) + (a®* -n°) .

Dividiendo ahora por a—n, se obtiene :
bd = ba + bn + a% + an + n?,

y ya que n es dado, se tiene una ecuacion cuadratica, es decir se ha rebajado el grado de la
ecuacién en una unidad.

En teoria esta técnica se aplica facilmente, pero Fermat ya habia observado en una carta
anterior (Carta XXXVII de 20 de febrero de 1639, TH.OF.I1.179) ciertas dificultades practicas
que podian presentarse.

Fermat en la Carta XXVII pone el ejemplo de la ecuacion :
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a® —9a%+ 13a =288 - 15 ,

de la que se sabe que 3-+/2 es una raiz.
La aplicacion directa de la Syncrisis supone dividir la ecuacion:
a®> —9a%+13a=(3-2) —9(3-+2 )2+ 13(3—+/2),
por a—(3—x/§ ), lo cual conlleva una dificultad considerable. Por eso Fermat afirma en esta
carta:

[...] Los medios que Vieta utiliza para resolver problemas similares, que llama
Syncrisis en su tratado De recognitio aequationum son deficientes [...].

[...] Yo daré un método general para todas las soluciones similares, que funciona
mejor, con menos dificultad y que no tiene los defectos del método de Vieta, que es
bastante engorroso, debido a las divisiones que acarrea, particularmente en los
ejemplos algo dificiles, como el planteado, que los analistas habituales no sabrian
resolver mediante la Syncrisis.

En la citada carta XXXVIII bis, Fermat cumple su promesa aplicando sus nueva ideas a la
ecuacién mencionada en esta carta (bda — ba®*—a® =z):

«[...] He aqui como procedo yo:

n es igual a a; ahora bien hay otras dos lineas iguales a a y distintas de n.
Pongamos que una de estas dos lineas sea n+e, y consideremos ahora la ecuacion
como si n+e fuera a, tendremos:

bdn + bde —be? — e —bn?—2bne -3ne’—n —-3n%e=z.
Ahora bien, puesto que a es igual a n, se tiene que
bda — ba® — a> seraigual a bdn —bn?—n?>.
Pero, bda — ba®’—a° esigual a z,
por la primera ecuaciéon; por consiguiente :
bdn —bn’—n seraiguala z.
Quitando, por tanto, de un lado de la ecuacién
bdn —bn*—n,
y del otro z, quedara:
bde — be? — e® — 2bne — 3ne? - 3n%e = 0.

Y dividiendo todos los términos por e, que es una division simple y no compuesta
como la de Vieta y otros, quedara:

bd —be —e?—2bn-3ne-3n?=0,

y asi la ecuacion no sera mas que de segundo grado, en cuanto e sea conocido,
anadiéndoselo a n, tendremos la linea buscada.»

De esta forma, Fermat habria perfeccionado el método de la Syncrisis de Vieta, en vez de
dividir por a—e, tendria que dividir por e, sentando la base para el establecimiento de la
forma algoritmica del Methodus. En efecto, Fermat describe en la Investigaciéon Analitica el
efecto del perfeccionamiento de la Syncrisis sobre el método (parrafo H) :

«Sin embargo, como en la practica las divisiones por un binomio son generalmente
complicadas y demasiado penosas, es preferible comparando las ecuaciones
correlativas, poner en evidencia las diferencias de las raices, para no tener que operar
mas que mediante una simple divisién por esta diferencia.»
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A continuacion, Fermat aplica la nueva forma de la Syncrisis a encontrar el maximo de b?x—
x*, comentando las ventajas que tiene la nueva forma respecto a la original (parrafos I, L ):

«Sea buscar el maximo de b%a—a®. Segun las reglas del método que se acaba de
citar, se deberia tomar como ecuacién correlativa b’e—e®. Pero puesto que e, asi
como a, es una incognita, nada nos impide designarla por a+e; de manera que se
tendra:

b%a + b%e —a®— e®> - 3a%e - 3e?a=b%a-a’.

Esta claro que si se suprimen los términos semejantes, todos los restantes quedan
afectados de la incégnita e; los que tienen sélo a, son los mismos a ambos lados. Asi
pues, se tiene:

b%e = e + 3a’ + 3e?a,
y dividiendo todos los términos por e,
b? = % + 3a° +3ae ,
lo que da la formacién de las ecuaciones correlativas en esta forma.

Para encontrar el maximo hay que igualar las raices de las dos ecuaciones, a fin de
satisfacer las reglas del primer método, del que nuestro nuevo procedimiento obtiene
su razén y su forma de operar.

Asi, pues es preciso igualar a y a+te, de donde e=0. Pero segun la formacién que
hemos encontrado para las ecuaciones correlativas,

b% = e? + 3a% + 3ae ;

debemos, por consiguiente, suprimir en esta igualdad, todos los términos afectados de
e, como reduciéndose a 0; quedara pues b2=3a2, ecuacion que dara el maximo
buscado para el producto tratado.»

«Pero esta claro [...] que el primero de estos dos métodos sera, en general, de un
empleo poco comodo, a consecuencia de las divisiones reiteradas por un binomio. Es
necesario, por consiguiente, recurrir al segundo meétodo, que aunque simplemente
derivado del primero, como ya he dicho, proporcionara a los analistas habiles, una
facilidad sorprendente e innumerables abreviaciones; es mas, se aplicara con una
simplicidad y una elegancia muy superiores a la busqueda de tangentes, de centros de
gravedad, de asintotas y otras cuestiones similares.»

En sintesis, en la aplicacion original de la Syncrisis, Fermat llama a las raices de la ecuacién
ay e, jugando ambas el mismo papel de variables. Como consecuencia del retoque sobre la
Syncrisis, Fermat llama a las raices ay a+te, en lugar de ay e, lo que permite simplificar su
metodo de Maximos y Minimos, ya que en vez de dividir por el binomio a—e, ahora tiene que
realizar una simple division por e. De aqui a la formulacion del algoritmo del Methodus va un
paso, que solo requiere dilucidar el significado de la «adigualdad», lo que se intentara
aclarar enseguida. La diferencia entre la forma original y la forma perfeccionada de la
Syncrisis, seria algo similar a la diferencia entre las dos expresiones que nosotros utilizamos
para definir la derivada de una funcién en un punto:

f(a)-f(e) f(a+e)-f(a)
e e
pero, por supuesto, sin anadir ninguna connotacion infinitesimal sobre limites.
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LAS FUENTES HISTORICAS DE LOS METODOS DE FERMAT SOBRE
MAXIMOS Y MINIMOS Y TANGENTES.
EL ARTE ANALITICA DE VIETA

"FRANCISCI VIETE
FONTENEENSI1S
I N

ARTEM ANALYTICAM
ISAGOGE.

S E K

Algebra nova.

LVGDVNI BATAVORV M,
Fx Officina Davaipis LorEs,
habitantis prope S¢ holam Trivialem. _ decib ettt

\ l A RS I R [TEI'H
Anno cls [o ¢ xxxv. o5 A e S

Portada de la edicion de 1635In Artem Analyticam Isagoge de Vieta. La primera edicion es de 1591.

La obra de Vieta In Artem Analyticam Isagoge esta inspirada profundamente en la obra de Diofanto y Pappus.
En ella Vieta fundamenta los principios y las reglas del calculo algebraico literal.

El Arte Analitica de Vieta perfecciona considerablemente el Algebra sincopada de Diofanto y de los
matematicos arabes y renacentistas, e inicia el calculo literal del Algebra simbélica mediante la introduccién
de los parametros, lo que le permite obtener la solucion general de las ecuaciones mediante féormulas que
expresan las incognitas en funcién de los parametros. Ya que los parimetros no permiten obtener un
resultado numérico concreto tras las operaciones combinatorias que conducen a la resolucion de una ecuacion,
sino una solucién simbélica, Vieta trasciende la Logistica numerosa ordinaria, aplicada al calculo con
nameros, y alcanza la Logistica speciosa que tiene que ver con las especies, entendiendo por éstas cualquier
tipo de magnitud, en particular elementos geométricos como angulos o longitudes. Esto quiere decir que las
cantidades simbélicas del Arte Analitica al ser interpretadas como magnitudes geométricas y las operaciones
simbdlicas como procedimientos de construccién geométrica, permiten obtener la solucion simbélica de las
ecuaciones generales con significado geométrico, de modo que el Arte Analitica podia ser aplicado no sélo a
los problemas numéricos sino también a problemas geométricos. De esta forma, el Arte Analitica de Vieta
que tuvo su origen en el Tesoro del Andlisis de Pappus, revierte sobre éste, de manera que su contenido es
traducido al lenguaje simbdlico del Arte, es decir, mediante el concurso del Algebra simbdlica, Vieta puede
reconstruir, en términos algebraicos, el Analisis Geométrico cldsico, lo que prepara el terreno para el
advenimiento de la Geometria Analitica de La Introduccion a los Lugares Planos y Sélidos de Fermat .

Segtn palabras de Vieta:

«La debilidad del antiguo Andlisis residia en que se aplicaba solo a los niimeros, es decir, era una
Logistica numerosa. Pero el Algebra permite razonar sobre cualquier tipo de magnitud -niimero,
segmento, dngulo, figura,..— de modo que lo que hay que hacer es considerar una Logistica speciosa,
aplicable a cualquier especie de cantidad, que se podrd expresar de una manera genérica mediante letras,
tanto si es una magnitud desconocida [incoégnita] como conocida [parametro], ya que no hago diferencia
entre ellas. Es mds, consideraré las magnitudes desconocidas como si se conocieran y operando segiin las
reglas del Arte Analitica, las desconocidas con las conocidas, obtendré aquellas en funcion de éstas. He
aqui el fundamento de la obtencion de soluciones generales de los problemas donde los antiguos sélo
obtenian soluciones particulares. »

En su viajes profesionales a Bourdeaux, Fermat contactaba con los discipulos de Vieta que le proveian de su
nueva Doctrina de las Ecuaciones -con incégnitas y variables-, todo un eficiente simbolismo algebraico que
habia convertido el Anailisis Geométrico de los antiguos en Analisis Algebraico por la accion del Algebra
Simbélica del Arte Analitica de Vieta. Al aplicar las teorias de Vieta a resolver los problemas de «condiciones
limites» de Pappus, es decir, los antiguos problemas griegos de Diorismos, Fermat establece los fundamentos tedricos
de su método de maximos y minimos.
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LAS FUENTES HISTORICAS DE LOS METODOS DE FERMAT SOBRE
MAXIMOS Y MINIMOS Y TANGENTES.
LA SYNCRISIS DEL ARTE ANALITICA DE VIETA

Portada de la primera edicion de Opera

FRANCISCI VIETA mathematica de Vieta. Fue editada por Van
Schooten -editor también de La Geometria de

OFF E R A Descartes, en Leyden, en 1646.
Con su Arte Analitica, Vieta habia ya establecido
MATH E \.I AT CAs una conexion entre Algebra y Geometria, al obtener
las ecuaciones que corresponden a diversas
In unum Volumen congelta, construcciones geométricas, en el caso de problemas

geométricos determinados, es decir manejando sélo

ac recognita, ¢ L -
3 ecuaciones determinadas, en las que la variable

Operd atgue [fudio aunque es una incégnita, es una constante fija a
CI 3 SCH E N Leydenlis; encontrar. Fermat, en La Introduccién a los Lugares
Mathelzos Profefforis Planos y Solidos  desarrolla esta idea para

problemas geométricos indeterminados mediante la
consideracion de ecuaciones indeterminadas en
variables continuas que representan segmentos
geomeétricos.

Al aplicar el Anilisis algebraico de Vieta a los
problemas de lugares geométricos de Apolonio y
Pappus, definidos, en un sistema de coordenadas,
por una ecuacioén indeterminada en dos incégnitas,
Fermat alumbra su Geometria Analitica, una
poderosa herramienta de investigacion, mediante la
cual él mismo resolvera de forma prodigiosa,
operativa y brillante, con elegancia, claridad,
rapidez y plenitud heuristica, numerosos problemas

Ly . AT A v M, antiguos de lugares geométricos y otros nuevos
Ex Officini Bonaventurx & Abrahami Elzeviriorum. sobre extremos, tangentes, cuadraturas y cubaturas
TR R que estan en las raices del cialculo diferencial e
integral.

Tras la importante labor de recuperacién de las obras griegas perdidas, sobre todo las que menciona
Pappus en el Tesoro del Andlisis del Libro VII de La Coleccién Matemdtica, Vieta se propone traducir el
Analisis Geométrico de los griegos -redactado en un estilo sintético de exposicion que ocultaba la forma
en que los gedmetras habian descubierto sus teoremas- en el nuevo lenguaje algoritmico del Algebra
que promociona la capacidad heuristica del Analisis, y destila una especie de Analisis Algebraico. Pero
el Algebra que aplicada por Vieta esta mucho mas elaborada que la de los Cosistas italianos, porque
empieza a trascender lo sincopado para alcanzar lo simbélico, de modo que tras la reforma de Vieta, el
Arte de la Cosa de los algebristas italianos se convierte en la Doctrina de las Ecuaciones del Arte
Analitica, que permite codificar en la Teoria Algebraica de Ecuaciones casi todo lo que los griegos
habian realizado en Geometria. Ademas, el simbolismo literal de Vieta, permitia tratar los datos de los
problema como parametros, y por tanto darles un caracter general. De hecho, El objetivo de la obra de
Vieta es romper con la particularidad en el estudio de los problemas. Hasta él, los procedimientos
algebraicos eran explicados a partir de un ejemplo concreto. El Arte Analitica proveera de los
instrumentos para resolver con toda generalidad ya no problemas concretos -donde se recurre a felices
trucos como hacia Diofanto o los algebristas italianos- sino clases de problemas, donde se emplea una
forma de razonamiento a base de ideas generales y se fija la atencion en la naturaleza de las cuestiones y
en la estructura intrinseca de las ecuaciones que se derivan de ellas, para su aplicacién a casos anadlogos.

El uso de parametros en las ecuaciones propicia la basqueda de las relaciones entre las raices de una
ecuacién y sus parametros coeficientes -Syncrisis-, o el estudio de la relacién entre las raices de
ecuaciones que contienen los mismos términos pero con diferentes signos -Anastrophe-, que conduce a
la reduccion del grado de la ecuacién.

En la Syncrisis y la Anastrophe de Vieta residen algunos de los fundamentos teéricos -puramente
algebraicos- del método de Fermat de maximos y minimos. En efecto, Fermat se encarga de perfeccionar
y mejoras los procedimientos de Vieta de la Syncrisis y la Anastrophe y se le ocurre aplicarlos a resolver
los antiguos problemas de «condiciones limites», es decir, los clasicos problemas griegos de Diorismos
descritos por Pappus en La Coleccién Matemdtica

las fuentes del método de Fermat de maximos y minimos son la Doctrina de las Ecuaciones del Arte
Analitica de Vieta, aplicada a resolver los problemas de condiciones limites. Asi lo atestigua el propio
Fermat al comienzo de la Investigacién Analitica (TH.OF.IIL.131):

Estudiando el método de la “Syncrisis” y de la "Anastrophe” de Vieta, [..] se me ocurrio la
derivacion de un procedimiento para encontrar mdximos y minimos y para resolver asi facilmente
todas las dificultades relativas a las «condiciones limites» [...].
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Termina la Investigacion Analitica resolviendo de forma brillante el famoso problema de Pappus
de la Proposicién VII.61 de La Coleccion Matematica. Para su resolucion, Fermat no sigue el
procedimiento de la Syncrisis perfeccionada, sino el de la forma original. Con este problema
Fermat parece querer cerrar con broche de oro la Investigacién Analitica, esperando mostrar la
exitosa efectividad de su técnica en un problema clasico realmente complicado. Este problema
tiene una importancia historica decisiva, no solo porque en el intento de resolverlo Fermat haya
gestado sus métodos de Maximos y Minimos, sino también porque la aplicabilidad del método a
las proporciones puede haber abierto el camino a los métodos de Fermat para el trazado de las
tangentes a las lineas curvas. Pero antes de adentrarse en este complejo entramado terminemos
de cubrir el camino que va de la Syncrisis de la Investigacion Analitica a la adigualdad del
Methodus.

Como se ha mencionado reiteradamente, en el Methodus Fermat ofrece un simple algoritmo, un
procedimiento operativo para calcular maximos y minimos, que en la Historia de la Matematica
se le conoce como el Método de Fermat para la obtencién de maximos y minimos, a pesar de
que no es el unico método de Fermat. La razén de esta denominacion tiene su justificacion en
que el método de la Syncrisis lo utiliza exclusivamente en una sola memoria —en la Investigacion
Analitica—, mientras que aplica el algoritmo del Methodus en todas las demas, salvo en la Carta a
Bralart, donde expone su ultima version.

A pesar de ello, en las lineas anteriores se ha intentado justificar la tesis de que a través del
perfeccionamiento que Fermat llevd a cabo de la Syncrisis de Vieta, la forma algoritmica del
Methodus, aunque cronolégicamente es anterior deriva del método de la Syncrisis que Fermat
plasmé en la Investigacion Analitica. Pero esta interpretacion tropieza con el serio bache de la
adigualdad que es preciso superar.

En la aplicacion del algoritmo del Methodus a cualquier problema, Fermat selecciona una
incognita a (parrafo 1), construye una expresion en términos de la incognita a y los datos de la
condicibn a ser maximizada o minimizada (parrafo 2). De esa expresion obtiene otra
sustituyendo a+e por a (parrafo 3), haciendo las expresiones adiguales (parrafo 4). En concreto
Fermat dice en el parrafo 4 del Methodus :

Se «adigualara» para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cantidad maxima o
minima
También en el M.2. (TH.OF.111.126), Fermat dice :

«[...]- Yo comparo [las dos expresiones], como si fueran iguales, aunque de hecho no lo
sean. Es esta comparacion lo que yo llamo “adigualdad”, para hablar como Diofanto, pues
se puede traducir asi la palabra griega "parisotes” en la que se basa.»

Pero ;Qué es la adigualdad?. A tenor de la practica habitual de Fermat de ocultar los
fundamentos de sus investigaciones, se podia interpretar la adigualdad como un serio obstaculo
conceptual introducido deliberadamente, para disfrazar los fundamentos de su método. La
adigualdad sustituye a lo que en el caso normal de Syncrisis seria el acto de igualar las dos
expresiones de la izquierda de las dos ecuaciones correlativas que se derivan de la ecuaciéon
que expresa el problema general. Es decir en el primer ejemplo de extremo, la igualdad de las
ecuaciones correlativas

ba-a’=z
b(ate)—(a+e)*=z | llevaria a la adigualdad : b(a+e)—(a+e)? = ba—aZ.

z<max(ba —a?)

Los pasos siguientes en el algoritmo son similares a los de la Syncrisis hasta que en el paso
final (parrafo 7), al suprimir todos los términos que todavia contienen la e —es decir, al hacer
la e igual a o— la adigualdad pasa a ser verdadera igualdad.

En la concepcién original del método —la de la Syncrisis—, los términos a, e, z, de las
ecuaciones correlativas son cantidades variables, interdependientes a través de la relacion
z=a-(a+e), que proporciona la propia Syncrisis. Solo después de la Syncrisis, cuando Fermat
toma conciencia de la particular naturaleza de las raices en el caso de valor extremo de z, a
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se convierte en una incégnita correspondiente al maximo de ba—a®. En cambio en la forma
algoritmica del Methodus, a representa esa incognita desde el principio, lo que significa que
la e debera ser 0, si realmente hay solo una raiz.

Fermat evita en el Methodus llamar la atencion sobre la extrafa, sospechosa y equivoca
naturaleza de e, lo que le hubiera obligado a desentranar el verdadero significado de la
adigualdad y a justificar la correccion del método. En vez de hacer esto, Fermat se remite a
la obra fundamental de una reconocida autoridad clasica, la Aritmética de Diofanto de
Alejandria. Bajo el prestigio de Diofanto, Fermat intentara dar cobertura conceptual y prueba
de correccion a su aplicacion de la adigualdad.

La palabra «adigualdad» proviene del término latino «adaequalitas», que es la traduccién
latina que Xylander —que tradujo al latin y editd en Basilea en 1575 La Aritmética de
Diofanto—, acufdé del término griego «parisétes» con el que Diofanto designaba una
aproximaciéon a un cierto niumero racional tan cercana como fuera posible, en el ambito de
los problemas de La Aritmética, es decir, de encontrar soluciones racionales de ecuaciones
indeterminadas.

El gran historiador de la Matematica griega Sir Thomas Heath llama al procedimiento de Diofanto
«Meétodo de aproximacion por limites» (A History of Greek Mathematics, volumen ll, pagina 477,
Dover Publications), traduciendo adaequalitas por «tan proximo como sea posible».

Esta técnica es utilizada por Diofanto en el Libro V de La Aritmética, problemas 9 y 11,
siendo en este ultimo donde aparece la palabra que Xylander tradujo por «adaequalitas». La
técnica de Diofanto se basa en una oscura asuncion: asume provisionalmente que unas
ciertas fracciones son iguales, en orden a determinar su verdadera diferencia. Pero el
procedimiento es por supuesto puramente finitista, sin utilizar ninguna consideracién sobre
limites ni ningun otro argumento infinitesimal, de ahi lo desafortunado del nombre que le dio
Heath.

LA «<ADIGUALDAD» EN LA ARITMETICA DE DIOFANTO Y EN FERMAT
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Portada del Libro I de La Aritmética de Diofanto (Diophanti
Alexandrini Rerum Arithmeticorum Libri Sex ... Item Liber de
Numeris Polygonis seu Multiangulis).

Edicion de Xylander. (Basilea, 1575). Ejemplar de la
Biblioteca de la Universidad de Sevilla.

A diferencia de las otras grandes obras de la Matematica
griega, La Aritmética de Diofanto se tradujo del griego al
latin muy tardiamente. Rafael Bombelli realizé la primera
traduccion parcial. La primera aparicion en imprenta de los
seis libros existentes de La Aritmética de Diofanto se debe a
Wilhem Holzmann, conocido en la historiografia matematica
por el sobrenombre de Xylander.

La palabra «adigualdad» deriva del término griego
«pariséotes» -traducido al latin como «adaequalitas» por
Xylander-, con el que Diofanto designaba «una cierta
aproximacion tanto como fuera posible».

La «adigualdad», inicialmente extraida de Diofanto, es
utilizada por Fermat como palabra clave de los verdaderos
fundamentos de sus métodos de Maximos y Minimos y de
Tangentes. Fermat manej6 una copia de la edicién de la obra
de Diofanto que en 1621 habia republicado G.Bachet de
Meziriac. En ella Fermat escribié sus famosas anotaciones al
margen de sus resultados sobre Teoria de Niimeros. La
reedicion de la obra de Diofanto que realizé en 1670 el hijo
de Fermat, Samuel de Fermat, incluye estas notas de su
padre, pero extraflamente esta marginalia no menciona en los
alrededores de las correspondientes proposiciones de
Diofanto, nada relacionado con el uso que Fermat hace de la
«adeequalitas» en sus métodos de Maximos y Minimos.

Como se aprecia en las memorias de Fermat sobre las
Tangentes, que van apareciendo en el curso de la polémica
con Descartes, el término diofantino «adigualdad» va a sufrir
una metamorfosis, en una lenta transicion desde ser una
simple mascara para ocultar las raices del método, a ser un
instrumento para expresar la idea de «aproximadamente
igual» o «igualdad en el caso limite», allanando el camino
hacia la rectificacién y la cuadratura.
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Fermat recoge la idea de la falsa asuncion y la aplica en su técnica. En efecto dando vueltas
alrededor del razonamiento de Diofanto, Fermat asume por el momento que en el maximo
las dos raices son distintas, en orden a determinar las condiciones bajo las cuales serian
iguales. Utilizando la forma enmendada de la Syncrisis y considerando de momento que las
raices son distintas, Fermat adiguala los lados izquierdos de las ecuaciones correlativas,
adigualdad que convierte en igualdad al tomar e=0, es decir, al considerar la naturaleza real
del valor extremo.

La introduccién del término de Diofanto, parece permitirle a Fermat obviar la justificacion del
algoritmo del Methodus y de paso ocultar los fundamentos de su método bajo el prestigio de
un eximio matematico griego. Pero la forma que tiene Fermat de manejar la adigualdad,
propicia que se haga una lectura de la misma en términos de pseudo-igualdad, cuasi—
igualdad o igualdad en el caso limite. Ello supone interpretar la naturaleza de e como
«incremento» o variacién. Ambos hechos llevan a las erréneas exégesis de los métodos de
Fermat de Maximos y Minimos en términos de consideraciones infinitesimales, que sitian a
Fermat en la Historia de la Matematica como el verdadero descubridor del Calculo
Diferencial. Esto suele contemplarse en las historias generales de la Matematicas, que por
su contenido, esencia y objetivos, no pueden pararse a profundizar excesivamente en el
pensamiento de los creadores, de modo que una descripcién superficial puede ser una
simple interpretacién, y como tal en algun caso no muy ajustada al pensamiento original,
sobre todo si se realiza en un lenguaje demasiado actual, que anacrénicamente moderniza
al autor. A titulo de ejemplo transcribimos algunos parrafos de algunos manuales bien
conocidos de Historia de las Matematicas.

En la Historia de la Matematica de J.Rey Pastor yJ.Babini, paginas 225-226 (Espasa—Calpe
1951), leemos:

[...] El método para hallar maximos y minimos establecido por Fermat, expresado en
lenguaje moderno, consiste en calcular la funcién incrementada, restarle la funcion,
dividir por el incremento de la variable y eliminar todos los términos afectados por el
incremento de la variable; la expresion resultante igualada a cero da el valor de la
variable que hace méaxima o minima la funcion.

Fermat naturalmente no pensaba en funciones sino en cantidades. No se puede hablar de
funcién hasta que de forma muy incipiente aparece en el método de las Tangentes (con
motivo del desarrollo de la Geometria Analitica) algo asimilable al concepto de funcion,
como es la llamada propiedad especifica de la curva.

En la Historia de la Matematicas de J.P.Colette, tomo Il, pagina 29, (Siglo XXI, 1985), se
dice:

«Es importante sefialar que este método algoritmico es equivalente a calcular
, {f(x+e)—f(x)}
Lim |—————

e—0 e

aunque Fermat no poseia el concepto de limite. Sin embargo el cambio de variable de
a a ate, y los valores proximos utilizados por Fermat constituyen la esencia del
analisis infinitesimal.»

Pero en ningun texto de Fermat aparece la e como variable que tiende a cero, ni siquiera
requiere explicitamente que la e deba ser pequena, en concreto en la aplicacién del método
a las tangentes —por ejemplo en la tangente a la elipse (TO.OF.lll.129)-, Fermat dice
literalmente que toma la e ad libitum.

De forma similar se pronuncia Carl B.Boyer en su magnifica obra enciclopédica Historia de
la Matematica (Alianza Universidad Textos, Madrid 1986), donde en la pagina 440 podemos
leer:
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[...]. Para curvas polindmicas de la forma y=f(x) Fermat descubri6 un método muy
ingenioso para hallar los puntos en los que la funcién toma un valor maximo o minimo.
Fermat comparaba el valor de f(x) en un cierto punto con el valor f(x+e) en un punto
proximo; en general estos dos valores seran claramente distintos, pero en una
“cumbre” o en “el fondo de un valle” de una curva lisa, la diferencia sera casi
imperceptible. Por lo tanto, para hallar los puntos que corresponden a los valores
maximos y minimos de la funcion, Fermat iguala f(x) a f(x+e), teniendo en cuenta que
estos valores aunque no son exactamente iguales, son “"casi iguales”. Cuanto mas
pequefio sea el intervalo entre los dos puntos, mas cerca estara dicha psedo—igualdad
de ser una verdadera ecuacion; asi pues Fermat, después de dividir todo por e, hace
e=0. El resultado le permite calcular las abscisas de los puntos maximos y minimos de
la funcién polinbmica. Aqui podemos ver ya en esencia el proceso que ahora
llamamos de diferenciacion, pues el método de Fermat es equivalente a calcular

{f(x +e)- f(x)}

e

Lim

e—0
e igualar este limite a cero. Resulta completamente justo, por lo tanto, reconocer la
razon que asistia a Laplace al aclamar a Fermat como el verdadero descubridor del
Calculo Diferencial, asi como co—descubridor de la Geometria Analitica. Obviamente
Fermat no disponia del concepto de limite, pero salvo esto, su método para determinar
maximos y minimos sigue un camino completamente paralelo al que podemos ver hoy
en los libros de Calculo, excepto en la minima diferencia de que hoy se suele utilizar el
simbolo h o X, en vez de la e de Fermat para el incremento de la variable. EI
procedimiento de Fermat, que consiste en cambiar ligeramente el valor de la variable
para considerar valores proximos a uno dado, ha constituido desde entonces la
verdadera esencia del analisis infinitesimal.

En este pasaje de C.B.Boyer, asi como en otro similar de su obra The History of the
Calculus and its conceptual development (Dover, New York, 1959, pagina 156), parece
realizarse una interpretacion del método de Fermat en términos infinitesimales,
consecuencia de una confusa traduccion de la notacion de Fermat al lenguaje actual.

Nosotros manejamos dos tipos de variables, las cartesianas x,y, que son variables finitas en
el conjunto de los numeros reales y las variables infinitesimales e,h o Ax, que varian en un
entorno de cero. Pero Fermat que siguioé siempre fiel a Vieta en su notaciéon, no manejo en
sus métodos de Maximos y Minimos y de Tangentes, mas variables que a y e, que jugando
ambas el mismo papel de variables algebraicas finitas, deben ser traducidas por nuestras
variables x,y, al pasar al lenguaje cartesiano. Sin embargo esta traduccion no es completada
por algunos historiadores, de modo que a la a se le llama x, pero a la e se le sigue llamando
e, 0 peor aun se le traduce por h o Ax. Esto conduce a afirmaciones ligeras como, la del final
del parrafo de C.B.Boyer :

[...] sumétodo de maximos y minimos se asemeja al usado en el Célculo actualmente,
excepto que ahora se acostumbra a utilizar el simbolo h o Ax, en lugar de la e de
Fermat, [...].

Pero obviamente las diferencias entre los métodos de Fermat y los del Calculo Diferencial
moderno van mucho mas alla de la distincion entre los caracteres tipograficos. La propia
notacién de Fermat muestra que el «incremento» e no se concibe como infinitesimal, al no
fijar atencion alguna al tamario del intervalo en el que se mueve la cantidad e.

Tanto Newton como Leibniz, verdaderos artifices del Calculo Infinitesimal, cuidaron bien de
sefalar a través de la notacion, la diferencia esencial entre las variables finitas y los
incrementos infinitesimales. La notacién de Newton fue en sus origenes x oy, y después X,
Ox, respectivamente, mientras Leibniz crea de forma genial una notacién identificada con los
propios conceptos vy significativamente definitiva, utilizando al principio x, x/d, y
posteriormente x, dx (F.Cajory, Leibniz, the master—builder of Mathematical Notations,
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Revista ISIS, 7, 1925, paginas 412—-429).

Los parrafos aludidos de los historiadores J.Rey Pastor, J.P.Colette y C.B.Boyer, son
ejemplares botones de muestra de como se interpretan los métodos de Fermat. Cierto que
puntualizan que Fermat no poseia el concepto de limite, pero mas o menos
subrepticiamente realizan una descripcién en términos infinitesimales, en la linea de la idea
de Nicolas de Oresme, recogida por J.Kepler en su obra Nova stereometria doliorum
vinariorum acerca de que:

«Cerca de un maximo, los incrementos son al principio imperceptibles.»

El editor de las Oevres de Fermat (OF), Paul Tannery, piensa sin embargo que Fermat no
pudo apropiarse de la idea de Oresme y Kepler, porque es muy probable que no dispusiera
de sus trabajos.

Ademas de multitud de razones proporcionadas por el analisis de la Investigacion Analitica,
hay dos hechos esenciales en el algoritmo del Methodus que desmienten las anacronicas
interpretaciones de los modernizadores de Fermat. Uno es el reiteradamente aludido
caracter del «incremento» e, como variable algebraica finita y el otro es la posible division
por potencias de e, que permite el algoritmo.

En efecto, en el parrafo 6 del Methodus Fermat dice :

«Se dividiran todos los términos por e o alguna potencia superior de e, de modo que
desaparecera la e, al menos de uno de los términos de uno cualquiera de los
miembros.»

También en el M.2 (TO.OF.111.126-127), Fermat dice :

[...]. Dividamos todos los términos por e. [...]. Después de esta division, si todos los
términos pueden ser todavia divididos por e, es necesario reiterar la division, hasta
que se tenga un término que no se preste a esta division por e, o para emplear el
lenguaje de Vieta, que no se vea afectado por e, [...].»

El poder dividir por potencias superiores de e, no se ajusta al algoritmo moderno del calculo
de la derivada. Aunque en los problemas que trata Fermat, la condicién de la reiterada
division por e es innecesaria, como el método deriva de la Teoria de Ecuaciones, Fermat
aunque no lo haya experimentado, puede imaginar casos en los que las expresiones
adigualadas contengan potencias superiores de e en todos sus términos. En tal caso la
Syncrisis como método algebraico finito que es, permitiria la division reiterada por e, a fin de
liberar algun término de la e.

El método de Syncrisis tan simple y operativo, le proporcioné a Fermat un poderoso
instrumento para la resolucion de los problemas de Diorismos y extremos. Pero su
inveterada mania de ocultar los fundamentos demostrativos de sus métodos, y en el caso de
verse forzado a hacer publicas sus investigaciones, revelar lo imprescindible, explica la
forma vaga, escueta e imprecisa de la descripcién de su regla en el Methodus, que dejo
perplejos a sus contemporaneos y que ha confundido a muchos historiadores, sobre las
cuestiones de las raices del algoritmo y su presunto caracter precursivo del Calculo
Diferencial moderno. Un andlisis exhaustivo de la Investigaciéon Analitica y del Methodus y
sobre todo un estudio comparado de ambas memorias, nos ha permitido establecer que las
raices de los métodos de Fermat sobre maximos y minimos estan en el dominio de lo finito—
algebraico de la Teoria de Ecuaciones de Vieta, y aunque la idea del cambio de variable o
transito desde a hasta a+e, mediante el «incremento» e, que es la esencia del Calculo
Diferencial, se destila del Methodus, la propia naturaleza de e como variable algebraica finita
le impidié cruzar a Fermat en el tema de maximos y minimos la barrera entre lo finito y lo
infinitesimal.

Asi pues, aunque cronolégicamente el Methodus es anterior a la Investigaciéon Analitica,
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parece haber pruebas suficientes e irrefutables para asegurar que los fundamentos del
algoritmo del Methodus, hay que buscarlos en las investigaciones de Fermat de los ultimos
afos de la década de 1620 a 1630, que Fermat plasmé en las cuidadosas reflexiones casi
didacticas de la Investigacion Analitica, para atemperar las increpaciones y los rumores
difundidos por Descartes —en su correspondencia con el padre Mersenne, acerca de que los
meétodos de Fermat «no tenian ninguna generalidad», «operaban a ciegas»y «funcionaban
por azar».

En efecto, los problemas que le habia enviado Mersenne, provenientes de Dounot, le dieron
la oportunidad de hacer esto, toda vez que su solucion requeria la aplicacion del método de
Syncrisis de Vieta. Los problemas conteniendo expresiones irracionales permitieron a
Fermat mostrar a Mersenne y a otros, la efectividad de su ingeniosa enmienda de la
Syncrisis de Vieta, y ya que estaba con el tema de la Syncrisis, Fermat debié aprovechar
para plasmar en la Investigacion Analitica los fundamentos demostrativos de sus métodos
de Maximos y Minimos, que él habia derivado de la investigacion sobre la Syncrisis. Parece
avalar esta conjetura la forma como empieza la Investigaciéon Analitica :

«Estudiando el método de la Syncrisis, [...], se me ocurrié la derivacion de un
procedimiento para encontrar maximos y minimos, [...].

Ademas, la conclusion de la Investigacion Analitica indica el propodsito para el que fue escrita
esta memoria. En efecto, en el parrafo M, Fermat dice:

Es por consiguiente que afirmo hoy y siempre, con la misma confianza que antes, que la
investigacion de maximos y minimos se reconduce a esta regla, unica y general, cuyo feliz
éxito sera siempre legitimo y no debido al azar, como algunos han pensado [Descartes].

Sea a una incognita (ver péagina ..., linea ... hasta la dltima linea [del Methodus]) ..., su
primera expresion».

Esta regla unica y general que Fermat describe, es una copia literal de la regla descrita en el
Methodus. A esta reiteracion de la memoria de 1636, Fermat afiade un desafio (parrafo N) :

«Si todavia hay alguien que considera este método como debido a un feliz azar, puede
intentar encontrar uno similar.»

Asi contestaba Fermat a los que difamaban su método, diciendo que operaba a ciegas y
funcionaba por azar. Fermat habia ido elaborando su método de forma sistematica, a partir de la
Teoria de Ecuaciones de Vieta, fundamentandole, como hemos visto, en su propio perfeccio-
namiento o mejoramiento de la Syncrisis de Vieta, como muestra paso a paso la Investigacion
Analitica.

Concluyendo, a pesar del alto valor cientifico y precursivo del Methodus, en nuestra
interpretacion, no debemos exagerar, de forma anacronica, el presunto contenido infinitesimal de
la memoria, debido a que:

a) Fermat pensaba en cantidades no en funciones,

b) Fermat no concebia el «incremento» e como infinitesimal, ni siquiera como una magnitud
pequeia; en mas de una ocasion aplicando el método al trazado de tangentes, dira que toma
la e «ad libitum».

c) El método es puramente algebraico y no supone en principio ningun concepto de limite. Para
Fermat la e no es que tienda a 0, sino que en realidad se hace 0.

d) Mediante la condicion sexta de la regla, Fermat se permite el poder dividir por potencias
superiores de e, lo que no ocurre en nuestra definicién de derivada.

e) Fermat no hacia ninguna referencia a que el método daba sélo una condicion suficiente.

f) En realidad los problemas de maximos y minimos de Fermat son problemas de
construcciones geométricas mas que de optimizacién de cantidades.
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FERMAT EN LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS

Puede decirse con certeza que la figura matematica de Fermat esta en el origen de casi todos las disciplinas
matematicas que aparecen a lo largo del siglo XVII -el Calculo Infinitesimal (en sus dos vertientes,
diferencial e integral), la Geometria Analitica, El Calculo de Probabilidades y la Teoria de Ntimeros-.

Toda persona de cultura media ha estudiado que Newton y Leibniz inventaron el Calculo Infinitesimal,
Descartes la Geometria Analitica y Pascal el Calculo de Probabilidades. Fermat es el ascendiente directo de
todos estos descubrimientos. ;A qué se debe entonces que Fermat no ocupe en la historia de estas disciplinas
cientificas el lugar que le corresponde? La respuesta a esta pregunta es multiple y puede ir desde el mas serio
rigor histdrico hasta la ironia. Fermat ha precedido en la raiz a Descartes, Pascal, Leibniz, Newton, etc. pero
estos matematicos llegaron mas lejos que él. Fermat dio el impulso inicial que es imprescindible para que
toda doctrina cientifica empiece a prosperar, pero no forjé ninguna teoria en un cuerpo de doctrina coherente
y acabado, plasmado en una obra cerrada y definitiva como por ejemplo hizo Descartes en La Geometria.

Roger Paintandre, Profesor de Matemaiticas del Licée PierreFermat de Toulouse ironiza -en un discurso
pronunciado el 22 de junio de 1957 con motivo de la inauguracién de una exposicién sobre Fermat- acerca del
olvido en que ha caido la figura de Fermat :

«[...] Fermat no ha conocido por parte del gran piiblico el renombre de un Pascal, un Galileo o un Newton.
[..]. Claro estd que él no tuvo la precocidad de redescubrir a Euclides a los quince aiios, [...] . No tuvo la
fortuna de ser perseguido por la Inquisicion, apenas participé en la Fronda ni comulgo en exceso con el
jansenismo. Y nunca sofié con recibir una manzana sobre la cabeza mientras contemplaba la luna. ;Falta
imperdonable!. Pero mas alld de estas anécdotas mas o menos vanas, Fermat fue uno de los grandes
genios de Francia y uno de los matemdticos mas extraordinarios de todos los tiempos.»

Ironias aparte, hay otras razones para comprender la oscuridad en la cay6é Fermat. Tras la lectura de los
trabajos de Fermat -en particular su correspondencia-, se puede afirmar que Fermat hacia Matematicas, para
saciar una irrefrenable aficion y para satisfacer a sus amigos, por eso Fermat no redact6 casi nada de sus
descubrimientos y rehusé su publicacién, de modo que lo esencial de su obra fue desarrollada en su asidua
correspondencia con los cientificos coetineos y en los margenes de sus libros. Es en sus brillantes epistolas,
dando muestra de una inteligencia poderosamente sintética, donde inventa, explica, demuestra y se bate con
una contundencia argumental impecable en la defensa de sus ideas matematicas. Aqui reside el poderoso
atractivo que tiene la figura de Fermat para el estudioso de la Historia de las Matematicas.

A pesar de su grandeza como matematico quiza comparable a Arquimedes, Descartes, Newton, Euler o Gauss,
Fermat es apenas conocido en los circulos de Filosofia e Historia de la Ciencia, quiza porque fue lo que se
llama un matematico puro, quiza porque tras su desaparicion, las disciplinas matematicas que creé o que
contribuyé decisivamente a desarrollar, dieron un paso de gigante oscureciendo la accién del pionero, quiza
por las vicisitudes que sufrieron la publicacion de sus obras. Cualquiera que sea la razon, Fermat es
injustamente poco conocido. Por ejemplo, apenas es citado por Brunschvicg (editor de las obras de Pascal) en
Les étapes de la Philosophie Mathématique, o por A.Koiré en Estudios de Historia del pensamiento cientifico -
donde desarrolla capitulos dedicados a Tartaglia, Cavalieri, Pascal, ...-. Todavia sorprende mas que no sea
mencionado por sus compatriotas Voltaire en su Diccionario filoséfico y D’Alembert en el Discours
Préliminaire de I'Encyclopédie -donde se cita hasta trece veces a Descartes, una a Pascal y doce a Newton-.

Sin embargo en el ambito del publico matematico, la figura de Fermat es casi mitica por sus geniales
contribuciones a la Teoria de Niimeros -su nombre va asociado a uno de los mas famosos problemas recién
resuelto de la Matematica-, pero en general se desconocen sus decisivas incursiones y sus magnificas
aportaciones en practicamente todos los demas campos de la Matemadtica, particularmente en el terreno del
Cilculo Infinitesimal. No obstante, en los libros de Historia general del Calculo Infinitesimal o de Historia
general de las Matematicas, se elogia enfaticamente a Fermat como el verdadero descubridor del Calculo
Diferencial y auténtico adelantado de los conceptos fundamentales del Calculo Integral.

Si importantes son los descubrimiento matematicos de Fermat, no es inferior su relevancia historica desde el
plano metodoldgico. Fermat parte de un minucioso conocimiento de los clasicos griegos y arranca con
profundas raices en el pasado clasico para crear un estilo matematico que conduce el programa analitico de
Vieta hasta las altimas consecuencias. Con ello, Fermat (y Descartes aunque con estilo y método diferentes)
realiza la transformacion del modelo griego estrictamente geométrico e instaura un modelo algebraico
completamente nuevo, destilando un Analisis Algebraico que se convierte en un lenguaje y un instrumento
de trabajo e investigacion comtn a todos los matematicos, que sustituye las complejas y particulares
construcciones geométricas euclideas por la resolucion general de los problemas mediante ecuaciones
algebraicas y la demostracién sintética -que oculta la via del descubrimiento- por la derivacion analitica.
Fermat es uno de los principales artifices de la inflexién radical que presenta la Matematica del siglo XVII
respecto a la clasica griega, donde el afan demostrativo euclideo da paso a la heuristica de la creatividad y el
descubrimiento. Lo que importa a Fermat es la obtencion de métodos que permitan resolver de forma directa
y operativa los problemas y escribirlos formalmente siguiendo la linea de la propia investigacién geomeétrica,
es decir, métodos que al describir el proceso inventivo ensefien a descubrir y rompan la clasica dualidad
helénica invencién-demostracion - «ars inveniendi» versus «ars disserendi» que tiene lugar en dos estadios de
tiempo y espacio diferentes. Fermta pondera la heuristica y se busca afanosamente la fusion, en un solo acto
matematico, del descubrimiento y de la demostracion. En todo este panorama juega un papel programatico
esencial la intervencion del Algebra como instrumento inherente a la Geometria Analitica que convierte a
ésta en una poderosa herramienta de investigacion y exploracién cientifica, en el mas ttil instrumento para
resolver con elegancia, rapidez y plenitud heuristica las cuestiones geomeétricas.
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Los métodos de «adigualdad» de Fermat sobre tangentes

El problema de las tangentes a las lineas curvas aparece, aparte de en multitud de epistolas
explicatorias, en los siguientes trabajos 0 memorias de Fermat:

T1.

T2.

T3.

T4.

En el Methodus de 1629-36 (TH.OF.111.122) Fermat describe la mas temprana version
del método de las tangentes, obteniendo la tangente a la parabola, aduciendo que se
reconduce al método de maximos y minimos, que le precede en la memoria.

En el M.2 (Ad eamdem methodum) de 1638 (TH.OF.111.129), tras resolver el problema de
Pappus mediante el algoritmo del Methodus, Fermat dice aplicar el método a las
tangentes y obtiene la tangente a la elipse.

En el Méthode de Maximis et Minimis expliquée et envoyée par M.Fermat a M.Descartes
(TH.OF.11.154), que le denominaremos el Méthode expliquée. Se trata de un documento,
que acompana a una carta enviada por Fermat a Mersenne en Junio de 1638. En esta
memoria Fermat contesta a algunas objeciones de Descartes, e intenta justificar que
efectivamente el método de tangentes deriva de su método de maximos y minimos. En
concreto demuestra para la parabola que la obtencion de un minimo proporciona la
normal y de ésta obtiene la tangente. Ademas obtiene aplicando su método la tangente
al «Folium de Descartes», problema a cuya resolucién le habia desafiado el fildsofo.

En Doctrinam Tangentium (TH.OF.111,140), memoria que Mersenne hizo circular hacia
octubre de 1640. Esta memoria es probable que fuera escrita en conjuncién con la
Investigacion Analitica, cuando alrededor de 1640 Fermat se decidié a contestar a las
acusaciones de Descartes sobre sus métodos de maximos y minimos y tangentes e
inicié la revelacion de los fundamentos de los mismos. Fermat realiza en pocas frases
una sintesis de una magnifica investigacién matematica sobre Geometria Analitica,
extremos y tangentes. Esta memoria representa por su contenido la mas sofisticada
version del método de las tangentes, obteniendo las tangentes a las curvas clasicas,
cisoide, concoide, cuadratriz, asi como la tangente a la curva mas famosa del momento,
la cicloide, donde se aprecia la potencia del método. Trata también un problema de
inflexiébn y por la nueva visidbn de antiguos y modernos conceptos, asi como por la
constante evolucién de la «adigualdad» hacia «lo aproximadamente igual», abre la
puerta hacia la rectificacion y la cuadratura.

En la Investigacién Analitica no aparece ningun problema de tangentes, pero como se ha
dicho, el problema de Pappus que alli vuelve a resolver, puede haber sido, por la aplicacion
a las razones, la fuente de inspiracién del método de las tangentes.
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LA RESTAURACION DE LA MATEMATICA GRIEGA Y SU INFLUENCIA
SOBRE LAS INVESTIGACIONES DE FERMAT
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Ediciones de traducciones al latin de F. Commandino de las grandes obras de la Matematica griega:
1. Los Elementos de Euclides. Urbino, 1575.

2. Las Cénicas de Apolonio. Bolonia, 1576. Todos los bibliéfilos ensalzan la edicién de Commandino;
tanto Halley como Ver Eecke consideraron integramente esta versién para sus ediciones.

3. La Coleccién Matemdtica de Pappus. Es la primera impresion de la obra de Pappus, realizada en
Venecia, en 1589.

Estas ediciones estan profusamente ilustradas tanto desde el punto de vista grafico como tipografico y se
acompafian de magnificos comentarios de Commandino. Es muy posible que Fermat tuviera a su
disposicién ejemplares de estas ediciones de las grandes obras de 1a Matematica griega.

Diversas escuelas matematicas renacentistas, en particular la Escuela de los Analistas de Vieta —-en cuyas fuentes
beberia Fermat- que participan de la tendencia humanista general en la Cultura hacia la contemplacion,
ponderacién y recuperacion del legado clasico, recogen y desarrollan la tradicién instaurada por Maurélico y
Commandino de traducir del griego al latin e incluso a las lenguas vernaculas las principales obras de la
Matematica griega. La formacién humanista, un soberbio dominio de las lenguas clasicas y un brillante talento
matematico -conocimientos y facultades que posteriormente exhibiria Fermat-, permiti6é dilucidar infinidad de
pasajes del griego original que multitud de simples copistas y amanuenses habian dejado oscuros o habian
quedado borrosos por el paso del tiempo. Pero la labor de recuperacién del mundo matematico clasico no se
reducia a la simple traduccion o aclaraciéon de fragmentos dudosos y a su puesta en circulacién para el pablico
interesado, sino que iba mas all, al intentar la restauracion del material perdido y la extensiéon de los métodos y
resultados.

Fiel a esta tradicion, Fermat debuta como matematico con la recuperaciéon de una de las obras de Apolonio, Los
Lugares Planos, germen de su Geometria Analitica.

Los Analistas y gran parte de los matematicos posteriores, por la influencia de Vieta y Fermat, basan su
programa de investigacion en la restauracion de la antigua tradicion matematica griega basada en el Método de
Analisis, de ahi el nombre de la escuela. La profunda admiracién de los matematicos de los siglos XVI y XVII
hacia la Matematica clasica griega, no les hizo caer, como ocurrié con ciertos matematicos humanistas anteriores,
en la tendencia a respetar a ultranza la filosofia de la Matematica de Platén y Aristételes. Al contrario, muchos
matematicos, en particular Descartes -en la regla IV de las Reglas para la direccion del espiritu-, lamentaron y
criticaron que la rigidez del impecable estilo sintético, axiomatico y apodictico euclideo impuesto por los
epigonos de Platén, ocultara las vias heuristicas de los métodos de descubrimiento del Analisis Geométrico
griego que afortunada y excepcionalmente Pappus relacionaba y desarrollaba en su Coleccién Matemdtica. Asi
que, tras la traduccién respetuosa y fiel al original, generalmente en un refinado latin clasico, la actividad
investigadora se dirige al comentario ttil, a la exégesis y finalmente a la emulacién, pero dando mayor
importancia a la resolucién de los problemas que al estilo de la presentacién, partiendo de los modelos griegos
como principio, pero conscientes de que el respeto absoluto al paradigma estilistico griego cercena
considerablemente las posibilidades de expresién y generalizacion.

En este sentido, la importancia de la naciente Algebra simbélica sera decisiva. Por ejemplo, los Analistas
comparten con los algebristas italianos la practica del Algebra como una poderosa técnica algoritmica para
resolver problemas. Pero van mucho mas alla porque, impelidos por la idea de crear un arte simbélico de
razonamiento como instrumento fundamental de investigacion matematica, llegan a recorrer gran parte del
camino que media entre la incipiente Algebra sincopada de Diofanto de Alejandria y el Algebra simbdlica de
Descartes. En este ambito juega un papel primordial precisamente la emergencia de la Geometria Analitica de
Fermat de La Introduccién a los Lugares Planos y Sélidos.
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LA GEOMETRIA ANALITICA DE LA ISAGOGE DE FERMAT

Dibujo a plumilla de la tradicional efigie de Fermat.

El origen de la Geometria Analitica de Fermat de
la Introducccién a los Lugares Planos y Sélidos
(Ad Locos Planos et Solidos Isagoge) tiene su
germen en su profundo conocimiento de la
Geometria de Apolonio y Pappus y del Arte
Analitica de Vieta.

Fermat advirti6 que las relaciones de areas,
expresadas segtn el Algebra Geométrica de los
griegos en forma de proporcion, mediante las
que Apolonio escribia las propiedades
intrinsecas de las cénicas se podian traducir
facilmente al lenguaje de ecuaciones del Algebra
simbélica de Vieta. De esta forma el symptoma de
la curva de Las Conicas de Apolonio, forma
retorica de expresiéon de la curva en el lenguaje
pitagérico de la Aplicacion de las Areas,
evolucionaba hacia la ecuacién caracteristica de
la curva de Fermat.

Asi pues, al vincular los trabajos matematicos de
Vieta y Apolonio, Fermat alumbra su Geometria
Analitica que establece un efectivo puente entre
la Geometria y el Algebra que le permite asociar
curvas y ecuaciones, a base de aplicar el Analisis
algebraico de Vieta a los problemas de lugares
geométricos de Apolonio y Pappus, definidos en
un sistema de coordenadas, por una ecuacion
indeterminada en dos incégnitas. De este modo,
Fermat resolvera los problemas del Anilisis
Geométrico de los antiguos mediante la mecanica
operatoria del Algebra simbélica.

Con su Geometria Analitica Fermat alcanza el
maximo grado de eficacia en la aplicacion a los
problemas geométricos del antiguo método de
Andlisis -de ahi procede el adjetivo Analitica
que acompaia al sustantivo Geometria-, siendo
el Algebra por su caracter algoritmico el principal
instrumento de la aplicacién de ese Analisis.

La Geometria Analitica dotada del simbolismo
literal, con toda la potencia algoritmica,
manipulacion y simplificaciéon que permite el
automatismo operacional del calculo algebraico,
sustituye las ingeniosas construcciones
geométricas de la rigida y retérica Algebra
Geométrica de los griegos por sistematicas
operaciones algebraicas que al fundir en un tnico
acto intelectual el descubrimiento y 1la
demostracion -el ars inveniendi y el ars
disserendi- convierten a la Geometria Analitica
en una poderosa herramienta heuristica de
exploracién e  investigacion  geométricas,
mediante la cual Fermat resolvera de forma
prodigiosa y brillante, multitud de problemas,
antiguos y nuevos, en particular numerosas
cuestiones de lugares geométricos, maximos,
minimos y tangentes, cuadraturas y cubaturas,
centros de gravedad y problemas de rectificacién
de curvas.

La Geometria Analitica ha dominado el
pensamiento matematico y su enseflanza desde la
época de Fermat hasta nuestros dias. El empleo
sistematico de las coordenadas tratadas con el
calculo algebraico, es un potente instrumento
algoritmico de resolucion de problemas
geométricos, un método de un poder y una
universalidad tan eficientes en la Matematica,
que supera cualquier otro instrumento anterior, y
mas alla de la Matematica, la Geometria
Analitica ha revolucionado, a través de las
graficas  funcionales todas las ciencias
relacionadas con el tiempo y el espacio.

158



La tangente a la parabola

Fermat utiliza, en la segunda parte del Methodus, el método de «adigualdad» para trazar la
tangente a una parabola en un punto. Es la primera descripcién que hace Fermat de su
método de tangentes y manifiesta que el procedimiento es una aplicacién de su método para
los maximos y minimos con estas palabras (TH.OF.I11.122):

«Nosotros reconducimos al método precedente la invencion de las tangentes en
puntos dados de curvas cualesquiera. [...].»

Fermat considera la parabola BDN con vértice C y diametro DC, y se plantea trazar la
tangente en un punto B de la misma. Sea ésta BE, que interseca al eje en el punto E.

B

Fermat continua:

«[...]. Si se toma sobre la recta BE un punto cualquiera O, desde el que se traza la
ordenada Ol, al mismo tiempo que la ordenada BC desde el punto B, se tendra:
CD/DI> BC%OI?, puesto que el punto O es exterior a la parabola. [...].»

Hay en este parrafo dos elementos significativos. En primer lugar sefalar que el punto O
que Fermat toma sobre la tangente, puede ser cualquiera. Esta observacion contradice,
como ya vimos en los temas de maximos y minimos, las interpretaciones de las
construcciones de Fermat en términos de limites. Por otra parte, Fermat aplica
implicitamente, en este parrafo, la propiedad de generacion de las conicas de Apolonio, en
forma de proporcion.

Siguiendo a Fermat, escojamos en el segmento de tangente BE un punto O cualquiera y
tracemos la ordenada Ol, asi como la BC.

De la propiedad de la parabola tendremos, segun Apolonio (Las Cénicas, 1.11):
BC?/PI* = CD/DI ,
Ademas, OI>PI, por tanto se verifica:
CD/DI > BC?/OF.
Ahora, de la semejanza de triangulos rectangulos (Euclides, V1.4), se tiene:
BC/OI = CE/IE (3) .
De las dos ultimas relaciones deducimos finalmente:
CD/DI > CE?/IE?.
Pongamos CD=d, Cl=e. Hemos de determinar el segmento subtangente, CE=a.
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A partir de la ultima desigualdad, se tiene:

d @
d-e (a-e)y’

de donde resulta:
d-(a—e)? > a*(d—e),
y de aqui:
da® + de? — 2dae > da’ —a’% .
Ahora Fermat sustituye esta desigualdad por lacadigualdad:
da? + de® — 2dae = da® —-a’%e
y manifesta:
«"Adigualemos” segun el método precedente; se tendra eliminando términos comunes:

de?—2dae =~ -a% . »

Fermat continua trasponiendo términos y dividiendo por e:
de + a°~2da,

ignora el término que todavia contiene la e y obtiene:
a’=2da,

de donde resulta finalmente:
a=2d.

Fermat comenta el resultado:

«Hemos probado de esta forma que CE es doble de CD, lo que es conforme a la
verdad.»

Y termina diciendo:

«Este método nunca falla, y puede ser aplicado aun gran numero de cuestiones muy
hermosas; mediante él, he encontrado los centros de gravedad de figuras limitadas por
lineas rectas y curvas, asi como los de los sélidos y otras numerosas cosas que
podremos tratar en otra parte si dispongo del tiempo para ello.»

Si aplicamos el resultado de Fermat, en términos actuales, a la obtencién de la ecuacion de
la tangente a la parabola y?=2px, tendriamos:

Sea m la pendiente de la recta tangente en el punto B de coordenadas B=(x,,ys), se obtiene:
m = BC/EC =y, /2Xg ,

de donde resulta para la ecuacién de la tangente a la parabola en B:

_ Yo

(X=Xy) -
pe (X %0)

Y=Y

Al hacer operaciones resulta:

YYo = p(X+Xo ) ,
ecuacioén habitual de la tangente a la parabola.

160



FERMAT, EL PRINCIPE DE LOS AFICIONADOS A LAS MATEMATICAS

4 n./'/cg.um,« (o

P

Curiosa ilustracion caricaturesca alusiva a la costumbre que tenia Fermat de resefiar sus
descubrimientos en los margenes de las obras de su pertenencia, que aparece en el articulo 15,
sobre Teoria de Nameros, firmado por Paul S. Herwitz, de la obra coordinada por Morris Kline
Matemiticas en el mundo moderno (Editorial Blume, Madrid, 1974).

A Fermat siempre le acompaia el calificativo de «aficionado» porque su profesion de jurista no
estaba laboralmente muy préxima a la actividad de creacién cientifica. Por la especial dedicacién de
Fermat a la investigacion matematica y por la importancia capital de sus resultados justo es
llamarle «EI Principe de los aficionados» como hace E.T.Bell en Les grands mathématiciens (Payot,
Paris, 1950).
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Es casi legendario el hecho de
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de notas ni conservaba los
*v--c--+ | apuntes manuscritos con sus
brillantes consideraciones y sus
excelentes descubrimientos
matematicos. Escribia sus
observaciones en los margenes
de los libros de su magnifica
biblioteca de obras clasicas de la
Matematica griega.
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La tangente a la elipse

La tangente a la elipse es tratada por Fermat en la memoria que hemos llamado M.2
(TO.OF.IIl.129), como una nueva aplicacién de su método de adigualdad y como en el caso
de la parabola, en el trazado de la tangente a la elipse, Fermat manifiesta que aplica su
método de maximos y minimos:

«[...].Para aplicar también este método a las tangentes, puedo proceder como sigue.
Sea, por ejemplo la elipse [...].»

Fermat considera la elipse ZDN de eje ZN y centro R, y se plantea trazar la tangente en un
punto D de la misma. Sea ésta DM, que interseca al eje en el punto M. Tracemos la
ordenada DO desde el punto D y pongamos, en notaciones algebraicas, OZ=b, ON=g.
Hemos de determinar el segmento subtangente, OM=a.

Fermat toma, a continuacién, un punto V cualquiera comprendido entre O y N:

«[...]. Puesto que DM es tangente a la elipse, si por un punto V, tomado “ad libitum’
entre Oy N, [...]»,

y traza la ordenada IEV, paralela a DO, que corta a la tangente DM en el punto I, y a la
elipse en el punto E.

Aplicando para la elipse, la propiedad de generacion de las conicas, en forma de proporcion
(Las Conicas de Apolonio 1.12), Fermat obtiene:

DO? ZO-ON
EVZ  ZV-VN '

De la semejanza de triangulos rectangulos resulta:
DO/IV = OM/VM .

Siendo DM tangente a la elipse, todos sus puntos excepto D, son exteriores a la elipse, por
tanto IV>EV, lo que combinado con las igualdades anteriores permite escribir:

ZO-ON . OoM?
ZV-VN = VM

Llamando OV=e, los segmentos ZV, VN y VM seran:
ZV=b+e, VN=g-e, VM=a—e |,
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y la ultima desigualdad se expresara:

2

b-g . @
(b+e)(g-e) (a-e)

Por consiguiente, se tiene:
b-g-(a—e)? > a*(b+e)(g—e) .

Ahora Fermat introduce la «adigualdad»:

«[...]. Es preciso por tanto, segun mi método, comparar por “adigualdad”, estos
productos, eliminar lo que es comun y dividir lo que queda por e. [...].

Es decir, Fermat escribe:
b-g-(a—e)* = a*(b+e)(g-e),
que desarrollado es:
bga® + bge? —2bgae = bga’ —bea® + gea’ —a’e?.
Al eliminar términos comunes resulta:
bge — 2bga = —ba®+ ga’-a’.
Suprimiendo