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LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
EL METODO DE ARQUIMEDES
LA GEOMETRIA DE DESCARTES

No hay una Matematica, hay muchas Matematicas. [...] El espiritu antiguo creo su
Matematica casi de la nada. El espiritu occidental, histérico, habia aprendido la
Matemadtica antigua, y la poseia —aunque sélo exteriormente y sin incorporarla a su
intimidad-; hubo, pues, de crear la suya modificando y mejorando, al parecer, pero
en realidad aniquilando la matematica euclidiana, que no le era adecuada.
Pitagoras Illevo acabo lo primero; Descartes lo segundo. Pero los dos actos son, en

lo profundo, idénticos
0O.Spengler. La decadencia de Occidente. Austral, Madrid, 1998.Cap.l.1. p.144.

La lectura de Euclides a los 11 afios fue uno de los grandes acontecimientos de mi

vida, tan deslumbrante como el primer amor
B.Russell. Autobiography. Little, Brown & Co, Boston, 1951, p.37.

Habia mas imaginacion en la cabeza de Arquimedes que en la de Homero.
Voltaire. Diccionario filosoéfico.

La Geometria analitica, mucho mas que cualquiera de sus especulaciones
metafisicas, inmortaliza el nombre de Descartes y constituye el maximo paso
hecho en el progreso de las ciencias exactas.

J.Stuart Mill. (citado por E.Bell en Les grands mathématiciens. Payot, Paris, 1950. p.46.
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TRES OBRAS CUMBRES DE LA MATEMATICA:
LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES, EL METODO DE ARQUIMEDES
Y LA GEOMETRIA DE DESCARTES

Introduccion

Euclides, Arquimedes y Descartes son tres figuras histéricas de la mayor relevancia en el
ambito escolar por la ingente repercusion que sus obras han tenido en la conformacion de la
Matematica académica elemental a lo largo de la Historia de la Educacion matematica. Una
unica obra ha bastado en el caso de Euclides, Los Elementos, y también en el caso de
Descartes, La Geometria, para asegurar su inmortalidad en la Historia de la Ciencia y la
permanencia en la Escuela de sus autores; la primera para determinar el contenido de la
Matematica elemental, la segunda para introducir un instrumento, la Geometria Analitica,
que con el concurso del Algebra se ha convertido en el lenguaje ineludible de las ciencias y
las técnicas. La aportacion de Arquimedes —el mas importante de los matematicos de la
antigledad clasica griega— es enormemente mas rica todavia, por su amplitud, rigor y
profundidad, pero de su inmenso caudal cientifico hablaremos ante todo de una obra, E/
método sobre los teoremas mecanicos —cuyo largo titulo indicaremos por EL METODO-, en
la cual lo que nos interesa es el proceso heuristico que sigue la investigacidon matematica y
las cuestiones epistemoldgicas involucradas acerca de la relacién entre los procesos de
descubrimiento—invencion y los métodos de exposicion—demostracion, todo ello en un
ambito muy importante de la Matematica y de la Educacion matematica: el Calculo Integral.

Aun hoy, después de 2300 afos desde que Euclides los compuso, la lectura de Los
Elementos sigue provocando una profunda admiracién, seguida de fruicién intelectual, por el
derroche inusitado de ingenio, ldgica, rigor, didactica, exactitud, certeza, pureza, belleza,
coherencia y elegancia. Todo lo que se haya dicho y se diga sobre la obra euclidiana, que
es mucho, siempre resulta insuficiente: Tesoro matematico de la humanidad, cumbre de la
Matematica griega, compilacion de la Geometria platénica, una de las voces mas
importantes de la herencia clasica, Biblia de las Matematicas, demostracion de humanidad y
manifestacion de cultura y civilizacion superiores, Geometria popular de todos los tiempos,
cima del pensamiento matematico, codificaciéon de los fundamentos de la Geometria de la
regla y el compas, libro secular mas estudiado de toda la Historia, primera teoria
propiamente dicha que registra la Historia, el libro mas grande y mas maravilloso de las
Matematicas, el mas famoso libro de texto, y un larguisimo etcétera.

Los Elementos de Euclides es el tratado de Matematicas que mayor influencia ha tenido a lo
largo de toda la Historia de la Cultura —incluso mucho mas alla de la propia Matematica y
ciencias afines— y que mas veces se ha editado, después de la Biblia. La principal obra de
Euclides ha constituido, como autoridad indiscutida, el cuerpo de doctrina central de la
totalidad de las ciencias matematicas elementales hasta mediados del siglo XIX, del que se
puede derivar el resto y ha sido a lo largo de la Historia de la Ciencia y de la Educacion el
principal vehiculo de la transmision del saber matematico hasta mediados del siglo XX. Pero
aun hoy la carrera de Euclides no ha concluido, porque Los Elementos de Euclides siguen
siendo, por una parte, una fuente inagotable de estudios epistemoldgicos y de
investigaciones histéricas, y por otra, una fuente fundamental del curriculum de la
Matematica elemental, que determina el contenido y el orden légico secuencial y por tanto la
ordenacién curricular de los diversos temas y capitulos de los Libros de Texto de la
Matematica escolar basica y secundaria.

Hemos emprendido, pues, un estudio critico de Los Elementos de Euclides, guiados por los
presupuestos que hemos sefialado mas arriba. Estudiamos, en una primera parte, la
organizacioén y la metodologia de la obra euclidiana en cuanto al significado de Definiciones,
Postulados, Axiomas y Proposiciones; sigue el contenido matematico de todos y cada uno
de los libros geométricos (Libros I, 11, Ill, IV, V, VI, X, XlI, XIl, XIll); y después, el marco
historico-cultural del mundo griego helenistico donde aparecen Los Elementos; breves
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aspectos biograficos de su autor, Euclides; y presunciones, mas o menos fundamentadas en
documentos historicos, sobre la finalidad de la obra como tratado recopilador y
sistematizador de los informes y heterogéneos conocimientos matematicos anteriores, con
proposito compilador, cientifico, académico, didactico, etc. En una segunda parte intentamos
dilucidar la influencia histérica de Los Elementos de Euclides, el sustrato filoséfico que
subyace en la obra y estudiamos la transmision de Los Elementos de Euclides a lo largo de
los tiempos, con la descripcién de las mas importantes ediciones de la obra y su
trascendencia cientifica. A continuacién, en una tercera parte, tratamos la dimensioén escolar
histérica y el valor didactico de Los Elementos de Euclides a lo largo de la Historia de la
Educacion matematica, dando cuenta del proceso de escolarizacion del tratado que tiene
lugar en las diversas ediciones. Finalmente, exponemos unas consideraciones finales sobre
Los Elementos y su autor. Acabamos con un anexo donde reproducimos, en su version
original, algunas proposiciones que consideramos muy importantes, desde nuestro criterio,
en la practica matematica escolar, extractadas de una curiosa version, la edicion visual de
Los Elementos de Euclides O.Byrne (Londres,1847).

La descripciéon del contenido de cada Libro de Los Elementos de Euclides, esta precedida
de un estudio general de los temas que trata aspectos de atribuciones histéricas de
matematicos anteriores a Euclides, influencias ulteriores, disquisiciones, presunciones,
relevancia de algunas cuestiones desde el ambito cientifico o didactico, etc. Después se
describen, proposicién a proposicion, los diversos resultados, y en algunos problemas
matematicos escolares muy importantes se hace un estudio particular de la adaptacion
didactica al aula del correspondiente teorema o problema euclidiano. De esta forma vemos,
acompafados con bellisimas ilustraciones de las proposiciones extraidas de ediciones
histéricas de Los Elementos de Euclides, en su contexto histérico y en su evolucion hacia su
tratamiento académico y escolar, multitud de problemas universales de las Matematicas
elementales escolares, como por ejemplo:

e Libro I. Construcciones elementales con regla y compas, congruencias de triangulos y
cuadrilateros, desigualdades relativas a angulos y lados de un triangulo. Paralelismo,
Teorema de Pitagoras.

e Libro Il. Equivalencias geométricas de identidades algebraicas elementales, resolucion
geométrica de ecuaciones, Divina Proporcién, Teorema del coseno, Cuadratura de
figuras rectilineas.

o Libro Ill. Geometria del circulo: cuerdas, tangentes, secantes, angulos centrales y
angulos inscritos, Potencia de un punto respecto de una circunferencia.

e Libro IV. Construcciones con regla y compas de poligonos regulares inscritos y/o
circunscritos en circulos.

e Libro V. Magnitudes inconmensurables.

e Libro VI. Teoremas fundamentales sobre semejanza de figuras geométricas: Teorema de
la bisectriz, Teorema de Tales, Teoremas del cateto y de la altura, construcciones de la
tercera, la cuarta y la media proporcional.

e Libro X. El Método de Exhaucion.

e Libro XI. Geometria del espacio: paralelismo y perpendicularidad, angulos sélidos,
paralelepipedos.

e Libro XII. Area del circulo, volimenes de piramides, cilindros y conos y esferas.
e Libro XIll. Construccion de los cinco poliedros regulares.

Ante este despliegue de problemas matematicos escolares presentes en Los Elementos de
Euclides, apreciamos el inconmensurable valor didactico e histérico de la obra, por su
fructifera dimensién escolar, como cuerpo de doctrina geométrica de lectura obligada para
todos los estudiantes de Matematicas, durante veintitrés siglos, en manuales inspirados en
la obra de Euclides, que hoy sigue siendo la base informativa de toda disciplina cientifica
matematica elemental en la Ensefianza Secundaria.



En el prélogo de la obra de B.Levi Leyendo a Euclides, escribe el fildsofo M.Bunge (Zorzal,
Buenos Aires, 2001, p.61):

«La sistematicidad y su rigor I6gico hace que el estudio de la Geometria de Euclides
sea acaso mas formativo que el de la Geometria Analitica o el Calculo Infinitesimal.
Teoria éstas que poseen algoritmos que se aplican uniformemente y en muchos casos
mecénicamente. Ese es uno de los motivos por los cuales Los Elementos de Euclides
fueron libros de texto en todo el mundo durante dos milenios. Su estudio exige tanto
ingenio y emperfio como rigor. Forma tanto matematicos como abogados.»

Esto mismo debia pensar el presidente Lincoln cuando aseguraba que habia aprendido a
pensar con Ldgica leyendo Los Elementos de Euclides, donde habia encontrado, también, el
sentido de lo que significa demostrar, es decir el rigor apodictico por encima de la intuicion,
la opinién y el juego retérico y dialéctico de la persuasion. Aqui, entre otros muchos puntos
singulares, reside el alto valor educativo y formativo de las Matematicas, que ya le asigné y
reivindicd Platén, con obligaciones politicas hacia su cultivo, y que se manifiesta desde la
lejana época alejandrina que dio a luz Los Elementos de Euclides —herederos de la
Matematica platénica— hasta hoy y siempre. Por eso podemos leer en un Tratado de
Geometria del Siglo XVIII de autor anénimo:

«La lectura de Euclides no sélo hace gedmetras a los jovenes, sino que
insensiblemente los va habituando a ser excelentes I6gicos.»

En la segunda obra analizada, EL METODO de Arquimedes, ademas de relatar algunos
episodios de ingenio, originalidad y sagacidad increibles, mas o menos legendarios —segun
Voltaire «habia mas imaginacioén en la cabeza de Arquimedes que en la de Homero»—, que
una copiosa Literatura —Cicerdn, Plutarco, Silio Italico, Vitrubio, Valerio Maximo, Tito Livio—
se encargd de embellecer, describimos su inmensa contribucidon a la magnificaciéon del
patrimonio matematico euclideo, y nos interesamos sobre todo por la superacion
arquimediana de los prejuicios platonicos acerca de la actividad cientifica, a base de
combinar el rigor intelectual con la intuicion sensorial para vincular la especulacion abstracta
con las realizaciones técnicas, que requiere la necesidad de resolver problemas concretos,
desarrollando una concepcidon matematica casi experimental, origen de una tradicion
cientifica —llamada después Filosofia Natural y mucho mas tarde Fisica Matematica—, que es
retomada por Galileo para establecer las bases de la Revolucién cientifica del siglo XVII.

En concreto la obra que estudiamos, EL METODO, contiene los procedimientos heuristicos
de tipo mecanico —Arquimedes aplica la famosa Ley de la Palanca que rige la mas sencilla
de sus maquinas— que el gran sabio de Siracusa utilizaba tanto para alumbrar sus
extraordinarios descubrimientos como para emprender la demostracion de los resultados
matematicos obtenidos. En palabras de uno de los mas egregios matematicos y pedagogos
del siglo XX, F.Klein (Matematica elemental desde un punto de vista superior. Vol. Il
Geometria Biblioteca Matematica. Dtor: J.Rey Pastor. Madrid, 1931, pp.254—-255):

«Arquimedes fue un gran investigador que en cada uno de sus escritos avanza un
paso mas, sobre lo ya conocido. [...]. El procedimiento de exposicién [en su obra EL
METODO] es exactamente igual que nuestra manera de ensefiar en la actualidad,
pues procede genéticamente, indicando el proceso mental seguido y no utilizando
nunca el rigido encadenamiento de “hipotesis, tesis, demostracion y determinacion”
que domina Los Elementos de Euclides.

Como aplicacion didactica especifica de los aspectos histéricos, describimos, ademas, lo
que tal vez es el ejemplo mas representativo de la aplicacién del método demostrativo de
exhaucién de la Geometria griega —la Cuadratura de la Espiral-, lo que nos permite valorar
la trascendente influencia de Arquimedes en la génesis del Calculo Integral, a través de dos
analogias manifiestas —e/ método mecanico de descubrimiento y los Indivisibles del siglo
XVIl, por una parte, y el método de demostracion por exhaucién y los limites de la
aritmetizacion del Analisis del siglo XIX, dos de los ingredientes importantes de la
Matematica escolar secundaria.
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En la tercera obra que analizamos, La Geometria de Descartes, se intenta desentrafar las
raices de la Geometria Analitica en el pensamiento cartesiano a base de estudiar el anclaje
de La Geometria de Descartes en su obra filoséfica y en particular en El Discurso del
Meétodo y en las Reglas para la direccion del espiritu, tratados donde se sitla la metodologia
cartesiana, en particular los preceptos del Analisis y la Sintesis que Descartes aplica de
forma constante en La Geometria. Pero para comprender la relevancia histérica y la
gestaciéon de La Geometria de Descartes rastreamos los origenes de la Geometria Analitica
desde los primeros estadios de la Matematica helénica, de modo que arrancamos del
Algebra Geométrica del Libro Il de Los Elementos de Euclides, estructura que adquiere la
Matematica griega como consecuencia de la crisis de fundamentos que acarre6 la aparicion
de los inconmensurables y estudiamos el Analisis Geométrico griego —del que la Geometria
Analitica hereda no sdélo el nombre sino también los procedimientos— que utilizaba un
equivalente de las coordenadas pero sélo empleaba Algebra Geométrica y el Arte Analitica
de Vieta que desarrolla el Algebra Simbdlica pero no usaba coordenadas. Al aunar ambos
instrumentos —coordenadas y Algebra literal- Descartes (y también Fermat) alcanza la
Geometria Analitica estableciendo un puente para transitar entre la Geometria y el Algebra,
lo que le permite asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el Analisis Algebraico de
Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio y Pappus, definidos, en un
sistema de coordenadas, por una ecuacién indeterminada en dos incégnitas.

Descartes crea una herramienta geométrica nueva y revolucionaria que permite fundir en un
solo acto intelectual el descubrimiento y la demostracion —que tan separadas estaban en la
Geometria griega— mediante una potente metodologia geométrica y algebraica que
reemplaza las complejas e ingeniosas construcciones de la rigida Algebra Geométrica de los
griegos por sistematicas operaciones algebraicas y se convierte en un poderoso instrumento
de investigacion y exploracién con el que el filésofo resuelve con plenitud heuristica, de
forma elegante, rapida, brillante y prodigiosa, numerosos problemas, clasicos y modernos,
como abundantes cuestiones de lugares geométricos, extremos, tangentes y cuadraturas y
otros que se habian resistido a lo largo de la historia como el famoso Problema de Pappus.
Por primera vez en la Historia de la Matematicas se tiene la conciencia de haber superado a
los antiguos griegos en algun aspecto. En palabras de Spinoza, el filosofo del more
geometrico (Los Principios de la Filosofia cartesiana):

«Descartes, mediante un método nuevo, hizo pasar de las tinieblas a la luz cuanto en
las Matematicas habia permanecido inaccesible a los antiguos y todo cuanto los
contemporaneos habian sido incapaces de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los cuales es posible asentar la mayor parte de
las verdades en el orden y con la certidumbre de las Matematicas.»

La Geometria Analitica domina el pensamiento matematico desde la época de su creador,
Descartes. El empleo sistematico de las coordenadas tratadas con el calculo algebraico es
una poderoso instrumento algoritmico de resolucién de problemas geométricos, un método de
una capacidad y una universalidad tan eficaces en la Matematica, que supera cualquier otra
herramienta anterior, y mas alla de la Geometria y de la Matematica, la Geometria Analitica
revoluciona todas las ciencias vinculadas al tiempo y al espacio, a través del concepto de
funcién, el utensilio mas importante para el conocimiento y dominio de la naturaleza. Por eso
como escribe el historiador de la Matematica y pedagogo M.Kline (El pensamiento
matemaético de la Antigliedad a nuestros dias. Vol. 1. Alianza Universidad. Madrid, 1992.
vol.1, p.425

«La Geometria Analitica cambi6 la faz de las Matematicas.»

La fuerza algebraica inexorable de la Geometria Analitica al aportar simplificacion,
generalizacion, mecanizacién, unificacién, flexibilidad, versatilidad, claridad, economia,
brevedad y difusién, se convierte en el lenguaje universal de las ciencias. Merced a la
Geometria Analitica, el ingenio y la imaginaciéon que exigia la comprensiéon de la obra de
Euclides puede ser sustituido por la simplicidad de procedimientos algoritmicos automaticos.
Ademas, la notacién cartesiana se convirtio en definitiva, por eso La Geometria de
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Descartes es el primer texto matematico en el que un estudiante actual no encontraria
dificultades con la notacion. La Geometria Analitica es una poderosa herramienta de la
actividad matematica que potencia la intuicion y facilita la investigacion, y al unir la
Geometria con la Aritmética, a través del Algebra, democratiza la Geometria y la Matematica
en general, porque sus técnicas permiten que cualquier persona que tenga pequefios
rudimentos de Algebra pueda resolver problemas geométricos, aunque no tenga un gran
talento y una gran sagacidad y sutileza intelectual. Asi que, parafraseando a Descartes en E/
Discurso del Método, con la Geometria Analitica: «se ejercita el entendimiento sin fatigar
mucho la imaginacién» (DM.AT,VI,17). En este sentido decimos que la Geometria Analitica
es una geometria democratizadora, y por tanto un potente utensilio de la Matematica
escolar. Asi que allende la frase de M.Kline podemos decir que la Geometria Analitica
cambid no sdlo la faz de las Matematicas sino también la faz la de la Educacion matematica.

Los argumentos que se despliegan a lo largo de este escrito se sustentan de forma esencial
en numerosos textos originales de los matematicos y filésofos griegos, asi como en los
textos de las Obras de Descartes y otros fildsofos y matematicos. También se apoyan en
las opiniones y reflexiones que sobre el trabajo matematico de Euclides, Arquimedes y
Descartes han vertido numerosos pedagogos, historiadores y fildsofos de la Ciencia y de la
Matematica, e incluso escritores, literatos y artistas. Estos textos originales cumplen una
funcién muy importante. Son textos con auténtica atribucion histérica y bibliografica, elegidos
muy cuidadosamente de forma erudita, extraidos directamente de los escritos originales de
los creadores de la Matematica y de los fildsofos e historiadores, y en muchos casos en
torno a estos textos se articula la descripcién de la Historia del Pensamiento matematico. De
estos textos surgen numerosas citas extraidas directamente y referenciadas, con autor,
texto y pagina, resefiados en la generosa bibliografia que incluye junto a las fuentes, tanto
obras de largo aliento como otras de divulgacion cientifica con indicacion de los capitulos
que interesan a cada tema.

A lo largo del documento se insertan numerosas y originales ilustraciones que siempre
tienen una relacién contextual con el tema que se esta tratando. Son piezas artisticas de
una gran belleza en las que la Matematica o los matematicos son los protagonistas
principales y el objeto de expresidn. Bastantes de estas ilustraciones son portadas o paginas
significativas de famosas ediciones de obras matematicas clasicas que son cronicas
visuales y auténticas joyas matematicas iconograficas, a las que acompafian breves
explicaciones sobre la evolucion de la edicibn matematica, en manuscrito o impresion, o
sobre el simbolismo emblematico o metaférico que trasmite su iconografia, y con un sucinto
estudio de la importancia de la edicién de la obra en la Historia de las Matematicas. En
general se alude al lugar —biblioteca, museo, universidad, ...— donde se ubica la obra
descrita. También se insertan portadas de ediciones modernas —pero de gran relevancia
editorial- y se hace una valoracién critica acerca de su aportacion a la historiografia. Se
trata de obras que se han consultado de forma intensa en la elaboracion de este escrito.

También insertamos numerosos cuadros de texto enfatizado con esquemas, sinopsis y
resimenes; ampliaciones del contenido general, datos biograficos y bibliograficos; textos de
caracter épico; recopilaciéon de citas; una condensacion de ideas referentes a una cuestion
matematica; una descripcion que de un mismo problema matematico realizan varios autores;
cuestiones de historiografia y su incidencia en el desarrollo de algunas teorias matematicas;
aplicaciones de técnicas y métodos matematicos a la resolucién de ciertos problemas
histdricos; interpretaciones de problemas matematicos con el simbolismo algebraico actual;
aspectos curiosos y singulares; importancia e influencia histérica ulterior de técnicas y
métodos matematicos y vinculos con otros temas; conexiones con cuestiones eruditas de
gran relevancia en la Historia de la Cultura y del Pensamiento; relaciones de las cuestiones
matematicas sobre hechos cientificos y filosdficos; etc. Estos cuadros pueden ir solos o
acompanados de alguna ilustracion ad hoc y permiten una doble lectura de los documentos.
Pero su omision en la lectura del grueso del texto no resta inteligibilidad. No obstante, por su
contenido, estos cuadros son interesantes centros de atencion que discurren a lo largo de
todo el documento y constituyen un buen complemento en muchos aspectos.
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LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
BIBLIA DE LAS MATEMATICAS

Los Elementos de Euclides como codificacion de los fundamentos de la Geometria
de la regla y el compds son el Tesoro matematico de la humanidad desde hace
mas de dos mil afios.

REY,A. El apogeo de la ciencia técnica griega. UTEHA, México 1962. Vol.1. Cap.4. p.176.

Este maravilloso libro [Los Elementos de Euclides] ha sido, es y sera el libro de
texto de Matematicas mas grande de todos los tiempos.
T.L.Heat. History of Greek Mathematics. Dover, New York, 1981. Vol.1. p.358.

Los Elementos de Euclides reducen a todos sus predecesores a objetos de mero
interés historico.
0O.Neugebauer. The exacts Sciences in antiquity. Dover. New York, 1969. p. 145.

Con Euclides comienza verdaderamente la edad de oro de la Geometria griega.
W.Knorr Matematicas (en El Saber griego. Akal, Madrid, 2000, p.322).

El marco histérico-cultural de Los Elementos.

Euclides, el autor de Los Elementos.

El propésito de Los Elementos de Euclides.

Citas memorables sobre Los Elementos de Euclides.

Organizaciéon y metodologia de Los Elementos de Euclides.
Definiciones, postulados y nociones comunes.
Las Proposiciones.

Los libros geométricos de Los Elementos de Euclides.

e ElLibrol.

e ElLibroll.

e El Libro lll.
e ElLibrolV.
o Ellibro V.

e ElLibro Vi
o Ellibro X.

e ElLibro XI.
e El Libro XIlI.
e El Libro XIII.

e Los Libros apécrifos XIV y XV.
La influencia histérica de Los Elementos de Euclides.
El sustrato filosé6fico de Los Elementos de Euclides.
La transmisiéon de Los Elementos de Euclides. Las diversas ediciones.
La dimensidén escolar y el valor didactico de Los Elementos de Euclides
Consideraciones finales sobre Euclides y Los Elementos.
Anexo: de la edicidn visual de Los Elementos de O.Byrne (1847).
Bibliografia.
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El marco historico-cultural de Los Elementos de Euclides

A la muerte de Alejandro Magno se inicia una feroz lucha por el poder entre sus generales
mas renombrados que conduce a la division del imperio alejandrino. Hacia el afio 306 a.C.,
Ptolomeo | Soter («el Salvador») consolida su poder en la parte egipcia del imperio y
favorece el flujo de cientificos, artistas y técnicos procedentes de todos los rincones del
ambito helénico, iniciando una encomiable labor de mecenazgo cultural y cientifico, acorde
con su espiritu ilustrado, de modo que el centro de la Cultura griega se desplaza de Atenas
a Alejandria, que se convierte en la verdadera capital de la civilizacién helenistica y se
transforma en el foco de la cultura, la ciencia y el saber mas importante del mundo
mediterraneo, situacién que se prolongaria mucho mas alla de la dominaciéon romana, hasta
la caida de la ciudad en manos de los arabes en el afio 641 de nuestra era.

Ptolomeo establecio una de las instituciones cientificas mas relevantes en toda la Historia de
la Cultura, el Museo de Alejandria —nombre que proviene de los antiguos cenaculos
pitagéricos de caracter cientifico, filoséfico y religioso— que con el tiempo se convirtié en el
centro principal de estudio e investigacion del Mediterraneo, foco de atraccion para los
estudiosos y nucleo de la cultura helenistica. Todavia permanece en Atenas la Academia de
Platén y el Liceo de Aristételes, pero mas bien entregados al cultivo de la Filosofia, mientras
que debido a que la Biblioteca de Alejandria disponia practicamente todo el material
bibliografico conocido y a la proteccion que ejercia oficialmente la dinastia de los Lagidas
que instaura el fundador, Ptolomeo |, el Museo llegd a albergar a los mas importantes
cientificos y eruditos, en condiciones de seguridad y bienestar —recibian un salario del
Estado y vivienda— lo que facilitaba su dedicacion exclusiva a la ensefianza —aunque el
dictado de las lecciones no era regular—y a la investigacion, en aras de la magnificacion del
acervo cientifico y del desarrollo de un ambiente docente cuyo magisterio beneficiaba a
multitud de estudiantes y estudiosos provenientes de todos los rincones del mundo
helenizado. El Museo era en cierto modo comparable a una universidad estatal actual donde
investigaban y ensefiaban mas de un centenar de investigadores, que se consideraban de
dos tipos: los filologos —dedicados al estudio critico de los textos, a la Historiografia, la
Mitografia y la Gramatica— y los filésofos, que en realidad eran los cientificos.

La ciencia alejandrina habia recibido una gran influencia aristotélica. Algunos miembros del
Liceo aristotélico, como Estratdbn de Lampsaco, habian sido llamados a Alejandria,
llevandose gran parte de los fondos bibliografico del Liceo, que iban a constituir el primer
nucleo bibliografico de la Biblioteca, que en sus mejores tiempos llegd a disponer de mas de
setecientos mil ejemplares. No obstante, la ciencia del Museo abandond la exigencia
filoséfica aristotélica acerca de la busqueda de la unidad del saber y se aplicé a la rigurosa
investigacion sectorial sobre problemas de disciplinas autdénomas concretas: Medicina,
Astronomia, Matematicas, Mecanica, etc. Por eso el sabio tipico del Museo es el docto
competente y especializado en una materia singular, seria y rigurosa, a la que otorga toda
su dedicacion. A esta imagen responde con exactitud Euclides que trabajé en Alejandria
cuando empezaba uno de los periodo mas gloriosos y de mayor florecimiento, hacia
comienzos del siglo Il a.C.

Mas importante aun que la ascendencia aristotélica fue el influjo de la Filosofia platénica, de
donde proviene la gran dedicacién de los cientificos alejandrinos a la Geometria y a la
Astronomia, basando estas ciencias en el puro razonamiento y haciéndolas independientes
de toda experiencia sensible y de todo aspecto practico y concreto de la realidad.

Ademas de Euclides, investigaron y escribieron en Alejandria la mayor parte de los grandes
matematicos posteriores a Platon: Aristarco (hacia 280 a.C.), Eratdstenes (h.240 a.C.) que
llegd a ser el bibliotecario, Hipsicles (h.150 a.C.), Hiparco (h.140 a.C.), Menelao (h.100 a.C.),
Herén (h.65 d.C.), Ptolomeo (h.150 d.C.), Diofanto (h.250 d.C.), Pappus (h.325 d.C.), Tedén
(h.390 d.C.), su hija Hipatia (h.410 d.C.). Al nombre de todos estos célebres matematicos
acompana siempre el gentilicio «de Alejandria». Otros matematicos importantes como
Arquimedes (h.250 a.C.), Apolonio (h.200 a.C.), Nicomaco (h.100 d.C.) vy Proclo (h.460
d.C.) no vivieron de forma permanente en Alejandria, pero se formaron, se informaron y
visitaron el gran emporio cientifico secular.
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LA BIBLIOTECA Y EL MUSEO DE ALEJANDRIA
SEGUN CARL SAGAN

La Gran Sala de la antigua Biblioteca de Alejandria. Reconstruccion basada en datos documentales. La
ilustracién procede de la obra de Carl Sagan Cosmos (Planeta, Barcelona, 1982, p.21)

El gran divulgador de la Historia de la Ciencia C.Sagan escribe en su famosa obra (pp. 18-21):

La Biblioteca y el Museo Alejandria fueron en su época el cerebro de la mayor ciudad del planeta, el
primer auténtico instituto de investigacion de la historia del mundo. [...] Habia en la Biblioteca una
comunidad de eruditos que estudiaban el Cosmos entero. Exploraban la fisica, la literatura, la medicina, la
astronomia, la geografia, la filosofia, las matematicas, la biologia y la ingenieria. La ciencia y la erudicién
habian llegado a su edad adulta. El genio florecia en aquellas salas. La Biblioteca de Alejandria es el lugar
donde los hombres reunieron por primera vez de modo serio y sistematico el conocimiento del mundo.

Ademas de Eratdstenes, hubo el astronomo Hiparco, que ordené el mapa de las constelaciones y estimo el
brillo de las estrellas; Euclides, que sistematizé de modo brillante la geometria [...], Dionisio de Tracia, el
hombre que definié las partes del discurso y que hizo en el estudio del lenguaje lo que Euclides hizo en la
geometria; [...] Herdon, inventor de cajas de engranajes y de aparatos de vapor, y autor de Autdmata, la
primera obra sobre robots; Apolonio, el matematico que demostré las formas de las secciones cénicas [...]
las curvas que como sabemos hoy siguen en sus Orbitas los planetas, los cometas y las estrellas;
Arquimedes, el mayor genio mecanico hasta Leonardo de Vinci; y el astrénomo y gedgrafo Ptolomeo, que
compilé gran parte de lo que es hoy la seudociencia de la astrologia: su universo centrado en la Tierra
estuvo en boga durante 1500 afios, lo que nos recuerda que la capacidad intelectual no constituye una
garantia contra los yerros descomunales. Y entre estos grandes hombres hubo una gran mujer, Hipatia,
matematica y astronoma, la altima lumbrera de la Biblioteca, cuyo martirio estuvo ligado a la destruccién
de la Biblioteca siete siglos después de su fundacién [...].

Los reyes griegos de Egipto que sucedieron a Alejandro tenian ideas muy serias sobre el saber. Apoyaron
durante siglos la investigacién y mantuvieron la Biblioteca para que ofreciera un ambiente de trabajo a las
mejores mentes de la época. La Biblioteca constaba de diez grandes salas de investigacion, cada una
dedicada a un tema distinto, habia jardines botanicos, un zoo, salas de diseccién, un observatorio, y una
gran sala comedor donde se llevaban a cabo con toda libertad las discusiones criticas de las ideas.

El ntcleo de la biblioteca era su coleccién de libros. Los organizadores escudrifiaron todas las culturas y
lenguajes del mundo. Enviaban agentes al exterior para traer libros que eran copiados y devueltos luego a
sus propietarios. [...] Parece probable que la Biblioteca contuviera medio millé6n de volamenes, cada uno
de ellos un rollo de papiro escrito a mano. [...] Alejandria era la capital editorial del planeta. [...] El arte de
la edicidn critica se inventd alli. [...] Los Ptolomeos dedicaron gran parte de su enorme riqueza a la
adquisicién de todos los libros griegos [...]. En raras ocasiones un Estado ha apoyado con tanta avidez la
buasqueda del conocimiento. [...] Los Ptolomeos no se limitaron a recoger el conocimiento conocido, sino
que animaron y financiaron la investigacion cientifica y de este modo generaron nuevos conocimientos.
Los resultados fueron asombrosos. 15



Euclides, el autor de Los Elementos

Euclides y Arquimedes son las dos figuras mas importantes de la Matematica griega.
Mientras que Arquimedes es el investigador por excelencia, que incrementa de forma muy
considerable el caudal matematico griego, la trascendente tarea de Euclides estriba en
estructurar el patrimonio matematico griego en un entramado consistente, claramente
organizado mediante una concatenacion logica de los resultados —Los Elementos—. Asi que
mas que crear unas matematicas nuevas (lo que hizo toda una brillante pléyade de
matematicos anteriores —Tales, Pitagoras, Hipdcrates, Demécrito, Arquitas, ...— y sobre todo
los de la Academia de Atenas —Teeteto, Eudoxo, Menecmo, Dinostarto, ...— que bajo la
direcciéon matematica y filosdéfica platonica realizaron el llamado «milagro griego» en
Matematicas), a Euclides le cabe el inmenso mérito de la ordenacién y sistematizacion de la
Geometria griega elemental, de manera que con independencia de sus aportes originales,
su mayor contribuciéon se le reconoce como gran compilador y creador de un estilo de
exposicion —el método axiomatico—, de modo que en lenguaje actual diriamos que Euclides
es un gran maestro y su obra fundamental un Libro de Texto, que establece un férreo
paradigma de exposicion y de demostracion en Matematicas, una especie de norma
académica de obligado respeto para todo matematico.

Hay una notable discrepancia entre el valor inconmensurable de la obra de Euclides y la
ignorancia que se tiene en torno a su persona y las circunstancias de su vida, incluso la
fecha y el lugar de nacimiento. Los exiguos datos biograficos se reducen a unos pocos
comentarios y algunas anécdotas que se fueron recogiendo en ciertas obras escritas varios
siglos después de su existencia, sobre todo al final de la cultura greco-romana y a lo largo
de la Edad Media. La informacion no puede ser, pues muy fidedigna. Incluso sabios
préximos en el tiempo, como Arquimedes de Siracusa y Apolonio de Perga, sobre los que la
obra euclidea tuvo una influencia capital, apenas lo mencionan. Apolonio lo cita en un
prologo y en Arquimedes hay sélo dos citas de Los Elementos de Euclides; estdn ambas en
el tratado Sobre la Esfera y el Cilindro, en las proposiciones 1.2 (refiriéndose a la Proposicion
|.2 de Los Elementos) y en la |.6 (refiriéndose a la Proposicion XlI.2).

Hacia el afio 300 a.C. Euclides debioé de llegar a Alejandria, requerido como profesor por las
instituciones docentes del Museo, y alli vivid el resto de su vida ensefiando y escribiendo
sobre Matematicas. Por la naturaleza de su obra, Euclides habria estudiado probablemente
con los discipulos de Platon y tal vez en la Academia misma, donde habria conocido los
ultimos resplandores de su foco cientifico, siendo responsable de su irradiaciéon hacia la
nueva sede del Saber, Alejandria.

Las referencias mas fiables sobre Euclides serian las que relata Proclo (siglo V d.C.) en su
famoso Comentario al Libro | de Los Elementos de Euclides —una de las principales fuentes
sobre la Matematica griega, a la que aludiremos de forma reiterada—, donde el filésofo
neoplaténico da unas valiosisimas referencias biograficas y bibliograficas, que constituyen
un resumen sumario de la Historia de las Matematica griega desde los origenes hasta
Euclides, y que tiene la excepcional importancia de ser uno de los escasos documentos
escritos sobre los primeros matematicos griegos. Transcribamos algunos fragmentos del
mismo referentes a Euclides, tomados de El principal texto antiguo relativo a la Historia de la
Geometria (en A.Rey, El apogeo de la ciencia técnica griega, UTEHA,México,1962. pp.7-9):

«Euclides vivié en los dias de Ptolomeo |, pues es citado por Arquimedes, que nacio
en las postrimerias del reinado de aquel soberano y, por otra parte, se cuenta que
Ptolomeo pregunté cierto dia a Euclides si no habia un camino mas corto para la
Geometria que Los Elementos; obtuvo la siguiente respuesta: "En la Geometria no hay
camino para los reyes".

Asi pues, Euclides es mas reciente que los discipulos de Platén, pero mas antiguo que
Eratostenes y que Arquimedes, contemporaneos segun el mismo Eratostenes.

[...] Le debemos [ademas de Los Elementos] otras muchas obras de Matematicas,
escritas con singular exactitud y llenas de ciencia teodrica. Tales son sus Opticas, sus
Catoptricas, sus Elementos de Musica y también su libro Sobre las Divisiones.»

16



EUCLIDES Y LA MATEMATICA

Euclides a los pies de la Geometria. Coleccion Cambé. Barcelona

Las leyendas asociadas a Euclides lo describen como el tipico sabio bonachdén, modesto y amable,
pero no exento de cierta ironia mordaz. Cuenta una leyenda relatada por Estobeo (siglo V d.C) que
cuando uno de sus alumnos le espeté al maestro la consabida pregunta: «;Para que sirve el estudiar
Geometria?», Euclides 1lamo su esclavo y le dijo «Dale unas monedas a éste, ya que necesita sacar
provecho de lo que aprende».

Esta anécdota es coherente con un aspecto fundamental de la Matematica griega: «e cardcter de
ciencia liberal y desinteresada». En efecto los griegos independizaron las Matematicas del
pragmatismo empirico y de la utilidad inmediata, porque como aduce Platén en la Repiiblica (525a-
534a) las ciencias matematicas tienen la misién pedagégica de formar mentes bien hechas,
cumpliendo con el fin propedéutico de servir de introduccion al estudio de la Filosofia. Las
Matematicas, segtn los griegos, deben estudiarse por la aficién y el amor al saber en si mismo, es
decir las Matematicas deben estudiarse por Filosofia y para la Filosofia.
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PITAGORAS, PLATON Y EUCLIDES
TRES HITOS DE LA MATEMATICA GRIEGA
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1. Sello con la efigie de Pitagoras. San Marino, 1983.
2. Sello con la efigie de Platén. Espafia, 1998.
3. Sello con la efigie de Euclides. Maldivas, 1988

La Matematica griega se desarrolla en tres fundamentales estadios temporales (siglos VI, IV, III, A.C) y
geograficos (la magna Grecia del sur de Italia, Atenas y Alejandria) y sus figuras principales son
Pitagoras, Platon y Euclides. Cada uno de ellos aporta una singularidad esencial:

e Pitagoras es el instaurador de la tradicion matematica griega y el artifice de la fundamentacién
filosofica e ideoldgica de la Matematica.

e Platon es la figura central en todos los sentidos; su actividad es la que confiere un estatuto
gnoseoldgico y ontoldgico a la Geometria griega. Ademads, cre6 un entorno académico donde se
potenciaron hasta el paroxismo los estudios geométricos.

¢ Euclides es el sistematizador de todos los conocimientos matematicos elementales precedentes. Su
obra, Los Elementos, se convierte en el canon normativo de exposicion y demostracion en la
Geometria griega, y como tal marca una pauta a lo largo de veintidés siglos.

La tradicion matematica de la Escuela Pitagorica es recogida por Platén y la Academia de Atenas para
ponerla en manos de Euclides, que en la compilacién enciclopédica de Los Elementos creara un modelo
geométrico estructural paradigmatico.

La tradicion matematica griega, instaurada por Pitagoras, es la base de los estudios matematicos de la
Academia de Platon y en manos de Euclides alcanza el caracter de modelo geométrico candnico en Los
Elementos, gran parte de cuyo contenido, sobre todo los Libros I, II, III, IV, VII y XIII es de raiz
pitagorica, siendo el resto de origen platonico. A Euclides hay que atribuirle el inmenso mérito de la
demostracion original de algunas Proposiciones de Los Elementos (por ejemplo la 1.47 -Teorema de
Pitigoras-) y sobre todo la estructuracion légica con el estilo axiomatico de presentacion.
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El propésito de Los Elementos de Euclides.

Los Elementos de Euclides vertebran la Geometria griega elemental en toda su extension y
son el marco inevitable de referencia. A veces se cree que Los Elementos de Euclides
contienen un resumen sumario y exhaustivo de toda la Geometria griega; pero en realidad la
obra de Euclides es un compendio, en lenguaje geométrico, de todos los conocimientos de
la Matematica elemental, es decir, por una parte, la Geometria sintética plana —puntos,
rectas, poligonos y circulos— y espacial —planos, poliedros y cuerpos redondos—; y por otra
parte, una Aritmética y un Algebra, ambas con una indumentaria geométrica. Asi pues, Los
Elementos de Euclides son una exposicion en orden logico de los fundamentos de la
Matematica elemental, y por tanto no contienen, por ejemplo, el estudio de las Cénicas de
Menecmo ni de otras curvas planas superiores —la Hipopede de Eudoxo, la Cuadratriz de
Hipias o Dinostrato, la Concoide de Nicomedes, la Cisoide de Diocles, etc.— que eran bien
conocidas y utilizadas en la época en la resolucién de problemas geométricos, considerados
de naturaleza superior, como los Tres Problemas Clasicos —cuadratura del circulo,
duplicacion del cubo y triseccion del angulo—. A este respecto escribe Proclo en su
Comentario sobre Euclides:

«Son singularmente admirables sus Elementos de Geometria por el orden que reina
en ellos, la seleccién de los teoremas y problemas tomados como elementos —pues no
inserté en modo alguno todos los que podia dar, sino tnicamente aquellos que son
susceptibles de desempefiar el papel de elementos—, y también la variedad de los
razonamientos desarrollados de todas las maneras y que conducen a la conviccion, ya
partiendo de las causas, ya remontandose a los hechos, pero que son siempre
irrefutables, exactos y del mas cientifico caracter.»

Pero ¢ cual seria el propdsito de Euclides escribiendo Los Elementos?
El mismo Proclo al final de su Comentario nos dice algo al respecto:

«Los Elementos son una guia segura y completa para la consideracion cientifica de los
objetos de la Geometria.»

Y en un parrafo anterior Proclo escribe:

«Euclides dio los procedimientos que emplea la perspicaz inteligencia y por los cuales
es posible ejercitar a los principiantes en el estudio de la Geometria para que
reconozcan los paralogismos y eviten los errores.»

El propésito de Euclides escribiendo Los Elementos seria pues de indole metodoldgico,
construyendo una especie de manual, a base de estructurar en una secuencia jerarquica
I6gica los resultados geométricos de sus antecesores, en particular los de Tales, Pitagoras,
Hipocrates, Demacrito, Eudoxo y Teeteto. En efecto, Proclo escribe en otro parrafo:

«Euclides, el autor de los Elementos ordend diversos trabajos de Eudoxo, mejoré los
de Teeteto y produjo también demostraciones irrefutables para aquello que sus
predecesores no habian probado de manera rigurosa.»

Pero es muy probable que Euclides tuviera un propoésito mucho mas ambicioso todavia, que
seria plasmar en un cuerpo de doctrina geométrico, la forma definitiva que debia estructurar
toda la Matematica después de la solucion que dio la Academia platonica a la tremenda
crisis de fundamentos que produjo la apariciéon de las magnitudes inconmensurables. De
hecho Proclo enfatiza en su Comentario:

«Euclides era platonico en cuanto a su opinién y la filosofia del maestro le era muy
familiar, [...]. »
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EL COMENTARIO DE PROCLO AL LIBRO1
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Euclides. Fragmento de una miniatura medieval. Oxford Bodleian Library.
Portada de El Comentario al Libro I de los Elementos de Euclides de Proclo en una edicién de 1560.

El Comentario de Proclo es uno de los documentos histérico-criticos mas valiosos y excepcionales sobre la Historia
de la Geometria Griega que contiene numerosas referencias biograficas y bibliograficas, que son las tnicas que
conocemos de algunos gedmetras anteriores al helenismo, y de algunas cuestiones matematicas que interesaron a
los antecesores de Euclides.

El texto de Proclo tal vez se componia de apuntes para sus lecciones diarias de Geometria en La Academia de
Atenas, la cual lleg6 a dirigir 800 afios después de la muerte de su fundador. Proclo escribid, ademas, amplios
comentarios a algunos dialogos de Platén (la Repiiblica, el Timeo y el Parménides) y diversas obras sobre
Astronomia. Para sus comentarios criticos, Proclo debi6 tener a su disposicion materiales bibliograficos antiguos,
por eso se ha ponderado tanto su labor de transmision del conocimiento matematico. Son muy interesantes
también sus disquisiciones de Filosofia de la Matematica, que tratan aspectos como diferencia entre axiomas y
postulados, teoremas y problemas, naturaleza de los objetos matematicos y en general sobre la esencia matematica,
y analizan con detalle los dos aspectos, inteligible y sensible, de la Matematica, es decir, la Geometria y la
Aritmética, por una parte, y la Mecanica, la Astronomia, la Optica, la Geodesia y la Logistica, por otra. A Proclo se
le debe, ademas, las primeras tentativas de demostrar el famoso quinto postulado de Euclides de las paralelas, con
sus implicaciones filoséficas.

El Comentario al Libro I de los Elementos de Euclides de Proclo es un libro de textos del siglo V d.C. sobre una obra
que databa de mas de 700 afios. Proclo fue mejor filésofo -de credo platonico- que matematico, pero sobre todo fue
un critico muy agudo, competente e instruido que poseia en su mente todos los conocimientos de mas de mil afios
de investigaciéon matematica. Proclo considera a Euclides como miembro de la antigua Academia platénica a la que
habria glorificado concluyendo Los Elementos con uno de los topicos mas queridos por Platén: los sélidos
regulares del Timeo. Como buen comentarista, Proclo explica el significado del término «Elementos» que da titulo a
la obra de Euclides (Proclo de Licia [en Cientificos griegos. Estudio prelim. de F.Vera, Aguilar, 1970, pp. 1157-58]):

«Son singularmente admirables sus Elementos de Geometria por el orden que reina en ellos, la seleccién de los
teoremas y problemas tomados como elemento, pues no inserté en modo alguno todos los que podia dar, sino
inicamente aquellos que son susceptibles de desempeiiar el papel de elementos, es decir, de informar sobre los
primeros principios geométricos. [...] Para el aprendiz, Los Elementos se proponen iniciarlo en el estudio de toda la
Geometria, porque empezando por ellos llegard a conocer las otras ramas de esta ciencia, [...] porque es aqui donde
estdn reunidos y ordenados convenientemente los teoremas que parecen mds primitivos, mds sencillos y mds
proximos a las primeras hipétesis, sobre los que se apoyan los demds. [...] Elemento es lo mds sencillo en que se
resuelve lo complejo, siendo elementos las cosas mds primitivas que se establecen par a un resultado, como los
axiomas, que son los elementos de los teoremas, y esta es la significacion que en sus Elementos dio Euclides [...]
donde contempla las figuras mds primordiales, y pasa de las cosas sencillas a las complejas y establece sus
especulaciones partiendo de nociones comunes que le dan claridad y orden. »

Para Proclo el término «elemento» tiene dos sentidos que se corresponden con las dos acepciones habituales.

Elementos son los fundamentos o conocimientos basicos sobre los que se edifica una teoria cientifica, pero a su vez
una cuestiéon se concibe como elemental cuando en general es bien conocida.
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LA EDICION PRINCEPS DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Portada y dos paginas de la Editio princeps de Los
Elementos de Euclides (S.Grynaeus el viejo, Basilea,
1533) que fija por primera vez el texto estindar en
griego con base en dos manuscritos griegos: uno de
Venecia (codex venetus marcianus 301) y otro de Paris
(codex Paris gr. 2343).

Los Elementos de Euclides son un Corpus geométrico
que compila de forma enciclopédica la Geometria
griega elemental. Se componen de trece libros,
organizados en 465 proposiciones, 23 definiciones, 5
postulados y 5 nociones comunes (axiomas).

En Los Elementos, Euclides establece un férreo
paradigma  estilistico axiomatico-deductivo de
exposicién y de demostracion en Matematicas, a base
de ordenar en una secuencia jerarquica logica los
resultados geométricos de sus antecesores (en
particular los de Tales, Pitigoras, Hipdcrates,
Demécrito, Eudoxo y Teeteto) plasmando en un
cuerpo de doctrina geométrica la forma definitiva que
debia estructurar toda la Matematica griega después
de la solucion que dio la Academia platénica a la
tremenda crisis de fundamentos que produjo la
aparicion de las magnitudes inconmensurables. El
estilo sintético euclideo se impondrd en los mas
importantes tratados de la Matematica griega , en
particular Las Cénicas de Apolonio y Las Obras de
Arquimedes.

Los Elementos de Euclides es el texto que mas veces se
ha editado, después de La Biblia, siendo, ademas, la
obra mas influyente de toda la literatura matematica.
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10.

CITAS MEMORABLES SOBRE EUCLIDES

Euclides, el autor de los Elementos ordené diversos trabajos de Eudoxo, mejoré los de Teeteto
y produjo demostraciones irrefutables para aquello que sus predecesores no habian probado
de manera rigurosa. [...]. Son singularmente admirables sus Elementos de Geometria por el
orden que reina en ellos, la seleccion de los teoremas y problemas [...] siempre irrefutables,
exactos y del mas cientifico caracter. [...]. Euclides dio los procedimientos que emplea la
perspicaz inteligencia y por los cuales es posible ejercitar a los principiantes en el estudio de la
Geometria para que reconozcan los paralogismos y eviten los errores. [..]. Este Libro
[Pseudaria] tiene por objetivo la purificacién y el adiestramiento de la inteligencia mientras
que Los Elementos son una guia segura y completa para la consideracién cientifica de los
objetos de la Geometria. Proclo. Comentarios al Libro I de los Elementos de Euclides (en A.Rey, El
apogeo de la ciencia técnica griega, UTEHA, México, 1962, pp.8-9).

Se cuenta que Ptolomeo pregunto cierto dia a Euclides si no habia un camino mas corto para la
Geometria que Los Elementos; obtuvo la siguiente respuesta: "En la Geometria no hay camino
para los reyes". Proclo. Comentario al Libro | de Los Elementos de Euclides (en A.Rey, p.9)

Mientras admiro a los que han observado la verdad de este teorema [Proposicion 1.47 —Teorema
de Pitdgoras-], ensalzo mas todavia al escritor de Los Elementos, no s6lo porque consiguié una
demostracién mucho mas lacida, sino también porque obtuvo un teorema mucho mas general
[Proposicion VI.31] mediante los irrefutables argumentos del Libro VI. Proclo. Comentarios al
Libro I de los Elementos de Euclides.

El muy sagaz Euclides recopild los fundamentos de la Geometria. Quien los conozca bien, no

tiene ninguna necesidad de lo escrito a continuacidn, [...]. A.Durero. De la Medida. Akal, Madrid.
2000. p.133.

Hasta los 40 afios no se interesé por la Geometria, hecho que ocurrié por accidente al hojear
casualmente en una biblioteca un libro de Los Elementos de Euclides, abierto por la
Proposicion 1.47. «jVive Dios! -exclamé- jEsto es imposible! Asi que se puso a leer la
demostracién que le llevé a otras anteriores y éstas le remitieron a otras, que también ley6,
hasta que quedé absolutamente convencido de esa verdad. Esto le hizo enamorarse de la
Geometria. J.Aubrey. De la vida de T.Hobbes (en Brief Lives), Londres, 1694.

Entre Pitagoras y Euclides, La Geometria plana ha sufrido en su conjunto una revision

profunda, cuyo momento decisivo ha sido el trabajo de Eudoxo sobre las proporciones.
P.Tannery. La géométrie grecque. Gauthier-Villars, Paris,1887, p.—98.

Lincoln: «He aprendido a pensar con l6gica leyendo los Elementos de Euclides. [...] Tras la lectura
de todas las proposiciones de los seis primeros libros de Euclides, encontré el sentido de lo que
significa demostrar.» J.Mellon. The Face of Lincoln, Viking, New York, 1979, p.67).

Einstein: «A los 12 aifios un tio mio me habia contado el Teorema de Pitigoras antes de que la
Santa Geometria de Los Elementos de Euclides cayera en mis manos. [...]. Es maravilloso que un
hombre sea capaz de alcanzar tal grado de certeza y pureza haciendo uso exclusivo de su
pensamiento.» P.A.Schilpp. Sketch autobiografico sobre A.Einstein. Philosopher-Scientist., 1951.

Einstein: «Si Euclides no es capaz de encender tu entusiasmo juvenil, entonces no has nacido
pasa ser un pensador cientifico». Americam Mathematical Montly, vol.99, n°8, 10/1992, p.773.

Los Elementos es el libro mas reproducido de todo el patrimonio cultural después de la Biblia.
[...]. Es una de las voces mas importantes de la herencia clasica, una especie de propiedad
sagrada como demostracion de humanidad y manifestacion de cultura y civilizacion
superiores. [...]. Euclides no es un mero recopilador y ordenador, aunque dicha actividad ya
seria suficiente para elevarle a la categoria de inmortal, porque se trata nada menos que de la
concepcion unitaria de la Matematica .[...]. Los Elementos capacitan para aduefarse de toda la

Matematica, son un «camino real» sino el tnico que conduce al dominio de las Matematicas.
E.Colerus. Breve historia de las Matematicas. Doncel, Madrid, 1972. Vol.1, pp. 47,48, 49,53.
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CITAS MEMORABLES SOBRE EUCLIDES

La lectura de Euclides a los 11 afios fue uno de los grandes acontecimientos de mi vida, tan
deslumbrante como el primer amor. B.Russell. Autobiography. Little, Brown & Co, Boston, 1951,
p.37.

Mientras no existié una teoria aritmética adecuada de los inconmensurables, el método de
Euclides [Libro V de Los Elementos] era el mejor posible en Geometria. Cuando Descartes
introdujo la geometria coordenada, dando el lugar supremo a la Aritmética, supuso la
posibilidad de una solucion del problema de los inconmensurables, aunque entonces no fue
encontrada. B.Russell. Historia de la Filosofia occidental. Austral.Madrid,1995. Vol.1. Libro 1.Cap.3.
p-73.

Eudoxo construy6 una profunda teoria que aparece descrita en el Libro V de Los Elementos de
Euclides, y que es considerada por muchos matematicos modernos como el logro mas
depurado de las Matematicas griegas. Esta teoria es sorprendentemente moderna en espiritu, y
puede ser considerada como el principio de la moderna teoria de ntimeros irracionales, que ha

revolucionado el Analisis Matematico y ha tenido mucha influencia en la filosofia reciente.
G.H. Hardy. Apologia de un matematico. Nivola, Madrid, 1999. pp.98-99.

Eudoxo esta en la cumbre de las matematicas griegas por su Teoria de las Proporciones. [...].
Eudoxo ha encontrado el primer método légicamente satisfactorio, que Euclides ha
reproducido en el Libro V de sus Elementos, para resolver los problemas de la continuidad, los
enigmas del infinito y los dédalos de los nimeros irracionales estos problemas. E.Bell. Les
grands mathématiciens. Payot. Paris, 1950, pp.36-37.

La Geometria euclidiana, que es idéntica, grosso modo, a la Geometria popular de todos los
tiempos, no coincide con la intuicién sino en muy estrechos limites, en el papel. [...] Euclides
procede de acuerdo con el sentir antiguo que obedece al terror c6ésmico ante lo
inconmensurable. O.Spengler. La decadencia de Occidente. Austral, Madrid, 1998. Cap.l.1. p.155.

La obra mas representativa del saber geométrico griego es el famoso tratado llamado Elementos
de Euclides, de tan extraordinario valor, que puede afirmarse que jamas otro alguno ha
ocupado en la Ciencia tan preeminente lugar. [...]. El papel verdadero de Los Elementos de
Euclides fue el de una introduccion al estudio de la Geometria y de 1a Matematica en general,
con la tendencia de tratar ésta segtn las ideas de la escuela platonica, como preparacion para
estudios filoséficos generales. [...]. La teoria de las Proporciones es un ejemplo caracteristica de
la tenacidad con que la tradicién euclidea se conserva en la ensefianza geométrica. [...]. En el
quinto Libro de Euclides se establece por primera vez la licitud del cdlculo con niimeros
irracionales, sobre la base de definiciones rigurosas. [...]. La meta ideal que procura alcanzar
Euclides es deducir de un modo rigurosamente logico todas las propiedades geométricas de
ciertas premisas establecidas al principio. En la importancia de este intento reside la clave de la
significaciéon historica de Los Elementos de Euclides. F.Klein. Matemdtica elemental desde un

punto de vista superior. Vol. Il. Geometria Biblioteca Matematica. Dtor: J.Rey Pastor. Madrid, 1931.
pp- 251, 253, 257, 258, 260, 319.

Los Elementos de Euclides como codificacion de los fundamentos de la Geometria de la regla y

el compas son el Tesoro matematico de la humanidad desde hace mas de dos mil afios. A.Rey.
El apogeo de la ciencia técnica griega. UTEHA, México 1962. Vol.1. Cap.4. pag.176.

Este maravilloso libro [Los Elementos de Euclides] ha sido, es y sera el libro de Matematicas
mas grande de todos los tiempos. T.Heat. History of Greek Mathematics. Dover, N. York, 1981.
Vol.1. p.358.

Los Elementos de Euclides reducen a todos sus predecesores a objetos de mero interés
historico. O.Neugebauer. The exacts Sciences in antiquity. Dover. New York, 1969. p.145.

La introduccién de los postulados en Los Elementos de Euclides revela una légica matematica
mucho mas sutil que la légica aristotélica. [...] La originalidad de Los Elementos reside el
sumo cuidado con el cual, con el minimo de postulados, se esfuerza en obtener el maximo de
resultados. J.ltard. Essais d’Histoire de les Mathematiques. Blanchard, Paris, 1984. p.91.
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La lectura de Euclides no sé6lo hace geémetras los jovenes, sino que insensiblemente los va
habituando a ser excelentes 16gicos. Anénimo. Tratado de Geometria. Siglo XVIII

Con todo derecho la Geometria de Euclides habria que denominarla Geometria platénica.
G.Reale. Platon. En busqueda de la sabiduria secreta. Herder, Barcelona, 2001, p.213.

Ninguna obra cientifica, filoséfica o literaria, como Los Elementos de Euclides, en su largo
caminar desde la antigiiedad hasta el presente, ha caido bajo la pluma de un editor con tanta
frecuencia. J.Murdoch. Euclid: Transmission of the Elements. Citado por L.Vega en la Introduccién
general de Euclides: Elementos. Gredos. Madrid, 1996. Vol. 1, p.123.

Hasta mediados del siglo XIX no hay un sistema de Geometria digno de tal nombre que se
aparte sustancialmente del plan trazado en Los Elementos de Euclides. [...] Es un tratado que
funda de una vez por todas una disciplina cientifica que representa por mas de veinte siglos el
espejo y la norma del rigor en ésta y otras ciencias afines. La fundacién de la Geometria y del
llamado «método axiomatico» con Los Elementos de Euclides es un caso tinico en la historia de
las fundaciones. [...]. La larga historia de los intentos fallidos de apear de su pedestal el
postulado euclideo de las paralelas es la mas popular de cuantas se refieren al desarrollo de las
Matematicas. Luis Vega (en Introduccién general de Los Elementos de Euclides de Editorial Gredos.
Madrid, 1996. pp. 7, 57.

Los Elementos de Euclides constituyen, sin ninguna duda, el libro sobre Matematicas de mayor
influencia que jamas se haya escrito, llegando a formar parte de toda educacion liberal. [...] El
efecto que le produjo la lectura de Euclides al artista del Renacimiento (Durero, Leonardo, ...)
fue arrollador. [...]. D.Pedoe. La Geometria en el arte. Gustavo Gili. Barcelona, 1979, pp.123, 126.

Euclides es el autor del texto de Matematicas de éxito mas fabuloso que se haya escrito nunca.
[...]- Los Elementos de Euclides es la mas famosa obra matematica de la Historia. [...]. No sélo
fueron la primera obra matemadtica griega de importancia que ha llegado hasta nosotros, sino
también el libro de texto que ha ejercido una mayor influencia de todos los tiempos. [...] Fue
uno de los primerisimos libros matematicos que se imprimid; se estima que desde entonces se
han publicado mas de un millar de ediciones. Ningtn libro, salvo la Biblia puede jactarse de
haber tenido tantas, y desde luego ninguna obra matematica ha tenido una influencia
comparable. C.B.Boyer. Historia de las Matemdticas. Alianza Universidad. Madrid. 1986. pp. 141,
146, 162.

El grandioso conjunto de Los Elementos de Euclides fue autoridad indiscutida en las
Matematicas elementales hasta el siglo XIX. [...]. Con el Libro V nos encontramos ante una de
las cimas del pensamiento matematico, y puede afirmarse que este libro fue en verdad
asimilado y superado tan sdélo hace un siglo, mas o menos. R.Taton (compilador). La Ciencia
helenistica (en Historia general de las Ciencias. Orbis. Barcelona, 1988, vol.2, Lib.2, cap.2). p.350.

Los Elementos de Euclides ha sido durante 2300 afios un documento insuperado. Como toda
obra maestra puede ser leido una y otra vez, suministrando nuevos aspectos del genio de su
creador. Aun hoy, estos viejos escritos constituyen una fuente ilimitada de goce para los que
disfrutan con la ingeniosidad y el artificio de un argumento matematico elegante. W.Dunham.
Viaje a través de los genios. Piramide. Madrid, 1992. p.116.

El nombre de Euclides ha atravesado los siglos hasta nuestros dias, cargado con un valor
simbélico para la totalidad de la Matematica, tal como la concebian idealmente los sabios y
pensadores. [...].Constituyen el cuerpo de doctrina central de las ciencias matematicas, del que
se puede derivar el resto. [...]. Fueron el principal vehiculo de la transmisién del saber
matematico de base en las épocas helenistica y romana. [...]. Los Elementos de Euclides
permanecen como nicleo de investigaciones dindmicas y su carrera, en este sentido, todavia no
ha concluido. M. Caveing. Euclides (en El Saber griego. Akal, Madrid, 2000, pp.479, 480, 482, 485.

Los Elementos de Euclides han constituido el modelo de demostracion sistematica de un

conjunto de conocimientos, modelo que tendra influencia mucho mas alla de las Matematicas.
G. Lloyd. La demostracién y la idea de ciencia. (en El Saber griego. Akal, Madrid, 2000, p.479).
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Organizacion y metodologia de Los Elementos de Euclides.

Los Elementos de Euclides constan de 465 Proposiciones organizadas en trece libros. Los
Libros I, Il, Il y IV tratan sobre las propiedades basicas de figuras rectilineas y circulos. El
Libro V expone la Teoria de la Proporcién de Eudoxo, que resuelve de forma brillante la
crisis producida por la aparicion de las magnitudes inconmensurables. El Libro VI aplica esa
teoria al estudio de las figuras semejantes. Los Libros VII, VIII y IX tratan de Teoria de
Numeros, es decir de las propiedades de los numeros enteros y la divisibilidad. El Libro X
introduce el Meétodo de Exhaucion y clasifica de forma sistematica los segmentos
inconmensurables. Los Libros Xl y XII estudian la geometria de sdlidos aplicando el Método
de Exhaucion de Eudoxo al calculo del area del circulo y algunos volumenes. Finalmente el
Libro XlII esta dedicado al estudio exhaustivo de los cinco poliedros regulares.

Los Elementos de Euclides estan escritos en un lenguaje sintético que ordena las diversas
proposiciones en una concatenacién légica de forma que cada resultado se remonta a los
anteriores, sin introducir en el razonamiento ningun elemento antes haber demostrado su
existencia por medio de una construccion, prerrequisito que Euclides satisface en general
con gran habilidad y sofisticacion. Para la elevacion de su edificio geométrico, Euclides
utiliza un método de trabajo que requiere asumir ciertas afirmaciones previas, cuya exactitud
se considera evidente, asi como ciertas construcciones que se suponen conocidas, es decir,
las definiciones, los postulados y los axiomas, de ahi el nombre de método axiomatico-
deductivo.

Asi pues, aunque no hay ninguna introduccién o preambulo de la obra, previamente, en el
Libro I, Euclides introduce unos preliminares a base de veintitrés definiciones, cinco
postulados y cinco nociones comunes o0 axiomas.

Definiciones, postulados y nociones comunes

Los Elementos de Euclides se inician en el Libro | con 23 definiciones de conceptos —punto,
recta, superficie, angulos, rectas perpendiculares y paralelas, circulo, semicirculo, los
diversos tipos de triangulos y cuadrilateros, etc.—, elementos geométricos que se utilizaran
en la primera parte de la obra y que con gran probabilidad son debidos a la Academia
platonica. A lo largo del texto euclideo se van afiadiendo nuevas definiciones hasta un total
de ciento dieciocho. En Los Elementos las definiciones son frases breves y precisas con las
que se introducen los conceptos matematicos y se da nombre a los diversos elementos
geométricos que intervienen en las proposiciones. Transcribiremos aqui las primeras
definiciones siguiendo las diversas ediciones de Los Elementos referenciadas en la
bibliografia.

Definiciones:
D.1.1. Punto es lo que no tiene partes.
D.1.2. Linea es la longitud sin anchura.
D.1.3. Los extremos de la linea son puntos.
D.1.4. Linea recta es la que yace por igual sobre sus puntos.
D.1.5. Superficie es lo que sélo tiene largo y ancho.
D.1.6. Los extremos de la superficie son lineas.
D.1.7. Superficie plana es la que yace por igual sobre sus rectas.

D.1.8. Angulo plano es la inclinacion de dos lineas que se encuentran en un plano y no
yacen las dos sobre una recta.

D.1.9. Si las dos lineas que contienen el angulo son rectas, el angulo se llama rectilineo.

D.I1.10. Si una recta trazada sobre otra forma con ella dos angulos contiguos iguales cada
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uno de ellos es recto, y la recta se llama perpendicular a aquella sobre la cual se
trazo.

D.1.11. Angulo obtuso es el mayor que el recto.

D.1.12. Angulo agudo es el menor que el recto.

D.1.13. Limite es el extremo de algo.

D.l.14. Figura es lo comprendido por uno o varios limites.

D.1.15. Circulo es una figura plana limitada por una sola linea que se llama periferia
[circunferencia], respecto de la cual son iguales las rectas que inciden sobre ellas
trazadas desde uno de los puntos situados en el interior de la figura.

D.I1.16. Este punto se llama centro del circulo.

D.1.17. Diametro del circulo es una recta cualquiera que pase por el centro y cuyas dos
partes tengan sus extremos en la periferia. Esa recta divide al circulo en dos partes
iguales.

D.1.18. Semicirculo es la figura limitada por un diametro y la periferia. El centro del
semicirculo es el mismo que el del circulo.

D.I1.19. Figuras rectilineas son las limitadas por rectas. Trilateras si lo estan por tres,
cuadrilateras por cuatro y multilateras por mas de cuatro.

D.I1.20. Entre las figuras trilateras el triangulo es equilatero si tiene los tres lados iguales,
isdsceles si solo tiene dos lados iguales y escaleno si sus tres lados son desiguales.

D.1.21. Entre la figuras trilateras, el triangulo rectangulo es el que tiene un angulo recto;
obtusangulo, el que tiene un angulo obtuso, y acutangulo, el que tiene sus tres
angulos agudos.

D.I1.22. Entre las figuras cuadrilateras, el cuadrado es equilatero y equiangulo; el rectangulo,
equiangulo, pero no equilatero; el rombo es equilatero, pero no rectangular; el
romboide, sin ser equilatero ni equiangulo, tiene iguales los lados y los angulos
opuestos. Las demas figuras cuadrilateras se llaman trapecios.

D.1.23. Rectas paralelas son las que, estando en el mismo plano y prolongadas al
indefinidamente, no se encuentran.

Claramente se pueden plantear algunas objeciones a la vaguedad y debilidad que presentan
algunas de las definiciones. Pero hay que tener cierta indulgencia légica ya que no hay
ningun conjunto previo de elementos indefinidos en términos de los cuales definir los demas,
es decir, en cualquier estructura légica no se pueden definir todos los términos, ya que toda
definicién consta de términos, que a su vez habria que definir, de modo que la pretension de
definirlo todo es quimérica y esta condenada a la circularidad légica. Un sistema logico debe
arrancar de unos cuantos términos no definidos sobre los que se basan todas las
definiciones posteriores. El numero de términos no definidos debe ser lo mas exiguo posible,
pero su consideracion es inevitable. Por eso en las geometrias modernas las nociones de
punto y recta son primigenias y permanecen si definir. Euclides con sus definiciones
pretende darnos una cierta imagen mental, fisica, intuitiva y convincente de los elementos
geomeétricos.

En ninguna parte de Los Elementos de Euclides aparece el concepto de grado como unidad
de medida de los angulos. La unica medida de angulo considerada es el angulo recto
definido por perpendicularidad como uno de los angulos adyacentes iguales a lo largo de
una linea recta.

Con base en estas definiciones, Euclides presenta a continuaciéon una lista de cinco
postulados y cinco nociones comunes (o axiomas). Los selecciona de forma muy juiciosa
para evitar reiteraciones o inconsistencias légicas. Aqui Euclides sigue la orientacion de
Aristoteles en el sentido de distinguir de forma clara entre axiomas como verdades
autoevidentes por ser comunes a todas las ciencias y postulados como verdades menos
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obvias que se refieren solamente a la materia concreta de que se trate, en este caso a la
Geometria. Posteriormente a Euclides se distinguia entre axioma como algo conocido o
aceptado como evidente y postulado como algo que se debe exigir. Digamos que
terminologia aparte, en el desarrollo ulterior de la Geometria tanto los axiomas como los
postulados de Euclides fueron aceptados como verdades incuestionables, al menos hasta el
advenimiento de las Geometrias no Euclideas.

Postulados:

P1.[Es posible] trazar una linea recta desde un punto cualquiera a otro punto cualquiera.
P2. [Es posible] prolongar de una manera ilimitada en linea recta una recta limitada.
P3.[Es posible] describir un circulo para cada centro y cada radio.

P4.Todos los angulos rectos son iguales.

P5. Si una recta, al incidir sobre otras dos, forma del mismo lado angulos internos menores
que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en
que estén los angulos menores que dos rectos.

Los dos primeros postulados proporcionan la base logica para realizar las construcciones
geomeétricas que se pueden trazar con una regla no graduada, ya que nos permiten unir dos
puntos con una linea recta (P1) y extender cualquier linea recta dada (P2). El tercer
postulado aporta la base ldgica para trazar un circulo de centro y radio dados. Asi pues, los
tres primeros postulados justifican los usos de los instrumentos euclidianos, —la regla y el
compas—, herramientas geométricas por excelencia.

Aquilatando el significado del tercer postulado, digamos que el compas ideal de Euclides no
permite transportar una distancia igual a un segmento sobre otro segmento mas largo, a
partir de uno de sus extremos, es decir, el compas euclideo es «colapsable»; permite dibujar
circulos, segun el tercer postulado, pero s6lo mantiene su rigidez mientras se traza un
circulo determinado, ya que las puntas del compas se cierran en cuanto se levanta alguna
de ellas. Euclides no incluyé un postulado mas para apoyar la trasferencia de longitudes,
porque no era necesario, ya que en las tres primeras proposiciones del Libro | demostrara la
posibilidad de esta operacién, bajo la interpretacion estricta del tercer postulado del compas
como colapsable. Asi vemos como Euclides, dando muestra de agudeza geométrica, evitod
desde el principio postular lo que podia deducir, manteniendo en un minimo el nimero sus
postulados.

Los dos primeros postulados tal como fueron formulados por Euclides no garantizan ni la
unicidad de la linea recta que pasa por dos puntos (suposicién implicita en la Proposicién 1.4
y explicita en la XI.1), ni su infinitud. Sin embargo, Euclides hace uso tacito en sus
demostraciones de la unicidad y la infinitud desde el comienzo del Libro I.

A pesar de algunas omisiones y pequefios errores, uno de los grandes méritos de Los
Elementos de Euclides es la eleccion de los principios, en cuanto al numero y al tipo de
ellos. A partir de un exigua cantidad de ellos, Euclides prueba cientos de teoremas, muchos
de ellos de una gran profundidad.

Efectivamente los principios son elegidos de una forma muy inteligente, sobre todo en el
mas importante y controvertido de los postulados, el quinto postulado, llamado «Postulado
de las paralelas». Euclides no es ajeno a que cualquier principio sobre las paralelas debe
afectar de forma implicita o explicita a cuestiones geométricas que lindan con el infinito, tan
denostado en la Matematica griega y por el que sentian los griegos una especie de terror
césmico ante las limitaciones de la experiencia humana para manejar fisicamente una
extensién infinita. Pero al ser consciente de que algun postulado en relacion con las
paralelas era imprescindible, Euclides eligi6 una version del mismo donde quedara
camuflado la temible presencia del infinito, estableciendo condiciones bajo las que dos
rectas se cortan en un punto a distancia finita.
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De acuerdo con la figura, el Postulado
de las paralelas asegura, que si la
suma de los angulos o y B es menor
que dos rectos, entonces las rectas AB
y CD se cortan en las prolongaciones
deByD.

Este postulado es de naturaleza muy
diferente a los anteriores. Su enunciado
es mucho mas prolijo, requiere un grafico
para su perfecta comprensién y no es
muy evidente. Por ello muchos
matematicos han mantenido a lo largo de
la historia la intima conviccion de que el

quinto postulado deberia ser en realidad
un teorema y son legion los que
derrocharon esfuerzos en intentar
demostrarlo. Como en otros temas, estos
intentos no fueron efimeros ya que
alumbrarian dos mil afios después de
Euclides el panorama de las Geometrias
no Euclideas. El mismo Euclides, que sin

i3 ; . duda ostenta la paternidad del postulado
i anda che gli e . ’
I f:,,‘!},‘f?,ﬁl’ﬁ%ffbe" }':','J,;’,,‘::ff:,mm E,Pifa » . manifiesta una actitud un tanto rara ante

due linee vette alla fimilieudime dellalinea a. b, fopra le \ el mismo, al intentar demostrar todos los

due linee.d.c.¢r.e.f.¢ che duoi angoli da una medefima . . X
parte, come feria li dwoi angoli.c.g.h.@r.e.b.g. del primo 5\‘: teoremas que pueda sin recurrir a él,

efempro, ftan minori diduor angolivetti, che quelle due li Secodo efm-;:;\-a» evitando en lo posible su uso, incluso a
mee protratte in quella mfdfﬂmf"m-ﬂbﬁ“?ﬂr" h_+ costa de incrementar la dificultad de las
werfo.c.@.e.doue fono i predetti angoli, fianeceffarios 1~ € pruebas. De hecho Euclides difiere su
tempo congionger(i infieme ; come nel fecondo efempio ap /' tilizacion hasta 4 P cion 1.29

pare inponto.K. laqual cofa in uero al [enfo , owero alla utilizacion hasta la Proposicion 1.29.
efperientia @ menifefta,ne etiam lo intellerto puo dubitar b
di queflo,perilche non & danegartal petitione.

Petitione 5.

4 Adimandiamo etiam che cifia conceflo, chefe
< upa linea retta calcardfopra duelinee rette , &
che duot angoli da una parte fiano minori di
duoi angoli retti.che quelle duelinee fenza dub-
bio,procrattein quella medefima parte fia necel

fario congiongerfi.

Il Tradottore..

El Postulado de las Paralelas en la edicion de Tartaglia
de Los Elementos de Euclides (Venecia, 1569).

Nociones Comunes:

NC1. Cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si.

NC2. Sia cosas iguales se agregan cosas iguales, los totales son iguales.
NC3. Side cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.
NC4. Las cosas que se superponen una a la otra son iguales entre si.
NC5. Eltodo es mayor que la parte.

La primera de estas Nociones Comunes es la ley transitiva que podemos considerar como el
silogismo fundamental de la Geometria. Las dos siguientes se refieren a la legitimidad de
sumar y restar cosas iguales. La ultima introduce la desigualdad.

La cuarta de las Nociones Comunes merece una atencion. Euclides viene a decir que si una
figura se puede trasladar sobre el plano de modo que al colocarse sobre otra, ambas figuras
coinciden perfectamente —se superponen—, entonces las dos figuras son iguales en todos
sus aspectos, es decir, tiene los mismos angulos, los mismos lados y demas elementos.
Ante el enunciado debemos reprochar que esta cuarta nocion, en la que se basan las
pruebas mediante congruencia, es de caracter geométrico, y por tanto en el sentido
aristotélico, aceptado por Euclides, deberia ser un postulado.

Después de las nociones comunes vienen las proposiciones, teoremas y problemas, que
estan demostrados y resueltos, respectivamente, con el rigor I6gico apodictico euclideo,
apoyandose en los principios asumidos (Postulados y Nociones Comunes) y asegurando en
los problemas la existencia de la solucion por medio de construcciones con regla y compas.
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EUCLIDES Y LOS ELEMENTOS
SEGUN FELIX KLEIN

Felix Klein. Matematica elemental desde un punto de vista superior

Vol. II. Geometria. Biblioteca Matematica. Dr: J.Rey Pastor. Madrid, 1931. pp.251-278

La obra mas representativa del saber geométrico griego es el famoso tratado llamado Elementos
de Euclides, de tan extraordinario valor, que puede afirmarse que jamas otro alguno ha ocupado
en la Ciencia tan preeminente lugar. (p.251). [...].

La personalidad de Euclides es muy poco conocida, sabiéndose tinicamente que vivié en
Alejandria hacia el afio 300 a.C. Se conoce en cambio bastante sobre el movimiento cientifico en
Alejandria por tal época. A la fundacién del imperio de Alejandro, siguié la necesidad de
recoger todo lo que en el orden cientifico habia sido creado en los siglos precedentes, dandole
unidad y formando con ello un sistema cientifico. Asi se desarrollé6 la famosa Escuela de
Alejandria, cuya ensefianza tenia algunos puntos en comin con la universitaria actual, ya que
su papel era recoger y ordenar los materiales procedentes de la libre investigacion, no siendo,(272)
pues, de extrafiar que tendiese en cierto modo al dogmatismo escolar. (p.251-252). [...].

La significacion cientifica de Los Elementos de Euclides y la enorme fama y difusion que han
alcanzado ha promovido un culto a la obra en la que se cree ver la base de todo sistema
geométrico completo.(p.252). [...].

Euclides al escribir sus Elementos no se propuso de ningin modo condensar en una
enciclopedia la totalidad de los conocimientos geométricos de su época, puesto que entonces no
hubiera prescindido de algunas teorias que, como la de las secciones conicas y curvas de orden
superior, habian sido ya estudiadas -el mismo Euclides escribi6é un trabajo sobre cénicas que no
ha llegado a nuestras manos-, aunque hasta Apolonio (200 a.C.) no alcanzasen su forma
completa. El papel verdadero de Los Elementos de Euclides fue el de una introduccién al estudio
de la Geometria y de la Matematica en general, con la tendencia de tratar ésta segtin las ideas de
la escuela platénica, como preparacion para estudios filosdficos generales. Asi se comprende la
razon de que la obra fundamental esté escrita atendiendo en primer lugar a la conexién légica,
que ha de dar por fruto un sistema completo de Geometria, mientras que las aplicaciones
practicas estén excluidas sistematicamente. En dicho sistema Euclides sobrepasé en algunas
partes los conocimientos tedricos de su tiempo, ya que no todos estaban suficientemente
desarrollados para su adaptacién. (p.253). [...].

Generalmente se cree que Los Elementos de Euclides no constituyeron una obra tnica sino la
recopilacion de diferentes trabajos anteriores. Realmente acerca del autor nada de cierto se
conoce, pues todas las noticias que hoy se tienen de Euclides y sus contemporaneos, no arrojan
ninguna luz sobre esto. En el casi actual, la tradicion se remonta al comentador de Euclides
Proclo Diadoco, que vivié hacia el afio 450 d.J., es decir, mas de 700 afios después, y si, por
diferentes motivos, no se atribuyen caracteres de certeza a algunas de sus afirmaciones, mucho
menos puede concedérseles a los que hoy intentan establecer una teoria acerca del autor de una
obra escrita 1200 afios antes. (p.258). [...].

Una ojeada general sobre el contenido de la obra [...] descubre que la meta ideal que procura
alcanzar Euclides es deducir de un modo rigurosamente légico todas las propiedades geométricas
de ciertas premisas establecidas al principio. En la importancia de este intento reside la clave de
la significacion historica de Los Elementos de Euclides. (p.260). [...].

La gran importancia histérica de Los Elementos de Euclides consiste en haber establecido para
lo sucesivo como ideal de la Geometria el alcanzar un encadenamiento légico perfecto. En lo que
se refiere al modo de acercarse a este ideal, hay que reconocerle muchos aciertos. (p.278). [...].
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LA PRIMERA EDICION IMPRESA DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Pagina inicial de la primera impresién de Los Elementos de Euclides que tiene lugar en Venecia en 1482
y se debe al impresor E.Ratdolt. Pertenece a un incunable de la Biblioteca Nacional de Espafia.

Esta edicion se hizo a partir de una versién arabigo-latina que a su vez era una reelaboracion de la
traduccién latina de Adelardo de Bath de 1142, comentada por Campano de Novara, a mediados del
siglo XIII. Seguramente este texto contiene la primera impresién de figuras geométricas en un libro de
contenido matematico. Para ello dispone de un margen de 8 cm. Ratdolt asegura haber desarrollado
una tecnologia que le permitia imprimir cualquier figura con la misma facilidad que el texto.

En el largo El titulo -Euclidis Megarensis .. Geometricorum Elementorum Opus, ab Adelhardo
Bathoniensi traslata, cum annotationibus Johannis Campani- se confunde al verdadero autor de Los
Elementos con el filé6sofo Euclides de Megara, coetaneo de Platon y por tanto casi un siglo anterior. Esta
confusién se mantendra en muchas ediciones posteriores, a pesar de que Commandino la despejara en
sus versiones de Los Elementos.

La edicion de Ratdolt, ademas de ser la primera que aparece en imprenta, es posiblemente una de las
mas conocidas. Sin embargo, por su procedencia arabigo-latina, su fiabilidad respecto a la tradicién
euclidea fue puesta en entredicho por las traducciones latinas de Zamberti y Commandino. 30



LA PRIMERA EDICION IMPRESA DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Pagina que contiene los Postulados, las Nociones Comunes y la primera Proposicién (Folio 4 recto),
en la edicién de Ratdolt de Los Elementos de Euclides (Venecia, 1482). Ejemplar de la Biblioteca del
Monasterio de San Millan de Yuso.
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EUCLIDES ESCRITOR DE LIBROS DE GEOMETRIA

Euclides y la Geometria.

Fragmento del cédice de Nicolo da Bologna Las Virtudes
y las Artes de 1355.

Biblioteca Ambrosiana de Milan.

En EI Comentario al Libro I de los Elementos de
Euclides, Proclo nos informa de otros escritos de
Euclides aparte de Los Elementos:

«[...] Le debemos [ademds de Los
Elementos] otras muchas obras de
Matemidticas, escritas con singular
exactitud y llenas de ciencia teérica. Tales
son sus Opticas, sus Catdptricas, sus
Elementos de Miisica y también su libro
Sobre las Divisiones.»

Proclo no menciona otras obras importantes de
Euclides sobre Geometria, Astronomia vy
Mecanica, aunque llegé a escribir unos doce
tratados dedicados posiblemente a la Ensefianza
de las Matematicas en Alejandria, lo que
permite asegurar que Euclides era un brillante
cientifico con excelentes dotes pedagoégicas.

Entre las otras obras escritas por Euclides cabe
citar los Porismas (obra perdida), que seria una
aproximacion a una especie de Geometria
Analitica y funciones, en la que, segin Pappus
se estudiaria algo intermedio entre un teorema,
en que se propone algo para ser demostrado y
un problema, en que se propone algo para ser
construido. Segin otros comentadores wun
Porisma seria una proposicion en la que se
determina una relacion entre cantidades
conocidas y variables, es decir algo parecido a
una funcion.

Otras obras perdidas serian:

o Lugares de Supetficie, Lugares Sélidos (que
era el nombre griego para las Conicas de
Menecmo, ampliado de forma muy
considerable su estudio por las obras de
Apolonio).

e Pseudaria (sobre argumentaciones falaces en
Matematicas, destinado a enseiiar la forma de
evitar los paralogismos).

e Fenomenos (sobre Geometria esférica para
uso de astronomos).

Otra obra muy importante de Euclides es los
Datos que nos ha llegado a través de Pappus.
Este tratado habria sido escrito por Euclides para
complementar Los Elementos, como guia
analitica de los problemas de Geometria para
descubrir los resultados -lo que puede ser
determinado, en una figura plana, cuando se
dan algunos datos-, es decir, en cierto modo,
esta obra presenta la Geometria Plana de Los
Elementos de Euclides pero dejando patente de
forma heuristica y genética el camino que sigue
la investigacién matematica.

Otro tratado interesante es La seccién del Canon
que contiene la teoria aritmética de los
intervalos musicales de tradicion pitagorica.

Euclides también pudo ser el autor de algunos
de los llamados Hipomnemata, una especie de
cuadernos sueltos que reproducian las
conferencias orales con las lecciones que se
impartian en Alejandria.
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Las Proposiciones

En Los Elementos de Euclides las proposiciones son los enunciados que se demuestran a
partir de las proposiciones anteriores y las asunciones aceptadas en Postulados y Nociones
Comunes. En sus demostraciones, Euclides justifica todos los pasos que da, pero no suele
mencionar de forma exhaustiva todos los resultados anteriores que aplica, en particular, a
partir del Libro I, no se alude a los Postulados y Nociones Comunes como justificacién, ya
que se suponen conocidos de forma de forma implicita. No obstante, al considerar las
referencias —explicitas e implicitas— vemos que Los Elementos de Euclides constituyen una
complejo y tupido entramado légico—matematico donde no sobra nada y donde cualquier
afiadido u omision cambiaria la estructura global de la magna obra euclidiana.

Hay dos tipos de proposiciones:
e Teoremas: enuncian propiedades de los entes matematicos.
e Problemas: explican como se construyen los objetos matematicos.

A veces, en algunas ediciones de Los Elementos de Euclides, la diferencia entre Teoremas
y Problemas se advierte d forma exclusiva por el hecho de que los Teoremas acaban con la
frase: «como queriamos demostrar», mientras que los problemas terminan con la
expresion: «como queriamos hacer».

En sus Comentarios al Libro | de los Elementos de Euclides, Proclo dedica una larga
digresion a la distincion entre Teoremas y problemas en Los Elementos de Euclides.
Veamos algunas de sus frases:

«Las cosas que se derivan de los principios se dividen, a su vez, en problemas y teoremas. Los
primeros se ocupan de la generacion de las figuras y de sus acciones, ablaciones, adjunciones,
y, en general, de todas sus afecciones, mientras que los segundos estudian los casos
particulares de cada figura. [Algunos] prefieren llamar problemas a todas las cosas porque
creen que el nombre de teorema conviene mas a las esencias contemplativas que se ocupan
de las cosas eternas. [Para muchos] los problemas tienen un doble efecto: conseguir las cosas
que se buscan, y una vez conseguidas, ver qué son, su naturaleza, sus propiedades y sus
relaciones con otras cosas. Hay, pues, problemas y teoremas geométricos, y como la
especulacion predomina en la Geometria y las operaciones en la Mecanica, todos los
problemas tiene una parte especulativa; pero la reciproca no es cierta porque las
demostraciones son obra exclusiva de la especulacion.

Todo lo que en Geometria sigue a los principios se ha obtenido por medio de la demostracion,
[...] Los teoremas no exigen problemas, pero los hay que tienen por si mismos la demostracién
de la cosa que se busca. [...]. Inscribir un triangulo equilatero en un circulo [Euclides IV.2] es un
problema porque también se puede Inscribir un triangulo no equilatero; construir un triangulo
equilatero sobre una recta dada [Euclides 1.12] es también un problema porque se puede
construir un triangulo que no sea equilatero; pero cuando decimos que los angulos en la base
de un triangulo isésceles son iguales [Euclides |.5], enunciamos un teorema porque es
imposible que dichos angulos no sean iguales; y si pedimos inscribir un angulo recto en un
semicirculo, formulando la peticibn como problema, la consideracion extrafia a la Geometria
porque todo angulo inscrito en un semicirculo es recto [Euclides 111.31].

De aqui se deduce que las cuestiones generales deben llamarse teoremas y las particulares
que no se refieren absolutamente a lo que se propone, problemas, [...] diferencia que se
observa en cada proposicion [...] y en el hecho de que el propio Euclides agrega la frase: “lo
que queriamos hacer” al final de las cosas buscadas y “lo que queriamos demostrar” que
caracteriza a los teoremas

De las 465 proposiciones de Los Elementos de Euclides son problemas 93; y se reparten
mas o menos por igual en los trece libros, salvo en el Libro 1V, que sélo contiene problemas
y los Libros V y IX que sélo tiene teoremas.

En el cuadro siguiente se describe de forma muy sucinta el contenido tematico de cada uno

de los trece libros, con la correspondiente presumible atribucion a algunos de los
matematicos anteriores a Euclides. A continuacion, se relacionan las Proposiciones de Los
Elementos de Euclides, que tengan alguna incidencia sobre la Matematica escolar.
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RESUMEN DE LOS RESULTADOS MATEMATICOS MAS

II.

I1I.

IV.

VL

IMPORTANTES DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Pitagoras. 48 Proposiciones. Construcciones elementales con regla y
compas. Congruencias de tridngulos y cuadrilateros. Desigualdades
relativas a angulos y lados de un tridngulo. Paralelismo -con el
resultado fundamental de que los angulos de un tridngulo suman dos
rectos, 1.32-. Teorema de Pitagoras y su reciproco (1.47, 1.48).

Pitagoras. 14 Proposiciones. Equivalencias geométricas de varias
identidades algebraicas elementales (II.1-II.10). Resolucion de
ecuaciones mediante la Aplicacion de las Areas del Algebra
Geométrica (IL.5, IL.6). Seccion aurea (II.11). Generalizacion del
Teorema de Pitagoras (II.12, I1.13), conocida como Teorema del coseno.
Cuadrado equivalente a una figura rectilinea (I1.14).

Pitagoras, Hipdcrates. 37 Proposiciones. Geometria del circulo: cuerdas,
tangentes, secantes, angulos centrales y angulos inscritos. Teorema de
Tales del semicirculo (II1.31). Potencia de un punto respecto de una
circunferencia (I11.35-111.37).

Pitagoras, Hipo6crates. 16 Proposiciones. Construcciones con regla y
compas de poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 y 15 lados inscritos y/o
circunscritos en circulos.

Eudoxo. 25 Proposiciones. Teoria de la Proporciéon. Resolucién de la
crisis de los inconmensurables.

Eudoxo. 33 Proposiciones. Reconstruccion de Eudoxo de los teoremas
pitagéricos sobre proporciones. Teoremas fundamentales sobre
semejanza de triangulos y otras figuras. Teorema de la bisectriz (VI1.2).
Teorema de Tales (VI.2). Teorema del cateto y de la altura (VLS8).
Construcciones de la tercera, la cuarta y la media proporcional (VI.11,
VI1.12 y VI.13). Generalizacion de la Aplicacion de las areas y solucién
geométrica de las ecuaciones cuadraticas. Seccion aurea (VI.30).
Generalizacion del Teorema de Pitagoras (V1.31).

VII, VIII, IX. Pitagoras, Euclides. 102 Proposiciones. Teoria elemental de

XI.

XII.

XIIL.

Numeros. Divisibilidad de ntmeros enteros: ntmeros primos,
Algoritmo de Euclides para el calculo del m.c.d (VIL.1, VII.2), Teorema
de Euclides (VIIL.30), relacion mcd-mcm (VIL.34), Teorema fundamental
de la Aritmética (IX.14), Teorema de la infinitud de nameros primos
(IX.20). Suma de términos de una progresion geométrica (IX.35).
Numeros perfectos (IX.36).

Eudoxo, Teeteto. 115 Proposiciones. Principio de Eudoxo (Método de
exhaucién, X.1). Clasificacion de inconmensurables cuadraticos.

Eudoxo. 39 Proposiciones. Geometria del espacio: paralelismo y
perpendicularidad, angulos sélidos, paralelepipedos semejantes.

Demdcrito, Eudoxo. 18 Proposiciones. Método de exhauciéon de Eudoxo
aplicado a la cubatura de piramides, cilindros y conos.

Pitagoras. Teeteto. 18 Proposiciones. Las diagonales de un pentagono
se cortan en seccion Aurea (XIIL8). Propiedades relativas del
pentagono, hexagono y deciagono inscritos en una circulo. Inscripcion
de los cinco poliedros regulares en una esfera (XIII.13-XIIL.17).
Teorema de clasificacion de los poliedros (XIII.18).
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El Libro |

El Libro | de Los Elementos de Euclides, como es natural, es la parte de la obra mas
conocida y mejor estudiada. El Libro | empieza con la construccion del triangulo equilatero y
termina con el Teorema del cuadrado de la hipotenusa, resultados pitagéricos que como
todos los demas que contiene son bien conocidos para un estudiante de Ensefianza
Secundaria:

e Teoremas sobre congruencias de triangulos (los cuatro patrones de congruencia lado-
angulo-lado, lado-lado-lado, angulo-lado-angulo y angulo-angulo-lado).

¢ Resultados sobre triangulos isésceles.

e Construcciones elementales con regla y compas (triangulo equilatero, trasferencia de
longitudes, bisectriz de wun angulo, biseccion de un segmento, trazado de
perpendiculares).

o Estudio de angulos (adyacentes, externos e internos de un triangulo, opuestos por el
vértice, alternos e internos, correspondientes, suma de los angulos de un triangulo).

e Igualdades y desigualdades relativas a angulos y lados de un triangulo.
e Teoremas sobre paralelismo de rectas.

¢ Relaciones entre triangulos y paralelogramos y sus areas.

Como ya se ha indicado Euclides difiere todo lo que puede la cuestion de las paralelas, por
eso los resultados sobre paralelogramos aparecen bastante al final del Libro. Entre ellos
debemos mencionar la proposicion 1.45 donde se construye un paralelogramo equivalente a
una figura rectilinea dada, uno de los primeros problemas de transformacién de un area en
otra, Teoria llamada Aplicacién de las Areas (problemas a los que Euclides dedicara el
segundo Libro), que Eudemo (segun Proclo) atribuia a los pitagéricos y en la que se basaria
la cuadratura de figuras poligonales.

Un aspecto muy interesante del Libro | es que en él Euclides realiza, cuando puede, una
inversion de inferencias, es decir, estudia cuando el resultado de un teorema se puede
invertir, obteniendo el teorema inverso, asi lo hace en las proposiciones 5-6, 13-14, 18-19,
24-25, 27-29, 47-48.

Alguna de las proposiciones adolece de cierta insuficiencia, y se echa de menos algun que
otro postulado, de modo que hay una justificacion visual de tipo ilustrativo, lo que
contraviene el propio deseo de Euclides de desterrar de su Geometria las demostraciones
graficas, al basar el argumento exclusivamente en la légica y derivar todo resultado de los
postulados y axiomas. Como contrapunto, en otras ocasiones, Euclides demuestra con una
soberbia l6gica impecable, algunas verdades que por ser tan evidentes a los sentidos,
alguien estaria tentado de incluirlas en los postulados; por ejemplo la Proposicién 1.20:
«cada lado de un triangulo es menor que la suma de los otros dos» llamada «desigualdad
triangular», equivalente a que «la linea recta es la distancia mas corta entre dos puntos». En
esta ocasion, Euclides también evité suponer lo que podia deducir.

En el texto de Euclides aparece a partir de la Proposicién 1.35 cierta ambigiiedad entre
igualdad de area y congruencia, que evitaremos indicando por equivalentes las figuras que
tienen el mismo area aunque no necesariamente la misma forma.

Termina el primer Libro con uno de los mas fascinantes e importantes teoremas de la
Geometria elemental: El Teorema de Pitagoras —la Proposicion 1.47—, donde alcanza un
verdadero climax geométrico la hermosisima forma magistral con que Euclides realiza la
hazafia geométrica de demostrar el Teorema, con una légica impecable y una economia de
medios increible. Ademas, Euclides da una magnifica demostracién del teorema inverso —la
Proposicion [.48—, de modo que ambas proposiciones caracterizan a los triangulos
rectangulos.

35



Las Proposiciones del Libro I:
e Proposiciéon I.1. Construir un triangulo equilatero sobre un segmento dado.
e Proposicion |.2. Construir en un punto dado un segmento igual a otro dado.

e Proposicion 1.3. Dados dos segmentos desiguales, restar del mayor otro segmento igual
al menor.

Euclides y la Geometria representados sosteniendo la figura de la Proposicion I de Los Elementos.
Pertenece a una coleccion de telas que representan a las siete Arte Liberales del curriculum medieval.

En esta primera Proposicién, Euclides indica como se construye un tridngulo equilatero. Mediante
este problema se demuestra que los triangulos equilateros existen. Euclides habia introducido la
nocion de triangulo equilatero en la Definicién 1.20. Vemos, pues, desde el mismo comienzo de Los
Elementos, que Euclides tiene muy claro que la definicién de un objeto matematico no implica su
existencia. Ademas en la Proposicion I Euclides halla una construccion necesaria para demostrar la
Proposicién II, en la que ensefia como se trasladan segmentos. Ya que para afadir, quitar o comparar
segmentos se precisa colocarlos juntos, la Proposicion II es capital para el curso posterior del texto
euclidiano.

En las construcciones de las dos primeras proposiciones de Los Elementos, Euclides supone que
existen puntos de corte entre rectas y circunferencias, sin que la continuidad de la recta se haya
postulado explicitamente con anterioridad. Los criticos han querido ver en esta situacién uno de los
punto débiles de la obra de Euclides.

IBz20pofitio. 2 .
5 iDato punctocuilibetlincerecte ppofite equam rectam
lineam oncere. .

A0 Sit.a.punctus datus 2.b.c.linea data voloa puncto.a.oucereli
Y| nei i cqualam linee.b.c.in quiciis prem contingat : comngan
el »V2il ! crgo puncriil.g.com altera extranirare lince.b.c.cum qua yolucro.z |

comga ipfil.a.ci extramirate.c.per lined.a.c.fuper qua conflitua mangpld eqla
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La Proposicion 1.2 de Los Elementos de Euclides en la edicién de E.Ratdolt (Venecia, 1482). Ejemplar
de la Biblioteca del Monasterio de San Millan de Yuso 36



LA PRIMERA PROPOSICION DE LOS ELEMENTOS DE
EUCLIDES ENLA PRIMERA EDICION ESPANOLA

LIBRO PRIMERODE

LOSELEMENTOS
GEOMETRICOSDEEVCLIDES
philofopho Megarenfe.
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La Proposicion I de Los Elementos de Euclides- en la edicién de Rodrigo Camorano,
primera en idioma castellano, Sevilla, 1576.



Proposicion 1.4. Si dos triangulos tienen dos lados del uno iguales a dos lados del otro e
iguales los angulos comprendidos por los lados iguales, tendran iguales sus bases y los dos
triangulos seran iguales.

e Proposicion 1.5. En los triangulos isdsceles, los dngulos en la base son iguales entre si
[este teorema se conocia en la Edad Media con el nombre latino de Pons asinorum, ya
que la figura de Euclides simula vagamente un puente, que metaféricamente las
personas con limitadas dotes para el argumento légico, no podian atravesar].

e Proposicién 1.6. Si dos angulos de un triangulo son iguales, los lados opuestos a estos
angulos también seran iguales.

e Proposicion 1.8. Si dos triangulos tiene dos lados del uno iguales a los lados del otro e
iguales las bases, tendran iguales los angulos comprendidos por los lados iguales.

e Proposicion 1.9. Dividir en dos un angulo rectilineo dado.
e Proposicién 1.10. Dividir un segmento en dos partes iguales.

¢ Proposicién 1.11. Desde un punto dado en una recta, trazar una recta que forme angulos
rectos.

e Proposiciéon 1.12. Dada una recta indefinida, trazar desde un punto que no esté sobre ella
una recta perpendicular.

e Proposicion 1.13. Si una recta levantada sobre otra forma angulos, seran rectos o igual a
dos rectos.

e Proposiciéon 1.14. Si respecto de una recta cualquiera y en un punto de ella, dos rectas no
situadas en el mismo lado de ella, forman angulos contiguos iguales a dos rectos, las
dos rectas estan sobre la misma recta.

e Proposicién 1.15. Si dos rectas se cortan, forman angulos opuestos por el vértice iguales.

e Proposicion 1.16. Si se prolonga uno de los lados de un tridngulo, el angulo externo es
mayor que cada uno de los angulos internos y opuestos.

e Proposicién 1.17. Dos angulos de un triangulo son menores que dos rectos.
e Proposicion 1.18. En todo triangulo el lado mayor subtiende el angulo mayor.
e Proposicién 1.19. En todo triangulo el angulo mayor subtiende el lado mayor.

e Proposicién 1.20. En todo triangulo dos lados cualesquiera en conjunto, son mayores que
el otro lado [desigualdad triangular].

e Proposicién 1.22. Construir un triangulo con tres segmentos iguales a otros tres dados.
Pero es necesario que dos de ellos tomados juntos de cualquier manera sean mayores
que el restante [primer diorismo en el contexto de un problema de Los Elementos].
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tum manifette.

La Proposicion 1.22 de Los Elementos de Euclides en la edicion de E.Ratdolt (Venecia, 1482).
38



Proposicion 1.26. Si dos triangulos tienen dos angulos y un lado iguales, ya sea este lado
el situado entre los angulos iguales o el subtendido por uno de los angulos iguales,
tendran iguales los otros dos lados y el tercer angulo.

Proposicion 1.27. Si una recta al incidir sobre otras dos, forma angulos alternos iguales,
dichas rectas seran paralelas.

Proposiciéon 1.29. Una recta que incide sobre dos paralelas forma angulos alternos iguales
entre si.

Proposicion 1.31. Por un punto dado trazar una recta paralela a otra recta dada.

Proposicion 1.32. Si se prolonga uno de los lados de un triangulo, el angulo externo es
igual a los dos internos y opuestos, juntos, y los tres angulos internos del triangulo son
iguales a dos rectos.

Proposicion 1.33. Los segmentos que unen los extremos de segmentos iguales y
paralelos en la misma direccion son también iguales y paralelos.

Proposicion 1.34. Los lados y los angulos opuestos de una regién paralelogramica son
iguales entre si y la diagonal divide la region en dos partes iguales.

Proposicion 1.35. Los paralelogramos que estan sobre la misma base y entre las mismas
paralelas, son equivalentes [tienen el mismo area aunque no necesariamente la misma
formal.

Proposicién 1.36. Los paralelogramos colocados sobre bases iguales y entre las mismas
paralelas son equivalentes.

Proposicion 1.38. Los triangulos colocados sobre bases iguales y entre las mismas
paralelas son equivalentes.

Proposicion 1.39. Triangulos equivalentes colocados sobre la misma base y del mismo
lado, estan entre las mismas paralelas.

Proposicion 1.40. Triangulos equivalentes colocados sobre bases iguales y del mismo
lado, estan entre las mismas paralelas.

Proposicion 1.41. Si un paralelogramo tiene la misma base que un triangulo y estan
colocados entre las mismas paralelas, el paralelogramo es doble que el triangulo [el
area de un triangulo es la mitad del producto de su base por la altura].

Proposicion 1.42.Construir en un angulo rectilineo dado un paralelogramo igual a un
triangulo dado.

Proposicion 1.43. En todo paralelogramo los complementos de los paralelogramos
situados en torno a la diagonal son equivalentes.

Proposicion 1.44. Aplicar a una recta dada en un angulo rectilineo dado, un paralelogramo
equivalente a un triangulo dado.

Proposicion 1.45. Construir en un angulo rectilineo dado un paralelogramo equivalente a
una figura rectilinea dada.

Proposicion 1.46. Trazar un cuadrado a partir de una recta dada.

Proposicion 1.47. En los triangulos rectangulos el cuadrado del lado que subtiende el
angulo recto es equivalente a los cuadrados de los lados que comprenden el angulo
recto [Teorema de Pitagoras].

Proposicién 1.48. Si en un triangulo el cuadrado construido sobre uno de los lados es
equivalente a la suma de los cuadrados construidos sobre los restantes lados del
triangulo, el angulo comprendido por estos dos lados es recto [reciproco del Teorema
de Pitagoras].
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EL TEOREMA DE PITAGORAS
PARADIGMA DE LA MATEMATICA
PARADIGMA DE LA EDUCACION MATEMATICA

El Teorema de Pitigoras es tal vez la relacion matemdtica mas importante, mas
conocida, mas admirada, mas aludida, mas popular, que mas nombres y mas pruebas
ha recibido, y la que ocupa el primer plano en el recuerdo de los tiempos escolares.
Todo ello hace justicia a su relevante valor practico, tedrico y didactico. Al ser la fuente
de todas las relaciones métricas que aparecen en la Geometria elemental, el Teorema de
Pitdgoras es el mas til y espléndido.

La magnifica grandeza del Teorema de Pitdgoras inicia una decisiva inflexién
intelectual entre la practica empirica e inductiva y la argumentacion deductivo-
demostrativa, tanto en el devenir historico cultural matematico -germen de la
Matematica racional en Grecia- como en el espacio escolar de la Educacién matematica

-umbral de la Matemaética deductiva elemental-.

He aqui lo que han escrito, en términos panegiricos, algunos grandes matematicos sobre
Teorema de Pitdgoras:

«Este teorema con la multitud de demostraciones del mismo ilustra de forma
sorprendente el hecho de que hay muchas formas de alcanzar la misma verdad.»
E.S.Lomis. The Pythagorean Proposition. NCTM, 1968. p.3.

«El Teorema de Pitdgoras ha tenido ocupados a los matemdticos desde la época cldsica
hasta el presente. [..] Sus miiltiples demostraciones ilustran la agilidad de los
matemdticos al atacar el mismo problema desde dngulos diferentes. [..] Con
independencia de la frecuencia con que se demuestre, el Teorema de Pitdgoras logra
siempre retener su belleza, su frescura y su eterno sentido de admiracién.»

W.Dunham. El Universo de las Matematicas. Piramide. Madrid, 1995. pp.136, 153.

«La contestacién mds frecuente a la cuestion de lo que se recuerda de la Matemdtica
escolar es el Teorema de Pitdgoras. [...] Debemos considerar al Teorema de Pitdgoras
como un activo cultural de primer orden que pertenece a la base intelectual comiin de
la humanidad. [...] En sentido cultural, Homero es a Grecia, lo que la Biblia es a la
Edad Media, Shakespeare a Inglaterra (Goethe a Alemania y Cervantes a Espaiia) y lo
que el Teorema de Pitdgoras es a las Matemidticas, que es independiente de los
lenguajes especificos y trasciende las fronteras culturales. Es con razom y con
frecuencia un simbolo de todas las Matemdticas.»

B.Artmann. Euclid-The Creation of Mathematics. Springer. N. York, 1996. pp.57-58.
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EL TEOREMA DE PITAGORAS. LA DEMOSTRACION
Y EL MILAGRO GRIEGO EN MATEMATICAS
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Sellos emitidos en Grecia el 20 de agosto de 1955 con ocasién de un Congreso sobre Pitagoras
conmemorativo del 2500 aniversario de la fundacién de la primera Escuela de Filosofia de la Historia. El
primero representa al propio Pitagoras retratado en una moneda encontrada en Samos y el segundo es
una imagen visual del Teorema de Pitagoras aplicado al sagrado tridngulo egipcio.

En sus Comentarios al Libro I de los Elementos de Euclides, Proclo escribe sobre Pitagoras:

«Pitdgoras transformé la doctrina de Tales en enseiianza liberal, examiné desde lo alto los
principios de la Geometria, investigo los teoremas de un modo inmaterial e intelectual y descubrié la
dificultad de los niimeros irracionales y la construccion de las figuras cosmicas [poliedros]».

Segun Proclo, Pitigoras marca un hito en la historia de la Matematica, porque transformé el saber
geométrico en disciplina puramente tedrica, investigando los teoremas de manera inmaterial y abstracta,
es decir sin instrumentos ni mediciones materiales, sin referencia a materiales concretos y sélo por
medio de la intuicién de ideas y del discurso mental, dando el gran salto cualitativo, que supone el
verdadero nacimiento en Grecia de las Matematicas como ciencia especulativa y deductiva, mas alla de la
practica empirica e inductiva de las civilizaciones del préximo, medio y lejano oriente. Con Pitagoras
podemos hablar del Milagro griego en Matemdticas como parte del milagro que supuso la inflexion
radical que realizaron los griegos en el ambito general de la Cultura y el Pensamiento.

En concreto respecto del Teorema atribuido por tradicién a Pitagoras, digamos que éste realiza la
primera demostracion del mismo. Entre la ley general que establece el Teorema y los casos especificos
de la Geometria babilénica, egipcia, hindii o china, hay el abismo que media entre un instrumento
primitivo que no se pregunta como funciona y un mecanismo universalmente aplicable. El aporte
esencialmente original es que el Teorema da una verdad general y universal independiente de los
particulares valores de los lados del tridngulo rectangulo.

He aqui, pues, en la demostracién, la aportaciéon fundamental del Pitagorismo a la Matematica, valorado
siempre muy por encima de sus magnificas contribuciones particulares en ambitos concretos de esta
ciencia, siendo considerada, ademas, la demostraciéon, como elemento esencial en el transito del mito al
logos que tiene lugar en la cultura griega. La demostracién va mucho mas alla de la mera persuasion de
la Retérica en la que los griegos eran grandes maestros, pues es posible con persuasién argiiir lo falso
contra lo verdadero -de ahi los reproches de Sécrates hacia los sofistas-. La demostracion convence por
la ilacién argumental incontrovertible que alcanza algo legitimo mientras no se pongan en entredicho las
leyes de la l6gica. Por eso a partir de Pitagoras la Matematica es universalmente considerada como un
manantial primario de verdad objetiva.
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EL TEOREMA DE PITAGORAS. LA DEMOSTRACION Y EL
MILAGRO GRIEGO EN MATEMATICAS

La Matemdtica conduciendo a Pitigoras. Fragmento de la tabla de Da Ponte Las Artes Liberales.
Museo del Prado. Madrid.

La emergencia del Teorema de Pitigoras en el horizonte histérico cultural sefiala el primer salto
intelectual entre los confines de la especulacion empirica y los dominios del razonamiento
deductivo. El Teorema de Pitdgoras pudo estar en el origen de la demostracion -que caracteriza a la
Matematica con respecto a las demas ciencias- ya que la prueba pitagérica del Teorema de Pitigoras
tal vez sea la primera demostracién verdaderamente matematica de la Historia.

Sobre la importancia histérica del Teorema de Pitigoras como origen de la aparicion del fenémeno
de la demostracion que en el mundo griego dara carta de naturaleza a la Geometria racional, y por
ende al verdadero nacimiento en Grecia de las Matematicas como ciencia especulativa y deductiva,
transcribimos unas significativas citas de dos importantes historiadores de la Matematica:

Abel Rey (El apogeo de la ciencia técnica griega, UTEHA, México, 1962. Vol.1. pp.11, 13):
«La demostraciéon guié a los pitagoricos. Desde entonces el método y la actitud del
pensamiento son biisqueda de lo necesario y de lo universal, y el Teorema de Pitdigoras, en
primer lugar, sirve en esto de completa ilustracién.»
«La universalidad del teorema de Pitdgoras y la invencién de la demostracion geométrica son
las hadas que vemos en torno a la cuna de la Geometria griega, del milagro griego en
matemdtica y del espiritu cientifico que ha llegado hasta nosotros.»

H.G.Zeuthen. (Théoreme de Pythagore, origine de la Géométrie scientifique, 1I Congreso
internacional de Ginebra, 1904):

«El Teorema de Pitigoras constituyé el origen de la Geometria racional en la Escuela
Pitagorica y las deducciones que paulatinamente fue realizando la Escuela, tuvieron por objeto
lograr una demostracion general del teorema, advertida su verdad en casos particulares. »
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EL TEOREMA DE PITAGORAS
EN LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Euclides enuncia y demuestra el Teorema de Pitigoras en la Proposicién 1.47 de Los
Elementos. La demostracion de Euclides del Teorema de Pitagoras es una prueba muy
elegante, que la tradicién se la ha atribuido y que precisa un bagaje considerable de
conocimientos geométricos, desarrollados por Euclides en las proposiciones anteriores de
Los Elementos. La diferencia con la prueba de Pitigoras estriba en que Euclides utiliza las
relaciones entre paralelogramos y tridngulos con la misma base y situados entre las
mismas paralelas, en vez de proporciones que ya no podian ser utilizadas, en forma
pitagorica, después del descubrimiento de las magnitudes inconmensurables.

«Los paralelogramos que tienen la misma base y
estin situados entre las mismas paralelas tiene el
mismo drea» (Euclides 1.36).

«Si un paralelogramo tiene la misma base que un
tridngulo y estdn situados entre las mismas paralelas

M el drea del paralelogramo es doble de la del
tridngulo» (Euclides 1.41).

Parece que Euclides esta ansioso de situar lo mas pronto posible el Teorema de Pitagoras
en Los Elementos, ante la perentoria necesidad de utilizarlo ulteriormente con asiduidad,
pero ante la imposibilidad de aplicar de forma tan temprana la Teoria de la Proporcion de
Eudoxo que serd desarrollada en los Libros V y VI, basandose en las proposiciones
descritas (I.36, 1.41), realiza, con una estética inefable y con un ingenio sublime, la
siguiente demostracién:

e Los triangulos DCB y ABI son iguales
ya que AB=BD, BI=BC y el angulo B
del triangulo DCB es igual al angulo
B del tridngulo ABI.

El drea del cuadrado ABDE es doble
del area del triangulo DCB ya que
tienen la misma base y estan situados
entre las mismas paralelas.

El area del rectangulo BIK] es doble
del adrea del triangulo ABI ya que
tienen la misma base y estan situados
entre las mismas paralelas.

De modo que se verifica :

[ I BIKJ=2AABI=2ADCB=/ABDE
Razonando de forma analoga se tiene :
[]CHKJ = 2AAHC=2ABCG = [/ACGF.
I K H De donde resulta: /ABDE + [J/ACGF =

[ 1B1Kj + [_]CHK]J = /BIHC.
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LA FIGURA EUCLIDEA DE LA DEMOSTRACION
DEL TEOREMA DE PITAGORAS

8 Bewpnua Tiis riugms.

La demostracion euclidea del Teorema de Pitigoras es de
naturaleza estrictamente geométrica, y en ella juega un
papel fundamental una figura que procede de wuna
secuencia de construcciones que mediante ciertas
congruencias de triangulos va transformando los cuadrados
sobre los catetos en dos rectaingulos que al encajarse
componen el cuadrado sobre la hipotenusa

La figura que utiliza Euclides en su demostraciéon del el
Teorema de Pitagoras se ha hecho famosa también por la
gran cantidad de calificaciones curiosas que se le han dado.
E. Lucas en Recréations mathématiques dice que los arabes
le llamaban «silla de la novia», porque se parece a la silla
que en algunos paises orientales llevaba un esclavo a la
espalda para transportar a la novia hasta la ceremonia.
También se ha llamado «calesa de la mujer recién casada»
(Bhaskara), «capucha de franciscano», «cola de pavo real»,
«figura del molino de viento».

El filésofo Schopenhauer, que muy impresionado por el
hecho del teorema, siempre se pregunto por la razén natural
de la relacién pitagoérica, llamaba a la demostraciéon de
Euclides «una prueba paseando en zancos» y también
«prueba de la ratonera».
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Caricatura alegérica de la «silla de la novia» del
Teorema de Pitagoras en Los Elementos de Euclides, en
el contexto de la primera guerra mundial, que aparece
en The Mathematical Gazette 11 (1922), pag.346.

Retrato caricaturesco de Euclides. En el titulo
se confunde, como es habitual, al autor de Los
Elementos con el filésofo socratico Euclides de
Megara.
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EL TEOREMA DE PITAGORAS EN ANTIGUAS EDICIONES
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

1. La Proposicion 1.47 (Teorema de Pitdgoras)
en un manuscrito del siglo IX de 1la
coleccién vaticana (Vat. gr. 190, vol. 1 fol..
39 recto math01 NS.01 ).

2. La Proposicion 1.47 (Teorema de Pitdgoras)
en la edicion Princeps (Basilea, 1533).

3. La Proposicion 1.47 (Teorema de Pitdgoras)
en la primera impresion (edicion de
E.Ratdolt ,Venecia, 1482).

D.Smith y FKlein, grandes matematicos,
excelentes pedagogos, brillante historiador de la
Matematica el primero y muy conocido en el
segundo la aplicacién del Método genético en la
Educaciéon matematica -que se sustenta en la
Historia de las Matematicas-, escriben sobre la
prueba euclidea del Teorema de Pitdgoras:

«Cientos de pruebas ha sugerido la proposicién
pitagorica. [...] Una de las primeras es la de Los
Elementos de Euclides que ha soportado la
prueba del tiempo mejor que cualquier otra».

D.Smith. History of Mathematics. Dover. New
York, 1958. Vol.2, p.289.

«En la demostracion de Euclides [del Teorema
de Pitagoras] estdn tan mezcladas de tal modo
la intuicion y la logica, que cada paso légico
estd evidenciado intuitivamente, lo cual puede
muy bien considerarse como el ideal.

FKlein. Matematica elemental desde un
punto de vista superior. Vol.2, Biblioteca
matematica, Madrid, 1931, p. 319.
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ILUSTRACIONES HISTORICAS
DEL TEOREMA DE PITAGORAS EN EUCLIDES
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1. EIl Teorema de Pitigoras en griego. Manuscrito de Los Elementos de Euclides del siglo XII.
Biblioteca Nacional de Paris.

2. El Teorema de Pitdgoras en latin. Traduccién de Los Elementos de Euclides al latin de fecha
incierta.

Los Elementos de Euclides es, sin duda alguna, el libro cientifico mas traducido y divulgado a lo
largo de la Historia de la Cultura. Es el texto que mas veces se ha editado, después de La Biblia,
siendo, ademas, la obra mas influyente de toda la literatura matematica.




ILUSTRACIONES HISTORICAS
DEL TEOREMA DE PITAGORAS EN EUCLIDES
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1. Teorema de Pitdigoras
en drabe. Pagina de un
Comentario de 1250
sobre Euclides.

* 2. Teorema de Pitigoras

en chino. Manuscrito
del siglo XVIL.
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EL RECIPROCO DEL TEOREMA DE PITAGORAS
PROPOSICION 1.47 DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

La Proposicién 1.47 marca la cumbre del Libro I de Los Elementos, pero el ingenio de
Euclides va todavia mas alla demostrando el resultado inverso del Teorema de
Pitagoras en la Proposicion 1.48 que es un increible modelo de economia de recursos
en Geometria :

«Si en un tridngulo el cuadrado construido sobre uno de los lados es igual a la
suma de los cuadrados construidos sobre los restantes lados del tridngulo, el
dangulo comprendido por estos dos lados es recto.»

En la demostracion Euclides traza un segmento AD=AB y perpendicular a AC.
De la hipétesis: AB2+ AC2=BC?,
y al ser rectangulo el tridangulo ADC, resulta:
AD? + AC2=DC2 (1.47, Teorema de Pitdgoras).
Pero como AB=AD, sera:
BC2=AB2+ AC2= AD2+ AC2=DC2

por tanto BC=DC; de manera que los tridngulos DAC y CAB son congruentes, ya que
al ser el lado AC comiin los dos tridngulos tienen los tres lados iguales.

Por tanto el angulo CAB que es igual al CAD (Euclides 1.8), debe ser recto.
C

.
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Dos notas son dignas de ser remarcadas sobre esta demostracion: su concision y el
hecho de gran valor l6gico-deductivo de que Euclides aplica el propio Teorema de
Pitagoras para demostrar su reciproco.

Por desgracia esta sencilla demostracion es obviada en los libros de texto aunque
paradéjicamente es utilizada implicitamente tanto como el propio Teorema de
Pitigoras y ello desde los antiguos agrimensores egipcios. En efecto, es curioso que
mientras cualquier persona se enfrenta al Teorema de Pitigoras en su etapa escolar,
muy pocas personas conocen la demostracion del teorema inverso, aunque estan
seguros de su legitimidad y de hecho lo aplican cuando es necesario.

Las dos proposiciones, 1.47 y 1.48 constituyen una unidad secuencial con la que se
alcanza el esplendor geométrico en el Libro I de Los Elementos, ya que tomadas en
conjunto caracterizan por completo los tridangulos rectangulos, es decir:

«Un tridngulo es rectdngulo si y sélo si el cuadrado sobre la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados sobre los catetos».
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EL GRAN TEOREMA: EL. TEOREMA DE PITAGORAS
EN UN TEXTO DE W.DUNHAM

Viaje a través de los genios. Piramide. Madrid, 1992.
Cap. 2 (la demostracién de Euclides del Teorema de Pitigoras ), p.76-82.

[...] Este hito histdrico se conocia mucho antes de la época de Euclides, de manera que en
absoluto lo descubrié él. Sin embargo merece que se reconozca su particular demostracion,
una prueba que muchos creen que es original de Euclides. Su belleza radica en la economia
de sus presupuestos; después de todo Euclides disponia de sus postulados, sus nociones
comunes y las primeras 46 proposiciones -una caja de herramientas mas bien escasa- para, a
partir de ellos montar una demostracion. Considérense los temas de Geometria de los que
aan no se habia ocupado: los tnicos cuadrilateros por él investigados eran los
paralelogramos; los circulos en su practica totalidad atin estaban inexplorados, y el tema
extremadamente importante de la semejanza no se mencionaria hasta el Libro VI. Con toda
seguridad es posible disefiar demostraciones breves del Teorema de Pitigoras utilizando
triangulos semejantes, pero Euclides no quiso diferir la demostracién de su importante
proposicion hasta el Libro VI. Claramente pretendia demostrar el Teorema de Pitigoras de
la manera mas rapida y directa posible y, en consecuencia, disefié6 una demostracion que se
convertiria en la proposicion 47 de Los Elementos. Desde esta perspectiva, se puede
considerar que gran parten de lo que habia precedido estaba apuntando al gran Teorema de
Pitdgoras, que sirve de adecuado climax al Libro I

La Proposicion 1.47 marca la cima del Libro I, pero Euclides tenia un resultado final que
demostrar, la inversa del Teorema de Pitigoras. En este caso el ingenio y la economia de
medios son innegables. Por desgracia, esta demostracion no es tan bien conocida como
debiera serlo. De hecho, mientras la mayoria de los estudiantes se tropiezan con una
demostracién del Teorema de Pitigoras en algtin momento de sus vidas, muy pocos ven una
demostracion de la inversa, o lo que es equivalente, estan seguros de su validez.
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El Teorema de Pitdgoras y su inverso -Proposiciones 1.47 y 1.48 de Los Elementos de Euclides- en la edicién
de Rodrigo Camorano, primera en idioma castellano, Sevilla, 1576.
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EL TEOREMA DE PITAGORAS EN EL 2000
ANO MUNDIAL DE LAS MATEMATICAS
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Poster de la celebracion en Espaifia del Afio 2000 Mundial de las Matemdticas que incluye un
fragmento con el anagrama euclideo de una demostracién del Teorema de Pitigoras en una
edicién medieval en griego de los Los Elementos de Euclides.

El Teorema de Pitdgoras como parte esencial de los bellisimos tesoros matematicos de la
tradicién pitagorica es una de las joyas geométricas a las que alude Kepler en su obra
Muysteriumn Cosmographicum de 1596.

Sin duda alguna, el Teorema de Pitigoras es el mas espléndido, atractivo, célebre, popular,
renombrado y util de la Geometria elemental. Con toda seguridad es el Teorema mas
conocido, del que mas demostraciones se han realizado, el que mas nombres ha recibido y el
que mas pasién ha producido en toda una pléyade heterogénea de personajes ilustres, desde
el alba de la historia hasta nuestros dias. La multitud de pruebas del Teorema de Pitdgoras
ilustran la idea de que hay muchas formas de alcanzar la misma verdad.

La soberbia grandeza del Teorema de Pitigoras establece una radical inflexién intelectual
entre la practica empirica e inductiva y la argumentacién deductivo-demostrativa, tanto en el
marco histérico cultural matematico como en el ambito escolar de la Educacién matematica.

Como origen de la Geometria racional, fundamento de multitud de teoremas geométricos,
causa primera de la Inconmensurabilidad, umbral entre la Matematica empirica y la
Matematica deductiva, paradigma para la Matematica y paradigma para la Educacién
matemadtica, bien podemos considerar que el Teorema de Pitdigoras pertenece al imaginario
cultural de todos los pueblos.
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El Libro Il

Tras la aparicion de las magnitudes inconmensurables los griegos no podian admitir la
existencia de numeros irracionales. De esta forma se imposibilitaba el tratamiento numérico
de longitudes, areas y volumenes. A esta limitacidon operacional se afiadia un deficiente
sistema de numeracién que usaba las propias letras del alfabeto griego para representar los
numeros enteros, o que suponia una considerable dificultad para realizar las operaciones.
Estas condiciones impedian asignar a las figuras geométricas niumeros que midieran sus
longitudes, areas y volumenes y por tanto no era factible someterlas a manipulaciones
algebraicas, como se hace con los numeros, de modo que habia que operar directamente
con las figuras que se trataban como magnitudes. Asi aparece el llamado Algebra
Geométrica de los griegos, que desarrolla la Escuela pitagérica, como una especie de
algoritmo geométrico que permitia resolver los problemas sin recurrir al calculo literal. Los
numeros son sustituidos por segmentos de recta y las operaciones entre ellos se llevan a
cabo mediante construcciones geométricas, por ejemplo, la suma de dos numeros se realiza
yuxtaponiendo segmentos, el producto se convierte en el area del rectangulo de lados las
longitudes de esos numeros y la extraccion de una raiz cuadrada es equivalente a la
construccion de un cuadrado cuyo area es igual a la de un rectangulo dado. Pues bien, el
Libro Il de Los Elementos de Euclides, con sus catorce proposiciones, contiene la parte mas
importante del Algebra Geométrica de los griegos.

En las primeras diez proposiciones, Euclides establece la equivalencia geomeétrica de las
principales identidades algebraicas muy habituales en la practica escolar. Ademas, las
figuras geométricas que utiliza Euclides permiten utilizar el Algebra Geométrica como un
poderoso instrumento para la resolucién de ecuaciones cuadraticas, mediante el método de
la Aplicacion de las areas (que se generalizara en el Libro VI), lo que supone que el Libro Il
juegue un papel fundamental en la Geometria griega.

El Libro Il termina con dos proposiciones equivalentes al llamado Teorema del coseno (que
generalizan el Teorema de Pitagoras) y con la cuadratura de figuras poligonales.

Definiciones:

D.II.1. Definicién 11.1. De todo paralelogramo rectangular se dice que esta comprendido por
las dos rectas que comprenden el angulo recto.

D.Il.2. Definicién 11.2. En toda area de paralelogramo se llama gnomon a uno cualquiera de
los paralelogramos situados en torno a su diagonal junto con los dos complementos.

Proposiciones:

e Proposicién 1l.1. Si una de dos rectas dadas se divide en un numero cualquiera de
partes, el rectangulo comprendido por dichas rectas, equivale a los rectangulos
comprendidos por la no dividida y por cada una de las parciales.

[Propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma, a:(b + c +d + ....)
ab+ac+ad+..]

o Proposicion 11.2. Si se divide de una forma cualquiera una recta, el rectangulo
comprendido por la recta entera y cada una de sus partes, es equivalente al cuadrado de
la recta entera.

[(a+b)-a+(a+b)-b=(a+b)?.

o Proposicion 11.3. Si se divide de una forma cualquiera una recta, el rectangulo
comprendido por la recta entera y por una de sus partes, es equivalente al rectangulo
comprendido por las partes de la recta mas el cuadrado de la parte primeramente dicha.

[(a+b)-a=a-b+a?].
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e Proposicion 1l.4. Si se divide de una forma cualquiera una recta por un punto, el
cuadrado de la recta entera es equivalente a los cuadrados de las partes mas dos veces
el rectangulo comprendido por las partes.

[Cuadrado de un binomio: (a+b)*=a®+b?+2a-b].

e Proposicion I1.5. Si se divide una recta en partes iguales y desiguales, el rectangulo
comprendido por las partes desiguales de la recta entera, mas el cuadrado de la
diferencia entre las dos partes, es equivalente al cuadrado de la mitad de la recta dada.

(5 (15 )

[Suma por diferencia igual a diferencia de cuadrados: (a + b)-(a—b) + b? = a?.

[Solucién geométrica de la ecuacion cuadratica ax—x?=b?, véase VI1.28].

Proposicion 11.6. Si se divide una recta en dos partes iguales y se prolonga, el rectangulo
comprendido por la recta entera, mas la prolongacién, y por la prolongacion, junto con el

cuadrado de la recta mitad, es equivalente al cuadrado de la recta formada por la recta
mitad y la prolongacion.

[(2a+b)-b+ a?>=(a+b)?, o (a+b)-(b—a)+ a’=b?.
[Solucién geométrica de la ecuacion cuadratica ax+x?=b?, véase VI.29].

e Proposicion II.7. Si se divide de una forma cualquiera una recta, el cuadrado de la recta
entera y el de una de sus partes, tomados en conjunto, equivalen a dos veces el

rectangulo comprendido por la recta entera y la parte considerada mas el cuadrado de la
otra parte.

[(a+b)*+a’= (2a+b)-a+b? , 0 a*+b’= 2a-b+(a-b)?.
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Portada y Proposicion I1.4 en la edicién de Rondelli de Los Elementos de Euclides (Bolonia, 1693).



EL ALGEBRA GEOMETRICA DEL LIBRO II
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Las Proposiciones IL5, I1.6 y 11.7 del Algebra Geométrica del Libro II de Los Elementos de Euclides
en la edicién de E.Ratdolt (Venecia, 1482). Este ejemplar procede de la Biblioteca Monastica de
Yuso del Monasterio de San Millan de la Cogolla.

La parte mas importante del Libro II de Los Elementos de Euclides trata de los fundamentos del
Algebra Geométrica de los griegos que operaba directamente con las figuras que se trataban como
magnitudes. Los naimeros son tratados como segmentos de recta y las operaciones entre ellos se
realizan mediante construcciones geométricas. El estudio de las relaciones entre los rectingulos o
cuadrados de la misma altura construidos sobre la suma o la diferencia de dos segmentos, permite
la solucién geométrica de las ecuaciones cuadraticas.
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LOS MAS ANTIGUOS DOCUMENTOS DEL ALGEBRA GEOMETRICA
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Fragmento de un papiro, que data

TEPIEXQME[NW OPBOTWNIW . . ... ..., de 75-125 d.C. Es quiza el mas
antiguo resto de diagramas de
€ EAN EYOEIA ’_-PM""‘""H proposiciones de Los Elementos de
TMHEH €IC ICA KAl AN [ | Euclides. Fue encontrado en
ICA TO VIO TWN ANI . . excavaciones de los anos 1986-87
en una antigua torre de
5 COON THC OAHC TMHM[AT]WN TTEPIEXOMENON Oxyrhynchus, cerca de Behnesa
OPBOTWNION META T[O]Y ATTO THC METOZY (Egipto). Se conserva en la
TWN TOMWN TET[PAIMWNOY ICON ECTIN Universidad de. Pennsylvania: El
W ATO THC HmCEl ¢ fagmento contiene ol enunciado
‘_____,_""E TETPATWNOY s ; la Proposicion IL5 de Los
Elementos de Euclides.

Pagina de un manuscrito en griego de una edicion medieval del afio 888 de Los Elementos de
Euclides. Se llama «Bodleian Manuscript» por pertenecer a Bodleian Library. Se exhiben los folios 35"
y 367, que contienen las proposiciones de Los Elementos I1.5 y 11.6 del Algebra Geométrica griega.
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e Proposicion 11.8. Si se divide de una forma cualquiera una recta, cuatro veces el
rectangulo comprendido por la recta entera y por una de sus partes, mas el cuadrado de
la otra parte, equivalen al cuadrado construido sobre la recta entera mas la parte
considerada.

[4(a+b)-a+b?= [(a+b)+a]?, 6 4a-b+(a—b)*=(a+b)?].

e Proposicion 11.9. Si se divide una recta en partes iguales y desiguales, los cuadrados de
las partes desiguales de la recta entera son el doble del cuadrado de la mitad de la recta
entera, mas el cuadrado de la recta situada entre los puntos de seccion.

{az +b? = (a i b} + (ﬂj } 0 [(a+b)2+(a—b)?=2(a+b?)].

2 2

e Proposicion 11.10. Si una linea recta se divide en dos partes iguales y se le afade, en
linea recta, otra recta; el cuadrado de la recta entera mas la recta afladida y el cuadrado
de la afadida, juntos, son el doble del cuadrado construido sobre la recta mitad mas el
cuadrado construido sobre la recta compuesta por la mitad y la recta afadida, tomadas
como una sola recta.

[(2a+b)*+b*= 2[a*+(a+b)?], o (a+b)*+(b—a)’=2(a’+b%)].

e Proposicion I.11. Dividir una recta de tal forma que el rectangulo comprendido por la
recta entera y por una de sus partes sea equivalente al cuadrado de la otra parte.

[Solucién geométrica de la ecuacién cuadratica ax+x?=a?, divisién de un segmento en
media y extrema razén, veéase VI1.30].

e Proposicion [1.12. En los triangulos obtusangulos, el cuadrado del lado que subtiende
[opuesto] el angulo obtuso es mayor que los cuadrados de los lados que lo comprenden
en dos veces el rectangulo comprendido por aquél de los del angulo obtuso sobre el que
cae la perpendicular y por la recta exterior cortada por la perpendicular, hasta el angulo
obtuso.

[Teorema del cuadrado del lado opuesto a un angulo obtuso].

e Proposicion 11.13. En los tridngulos acutangulos, el cuadrado del lado que subtiende un
angulo agudo es menor que los cuadrados de los lados que lo comprenden en dos veces
el rectangulo comprendido por uno de los lados del angulo agudo sobre el que cae la
perpendicular y por la recta interior cortada por la perpendicular, hasta el angulo agudo.

[Teorema del cuadrado del lado opuesto a un angulo agudo].
e Proposicion 11.14. Construir un cuadrado equivalente a una figura rectilinea dada.

[Cuadratura de figuras poligonales].

LA DIVINA PROPORCION EN LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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La Proposicion I1.11 del Algebra Geomeétrica del Libro II de Los Elementos de Euclides contiene el
fundamento geomeétrico de la Secién Aurea mediante la solucion geomeétrica de la ecuacién
cuadratica ax+x2=a2.
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LAS PROPOSICIONES 11.12, 11.13 DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE PITAGORAS
Y ANTECEDENTES DEL TEOREMA DEL COSENO
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Las Proposiciones I1.12 y I1.13 de Los Elementos de Euclides ( edicion de E.Ratdolt, Venecia, 1482).

Estas proposiciones de Euclides, llamadas habitualmente «Teorema del cuadrado del lado opuesto a un
dngulo obtuso de un tridngulo» y «Teorema del cuadrado del lado opuesto a un dngulo agudo de un

triangulo», forman parte ineludible -como el propio Teorema de Pitigoras- de la matematica escolar
elemental.

Ambos teoremas son tanto una generalizacion de la Proposicion 1.47 -el Teorema de Pitigoras- para
triangulos cualesquiera como una versién geométrica pre-trigonométrica de los Teoremas del coseno
de los triangulos.

El matematico alejandrino del siglo I d.C. Herén -célebre por su famosa férmula para el calculo del
drea S de un tridngulo tomando como datos los tres lados, a, b, c, S=./p(p-a)(p-b)(p-c)-,

demostr6 ciertos teoremas inversos, en cierto modo, de las proposiciones I1.12 y I1.13, de manera que
en conjunto cada teorema y su inverso permiten caracterizar a los triangulos obtusangulos y
acutangulos tal como las Proposiciones 1.47 y 1.48 caracterizan los triangulos rectangulos.

e Un tridngulo es rectangulo si y sdlo si el cuadrado del lado opuesto al angulo recto ~hipotenusa-
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados -catetos-.

e Un tridngulo es obtusangulo si y sélo si el cuadrado del lado opuesto al angulo obtuso es mayor
que la suma de los cuadrados de los otros dos lados.

e Un triangulo es acutangulo si y sélo si el cuadrado de cualquier lado es menor que la suma de los
cuadrados de los otros dos lados.
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LA CUADRATURA DE FIGURAS POLIGONALES
EN EL LIBRO Il DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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La Proposicion I1.14 de Los Elementos de Euclides sobre cuadratura de figuras poligonales.

7\

Termina el Libro II con uno de los problemas mas importantes de Los Elementos de Euclides y de toda la
Geometria griega, la cuestion de las cuadraturas de las figuras geométricas.

La cuadratura de una figura plana es la construccién, con regla compas, de un cuadrado con la misma superficie que la
figura inicial. El problema -que fasciné a la cultura griega por su obsesién por reducir lo complejo a lo simple (como
simple es la regularidad simétrica del cuadrado), en un mundo natural gobernado por la razén, la perfeccion, la belleza y
el orden- tiene un enorme interés desde un punto de vista practico, ya que la determinacion del area de una figura
irregular no es nada sencillo, mientras que la cuadratura de una figura reduce el calculo de su area al de un cuadrado.

El primer paso en estos problemas es la cuadratura es la
cuadratura del rectangulo que aparece en esta
Proposicion I1.14 de Los Elementos de Euclides:

Sea BCDE un rectangulo cualquiera. Se debe construir,
¢ conreglay compas, un cuadrado que tenga por area la
del rectangulo BCDE. Con la regla se prolonga la recta
BE, y se utiliza el compas para sefialar el segmento EF

de longitud igual a ED. A continuacién se halla el punto

B medio G de BF y se describe un semicirculo de centro G
E F K y diametro BE. Finalmente desde E se traza la linea EH

perpendicular a BF, siendo H el punto de interseccion

C D de esta perpendicular con el semicirculo. El segmento

EH es el lado del cuadrado EHLK buscado.
En efecto, sean: a=HG, b=EG, c=EH. Ahora se tiene:

e a?=Db?+ c2 (Teorema de Pitdgoras , 1.47).

e FG =BG = HG=a, al ser todos radios del semicirculo.

e EF=FG - EG = a-b, BE =BG + GE = a+b

e Area del rectangulo BCDE = BE x ED =BE x EF = (a+b)-(a-b) = a?- b? = ¢2 = Area del cuadrado EKLH.

Asi pues, se ha demostrado que el drea del rectingulo inicial BCDE es igual al area del cuadrado EKLH,
construido con regla y compas. Se ha resuelto, por tanto, el problema de la cuadratura del rectangulo.

El segundo paso es la cuadratura de un tridangulo lo cual es trivial al ser el triangulo la mitad de un rectangulo.

El tercero y altimo paso es la cuadratura de una figura poligonal cualquiera lo que se realiza mediante su particiéon
en triangulos, cada uno de los cuales es cuadrable. La aplicacién del Teorema de Pitigoras de forma reiterada para
«dados dos cuadrados construir un cuadrado de drea la suma de ambos» nos permite finalmente realizar la
cuadratura de cualquier figura poligonal rectilinea por irregular que sea.

La cuadratura de figuras curvilineas, de una complejidad muy superior, nos lleva a la famosa cuadratura de las
Liinulas de Hipocrates -que esta fuera de Los Elementos de Euclides- y a la Teoria de la Proporcién y Método de

Exhaucién y Cuadraturas y Cubaturas de los Libros V, X y XII de Los Elementos de Euclides, respectivamente, y
sobre todo a las Obras de Arquimedes. 57



El Libro Il

El Libro Il de los Elementos de Euclides, cuya procedencia se atribuye a los pitagoéricos y a
Hipdcrates de Quios, contiene 11 definiciones que introducen los objetos matematicos y 37
proposiciones sobre la geometria del circulo que estudian las propiedades de arcos,
cuerdas, segmentos y sectores, tangentes y secantes, intersecciones de circulos, angulos
centrales y angulos inscritos, todos ellos problemas muy familiares en los libros de texto de
la Matematica Elemental.

En las cuatro primeras proposiciones se estudian cuestiones en relacion con el centro del
circulo, se demuestra que todas las cuerdas son interiores al circulo, que un diametro la
corta en dos partes iguales y que los diametros perpendiculares a una cuerda la bisecan. En
las dos siguientes, 5 y 6, se obtiene que los circulos secantes o tangentes no pueden ser
concéntricos. Después se discute las distancias minimas y maximas entre la circunferencia y
un punto interior o exterior. Las que siguen hasta la 13 estudian propiedades de los circulos
tangentes y secantes. El Libro Ill continta hasta la 19 con propiedades de tangentes. De la
20 a la 30 se tratan los angulos inscritos y las relaciones entre cuerdas y arcos.

El estudio de la tangente a la circunferencia hace aparecer en este Libro por primera vez en
la Historia de las Matematicas la nocién de «Angulo de contingencia» (l11.16), es un angulo
mixtilineo de gran trascendencia geomeétrica y metafisica.

También se estudia en este Libro uno de los famosos teoremas de Tales (l11.31) sobre
angulos inscritos en un semicirculo y otros resultados equivalentes a los teoremas sobre
«potencia de un punto respecto de una circunferencia» (111.35, 111.36, 111.37) sin utilizar la
semejanza, sino por medios de la Aplicacién de las Areas del Algebra Geométrica .

A pesar de que este Libro estad dedicado al circulo, no aparecen en él, ni en ningun otro
Libro de Los Elementos de Euclides resultados sobre la longitud de la circunferencia o el
area del circulo. Estos problemas, considerados de indole no elemental seran tratados por
Arquimedes mediante el Método de Exhaucién de Eudoxo, introducido en el libro X.

Definiciones:
D.lIII.1. Circulos iguales son aquellos cuyos diametros [o radios] son iguales.

D.lll.2. Una recta es tangente a un circulo cuando, tocando al circulo y siendo prolongada,
no corta a la circulo.

D.III.3. Dos circulos son tangentes cuando, tocandose mutuamente, no se cortan.

D.IIl.4. En un circulo las rectas estan a la misma distancia del centro, cuando las
perpendiculares trazadas desde el centro hasta ellas, son iguales.

D.III.5. Se dice que esta a mayor distancia aquella recta sobre la que cae la perpendicular
mayor.

D.lIll.6. Un segmento de un circulo es la figura comprendida por una recta [una cuerda] y el
arco de circulo subtendido por ella.

D.II.7. Un angulo de un segmento es el comprendido por una recta y un arco de un circulo.

D.II.8. Angulo en un segmento es el angulo que, cuando se toma un punto sobre el arco
del segmento y se trazan rectas desde él hasta los extremos de la recta que es la
base del segmento, estda comprendido por las rectas trazadas.

D.III.9. Cuando las rectas que comprenden el angulo cortan a una circunferencia se dice
que el angulo esta sobre ella.

D.II1.10. Un sector de un circulo es la figura que, cuando se construye un angulo en el centro
del circulo, estd comprendida por las rectas que comprenden el angulo y la
circunferencia cortada por ellas.

D.lll.11. Segmentos semejantes de un circulo son los que admiten angulos iguales, o
aquellos en los que los angulos son iguales entre si.
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LA GEOMETRIA DEL CIRCULO
EN EL LIBRO III DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Primera pagina con las definiciones y la primera proposicion «Encontrar el centro de un circulo
dado» del Libro III de Los Elementos de Euclides en la edicion de E.Ratdolt (Venecia, 1482). Este
ejemplar procede de la Biblioteca Monastica de Yuso del Monasterio de San Millan de la Cogolla.

El Libro III de Los Elementos de Euclides es, sin duda alguna, uno de los que mas se ha

escolarizado a lo largo de la Historia de la Educaciéon Matematica, y atn en la actualidad sigue
formando parte de Matematica académica en la Ensefianza Elemental.
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Proposiciones:

Proposicion Ill.1. Encontrar el centro de un circulo dado.

Proposicion 111.2. La recta que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia de un
circulo cae dentro del circulo.

Proposicién 111.3. Si en un circulo una recta dibujada a través del centro divide en dos
partes iguales a otra recta no dibujada a través del centro, la corta en angulos rectos; y
si la corta en angulos rectos, la divide en dos partes iguales.

Proposicion Ill.4. Si en un circulo se cortan entre si dos rectas que no pasan por el
centro, no se dividen entre si en dos partes iguales.

Proposicién 111.5. Si dos circulos se cortan, sus centros no coinciden.
Proposicion |l1.6. Si dos circulos se tocan el uno al otro, sus centros no coinciden.

[Segun las proposiciones 5 y 6, las circunferencias concéntricas no tiene puntos en
comun vy la circunferencia de centro y radio dado es Unica, véase el tercer postulado
del libro 1].

Proposicion 111.9. Si se toma un punto dentro de un circulo y del punto al circulo caen mas
de dos rectas iguales, el punto tomado es el centro del circulo.

Proposicion 111.10. Dos circulos no se cortan en mas de dos puntos.

Proposicion Il1.11. Si dos circulos se tocan interiormente, la recta que une sus centros,
prolongada, pasa por el punto de contacto.

Proposicion 111.12. Si dos circulos se tocan el uno al otro exteriormente, la recta que une
sus centros pasa por el punto de contacto.

Proposicién I11.13. Dos circulos no se tocan mas que en un punto, ya sea interior o
exteriormente.

Proposicion 111.14. En un circulo les rectas iguales estan a la misma distancia del centro, y
las que estan a la misma distancia del centro son iguales.

Proposicién 111.15. En un circulo el diametro es la recta mayor y de las otras, la mas
préxima al centro es siempre mayor que la mas lejana.

Proposicion Il1.16. La recta perpendicular en el extremo de un diametro cae fuera del
circulo; entre esta recta y la circunferencia no se interpone ninguna otra y el angulo del
semicirculo es mayor que cualquier angulo rectilineo agudo y lo restante menor
(«angulo corneo» o «angulo de contingencia»).

Proposicion 111.17. Desde un punto trazar una recta tangente a un circulo dado.

Proposicion 111.18. Si una recta es tangente a un circulo y se traza el radio en el punto de
contacto, este radio es perpendicular a la tangente.

Proposicion 111.19. Si una recta es tangente a un circulo y desde el punto de contacto se
traza una perpendicular a la tangente, el centro del circulo esta en esa perpendicular.

Proposicion 111.20. En un circulo el angulo que tiene su vértice en el centro del circulo es
doble del que lo tiene en la circunferencia si ambos angulos abarcan el mismo arco.

Proposicion l1.21. En un circulo los angulos que abarcan el mismo segmento circular son
iguales entre si.

Proposicion 111.22. En los cuadrilateros colocados en un circulo los angulos opuestos
equivalen a dos rectos.

Proposicion 111.23. Sobre la misma recta y al mismo lado de ella no se pueden construir
dos segmentos circulares semejantes y desiguales.

Proposicion [11.24. Los segmentos circulares semejantes sobre rectas iguales son iguales.
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Las Proposiciones 9, 10, 11 y 12 del Libro III de Los Elementos de Euclides en la edicion de
E.Ratdolt (Venecia, 1482).

La Proposicién 9 trata de una propiedad del centro del circulo y las otras estudian propiedades de
los circulos tangentes y secantes.
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Las Proposiciones 18, 19, 20 y 21 del Libro III de Los Elementos de Euclides en la edicién de
E.Ratdolt (Venecia, 1482).

Estas Proposiciones son importantes resultados sobre tangentes y angulos en el circulo.
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Proposicion 111.25. Dado un segmento de circulo, completar el circulo al que pertenece.

Proposicion 11.26. En circulos iguales, los angulos iguales abarcan arcos iguales, tanto si
tienen el vértice en el centro como si lo tienen en la circunferencia.

Proposicion 111.27. En circulos iguales, los angulos que abarcan arcos iguales son iguales,
tanto si tienen el vértice en el centro como si lo tienen en la circunferencia.

Proposicion 11.28. En circulos iguales rectas iguales subtienden arcos iguales, el mayor
con el mayor y el menor con el menor.

Proposicion 111.29. En circulos iguales arcos iguales subtienden rectas iguales.
Proposicion 111.30. Dividir un arco en dos partes iguales.

Proposicion 111.31. En un circulo el angulo colocado en el semicirculo es recto [Teorema
de Tales]; el que esta en el segmento mayor es menor que un angulo recto; el que esta
en el segmento menor es mayor que un angulo recto; y ademas, el angulo del segmento

mayor es mayor que un angulo recto y el angulo del segmento menor es menor que un
angulo recto.

Corolario. Cuando un angulo de un triangulo equivale a los otros dos juntos, es recto.

Proposicion 111.33. Sobre una recta dada, construir un segmento de circulo que
comprenda un angulo igual a un angulo dado [arco capaz de un angulo].

Proposicién 111.35. Si dos rectas se cortan en el interior de un circulo, el rectangulo
comprendido por los segmentos de una recta es igual al comprendido por los
segmentos de la otra [«Potencia de un punto respecto de una circunferencia»].

Proposicion 111.36. Si desde un punto exterior a un circulo se trazan dos rectas, una de las
cuales lo corta y la otra sélo lo toca [es tangente], el rectangulo comprendido por toda la
secante y su parte exterior entre el punto y la circunferencia convexa del circulo,
equivale al cuadrado construido sobre la tangente.

Proposicién 111.37. Si desde un punto exterior a un circulo se trazan dos rectas, una de las
cuales lo corta y la otra lo toca, y el rectangulo comprendido por toda la secante y su
parte exterior entre el punto y la circunferencia céncava, equivale al cuadrado de la
recta que lo toca, ésta es tangente al circulo.
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La proposicion 36 del Libro III de Los Elementos de Euclides en la edicién de E.Ratdolt.

A partir de las proposiciones II1.36, I11.36 y II1.37, el gedmetra J.Steiner (1796-1863) introdujo el
concepto de potencia de un punto respecto de una circunferencia.
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Las Proposiciones 25, 26 y 27 del Libro III de Los Elementos de Euclides en la edicion de E.Ratdolt.

En la Proposicién 25 Euclides explica como dado un arco se dibuja toda la circunferencia.
En las Proposiciones 26 y 27 Euclides estudia relaciones entre dngulos, arcos y cuerdas de circulo.
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. t.ains centrum.d.pottio.a.bic.cuins corda.a.c.que it femiciraulo minos: 4 fiat
fuper cins circomferentiam angolus.a.b.c.ouctis lineis.b.a.2.b.¢.vico bunc an/
gulom effe maioan recto.producantur enim diamerera.d. ¢.zlinea.b.c. erita3
per paimain partem boins angulus.a.b. e.rectus.quare angulus. g.b.c. critmars
ioz recto quod cft tertinm propofitom. (@ Quartun zquintum fic. Sint it dreolo
a.b.c.d.ius centrum.c.potio.a.b.c.cuius coxda.g.c.maior femiciranlo zpor/
tio.a.d.c.auins cadé coxda.a. c.minos femicircolo dico angulii conentum ab ara
b.g.zrowda.a.c.cllemaioem recto zangulom contentum ab arcs .d.a. = coxda
a.c.ellc minozem vecto.poducaniur pigmetet.¢.c.b.zlines.b.a. ¥fg5 ad.f.eritas
per primam partan bois angolos.b.g.c.recns.quare per.13.primi anguls.f. |
a.C.cft fimiliter rectus. Onia igitur angulus redus cit pami 2 fecidos parsreci !
enidenter patet viriqs.quare fofa liqnet bec pécbamembris condafio. @ £xiftis
‘antem duebus vitintis partibus nora ctia inflantiam contra illas ougs argmue
‘fationes ad quas milimys inftantiam. in.i5.boius.tranfitor enim ab angulo poz
tionis femiarailo minozis qui eft minozrecto per ¥ltimam partam buins ad an/
gulom poztionis femridrcolo maiozis qui eft maio? recro per penuliimam partan
‘buins.non tamen per equale. £um cnim ommnis poztio circuli fic femiciralns ot
maior femicirculo.aut minoz:fit autem tam angnlus femiaraili per paiimam par/
fem. 15.qud angulus pononis minous per vltina part< buils mino: reo. pov
tionis vero maions fitmaios recto. 2 i nd enit alicnipoztionis agul”.nec imple
2 : gliqnis contentus @ drcomferentia. 2 linea recta nee rea nec cqlis recto. Q8 i da
rinsparcat fir i aralo.a.b.c.mins centrum. d.linea.a.b.coi non fit oererminatns
finis cx parre.b.fecans ex ipfo portioné femicirenlo mino€. evitgs per vlom3 par
tem buins mino: recco. boivs arali firoiameter.a.d.c.zimaginemur lingg. a.b.
moticri ad partem.c.foper puncri.a.que quadio focrit citra.c.vel in ipfoSg.cooni
ens oiametrom.a.d.c. fadct com arcu angulom minom reo. n omnpi anian
piicro ¥lra.c.velut in.c.faciet p penoli prem b7 angplii maioé recto.te3fif crso a
minox ad mains non per equale.< ficut inrectilineis angulis oft reperire mistoxs
angolo femicireuli 2 mino2em.non rameé equalem ne moftrati € .1 rs buins:ficin
anguolis porionis eft reperire maiorem recto £ minoCm non tanien equalom :¥e
patet e ifta oamonfiratione.

La Proposicion I11.31 de Los Elementos de Euclides.
En la edicién de E.Ratdolt ocupa el lugar 30 y esta situada en dos paginas.

Esta es una de las famosas proposiciones que procede de Tales, segtn la cual
«cualquier dngulo inscrito en el circulo que abarque un semicirculo es recto».
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El Libro IV

El contenido del Libro IV de los Elementos de Euclides también se atribuye, como el tercero,
a los pitagoricos y a Hipocrates de Quios. Contiene 7 definiciones y 16 proposiciones
relativas a poligonos regulares inscritos y circunscritos en circulos. Concretamente Euclides
describe como se pueden construir con regla y compas poligonos regulares de 3, 4, 5,6y
15 lados.

En la primera proposicidbn se expone como inscribir un segmento en un circulo. En la
segunda y tercera se explica cédmo inscribir y circunscribir un triangulo en circulos, y en la
cuarta y quinta como inscribir y circunscribir un circulo en un triangulo. En particular, en las
proposiciones sobre el triangulo inscrito y circunscrito aparecen, respectivamente, las
importantes cuestiones geométricas escolares de las bisectrices (y su punto de interseccion,
el incentro) y las mediatrices (y su punto de interseccion, el circuncentro).

Desde la proposicion sexta a la novena, Euclides estudia los mismos problemas para el
cuadrado, es decir, la manera de inscribir y circunscribir un cuadrado en un circulo y
viceversa. También de la proposicibn onceava a la decimocuarta, Euclides estudia los
mismos problemas para el pentagono regular.

Previo a las construcciones relativas al pentagono, en la proposicion décima, Euclides
construye el llamado Tridngulo Aureo, que es un triangulo isésceles en el que los angulos
iguales tienen amplitud doble del desigual. Este triangulo es utilizado para las
construcciones sobre el pentagono.

En la decimoquinta proposicion, Euclides estudia el problema de inscribir un hexagono
regular en un circulo. Finalmente en la decimosexta y ultima proposicion del Libro IV
Euclides expone la forma de inscribir pentadecagono —poligono regular de 15 lados— en un
circulo.

Como en otros muchos problemas geométricos, los gedmetras griegos y matematicos
posteriores derrocharon considerables esfuerzos infructuosos en los intentos de
construccion del resto de los poligonos regulares, dentro del marco general de la llamada
limitacion platénica a los instrumentos euclideos, la regla y el compas.

LIBRO QVARTO

DELOSELEMENTOS DEEVCLI
des Mcgarcnfc philofopho gricga,

Definiciones.
1. Dizele defcribir fe vna fighra retilinea &
otra figura reéilinea quando cada angulo
delafigura inﬁariFta tocaacadalado dela

figura enla qual fe defcribe,
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EL Libro IV de Los Elementos de Euclides.

Frontispicio con las definiciones y la primera proposicion en la ediciéon de Rodrigo
Camorano, primera en idioma castellano, Sevilla, 1576. 66



Definiciones:

D.IV.1. Se dice que una figura rectilinea esta inscrita en otra figura rectilinea, cuando cada
uno de los angulos de la figura inscrita toca los lados respectivos de la figura en la
que se inscribe.

D.IV.2. De manera semejante, se dice que una figura esta circunscrita en torno de otra
figura, cuando cada lado de la figura circunscrita toca los angulos respectivos de la
figura a la que circunscribe.

D.IV.3. Se dice que una figura rectilinea esta inscrita en un circulo, cuando cada angulo de
la figura inscrita toca la circunferencia del circulo.

D.IV.4. Se dice que una figura rectilinea esta circunscrita en torno a un circulo, cuando
cada lado de la figura circunscrita toca a la circunferencia del circulo.

D.IV.5. De manera semejante, se dice que un circulo esta inscrito en una figura, cuando la
circunferencia del circulo toca cada lado de la figura en la que esta inscrita.

D.IV.6. Se dice que un circulo esta circunscrito en torno de una figura, cuando la
circunferencia del circulo toca cada angulo de la figura en torno a la que esta
circunscrito.

D.IV.7. Se dice que una recta esta adaptada a un circulo, cuando sus extremos estan en la
circunferencia del circulo.

Proposiciones:

Proposicion IV.1. Adaptar a un circulo dado una recta igual a una recta dada que no sea
mayor que el diametro del circulo.

e Proposicién IV.2. Inscribir en un circulo dado un triangulo de angulos iguales a los de un
triangulo dado.

e Proposicion IV.3. Circunscribir a un circulo dado un triangulo de angulos iguales a los de
un triangulo dado.

e Proposicién IV.4. Inscribir un circulo en un triangulo dado [las bisectrices de un triangulo
se cortan en un punto, el incentro, que es el centro de la circunferencia circunscrital.

e Proposicion IV.5. Circunscribir un circulo en un triangulo dado [solucién al problema de
encontrar la circunferencia que pasa por tres puntos, las mediatrices de un tridngulo se
cortan en un punto, el circuncentro, que es el centro de la circunferencia circunscrital.

e Proposiciéon IV.6. Inscribir un cuadrado en un circulo dado.

e Proposiciéon IV.7. Circunscribir un cuadrado en un circulo dado.
e Proposicién IV.8. Inscribir un circulo en un cuadrado dado.

e Proposicién IV.9. Circunscribir un circulo a un cuadrado dado.

e Proposicion 1V.10. Construir un triangulo iso6sceles cada uno de cuyos angulos en la base
sea doble del angulo en el vértice [Triangulo Aureo, construccion de la estrella
pitagérica, (simbolo de identificacién de los pitagdricos)].

e Proposicién IV.11. Inscribir un pentagono regular en un circulo dado.

e Proposicién IV.12. Circunscribir un pentagono regular en un circulo dado.
e Proposicion 1V.13. Inscribir un circulo en un pentagono regular dado.

e Proposicién 1V.14. Circunscribir un circulo a un pentagono regular dado.
e Proposicién IV.15. Inscribir un hexagono regular en un circulo dado.

e Proposicién IV.16. Inscribir un pentadecagono regular en un circulo dado.
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CONSTRUCCION DE POLIGONOS INSCRITOS Y
CIRCUNSCRITOS EN EL CIRCULO

EN EL LIBRO IV DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

LIBER
@ Defigurarum ynivg alteri inferiptione # crcumferiptio
ne Liber Endlidis ex fuprema Campaniiterpeetatio ©  *
mmgm paciolo 0eburgo Sancti Sepulcri @:di
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== lum coaptarelineam equalem.a.b.q fi fuierit equalis dia’
metro conflat propofitum . P Stat mino ex diametro fumatur.d.f.fibi

_equalis.f fuper pun&um.d.fra quantitatem linee.d.f.describatur ciray
lus.Fe.g.fecans darum circulum in punétis.g.f.e.ad alreze quorum duca
turlineaa purt&f;).d.ut.d.e.m:l.d.g.c:\i_{:!_I utralibet earum equalis linee
a.b.co g utraq; earum eft equalis linee.d.f. pér diffimitionem crculi:qua
re habemus propofitum.

WPwopofitio .2 3
oY1 | Atraafignatum circalum triangulum triangu-
&8} | [0 affignato cquiangulumn collocare.

WY | € Sit asfignatus triangulus.a.b.c.asfignatusq, ciraulus.d.
aTiA| ¢ f-rolointra buncciraulum collocare unum tridgulum
4 | equiangulum triangulo.a.b.c.equilaterum enim non eft
necesfarium esfe jod eft posfibile.'F Produco.g.d.hmétin
genten circulum in punéto.d.fuper quem facio angulum.b.d.fiduftali
nea.d.fequalem angulo.c.€ angulum.g.d.e.dufta linea.d.e.equalemn
angulo.b.f protrabo lincam-e.f.g:it?;- per3vtertii angulus.e.cqualisan 31
gulo.c.quiauterq, eff equalis angulo.b.d.f.c.quidem per pofitionent.e.
wero per.3utertii cadem ratione eritan gulur.?.equa[is angulo.b.quarep 31
2.primi.d.tertius erit equalis.a. tertio.quare habemus propofitum. 3z
Wwopofitio. 3. _
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€
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,‘k‘ﬂ describere unum triangulum eqangulum wriangulo.a.b.c.

Y equilaterum enimnon effnecesfarium fed € posfibile. Pro
ducam bafim.b.c.in utrang, peem.ut fant duo anguli extrinkci.acen’
tro.g. Producam lineam. g.d.ad cirmiferentiam. & conflitam angu’

lum.d.g.c. duffa linea.g.e.equalé angulo.b.extrinfeco.f.d.g.f.dudta li
nea.g. .t?)ngtlc.c.e;rrinjcco.ﬁ apunétis.d.e.f.producamin utrangy parté
lineas orthogonaliter que per correlarium.is.tertii erfit contingentes cir 15
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I1¢.d.quanon eftmaior linea.a.b.uolo intradamm ciras
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ciraulus.d.e.fi cuins centrum.g.circa hunc circulum uolo

Las proposiciones 1, 2, 3 sobre tridngulos inscritos y circunscritos a un circulo en el Folio 26 verso
del Libro IV de la edicién de Los Elementos de Euclides de Paganius Paganinus (Venecia, 1509).
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CONSTRUCCION DE POLIGONOS INSCRITOS Y
CIRCUNSCRITOS EN EL CIRCULO
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Jropofitio 4.
_ "ﬁmbammtrignguiumﬁmlug.btfcﬁbtm
sy G S aflignat mridgulus.a.b.c. volo intra ipfis; drelom odaibere
Wased| bec € Qfi couerfa fcde .oinido eni onos ci’angulos.a.2.b .pcdlia.a
10da onctalinca.a.d.b.vero .oucta linea.b.d.q oaorric i pumcio.d.
=43 quo dncd ppédiculares ad mialarera ipf®.d.c.qdézad.a.b.d.f.ad

f b §
h 7 f .b.c.2.d.3.3d.8.¢.7 quia ooy trianguloy.c.a.d.7.4.2.d. angolus.a.wmi’ £ cq/

lis angulo.a.alterive, 7 vierqs angulox.c.2.6-recms 2 latus.a.d.comune, ¢ricp
26, primizlinea.d.c.cqnalislinec.d.g.eadan rone com duowm riangulomm.c.b
d.z.f.b:d.angalus.b.ynius it cquelis angnlo.b.alterins 7 vicrqy anguloy.c. c
f.rectns:latms quogs.d.b.communczerit per candem linea.e.d.cqualis lince.d.f.
goaretreslinee.d.¢.d.f.d.g.[unt canales.pofito ergo centro in.d.¢ oeltripro dir
culo fecandi quantitate vnins earom tranfibit per.g.tertii per reliquarum ouari
XITemitates: < quia per conxek. 15.tertii ymagqueas lincarum.a.b.b.c.2.c.a. ented
tingens circulom. pateg perfectum eflc propofitum.

= Jor0politio 5.
= Frca trigonnm aflignamm fine illndfir 0atbogonit fine

Bllambligoninm.fine opigonium circolum defcribere.

Q| Sit tmigonasaflignams.a.b.c. volo dirca ipfom ocfaniberc el

A bec oft quafi conuerfa rertic.oinido ouo eins latera .a.b.et.3.c .per
s 3| cqualia. 2, b.quide in poncto.d.z.g.c.in puncto.c.a quibus puncis

f produco perpendicolares ad lincas.a.b.z.a.c.quas protrabo quonlys cowmant

in puncto.f.fintgs.d.f.2.c.f.concurrent ent o i viergs engnfoz.d. 7.c.ficrea”

b ¢ fiinteligaturprrabilinca.d.c.fient ouo anguli ad parté w qud protrabunt mimo
rcs onobis recis:quare cocarrent per pennltima petitioné igitur 8 punco. f.qui

\_,/ cft puncins coanfos qué bico dlc centrum circuli quefiti.p2otrabo lincas adfin/
gulas angulos que font.f.g.£.b.f.c.z quia in triangulo.a.d.f.onolatera.a.d.c.d

f.font cqualia poobus lateribus.b.d.¢.d-f.trianguli.b.d.f.zangulos.d. wni’an

golo.d.altering:quia viergs rectus:crit per quartd primi.f.9.cqualis. f.b.cadcra

P tione crit.fa.equakis.f.c.copatis [ateribus = angulis ouomm triangulowm.a.e.
f.2.c.c.f.ergo per.9-tertii puncrum. £.crit cantrum cirenli quefiri.bec it yniverfa/
lis bemonftratio ad omnes (pés trigoni. L Onia tame auco: videt velle mediug
variare tilinnsendo inter oxtbogoninm ambligoninm < oxigonium. dequolibee
comm figillatim cft vemoftrandii . Sit crgo trigonus propofitus oxbogonius
fitqs angulus.a.recins:latus. b.c.refpiciens bunc angulii read vivido per equalia
inn.f.a quo prncro qué dico cffe cantril circuli ad medium puncum vInofos ouoz
reliquoy latez qui fit.d.ouco lincam.f.d. 7 quia linca f.d.oividit ouolatera.a.b
2.b.c.trianguli.a.b.c.per equalia:ipfa crit cquidiftans rertio .viddicer linee. a.c.
boc eni oemoftrar eft fopra.3g.primizcrquia angolus.a.pofitus cft rectus Lot
per fecundd partam 2 per tertigm. 20.pAmi:vierqs angulom quifinc ad .d.re/
ctus:onator igit linea.f.a. enitg; per quarta pﬁmi:lmca.a.f.mqnalishncc.I_::,"E_.cé
paratis adinnicé larerib’ ¢ angplis tridgoloy.a.d.f.b.d.f.zqz linca.b.f. eclis
lince.c.f.eviir.zlinee.b-f.g.f.c.f.adinnicé cqles.quarc p.g.tertii it f. confrunhi
circoli quefiti. @ Sit rurfos igonus. g. b. ¢. ambligonius .fig; augulus .2

3§,

Las Proposiciones IV.4 y V.5 de Los Elementos de Euclides (ediciéon de E.Ratdolt, Venecia, 1482).

En estas dos proposiciones Euclides resuelve los problemas de la Matematica escolar de inscribir y
circunscribir un tridAngulo dado en un circulo, relacionados con las importantes cuestiones
geométricas de las bisectrices (y su punto de interseccion, el incentro) y las mediatrices (y su punto
de interseccién, el circuncentro que es el centro de la circunferencia circunscrita).
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r0pofitio .6

| 1A tradatmm circulum quadrany defcribere. _
| €Sit vatus dralus.a.b.c.d.ains entros.¢. volo intra ipfiss pe/
eribere quadratus.protrabo in ipfo duas diamemos.a.c.2.b.d.fc
| cantes fc oxtbogonaliter fupa cenio3.c.quarys cxiranitates con
el ¥ ingo protractis lincis.2.b.b.c.c.d.7.d.4a. quas vico Olinere qua
dratom quefirum :ipfe enim eront equales adinuicem. per quarcam primt teraf/
fomptam propter id qﬁqunmm[inet.ns.z.b.c.c.'z.e.d.fnntamalﬂs.ctqmmo:
angnli qui font.a.d. c.recti. i youfquifas.quatuo: anguloum 2.b.c.1. ddtn:cr.
per primam partem -3o.fertii:propter id quod quilibet coxnm € in femidirulo erie
igitur.a.b.c.d.quadratum per oiffinitionam quod cft popefitum.

apyopofitio 7.

| 3frca propofitam circulum quadrarm defcribere.
$k ?[511: gporl::g ciraul’.a.b.c.d.aii’centy.c.volo circa ipm ocfaibere
Ehe STy §dratii: prraboi ipfo duas vigmictros.d.c.c.b.d.fecdres fc oxbo/

gonalicer fup cétrid.c.a §z extramitatibus ouco $irigs piélincas ortbogonaliser
quoufos glibet eaz pairrdc o oueb” lateralib™inics picia paurfis cap.f.g.b k.
eritgs p conet’.15.1evHi) Vierg; anguloy qui it ad miquéqs quatuor piicior.a.b.
¢.d.reans:quia 7o i quadrilarero.a.f.b.c.ives anguli.a. b..c. funt recn: enic
quartns angulos qui it f.recs:babet enim quodibet quadrilaserom quarsoz.
angulos equalcs qruos rectis: vt oamonftratum et fopras 2.paimi :cadem rone
quitibct angulewm.g.b.7.K.erit requs:ergo per (ccadam partem. 28.paimi. ouc
linee.f.8.7.K.b. Jrema3 ouc.f.k.2.g.b.funt eqnidiftantes.ergo per. ;4. primi.F.&
cit equalis.g.b.7.f.g.k.b.zquia p eande.f-K.clt cqualis.b.d.g. f.g.a.c. & vero
b.d.eft cqualis.a.c.criic quatuor linee.£.k.g.b.f.g.2.K.b. equales: fed z quammo:
anguli.f.g.K..b. font reci :vr pxobatum ¢t pus. ergo.f.g. k.b. cft quadramom
per oiffinitioné quod ¢ft propofitum.
: ‘1>zopofitio .s. :
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R | cirenlu; bec eft quafi conuerfa .c.01ido yniigdgs latus ens pequa
lig.a.d.quidé in puncro.f.b.a.in puncto.g.c.b.in ponco.b.z.d.c.
P in puncro.c.gproduce lincas..g.z.f.b.fecantes (e in pico K.qué
oico effe centrum civculi.crit ents. f.b.cquidiftans ¢ equalis.a.b.per.33.primi: p/
pier id quod.a.f.2.d.b.funt cquales 7 equidiftantes. Similiter per candem 7.d.c
a.b.7 quia omgcs medierarcs quatoor latend ipfins quadran func adinvicé cqua
les eromit per. 34- paimizquatnolinec.k.¢.K.f.K.g.7.K.b.cquales.crgo par.g.ter/
ti} . k. eft centrom circali quefin. .

qdzopolitio .o.

=7 Yreaallignatam quadratum circolum deferibere.
gl UL Sit quadiatum.a.b.c.d. volo circa ipfum crcalus oefaribere .bee
¢ft quafi conuar(a.>- {>0trabo in ipfo ouas viameros.g.c.o.b.d.
I & | fecantes fe in puncto.c.que vico el cenrrom drcoli. Lum eni linee
Pt a.d.7.a.b.fint cquales eriit per. s.paime? anguli-g.d.b.zc.a.b.d e/
quales.z quia angolus.a fofalis oft recrus. enit per.32.primiz viergs coxm medi
eres recti. @ Similiguogs modo pbabitnr queliber partialii angvlo:m dpre
victis dismetris ¢ laterb? quadra propolin contentonm cffe medieratem recti
quia igitur angnlns.c.a.d-eft cqualis angolo. c.d.a.crit per.g.primi:linea.c.a. &
equalis linc -.c.d.cadem ronc crit.c.a.cqualis.c.b..e.c.cqualis.c.d.quarc quia
quatuo:lince.c.3.c.b.c.c.e.d.funt equales.cnt per. o. tertil C.centios arali giie/
fiti.quod cit p2opofitom.

o~

o]

b

a
<

Las Proposiciones 6, 7, 8, 9 del Libro IV de Los Elementos de Euclides en la edicion de E.Ratdolt
(Venecia, 1482).

En estas dos proposiciones Euclides resuelve los problemas de inscribir y circunscribir un cuadrado
dado en un circulo y a la inversa un circulo en un cuadrado.
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EL TRIANGULO AUREO
EN EL LIBRO IV DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

20pofitio .. i

&7 Glnm cqualins laterum triangulom defignare. coing yrer
2 ' q3 duozom anguloznm quos bafis opanet. reliquo du/
T4 ‘pfns exiftac,
XSy 4 Ynientio ¢ oeferibere ynil triangolii dud cglid late: ¢ tertii ineglis
=xe(®y| cni”vierq angulox § fop lat’qo erdigsi eqle criftir ad rertifi o/ -

plos exiftac. Ad bocagr facédi fomat. lincagliber g it .a.b.que owidaf fm
Docel.if.fdi in poncto.c.ita o illd quod fif cr.a.b.i.b.c it equale quadrato. a.c :
factods puncto.a.cantro Fm ipfins quantitatem ocfaribator dirculus.b.d.c.intra v
que PerpHmam buin s apretur linea.b.d. cqualis linec.a.c.ct prodncanir one
linec.d a.d.c.oico thiagul.a.b.d.c lis pponi: cirifiribai crnl® § fitd.c.a.
per-g-bous triangalo.d.c.a.qnia ergo linea.d.b-eft equalis .line.a.c.eritquod
fit cy.8 2. in.b.¢ .cquale quadrato lince. b.d. quarc per ¥itimam fertii. b.d.
tnca ol eontingens drwlom.d.c.a.2 per.; .cinfian angolus.c. d.5. ot cqualis
an50l.¢.a.d.pofito crgo csmuni angulo.c.d.2.erit torus angulus.b.d 3. cqua/
lis oucbus ﬁﬂ@liﬁ_.c.ﬂ.d.c.d.a.fad per.32.primi angnlis.b.c.d.eft eqlis afde
quia extrinfecasad ipfos.ergo engulns b.d.a.cft equalis angulo.b.c.d.< qran/
gulus.d.d.b.eft equalis angulo.a.b.d.per.s.paimizco g larera.a.d.z.a.b.fire/
q“‘a[}'ﬂ-‘fm-ﬂﬂﬁﬂlﬂs-b-c-d- cqlis angulo.c.b.d.crao per.éprimi: linea.c.deft ¢ /
qualis linee -h-_d'-qnur: tlinee.c.a.crgo per.s.prmizangulns.c.a.d.¢ft equalis an
galo.c.d.3.quis ergo vicrgs anguioz: c.d.b.7.c.d.a.€ cilis dglo.c.a.d. erit tot?
sugul®.b.d.a.cupl’ ad aguln.d.a.b.z 10 angul’.a.b.d.1bi cqlis.oopleit ciid ad
angolii.b.a.d.qo eft propofitis € Soxfan oicer aducrfarios arali.d.c.a.craifcr
peain rigone partialt fecare cironlum.b.d.c in gliquo puncto arais.b.d.iia g i/
il fcabit lincam.b.d.vnde ipfa non erit arculo applicara.ficut in vemonfira/
tionc fapponitur. fedipfum feans. Sitergo fi poflibilectt vt ponit aducrianus
< a pancra.b_oocamr ad ipfiom crclom minowam conringens_b.f.¢ oucanmr i/
nee.f.a.f.d.criflg; pcrpcl_m[timsitmii o fit ex.g.b.in.b.c.cquale quadrato .b.f.
e150.b.f.eft cqnalis.b.d.quare per_s.paimi angplus.b.f.d.cft cqualis angnlo .b.
d.f.zquia per- i tortii angulns.b.f.a.dt equalis angnlo.g.d.fencangolis .b.d
f.mao: angplo.a d.f.quod et impofibile.comiple {ir pars cius. L Elier poflu/
mus iftud refellcre 2 ofiendere @ tlic mino: circilus nullo modo fecabit lited. b.d
foxfan cuim oicerct gp fecaret cam now fecando araum.d.b.maions drcli. Sient
poilibilc eft g fecer cam.ficbocin punco.b.crims go ficer.a.b.in. b.c. eqnale o
auodfit cx.d.b.in.b.b. D Tonftrarmn it enim fopra penultimataii e fiab alis
quo puncto extra cirenlum figugro quotliber lince fecanres ad corcalom: docantor
que fub tolis £ carom poionibus extrinfeds continentur.equalia font adwaice:
2 quig quod fitcr.a.b.m.b.c.oft cqualc quadrate.b.d.cric gd fir e, d.b, in.blb.
equalequadrato.d.b.quod et impofiibile per fam (di:qnarc oftar ppofimin
{ £rnota g mino: arclus neceflario fecabit imaiose 2 abfcindcr ab ¢o ardl vod
‘cqualem arcon.o.d.g maio? abfandet fumibirer ab codent vuum aram equalc av/
cui.d.c. Quod fic probaf.fi enim minonon fecet maiozcn.conimait ergo iplum
in puncto.d.2 quia per.u.ferti circuloum fc conmingennuim centra. 7 punct” con
tactusfont in lnca yna.enit ceneril ininozis arali in linga.a.d.proprer bac pin
¢a eft CcnOYnm Maiosis £ PHCmS ConIactus. crg0 Per.17.1crmi angulns.g.d.b.cft
rectus quarc fimiliter 2 angulng.a.b.d.fibi cqlie € rectus qo € impoliibile per-32.
pami:Secet ergo ipfiss in puncis.c.d.vico aram.c.d.maions dic cquald arcut.
d.b.zarcom.c.d.minois ellecqualemarasi.d.c.prodocoliness. d.c.c:c.2. €.a.
Tifq3 Per.26.Cortit viuiquiigs quamozangulomm qu fnt.d.c.c.c.c.a:dia. c.oo
a.d.c.cqualis alii propter id pouo arc’.d.n:.z-.g.al: (Br cgfes.p.27. ciufde gre o
talis angni™.a.¢.d.oupl® ¢ad anguli.b.a:d.¢ D cdlis vrrigs angulo:nm a.b.d.
2.0.db.cqangul’.a.e.d.éclisangulo.a-d.cp.s-piini: ppreridgo.a. €.2.9
d.funtcqualesa cétro ad airaiferentiam. criic ovo anguli.c. ¢.d.criangub. a.¢.d.

La Proposicion IV.10 de Los Elementos de Euclides en la edicion de E.Ratdolt (Venecia, 1482).

En la Proposicién IV.10 Euclides construye el Tridngulo Aureo- un triangulo isésceles que tiene los

angulos iguales dobles del angulo desigual- como preliminar de la Proposicion IV.10 donde
inscribe un pentagono regular en un circulo dado.

El Tridngulo Aureo tiene una gran importancia en la formacion del Pentagrama mistico pitagorico.
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EL TRIANGULO AUREO
Y EL PENTAGRAMA MISTICO PITAGORICO

) Buena parte de la Geometria pitagérica en relacion con la
seccién durea, tuvo que ver con el pentigono regular. La
figura de la estrella de cinco puntas que se forma al trazar
las cinco diagonales de una cara pentagonal, llamada

o Y pentagono estrellado o pentagrama mistico, parece haber
sido una especie de simbolo de identificacion, a modo de
anagrama, de la Escuela Pitagérica. Por eso los
pitagoéricos estudiaron exhaustivamente la construccién y
propiedades del Pentagrama haciendo de él uno de los

L e topicos geométricos mas importantes por sus bellisimas

propiedades geométricas de las que nace su simbolismo.

Ademas, el Pentagrama mistico pudo estar en la base del mas importante hallazgo
cientifico de los pitagoricos: el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables, una
de las causas de la profunda crisis que arruiné a la cofradia pitagorica.

Una de las curiosas propiedades del Pentagrama, que imponia respeto a los pitagdricos
era su «unicursalidad»: «la estrella pentagonal puede ser trazada por el movimiento de un
punto sin pasar dos veces por el mismo lado».

Como se ve en la figura, el Pentagrama se construye a base
de tres tridngulos isdsceles iguales -por eso al pentagrama
pitagérico se le llama también «tripletridngulo»- que
tienen los angulos iguales dobles del dngulo desigual, es
decir, que son Tridngulos Aureos. Este tipo de triangulo se
construye, como hemos visto, en la Proposicion 10 del
Libro IV de Los Elementos de Euclides, cuyo contenido es
de raiz pitagérica. En la siguiente Proposicién, la IV.11, se
construye efectivamente el pentagrama a base de inscribir
en un circulo un pentagono regular y trazar las diagonales.

las cuales de forma sorprendente se cortan determinando segmentos que estin en
proporcion durea siendo el segmento mayor igual al lado del pentagono (Euclides XIII.8).
Esta propiedad es equivalente a que los lados de los Tridngulos Aureos estain en
proporcion durea, y de aqui procede su nombre.

. El Tridngulo Aureo» tiene angulos en la base de 72° y en
el vértice de 36°, y es «auto-reproductivo» :

/ Partiendo del triangulo ABC, la bisectriz del angulo B
corta a AC in D de forma aurea. El tridngulo BCD
siendo semejante al original ABC resulta ser un
tridngulo dureo. La bisectriz del dngulo C corta a BD en
el punto E de forma aurea y el tridangulo CDE resulta ser
aureo. Este proceso, que es una forma de crecimiento

3 gnomonico, es indefinido, obteniéndose una sucesién
de tridngulos aureos que convergen hacia el polo de una
B

espiral logaritmica que pasa por los sucesivos vértices
de los triangulos.

C
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CONSTRUCCION DE POLIGONOS INSCRITOS Y
CIRCUNSCRITOS EN EL CIRCULO

EN EL LIBRO IV DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Bopofitic .. :
ey A datum circalns equilaterum.atq; equianguli per
2 [ thagonum oclcribere.
| 'S4 @it varus drailus..b.c.volo intra ipfum deferibere penthago/
. nom il equilarez atgz equiongulil . odigno manguld sni quales
2 4_$\%| prcmiffa proponir.qui fit.2.coi alin; equiangulom inirz datd ara

lnm beferibo.fit docet fecida buius:qui fit.a.b.c.fitq; rergs angulomm .n.b_.c
5 <.a.c.b.ouplns ad angulom.c.a.b. vinigs comm oinido per equalia oucus lincis
b.c.7.c.d-crunig; per-2 5. Lertii. s-anms i quos. 5.puncta.a.d.b.c.c. dividir ar
culom adinwicé cquales.propter id g9 quings anguliqui in dicos arws cadont
—x © b funt adinuicem cqles.continpatizigiturillis quings pactis perlineas reaas que

funt.a.d.d.b.b.c.c.e.z.c..crit penthagonus.a.d .b.c.c. infariptus pato arclo

qualis pzoponitur:clt cnim cqmilaterus per-28.Lertii 6. 5.arc’:quoy s quings

latera funt corde: fint ad inpicem cquales:z criam equiangulis psr_.:;.unidan (]

opaping; aras.d.g ca.c.ce.0b.cb.d.2.b.d.a.inquos angull iplius penha/

goni cadunt {unt adinuimmualc;'éi% (ﬂi;'l:(;é pmp’ofttum.
20pOIL = 1 i 13

5 Jrea propofitum circalum pétbagonam equifatern atds
2% | caniangulum delignare. . i3

(1 Sit propofims drcalns.a.b.c.cins centri.f. volo drca ipfos e/

|ignarc pentbagonii equilarex atqs eqpiangulum. fup:a q‘rmmf-:n:q

a2 | riam ipfins circoli quali fm amn'li?m pau:;iﬂcﬂbiiszl’mpfﬂ!_‘an pE

num quings ponca angulana norabo.que font.a.d.b.c.c.ad que «ra oo

Ezﬁmenﬂﬁ?&?ﬁb.ﬂﬁﬁcﬁ ab cifdem puncis educam perpendicalares ad

iftas lincas in virangs partem quonfgs conumant in punctis. g.0.k.Lm. caunes;

bee linee contingentes ciranlum per conelariunt. is. fertiizz ad ifta piica concr/

(s pucam a centro lincas. £.6.6.b.£.k.£.LE.m. £1quia monftratum cft ﬁ:pcrpff

2 nolcim terrii o fiab aliqo punco cxira drculus fignato due lince coRNZNIES

ad ipfii circulum oucant g ipfe cront equales. ericlinea.g. g.cqualis lip cc.g..d._-z

b.d.b.b.< ficoc cetens. Br qim quings arws i quos quing; _pnn_rfz.a.d.b.f .01/

pidunt ciranlum. fune adinpican cquales. crunEper.26.LCrTil quing; _unguu.n.\id

d.£.b.b.f.c.c.f.c.c.£.0.confiftentes (uper bos arcs in cenfro, £.fibi inuicem cqua

tes, Sunt autem ouo latera.a.5.¢.f.a. riangoli f.ga. -:qulatlg. onobus h_icnb‘nf

d.g.7.f.d trianguli.f.g.d.z lams g.f.comunec.crgo p.S.primii-ouo angulico:ig

funt.ad.f. Jréq; ono angoli qui funr.a-d.g.funt adunican cqual-:s.'mde Téne

ouo angoli gui funt.g.d.f.in trianguiiS.d.f.b.':.hTf.I:’i.Btml{:ﬁ ono gui fuu:_.g.d_

b.funt adinpicem equales. Similiter guogs (ingali rrium reliquor anguloxs qui

font.b.f.c.c.f.c.c.f.a.4 (ingoli fridi.qui fon Lk.l.m.mmcl_nn_r gcquahn.p:tm_lqm

dem per lincam.f.k.feamdi per linga-f.L-gertii vero per lingi. f:_m. *:qn;a_m fres

anguli qui funr.b.f.c.c.f.c.c.f.a.funt fibi innicam cquales 7 .91“5, ouob’ fnr.a.f

d.z.d.f.b.cqualcs evnt cozum pimidia que funt ocee anguli facti in centro.f.ad/

fnnice; equales.Qvia igitir oo anguli.a.«.f.trianguli.g.a.f. fant canoles two/
busangulis.a.z.Lianguli.m.a f.zlams.a.f. cémune eritper.26.pumi anzul?
g. ¥nius cqualisengolo.m.alterivs < laws.g.a.cquale lateri.a.m.cadam rande
erit angulus.g.m mangulo.q.f.d.equalis angulo.b.in miangolo.d.f.b.2 s g
d.cquale lareri.d.b.quarc quia.g.a.cft cimidii.g.m..g.d. oimidid.g.b.7.6 2.2
§-d.font equalia:crunt percoem feicnrid.g.m.z..b.coxii tupla cqualia. Stmili/
[T quog; poabim”.g.m.diceqnale.m.1 z.m.LLK.2.L.k.K.b.quarc pétbagon®.g
b.k.Lm.cit cquilaterus. fed  equiangulus: w3 cni omo anguli qui funt ad.g.funt
mknlm{mtclquacs. 2 00 qui funt ad .m, fifirer adinwicem cquales. <.g. paria/
i lis.ﬂrcguahs.mgtiall.ymﬁqg, cni probard cit prins.erit pereandé coam (oiennid

1 : g-toralis cqualis.m.torali.c cadan rdne pbabis cqualitatem w ccteris angolis:

| guare eft cqmiangplus. ficg conltat propofuum.

Las Proposiciones 11 y 12 del Libro IV de Los Elementos de Euclides (edicion de E.Ratdolt).

En estas dos proposiciones Euclides resuelve los problemas de inscribir y circunscribir un
pentagono regular en un circulo.
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CONSTRUCCION DE POLIGONOS INSCRITOS
EN EL LIBRO IV DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

120pofitio 5.

3 ‘ﬁrrsapmro!m circulum.exagonnm equilateram atqs
% equiangulum delcribere.G£x boc itaqs manifeftom g’i
3 s, ?;_latps exagoni equu eft dimidio diamerri circulicniin/

Pa) Qo fenbimr.
L e (St ppofitus dralus.a.b.c.d. ains centrum. ¢. volo fibi tnfri/
bere cxagonum cquilatey atgs equiangnln. pduco diamerrum.a.¢c.c.2fm qoanti
taran fanidigmetri.e.c.facto centro puncto.c.ocleribo drcolum. c.b.d. feanton
p1ioE in puobus punctis.b.d.a quibns pdico dnas viametros in dralo pamo
quefine.b.c.g.d.c.frriom ago diametroy crramitales coninngo.c.lineas que
fun.a.f.£.b.b.c.c.d.d.g.7..9:quas vico continerc cragonnm quefitum. crit eni
vt vemonfirat pama primi vrergs trianguloz.b.c.c.c.c.d. equilaterns. quare ct
cquiangnlus p.s.eiufdé argop. 32.primi ouo anguli.b.c.c.7.c.¢.d.ai viio equali
i coaumm funt equales duobus redis ppter id gd quifas coxz € fertia tuoWMm T
ctorm.fed ipli p.13-¢infdé cif angulo.d.c.g. fant cqualés duobus rectis.crgo an/
gulus.d.c.g.¢ equalis virigs cox.quare p. i5.ciufdé. s.anguli-qui font ad.c.funt
adinnicé cquales.crgo pe2s.tertij arcusin quos cadiit fumt cquales.quare < coxii
coxde p.28.einfdé qui futlatera ipfi® cxagoni. Equilster? igitur é fed 2 cqmiangul’
p-2¢.tarmi] pprer id g3 fex areus in quos angolaria puncta cragoni diuidiit cira
6 bitn 2 bini fiptifiat adinuicé equales. vearc.a..b.arwi.f.b.c.2id angulos.f
oui «ofiftitin pmo € eqlis angulo.b.que cofiftic i fco. idé in ceteris .quarc cftat
ppofitmn.€LL oxdlarivm ex boc patet qp oimidin diametri 7 latus eragoni funt

La Proposicion 15 del Libro IV de Los Elementos de Euclides (edicién de E.Ratdolt).
En esta proposicion Euclides resuelve el problema de inscribir un hexagono regular en un circulo.

dropofitio. is.

S| Atra dats circolom.quindecagonam equilaterum atqs
¥ el equiangulii oefignare. A ende circaquéeliber circnla
%3 P24 aflignamss quindecagonum equilatcrum 3tqs equiangn

sl ¥er| lom atgsinmra damm quindecagonus circld oefcribere
2 B8 0 Sir patus drenlus. a.b.c.volo fibi inferibere quindecagoni cqui
laterum 7 cquiangulom. oenide erism ciriflcnibere atqs tntya talem quindecago/
nmm ppofitum circulum oefaribere. Ton pponit auren drca talem quindecago/
num circulii pefcribere.quia boc fatis vat intelligere palia que ppome. Jn oaro
circolo inxea vocrrind fecunde buins. preabo larus miangoli equilareri.gp fir.a.c
Zinxta oocrrind fali-latus pentbagont equilateri args cquiatiguli gd fit.a.b. £r-
quia arens.a.c.cft rorins circifcrontic ternia:cuius aras. 2.b.ct quinta.erit fop/
finpm inter cos qo ot arcus.b.c.on¢ fertic:arws.a.b.vd due quinte arws.a.c.i
¢ due quintedeamic tofins drdifercric Tam in omni toto excedit [ertia quinta.
in ouabps rerrijs ipfins quinte. ¥l in duabbs qENNS 1P fi s fertic. fiue in puab?
quintis dedmis totins.boc cnl pateLin quinta ¢ icriia piinumert babétis quin
tam < tevtiarn qpi ot 5.ciis enim tertia que eft.s.credit cins quintam que € tria
i puabus wniranbos que funt duc [crtic iplios temarij qui¢ qum__:u.vt oue quin
teipfins quinarij qoi cft tertia fine ouc quintededme ipfus. 5.qol cft toti. dini/
foigitur arcu.b.c.per cqualia.in.d. patcr viromas; dnoum arcium "'d."t' db.
effc tertiam arcus.a.b. vl quintaim arcus, a. ¢-finc quintadeama otius drcumfe/
rentie.fubtenfis igitur cis coxdis.c.d.2.d.b. coaprarifas continue mfr:;datnmur
culizm fibi cqualibus per primam boins complebitur ﬁg,um propofita. € Letera
€T0 DUO quc proponit ¢ tertio gp var intclligere vidicer quindccagoni Tfh

La Proposicion 16 del Libro IV de Los Elementos de Euclides (edicién de E.Ratdolt).

Euclides corona el Libro IV con esta proposicion en la que construye el pentadecagono regular, es
decir, el poligono regular de 15 lados.
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LA CONSTRUCCION DE LOS POLIGONOS REGULARES
EN LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Si en la Proposicién 1.1 Euclides construye, con regla y compas, un tridngulo regular o equilatero y
en la 1.46 construye un cuadrado sobre un segmento dado, en el Libro IV Euclides ampliara el
catalogo de construcciones a poligonos regulares de mayor niimero de lados, a base de inscribir en
un circulo un pentagono regular (para lo que construye previamente el tridngulo dureo, isésceles
en el que los dngulos iguales valen el doble del desigual) y el hexagono regular.

A

El libro IV termina con la construccion del
pentadecagono (poligono regular de 15 lados)
mediante una construccion donde queda
patente la vinculacion subrepticia de la
Geometria y la Aritmética. Euclides inscribe, en
el mismo circulo y con un vértice comin, un
triangulo equilatero de lado AC (que produce
arcos de un tercio de circunferencia) y un
pentagono regular de lado AB (que determina
arcos de un quinto de circunferencia). La
diferencia entre el arco del tridangulo y el del
pentagono (1/3 - 1/5 = 2/15), proporciona un arco

c BC que al bisectarlo nos da un arco BE que
“ y divide la circunferencia en 15 partes iguales. La
cuerda correspondiente es el lado del poligono

\/ de 15 lados, el pentadecagono.

Los Elementos de Euclides no dicen nada mas acerca del resto de los poligonos regulares, aunque
hay que sobreentender que dejan implicita la posibilidad de obtener otros muchos por el aludido
proceso de biseccion, de modo que a partir del tridngulo resultarian los poligonos regulares de 6,
12, 24, 48, ... lados; a partir del cuadrado los poligonos regulares de 8, 16, 32, 64, ...; a partir del
pentigono los de 10, 20, 40, 80, ... lados; y, a partir del pentadecagono los de 30, 60, 120, ... lados.

Los geémetras griegos disponian de un gran repertorio de poligonos construibles. Pero no todos
los poligonos estin presentes en la lista. Faltan los poligonos regulares de 7, 9, 11, 13, 17, 19, ...
lados, que no encajan en el canon de duplicacién que se ha visto con la construccién del el
pentadecagono. Al igual que en otras cuestiones, como por ejemplo los llamados «problemas
cldasico» -cuadratura del circulo, duplicacion del cubo y triseccion del dngulo- los matematicos
griegos y los gedmetras posteriores invirtieron ingentes esfuerzos en los intentos de conseguir la
construccion del resto de los poligonos regulares, hasta, tal vez, llegar al convencimiento de que -
aunque Euclides no lo diga en ningan texto- los tinicos poligonos construibles son los descritos
en el Libro IV de Los Elementos, de modo que todos los demds escaparian a las posibilidades que
ofrece la limitaciéon geométrica platonica de la regla y el compas.

A tenor de esta situacién, se puede entender la conmocion que causé en los ambientes cientificos
que un adolescente de 17 afios, C.F. Gauss, descubriera en 1794 cémo construir el poligono de 17
lados. El resultado ahora consta en la Seccién VII de su obra Disquisitiones Arithmeticae. Gauss
investigé la constructibilidad de los p-agonos regulares (poligonos de p lados), donde p es un
namero primo. Hasta entonces sdlo se conocia la construccién para p=3 y p=5. Gauss descubrié
que:

«El p-dgono regular es construible siy sélo si p es un niimero primo de Fermat»,

es decir, si p es de laforma: p= 2% +1.Los primeros ntimeros de Fermat son 3, 5, 17, 257, 65537.

Segtn Courant (;Qué es la Matematica?, Aguilar, Madrid, 1971, p.129):
«Tan entusiasmado se sintié el joven Gauss por su descubrimiento, que renuncié a su intencion de
hacerse filélogo y resolvié dedicar su vida a la Matemdtica y sus aplicaciones. Gauss siempre recordé la
primera de sus proezas con particular orgullo. Después de su muerte le fue erigida en Gotinga una
estatua de bronce, y no pudo encontrarse honor mds adecuado que el de dar a su pedestal la forma de un
poligono regular de 17 lados.»

El pedestal de la estatua de bronce tiene el simbolismo de epitafio iconico en honor de uno de los
matematicos mas brillantes y mas prolificos de toda la Historia de la mas antigua de las Ciencias.
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El Libro V

Tal como se ha visto hasta ahora, los primeros cuatro libros de Los Elementos de Euclides
tratan sobre las propiedades basicas de figuras rectilineas —triangulos y poligonos en
general y circulos—. Euclides ha construido una gran parte de la Geometria elemental sin
aplicar los importantes conceptos de proporciéon y semejanza.

Los pitagdricos habian elaborado un gran desarrollo geométrico con multitud de teoremas
(en particular sobre semejanza de figuras) que aplicaban proporciones en la creencia de que
todas las magnitudes geométricas eran conmensurables (es decir, expresables su magnitud
como cociente entre dos numeros enteros). La aparicion de los inconmensurables en el
horizonte geométrico de la escuela pitagodrica invalidaba las pruebas de estos teoremas, de
ahi la terrible confusién logica que introdujo este fenémeno, que llegd a producir una crisis
de fundamentos, sin precedentes en la Historia de la Matematica. Es precisamente la
necesidad de reconstruir las pruebas geométricas de los teoremas pitagoricos,
fundamentandolas en un nuevo rigor, lo que produce, como reaccion ante la crisis, la
aparicion de Los Elementos de Euclides, donde la Matematica elemental de los griegos
queda rigidamente estructurada con el severo rigor que impone el método axiomatico. Pero
la revision de los fundamentos traerd como secuela el desarrollo de la Geometria al margen
de la Aritmética, la ausencia de un Algebra en sentido algoritmico y simbélico y por tanto un
enfoque exclusivamente geométrico de toda la Matematica griega.

Pues bien, es Eudoxo de Cnido, de la Escuela platdnica, quien emprende la magnifica tarea
de colmar el abismo légico y proporcionar una base firme a la Matematica griega, al
introducir de forma brillante una teoria satisfactoria de la proporcién, que al tratarse de forma
geométrica tiene la inmensa ventaja de ser aplicable indistintamente a magnitudes
conmensurables e inconmensurables, como por ejemplo, longitudes, areas, volumenes, etc.,
y que sera recogida por Euclides en el Libro V de Los Elementos. He aqui la explicacién de
por qué Euclides retrasa, tanto como puede, el uso de proporciones. Pero era evidente que
tarde o temprano tendrian que aparecer sino se queria mutilar gran parte del legado
matematico pitagérico y ahora es el momento. El Libro V proporcionaria, pues, una base
l6gica firme a toda doctrina que en la Geometria griega tuviera que ver con proporciones.

En la Teoria de la Proporcién de Eudoxo juegan un papel trascendental las definiciones
cuarta y quinta. La definicién V.4 en el fondo es un enunciado algo impreciso del llamado
Axioma de Eudoxo-Arquimedes o Axioma de continuidad que viene a decir que «dadas dos
magnitudes siempre se puede superar a la mayor considerando a la menor un numero
determinado de veces», o que supone en el fondo la existencia de magnitudes «fan grandes
como se quiera» o «tan pequefias como se quiera» que excluye las cantidades infinitamente
pequenas (llamadas después infinitésimos), es decir, no cabe razén entre dos magnitudes,
si una de ellas es tan pequena, que no hay ninguin mudltiplo entero de ella que exceda a la
otra. También excluye las magnitudes infinitamente grandes, que no serian superadas por
ningun multiplo entero de la cantidad menor. Asi pues, la definicién V.4 permite conjurar la
presencia del infinito, desterrado de la Matematica griega cuando aparecen los
inconmensurables. La definicion V.4 es una advertencia que exige que siempre que se hable
de igualdad o desigualdad de razones (segun la definicion V.5) el par de magnitudes que se
comparan debe cumplir a fortiori la condicion de V.4.

Las proposiciones del Libro V comienzan con diversas formas de la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma y la resta, la propiedad asociativa del producto, las
abundantes leyes que rigen las desigualdades, es decir, las propiedades del «menor que» y
del «mayor que» y en general las propiedades tan habituales de las proporciones expuestas
en forma geométrica, pero validas para cualquier tipo de magnitud.

La Teoria de la Proporcion de Eudoxo (que hace del Libro V uno de los logros mas
importantes de la obra euclidea) tuvo una profunda influencia sobre la concepcion
decimonodnica de los niUmeros irracionales, sobre todo en la version de las Cortaduras de
Dedekind, de modo que bastantes proposiciones del Libro V nos reflejan muchas de las
familiares propiedades de los numeros reales.

76



Definiciones:

D.V.1. Una magnitud es parte [submultiplo o parte alicuota] de una magnitud, la menor de
la mayor, cuando mide a la mayor [exactamente].

D.V.2. Y la mayor es multiplo de la menor cuando es medida por la menor.

D.V.3. Una razén es determinada relacion con respecto a su tamafo entre dos magnitudes
homogéneas.

D.V.4. Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que, al multiplicarse, puedan
exceder una a la otra.

D.V.5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda
magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando cualesquiera
equimultiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la par o
sean inferiores a la par, que cualesquiera equimdultiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente.

[a/b=c/d si dados dos numeros enteros cualesquiera m,n, es na>mb cuando nc>md 6
na<mb cuando nc<md 6 na>mb cuando nc=md. Es el criterio necesario y suficiente de
proporcionalidad, piedra angular de la Teoria de la Proporcién de Eudoxo, superadora
de la crisis pitagorica de los inconmensurables].
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Las Definiciones V.4 y V.5 del Libro V de Los Elementos de Euclides, en la edicién de E. Ratdolt
(Venecia, 1482). En esta edicion las definiciones 4 y 5 ocupan los lugares 5 y 6, respectivamente.

Las Definiciones V.4 (Axioma de Eudoxo-Arquimedes o Axioma de continuidad ) y V.5 (Igualdad de
razones) son el fundamento de la Teoria de la Proporcién de Eudoxo del Libro V de Los Elementos
de Euclides.
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D.V.6. Se llaman proporcionales las magnitudes que guardan la misma razén.

D.V.7. Entre los equimdltiplos, cuando el multiplo de la primera excede al multiplo de la
segunda pero el multiplo de la tercera no excede al multiplo de la cuarta, entonces
se dice que la primera guarda con la segunda una razén mayor que la tercera con
la cuarta.

D.V.8. Una proporcién entre tres términos es la menor posible.
[Proporcion continua a/b=b/c].

D.V.9. Cuando tres magnitudes son proporcionales [estan en proporcién continual, se dice
que la primera guarda con la tercera una razén duplicada [es el cuadrado] de la que
guarda con la segunda [a/b=b/c = (a/b)-(a/b)= (a/b)-(b/c)=alc].

D.V.10. Cuando cuatro magnitudes son proporcionales [estan en proporcion continual, se
dice que la primera guarda con la cuarta una razon triplicada [es el cubo] de la que
guarda con la segunda, y asi siempre, sucesivamente, sea cual sea la proporcion.

[a/b=b/c=c/d = (a/b)-(a/b)-(a/b)= a/d].

D.V.11. Se llaman magnitudes correspondientes las antecedentes en relacion con las
antecedentes y las consecuentes con las consecuentes.

D.V.12. Una razdén por alternancia consiste en tomar el antecedente en relacion con el
antecedente y el consecuente en relacién con el consecuente.

[a/b=c/d = al/c=b/d].

D.V.13. Una razén por inversion consiste en tomar el consecuente como antecedente en
relacion con el antecedente como consecuente.

[a/b=c/d = b/a=d/c].

D.V.14. La composicion de una razon consiste en tomar el antecedente junto con el
consecuente como una sola magnitud en relacion con el propio consecuente.

[a/b, (a+b)/b].

D.V.15. La separacion de una razén consiste en tomar el exceso por el que el antecedente
excede al consecuente en relacidén con el propio consecuente.

[a/b, (a—b)/b].

D.V.16. La conversion de una razdn consiste en tomar el antecedente en relacién con el
exceso por el que el antecedente excede al consecuente.

[a/b, al(a—b)].

D.V.17. Una razén por igualdad se da cuando, habiendo diferentes magnitudes y otras
iguales a las primeras en numero que, tomadas de dos a dos, guardan la misma
razon, sucede que como la primera es a la ultima —entre las primeras magnitudes—,
asi —entre las segundas magnitudes— la primera es a la ultima; o dicho de otro
modo, consiste en tomar los extremos sin considerar los medios.

[a1/b1=a2/b2= =an/bn = a1/an=b1/bn].

D.V.18. Una proporcion perturbada se da cuando habiendo tres magnitudes y otras iguales
a ellas en numero, sucede que como que el antecedente es al consecuente —entre
las primeras magnitudes—, asi —entre las segundas magnitudes— el antecedente es
al consecuente, y como el consecuente es a alguna otra magnitud —entre las
primeras magnitudes— ,asi —entre las segundas magnitudes— alguna otra magnitud
es al antecedente.

[(a,b,c), (m,n,p), a/b=n/p y b/c=m/n].
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Proposiciones:

Proposicion V.1. Si hay un numero cualquiera de magnitudes respectivamente
equimultiplos de cualesquiera otras iguales en numero, cuantas veces una sea multiplo
de otra, tantas veces lo seran todas de todas.

[si ma,, may, ... ,ma, son equimdltiplos de a4, a,, ... ,a, = mas+ may+ --- + ma, = m(a+
a+ - +ay)].

Proposicion V.2. Si una primera magnitud es el mismo multiplo de una segunda que una
tercera lo es de una cuarta, y una quinta es también el mismo multiplo de la segunda que
una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta sera el mismo multiplo de la
segunda que la suma de la tercera y la sexta de la cuarta.

[a=nb, c=nd; e=mb, f=md = a+e=nb+mb=(n+m)b, c+f=nd+md=(n+m)d].

Proposicion V.3. Si una primera magnitud es el mismo multiplo de una segunda que una
tercera lo es de una cuarta, y se toman equimultiplos de la primera y la tercera, también
por igualdad cada una de las dos magnitudes tomadas seran equimultiplos,
respectivamente, una de la segunda y la otra de la cuarta.

[a=nb, c=nd = ma=pb, mc=pd].

Proposicion V.4. Si una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda que
una tercera con una cuarta, cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera
guardaran la misma razon con cualesquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta
respectivamente, tomados en el orden correspondiente.

[a/b= c/d = na/mb=nc/md].

Proposiciéon V.5. Si una magnitud es el mismo multiplo de otra que una quitada de la
primera lo es de otra quitada a la segunda, la magnitud restante de la primera tiene con
la magnitud restante de la segunda la misma razon que las magnitudes totales.

[a=nb, a—c=n(b—d) = a/b= (a—c)/(b—d)].

Proposicion V.6. Si dos magnitudes son equimdultiplos de dos magnitudes y ciertas
magnitudes quitadas de ellas son equimultiplos de estas dos segundas, las restantes
también son o iguales a las mismas o equimultiplos de ellas.

[a=nb, c=nd = (a—mb)/(c—md)=b/d].

Proposicion V.7. Las magnitudes iguales guardan la misma razén con una misma
magnitud y la misma magnitud guarda la misma razon con las magnitudes iguales.

[a=b = alc=b/c, c/a=c/b].

Proposicion V.8. De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma magnitud
una razén mayor que la menor, y la misma magnitud guarda con la menor una razon
mayor que con la mayor.

[a>b = a/c>b/c, c/b>c/a].

Proposicion V.9. Las magnitudes que guardan con una misma magnitud la misma razén
son iguales entre si; y aquellas con las que una misma magnitud guarda la misma razoén,
son iguales.

[a/c=b/c = a=b, (reciproco de la Proposicién V.7)].

Proposicion V.10. De las magnitudes que guardan razén con una misma magnitud, la
que guarda una razén mayor, es mayor. Y aquella con la que la misma magnitud guarda
una razén mayor, es menor.

[reciproco de la Proposicion V.8; a/c>b/c = a>b ; c/a>c/b = a<b].

Proposicion V.11. Las razones que son iguales a una misma razén son iguales
también entre si. [a/b= n/m, c/d=n/m = a/b= c/d].
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Proposicion V.12. Si un numero cualquiera de magnitudes fueran proporcionales, como
sea una de las antecedentes a una de las consecuentes, asi lo seran todas las
antecedentes a las consecuentes.

[Aristoteles, Etica a Nicémaco V.7, 1131 b 14: «El todo es al todo como cada parte es
a cada parter; a4/bs= ay/b,= --- = ap/b, = a/b=(a,+a+ - +a,)/(bs+by+ --- +by)].

Proposicion V.13. Si una primera magnitud guarda con una segunda la misma razén que
una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una razén mayor que una
quinta con una sexta, la primera guardara también con la segunda una razén mayor que
la quinta con la sexta.

[a/b= c/d, c/d>e/f = alb= c/d>e/f].

Proposicion V.14. Si una primera magnitud guarda con una segunda la misma razén que
una tercera con una cuarta y la primera es mayor que la tercera, la segunda sera
también mayor que la cuarta, y si es igual, sera igual, y si es menor, sera menor.

[Aristételes, Meteorologia, 1Il.5, 376 a 11-14; a/b= c/d, a>c (respect. a<c) = b>d
(respect. b<d)].

Proposicion V.15. Las partes guardan la misma razoén entre si que sus multiplos,
tomados en el orden correspondiente.

[a/b= na/nb].

Proposicion V.16. Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia
seran proporcionales.

[a/b=c/d = a/c= b/d].

Proposicion V.17. Si unas magnitudes son proporcionales por composicién, también
seran proporcionales por separacion.

[a/b=c/d = (a—b)/b=(c—d)/d].

Proposicion V.18. Si unas magnitudes son proporcionales por separacion, también seran
proporcionales por compaosicion.

[a/b=c/d = (a+b)/b=(c+d)/d].

Proposicion V.19. Si un todo tiene con otro todo la misma razén que la parte quitada de
uno a la parte quitada de otro, las partes restantes también estaran entre si como los
todos.

[c/d=a/b (c<a, d<b) = (a—c)/(b—d)=a/b].

Proposicion V.20. Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero que, tomadas
de dos en dos, guardan la misma razon, y si, por igualdad, la primera es mayor que la
tercera, también la cuarta sera mayor que la sexta; y si es igual, igual, y si es menor,
menor.

[(a,b,c), (m,n,p), a/b=m/n , bl/c=n/p , a>=<c (respectivamente) = m>=<p
(respectivamente)].

Proposicion V.21. Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, tomadas
de dos en dos, guardan la misma razén y su proporcion es perturbada, y si, por igualdad,
la primera es mayor que la tercera, también la cuarta sera mayor que la sexta; y si es
igual, igual; y si es menor, menor.

[(a,b,c), (m,n,p), a/b=n/p, blc=m/n, a>=<c (respectivamente) = m>=<p
(respectivamente)].

Proposicion V.22. Si hay un numero cualquiera de magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guarden la misma razén, por igualdad guardaran
también la misma razén menor. [(a,b,c), (m,n,p), a/b=m/n , b/c=n/p = a/c=m/p].

80



Proposicion V.23. Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero que, tomadas
de dos en dos, guardan la misma razon, y su proporcion es perturbada, por igualdad
guardaran también la misma razén.

[(a,b,c), (m,n,p), a/lb=n/p, b/c=m/n = a/c=m/p (respectivamente)].

Proposicion V.24. Si una primera magnitud guarda con una segunda la misma razén que
una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con la segunda la misma razén que la
sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, guardaran también la misma

razdén con la segunda que la tercera y la sexta con la cuarta.

[a/b=c/d , e/b=f/ld = (a+e)/b= (c+f)/d].

Proposicion V.25. Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la menor juntas

son mayores que las dos que quedan.

[a/b=c/d , a>b>c>d = a+d>=b+c].
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oo AB, AC:: DE. DF, w.. 10 be Dens.

PrRoep.

-.'-"'-_”.'lf)i g

tG:d{f. _'

, AB.BC :: DG. GF. & that is, DG, GF & & 11,

Las proposiciones 18 y 19 sobre
propiedades de las proporciones en
el Libro V de Los Elementos de
Euclides de la ediciéon de Isaac
Barrow (Londres, 1678).
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PROPOSICIONES DEL LIBRO V
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Las Proposiciones 17,18 y 19 del Libro V de Los Elementos de Euclides, en la edicién de E. Ratdolt.

Estas proposiciones, redactadas en lenguaje geométrico, de forma retdrica y casi criptica son
equivalentes a los siguientes importantes resultados sobre proporciones:

e Proposicién 17: [a/b=c/d = a/c= b/d].
e Proposicion 18: [a/b=c¢/d = (a-b)/b=(c-d)/d].
e Proposicion 19: [a/b=c¢/d = (a+b)/b=(c+d)/d].
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LA INCONMENSURABILIDAD DE 2

e Demostracion aritmética de la inconmensurabilidad de /2
Sea p/q una fracciéon irreducible tal que (p/q)?=2. Se verifica:

PYq%=2; p>=2q2 de modo que p? (y por tanto p) es un nimero par; es decir: p=2s.
de donde 2q2=p2=(2s)2=4s2.

Asi pues: q2=2s%, de modo que q2 (y por tanto q) es un ntimero par; es decir : p=2r.

El caracter par de p y q contradice la hipétesis de que p/q es una fraccién irreducible.
En consecuencia no puede existir ningtin segmento cuyo cuadrado sea 2.

Esta demostracion es de raiz aristotélica. El método indirecto por reduccion al absurdo hace
improbable que fuera la base del descubrimiento pitagérico original de los
inconmensurables.

La demostracién aritmética de la inconmensurabilidad de 2 exhibida, equivalente segin el
Teorema de Pitdgoras a la inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado con respecto al
lado -que debe ser medida por un segmento cuyo cuadrado sea 2-, se ha interpolado en los
textos apocrifos de Los Elementos de Euclides como proposicion X.117.

La demostracién esta basada en la distincién entre lo par y lo impar y ya habia sido aludida
por Aristételes (Légica. Analitica Primera. Libro I, Cap. 23, 41a):

«Se demuestra que la diagonal del cuadrado es inconmensurable con los lados, mostrando que
si se supone que es conmensurable, los niimeros pares serdn igual a los niimeros impares.»

El eminente matematico ingles G.H. Hardy escribe un auténtico panegirico de esta
demostracion en su conocida obra Apologia de un matemdtico, donde describe su concepcién
de la Matematica (Nivola, Madrid, 1999. p.91):

«[La demostracion aristotélica de la irracionalidad de /2 | es un teorema simple, tanto en su
idea como en su ejecucion, pero no hay duda de que es un teorema de la mayor categoria.
Conserva la frescura y el significado del momento de su descubrimiento; y los mds de 2000
aiios transcurridos no lo han desgastado un dpice.»

e Demostracién geométrica de la inconmensurabilidad de NG

B Supongamos que existe un segmento HK que divide a
los segmentos AB (cateto) y a BC (hipotenusa),
es decir: HK| AB, HK| BC.
\/E De la geometria de la figura se deduce:

1 e AB = FB [radios]

e FD = AD [tangentes]
F e FC=BC-AB (1)

e FD = FC[A(FDC) isdsceles (<D=<B=<C)]

A e DC=AC-AD = AC-FD = AC-FC (2)

D 4 ¢ De (1) y (2) se deduce: HK | FC, HK | DC

Este proceso se puede reiterar indefinidamente, con el resultado de que se van obteniendo
triangulos isdsceles que pueden llegar a ser «tan pequeiios como se quiera», en los que el
segmento fijo HK divide simultaneamente al cateto y a la hipotenusa, lo cual es
manifiestamente imposible. Esto lleva a la conclusién de que no puede haber una unidad de
longitud que mida simultaneamente el cateto y la hipotenusa del triangulo, es decir, estos dos
segmentos no son conmensurables
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LA HIPOTESIS DEL PENTAGONO Y EL PENTAGRAMA
EN EL DESCUBRIMIENTO PITAGORICO
DE LA INCONMENSURABILIDAD

Kurt von Fritz. The discovery of incommensurability by Hippasus of Metapontum (Annals of
Mathematics, 46, 242-64, 1945).

El descubrimiento de la inconmensurabilidad es uno de los mas asombrosos y
trascendentales logros de la primitiva matematica griega . (p. 242)

Sabemos que los pitagdricos usaban el pentagrama, es decir, el pentigono regular con los
lados prolongados hasta el punto de interseccion, como simbolo de reconocimiento. (p. 256).

Hipasos debid intentar encontrar nimeros y razones incorporados en el pentagrama y el
pentagono regular [...] Gnicas figuras geométricas en las que la inconmensurabilidad puede
ser facilmente probada. Habia un antiguo método, conocido por los artesanos como regla
empirica muchos siglos antes del comienzo de la filosofia y de la ciencia en Grecia, a saber, el
método de la sustraccion reciproca, por el cual se halla l1a mayor medida coman. Naturalmente
no es posible descubrir la inconmensurabilidad en la forma como lo practicaban los
artesanos, pero si trazando todas las diagonales dentro del pentigono, que forman otro
pentagono regular en el centro, con el que se puede practicar la misma operacién, y asi hasta
el infinito, y por tanto reiterar de forma indefinida el proceso de sustraccién reciproca, de
modo que no puede haber una medida coman de la diagonal y el lado del pentagono. Asi
pues, es aparente casi a primera vista que la relacién entre la diagonal y el lado no puede ser
expresada en nameros enteros, por grandes que sean. [...]. (p. 257).

En el curso de la sustraccién reciproca podemos
ver que la diferencia entre la diagonal y el lado
del pentagono mas grande es igual a la diagonal
del pentigono mas pequeiio, y la diferencia
entre el lado del pentagono mas grande y la
diagonal del pentagono mas pequefio es igual
al lado del pentigono mas pequeio, y a su vez
la diferencia entre la diagonal del pentiagono
mas pequefio y su lado es igual a la diagonal
del siguiente pentigono mas pequefio, y asi
sucesivamente hasta el infinito. Ya que cada
nuevo pentiagono regular se obtiene trazando
diagonales, es evidente que el proceso de
sustraccion  reciproca se puede seguir
realizando indefinidamente, y por tanto no se
puede encontrar ninguna medida coman de la
diagonal y el lado del pentagono regular se
puede encontrar. (p. 258)

El descubrimiento de la inconmensurabilidad debié provocar una enorme impresién en los
circulos pitagoricos porque de golpe destruia la creencia de que todo podia ser expresado en
términos de ntimeros enteros, lo que constituia la base de toda la Filosofia pitagérica. Esta
impresion es claramente reflejada en algunas leyendas que aseguran que Hipasos fue
castigado por los dioses por haber hecho ptublico el terrible descubrimiento. (p. 260).
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LOS INCONMENSURABLES QUIEBRAN LA FILOSOFIA PITAGORICA

Pitagoras. Museo Capitolino de Roma. Portada de la Aritmética de F.Calandri

uiza la efigie mas conocida de Pitagoras. (Florencia, 1492) representando a
Quiz 8 8 Pitagoras como maestro de Aritmética.
Aunque Proclo en su famoso Comentario al Libro I de Los Elementos de Euclides atribuye al propio Pitagoras el
primer reconocimiento de inconmensurables cuando escribe:

«Pitdgoras [...] investigé los teoremas de un modo inmaterial e intelectual y descubrié la dificultad de los niimeros
irracionales»,

la tradicién lo atribuye al pitagérico Hipasos de Metaponto, hacia el 480 a.C. La sacudida que la aparicién del
nuevo ente provocé en la Matematica griega puede calibrarse por la leyenda que relata un viejo escolio -
atribuido a Proclo- del Libro X de Los Elementos de Euclides:

«Es fama que el primero en dar al dominio piiblico la teoria de los irracionales, pereceria en un naufragio, y ello
porque lo inexpresable e inimaginable deberia siempre haber permanecido oculto. En consecuencia, el culpable, que
fortuitamente toco y reveld este aspecto de las cosas vivientes, fue trasladado a su lugar de origen, donde es
flagelado a perpetuidad por las olas.»

La cosmovision pitagorica establecia que toda la naturaleza estaba regida por un orden matematico y acuniaba el
término Cosmos para describir un universo armonioso y ordenado por unas leyes cognoscibles e inteligibles por
el hombre a través de niimero, germen elemental y «esencia de todas las cosas». Si el namero es el instrumento
radical de inteleccion del mundo -el fisico y el espiritual-, la aparicién del inconmensurable -elemento que al
esta fuera de la inteligibilidad- produce un disturbio radical en el orden numérico que resquebraja los cimientos
aritméticos de la Filosofia pitagdrica, que eran principios racionales basados en el nimero entero. El
descubrimiento de los inconmensurables es un desafio lanzado por la naturaleza a la Aritmética que refuta la
creencia pitagorica en la omnipotencia de los niameros.

La sabita emergencia de la inconmensurabilidad someti6 el pensamiento pitagorico a un desafio filos6fico -ya
que la irracionalidad atentaba contra el sincretismo aritmético-fisico que establecia la preeminencia del namero
como esencia del Cosmos- y otro matematico -ya que a partir de entonces en Geometria era imposible medir
siempre con exactitud y los inconmensurables exigian la reconstruccion de todas las pruebas pitagoricas de los
teoremas que utilizaban proporciones-.

V.Goémez Pin escribe en su obra La tentacion pitagérica (Sintesis, Madrid, 1999, pp. 55, 56):
«Esta imposibilidad [de expresar raiz cuadrada de dos en forma de fraccion] dejo necesariamente aténito y
acaso espantado al pitagérico. Pues no podia negar que /2 era un niimero, ya que entonces dejaria de tener valor

general el Teorema de Pitdgoras [...].irreductible a la aritmética racional, 2 es, sin embargo, perfectamente
representable en el orden geométrico [aplicando el Teorema de Pitdgoras].

Segtn J. Babini (Arquimedes: EIl Método. Eudeba, Buenos Aires, 1966, p.15):

«El descubrimiento pitagorico de los irracionales mostré su incompatibilidad con su metafisica [..]. La
inconmensurabilidad de la diagonal y el lado de un cuadrado planteaba a los pitagéricos una tremenda
alternativa: de mantener su metafisica, mutilaban la geometria; de mantener la geometria anulaban su
metafisica.» 85



LA TEORIA DE LA PROPORCION DE EUDOXO EN EL
LIBRO V DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Dos segmentos de recta pueden ser comparados con regla y compas para determinar cual tiene mayor
longitud y pueden yuxtaponerse para obtener un tercer segmento. La Aplicacién de las Areas del Libro
IT de Los Elementos de Euclides permite realizar las mismas operaciones con areas, ya que segin la
Proposicion I1.14 toda figura rectilinea puede transformarse en un rectangulo con el mismo area y un altura
prefijada. Las areas de dos rectingulos con la misma altura pueden compararse cotejando las longitudes de
sus bases (Proposicion VI.1) y se pueden yuxtaponer para obtener un tercer rectaingulo. Al repetir la
adicion de una magnitud geométrica (longitud, drea o volumen) consigo misma, se realiza la
operacion de multiplicar por un entero positivo.

e La definicion pitagorica de Proporcion:
Para los griegos la palabra ntimero significa «niimero entero positivo»; una fraccién a/b indicaria
no un namero racional sino una relacion entre los niimeros enteros a y b, «la razon» entre a y b.
En sentido actual seria un par ordenado de ntimeros.
Para los pitagoricos dos razones a/b, ¢/d, se dice que son «proporcionales»:

a/b=c/d, cuando existen enteros p,q,m,n, tales que a=mp, b=mq, c=np, d=ngq;

por ejemplo: 12/15=16/20, porque 12 contiene cuatro de las cinco partes de 15, al igual que 16
contiene cuatro de las cinco partes de 20.
A partir de esta base se desarrollé inicialmente la teoria pitagérica de la proporcionalidad. La
vision de ntmero como tamafio se aplico a las magnitudes geométricas: longitudes, dreas y
volimenes, en la creencia de que dos segmentos de linea eran siempre conmensurables, es decir
que existia una unidad coman de la que ambos serian multiplos. De esta forma la doctrina de
razones enteras y proporciones se podia extender a longitudes, dreas y volimenes de figuras
simples como segmentos, rectaingulos y paralelepipedos.
El descubrimiento pitagérico de los inconmensurables inutilizaba la teoria pitagérica de
proporciones enteras para la comparacion de razones de magnitudes geométricas y en
consecuencia quedaban afectadas y debian ser reconstruidas todas las pruebas pitagoricas de los
teoremas que utilizaran proporciones. La profunda crisis de fundamentos de la Geometria que se
desencadené fue resuelta por un matematico de la Academia platonica, Eudoxo de Cnido,
mediante una nueva definicién de proporcionalidad de razones de magnitudes geométricas.

¢ La definicion de Eudoxo de igualdad de razones (Elementos de Euclides, definicién V.5):

Si a,b son dos magnitudes geométricas del mismo tipo y ¢,d son también del mismo tipo (aunque
no necesariamente del mismo tipo que a y b), Eudoxo define que las razones

a/by ¢/d son proporcionales: a/b=c/d,
cuando para cualquier par de enteros positivos n y m, se tiene:

2

na>mb y nc>md 6 na=mb y nc=md, 6 na<mb y nc<md.

e La definicion de Eudoxo de proporcion generaliza la nocién pitagorica de
proporcionalidad de razones de enteros:

1. Sia/b=c/d en sentido pitagorico, existen enteros p,q,m,n positivos, tales que a=mp, b=mgq, c=np, d=ngq.
Sean h, k, enteros positivos cualesquiera. Se tiene:
ha (>, =<)kb=hmp (>,=<)kmq=hp (>, = <)kq=hnp (>, = <)knq=hc (>,=<)kd.
Por tanto se ha demostrado que a/b = ¢/d sentido de Eudoxo.

2. Si a/b = ¢/d en sentido de Eudoxo, donde a,b,c,d, son enteros positivos. Existen enteros, 1,s, tales
que: ra = sb, y por tanto: rc = sd.

Sea h=mcd(r,s), entonces: r=qh, s=ph, donde mcd(q,p)=1. Ahora se verifica:

ra =sb = gha =phb = qa=pb= {Teorema de Eudldes} = {a - pa} = o=pf=m = {a - pm}

Elementos, VIL.30 b=qp b=qm
Teorema de Euclides c=py c=pn
rc=sd =>qhc=phd=qc=pd= = = y=6=n =
Elementos, VI1.30 b =qd d=qn

Por tanto se ha demostrado que a/b = ¢/d en sentido pitagorico.
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LA TEORIA DE LA PROPORCION DE EUDOXO EN EL
LIBRO V DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Sorprende la similitud de la definicion de Eudoxo de igualdad de razones con las cortaduras que
utilizé Dedekind en el siglo XIX para la fundamentacién del conjunto de los nimeros reales.

Dadas dos magnitudes inconmensurables a y b, la definicién de Eudoxo de proporcionalidad de
razones de magnitudes geométricas separa el conjunto de todo los nimero racionales m/n en dos
conjuntos disjuntos: Un conjunto I de nameros para los cuales m/n < a/b, y otro conjunto D para los
cuales m/n > a/b. El par de conjuntos (I,D) en el que todo niimero de I es menor que todo niimero de
D se llama una «cortadura » de Dedekind, que define precisamente un namero real. De esta forma el
gran matematico aleman volvié sobre el terreno arado por Eudoxo 2500 afios antes.

Con base en la definicion de igualdad de razones , Eudoxo disefia una nueva Teoria de la Proporcién
que sera muy alabada por G.H. Hardy en su obra Apologia de un matemdtico (pp.98-99):
«Eudoxo construyé una profunda teoria que aparece descrita en el Libro V de Los Elementos de
Euclides, y que es considerada por muchos matemdticos modernos como el logro mds depurado de las
Matemdticas griegas. Esta teoria es sorprendentemente moderna en espiritu, y puede ser considerada

como el principio de la moderna teoria de niimeros irracionales, que ha revolucionado el Anilisis
Matemdtico y ha tenido mucha influencia en la filosofia reciente.»

Eudoxo prescinde del namero irracional y opera con magnitudes que se pueden hacer menores que
otras arbitrariamente prefijadas para lo que introduce lo que hoy llamamos el «Axioma de Eudoxo-
Arquimedes» o «Axioma de continuidad», que aparece inocuamente como una definicién en Los
Elementos de Euclides (Definicién V.4) :

«Dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar una de ellas de modo que supere a la otra.»

La asuncion de Euclides fue considerada por Arquimedes como un principio o postulado, de ahi el
nombre con el que ha pasado a la literatura Matematica. La importancia del axioma la ha remarcado
Hilbert, en su obra Los principios fundamentales de la Geometria, donde le asigna un papel
fundamental en la estructura de la Geometria. Arquimedes lo enuncia en el postulado V del Libro I
de su obra Sobre la Esfera y el Cilindro y lo repite en la carta a Dositeo de Sobre la Cuadratura de la
Pardbola asegurando que fue utilizado por los geémetras anteriores para demostrar los teoremas del
Libro XII de Los Elementos sobre el circulo, las esferas, los cilindros, las piramides y los conos.

El Axioma de Eudoxo-Arquimedes juega un papel crucial en la Teoria de la Proporcién de Eudoxo, lo
que se ilustra fehacientemente en la demostracion de la Proposicion V.9 de Los Elementos:

. b cpe
si 2-2 severifica: a=b.
c c
Supongamos que a > b. Entonces existe un entero n tal que n(a-b) > ¢ . Sea mc el multiplo mas
pequeiio de ¢ que supera a nb. Entonces, se tiene: mc > nb > (m-1)c. De donde resulta:

. . o s ez . . a
na > mc, mientras que nb <mc, lo que contradice la definicién de la proporcionalidad — =

b
c ¢

Asi pues, se sigue por necesidad que a=b, c.q.d.
Veamos otra aplicacion a la importante Proposicién 16 del Libro VI:

% = % siy sélo si ad=bc [«El producto de los medios es igual al producto de los extremos»] .

En primer lugar, se tiene: % = % [Proposicion V.15] ya que segin la definicién V.5:

na>mb = nad>mbd; na=mb = nad=mbd; na<mb = nad <mbd.

Anilogamente, se tiene: < =E, que junto con a_ad y la hipétesis a :E, dan: ad :E, de
d bd b bd b d bd bd

donde segtn la Proposicién V.9, demostrada mas arriba, resulta: ad=bc, c.q.d.

Las pruebas exhibidas son un buen patron de como se demuestran las habituales propiedades de las
proporciones en el Libro V de Los Elementos de Euclides. Esta Teoria de la Proporcién, forjada por
Eudoxo, permitié a la Matematica griega manejar razones de magnitudes geométricas de la misma
forma y con la misma finalidad con que la Matematica actual opera con nameros reales, y sobre la
base establecida, Eudoxo procedi6é a establecer pruebas geométricas rigurosas de los resultados del
Libro XII de Los Elementos de Euclides, sobre areas de circulos y volimenes de piramides y conos,
que Hipécrates y Demécrito habian vislumbrado unos 50 afios antes, mas o menos.
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1. Portada de la primera edicién en idioma castellano de Los Elementos de Euclides (Rodrigo
Camorano, Sevilla, 1576). En 1997 con motivo de la celebracion en Salamanca de las VIII Jornadas
de Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas, se hizo una edicién facsimilar de esta edicion.
De ella proceden las ilustraciones.

2. Portada del Libro V de la edicién de R.Camorano. Contiene las primeras definiciones de la Teoria
de la Proporcién de Eudoxo, que resuelve la crisis del inconmensurable, pero como otras ediciones
coetaneas, interpola entre la 3 y la 4 la siguiente : «4. Proporcion es la semejanza de las razones»,
que esta sacada de las obras de Aritmética, aunque Aristoteles ya habia definido proporcién,
referida a nameros, como «igualdad de las relaciones entre términos en niimero de cuatro por lo
menos», es decir: «igualdad de razones» (Etica a Nicémaco, LibroV, cap.3, 1131a). De esta forma las
importantes definiciones V.4 (axioma de continuidad de Eudoxo-Arquimedes) y V.5 (igualdad de
razones) quedan desplazadas al quinto y sexto lugar, respectivamente.

Sobre el trabajo de Eudoxo citemos tres textos de tres importantes historiadores de la Matematica:
E.Bell. Les grands mathématiciens. Payot. Paris, 1950, pp.36,37:

«Eudoxo esti en la cumbre de las matemdticas griegas por su Teoria de las Proporciones. [...].
Eudoxo ha encontrado el primer método légicamente satisfactorio, que Euclides ha reproducido en
el Libro V de sus Elementos, para resolver los problemas de la continuidad, los enigmnas del
infinito y los dédalos de los niimeros irracionales.»

J.Itard. La Ciencia helénica: Platén (en Historia general de las Ciencias. Orbis. Barcelona, 1988, vol.1,
Lib.1, cap.3, p.279). R.Taton (compilador). p.350

«Con el Libro V [de Los Elementos de Euclides] nos encontramos ante una de las cimas del
pensamiento matemdtico, y puede afirmarse que este libro fue en verdad asimilado y superado tan
solo hace un siglo, mds o menos.»

J. Babini (Arquimedes: El Método. Eudeba, Buenos Aires, 1966, p.15):

«La definicion de Eudoxo [de igualdad de razones] evita la dificultad que habia presentado la
razon entre cantidades inconmensurables, por carecer los griegos del concepto de nuestro “numero
irracional”, definiendo, no esa razén, sino la igualdad de razones; es decir, la proporcion, de una
manera tal de soslayar esa carencia. Para ello, mediante desigualdades y niimeros enteros, logra
definir la proporcionalidad, sean conmensurables o no las cantidades proporcionales. Esta
definicién de la proporcionalidad [Euclides V.5] es la que luego servird de base a la teoria de la
semejanza que aparece en los Elementos de Euclides [Libro VI].» 28



LA TEORIA DE LA PROPORCION DE EUDOXO EN EL
LIBRO V DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
Y LA ENSENANZA MODERNA DE LA GEOMETRIA

Felix Klein. Matematica elemental desde un punto de vista superior

Vol. II. Geometria. Biblioteca Matematica. Dr: J.Rey Pastor. Madrid, 1931. pp.255-278

Una de las diferencias mas importantes entre la Matematica moderna y la Matematica griega
estriba en que los griegos no poseian ni Aritmética independiente, ni fracciones decimales que
tanto facilitan el cdlculo numérico, ni el calculo literal general, que son invenciones del
Renacimiento; solamente tenian un calculo en forma geomeétrica, en el cual en vez de operar con
nameros se operaba por medio d construcciones con segmentos y otras magnitudes geométricas,
lo que naturalmente, era extraordinariamente mas complicado que nuestra Aritmética. También
carecian de los niimeros negativos, que tanta flexibilidad dan a la Aritmética y al Algebra, y
como consecuencia de ello les faltaba la generalidad del método que permite reunir en una sola
formula todos los casos posibles, de modo que se encontraban continuamente embarazados por
la consideracion de numerosos casos particulares. (p.255)

En la Geometria estas diferencias se acentiian mas atn donde [en la matematica moderna] basta
emplear el auxilio de medios analiticos para lograr una generalidad completa y evitar la
distincién de casos particulares. (p.255-256). [...]

El Libro V de Los Elementos de Euclides es el mas profundo, puesto que en él se introduce el
equivalente geométrico de los niimeros reales positivos, esto es la razén a/b de dos segmentos a 'y
b cualesquiera, llamada por Euclides logos [..] El punto esencial de esta teoria esta en la
definicién de igualdad de dos razones a/b, ¢/d que debe ser general valida también, por lo tanto,
para el caso de que a/b sea un ntimero irracional en el concepto moderno; es decir, para el caso
en que los segmentos a y b sean, como dice Euclides, «<asymmetroi» esto es, sin medida comiin o
inconmensurables como después se ha traducido. (p.256)

Euclides procede de la siguiente manera: toma dos niimeros m y n enteros, y compara las
magnitudes ma y nb de una parte, las mc y nd de otra, con lo cual resulta una de las tres

relaciones:
> >
ma=nb , mc=nd
< <

Cuando en ambas relaciones aparece siempre el mismo signo, cualesquiera que sean los niimeros
m y n elegidos dice que a/b =¢/d. Se ve inmediatamente que este, procedimiento es en esencia
el mismo que el de Dedekind, para definir el namero real por una cortadura.

Euclides continua después con el estudio del calculo con igualdades entre razones, y
desarrolla su renombrada teoria de las proporciones; es decir, una teoria geométrica de todas
las transformaciones algebraicas posibles de la ecuacién a/b =¢/d

En el tratado de Euclides la proporcion se llama «analogia», lo que indica que el «Iogos» de
dos pares de magnitudes es el mismo, concepto muchisimo mas restringido que el de
proporcién que tenemos en la actualidad. Unicamente en alguna parte de la Matematica
conserva todavia su primitivo significado como en las analogias de Neper.

La teoria de las Proporciones es un ejemplo caracteristica de la tenacidad con que la tradicién
euclidea se conserva en la ensefianza geométrica, ya que en muchas, quiza en la mayor parte
de las escuelas, se ensefia como un, capitulo especial de la Geometria, a pesar de que esta por
completo incluida en la Aritmética moderna y de que en ella se ensefia dos veces; una al
estudiar la regla de tres y otra en los principios del calculo literal. Ningtn motivo hay para
ensefiar lo mismo por tercera vez, presentindolo en una oscura forma geométrica, que de
seguro resultara para el discipulo completramente ininteligible, como no sea el ajustarse por
completo a las normas euclideas. Los que tal hacen, olvidan, sin embargo, que el objeto de
Euclides era sustituir asi a la Aritmética que le faltaba y que, por lo tanto, nosotros no
necesitamos de tal teoria. (p.256).
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LA TEORIA DE LA PROPORCION DE EUDOXO EN EL
LIBRO V DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
Y LA ENSENANZA MODERNA DE LA GEOMETRIA

F. Klein. Matematica elemental desde un punto de vista superior

Vol. II. Geometria. Biblioteca Matematica. Dr: J.Rey Pastor. Madrid, 1931. pp.258-274

Esta critica a la actual manera de tratar las proporciones no disminuye en nada la importancia
cientifica del quinto Libro de Euclides, que es tanto mayor, cuanto que en él se establece por
primera vez la licitud del cdlculo con niimeros irracionales, sobre la base de definiciones
rigurosas. Esto demuestra que el tratado de Euclides no tiene el caracter didactico que tan
err6neamente se le ha dado, sino que, por el contrario, esta destinado a lectores familiarizados
con las mas puras abstracciones cientificas. [...] Segtn la tradicién, este quinto libro no fue
escrito por Euclides, sino por Eudoxo de Cnido (hacia 350 a.C.). (p.258), [...].

Vamos, ahora, a resaltar uno de los aciertos mas brillantes de Los Elementos de Euclides. En el
quinto libro se estudia, como ya se ha dicho, la razén (logos) de dos magnitudes geométricas
homogéneas a y b, lo que equivale a dar la nocién general de ntimero. Euclides no establece esta
razoén sin indicar que para ello es preciso que puedan existir dos niimeros enteros m y n, tales que
ma>b y a<nb, siendo sus palabras textuales éstas: «Dos magnitudes tiene razon cuando un
muiltiplo de cada una puede ser mayor que la otra». Esta condicion se designa actualmente con el
nombre de axioma de Arquimedes, evidentemente impropio, puesto que Euclides estuvo en
posesion de este axioma mucho tiempo antes que Arquimedes, y antes todavia que Euclides
probablemente Eudoxo, por lo cual hoy va abriéndose camino la denominacién de axioma de
Eudoxo-Arquimedes. p.273).

Este axioma aparece como uno de los mas importantes postulados de continuidad en las
modernas investigaciones sobre fundamentos de la Geometria y de la Aritmética. Con él
coincide, como se ve inmediatamente, el postulado que se da en la fundamentacion de la
Geometria, que dice que «por repeticion de un segmento de una semirrecta se puede alcanzar o
pasar cualquier punto de ella». También se habla de este postulado cuando se dice que: «una
magnitud r recibe el nombre de infinitammente pequefio actual respecto de otra b, o, reciprocamente,
b, infinitamente grande actual respecto a la a, cuando multiplicindola por cualquier niimero
finito el producto se conserva siempre inferior a b». Euclides al adoptar tal sistema de
magnitudes geométricas, excluye completamente la consideracion de infinitamente pequeiios o
infinitamente grandes actuales, exclusiéon imprescindible para su teoria de las proporciones, ya
que ésta no es otra cosa, como hemos hecho notar, que una forma de la moderna teoria de
nameros irracionales. Euclides 274 (o bien Eudoxo), procede -y esto es lo mas admirable- del
mismo modo que se ha procedido en las investigaciones modernas sobre la nocién de niimero y
utiliza exactamente los mismos medios auxiliares. (p.273-274).
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Retrato de F.Klein por von Max Liebermann. Instituto de Matematicas. Universidad de Goéttingen.

Felix Klein (1849-1925), brillante matematico y magnifico profesor, escribio hace mas de cien afios
Libros de Texto para Profesores de Matematicas, con reflexiones cientificas y didacticas que siguen
estando vigentes en la formacién pedagodgica de la profesion docente.
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EUDOXO DE CNIDO, ENTRE PITAGORAS Y EUCLIDES
ARTIFICE DE LA SOLUCION A LA CRISIS DE FUNDAMENTOS
PRODUCIDA POR LA APARICION DE LAS
MAGNITUDES INCONMENSURABLES

P.Tannery. La géométrie grecque.
Gauthier-Villars, Paris, 1887, pp.95-98.

Por su contribucién de una importancia capital a la constituciéon de Los Elementos de Euclides [...]
debemos conceder a Eudoxo de Cnido un rango entre los primeros genios de la antigiiedad. [...].

En su origen [en la Geometria griega] se fundaba la correlacién entre la Geometria y la Aritmética
sobre la proporciéon geométrica en la hipdtesis de la conmensurabilidad de todas las magnitudes,
hipétesis ciertamente tan natural como falsa [tras el descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables], y, que, en la época en que Platén escribia las Leyes, estaba todavia muy
extendida.

El descubrimiento de la inconmensurabilidad por Pitigoras debié causar, en Geometria, un
verdadero escandalo ldgico, y, para superarlo, se tendié a restringir tanto como fuera posible el
empleo del principio de semejanza, esperando que se llegara a establecer sobre una teoria de la
proporcionalidad independiente de la hipétesis de la conmensurabildad [La Teoria de la Proporcion
del Eudoxo del Libro V de Los Elementos de Euclides].

Es a Eudoxo a quien pertenece la gloria de haber creado esta teoria, objeto del Libro V de Los
Elementos de Euclides; el rigor es incontestable, y, si lo embarazoso de su forma geométrica ha sido
uno de los motivos para abandonarla, seria facil despejarse de ella [de la forma geométrica], de modo
que al hacerlo mantiene entonces sin ninguna desventaja la comparacién con las exposiciones
modernas, a menudo tan defectuosas.

Parece, por consiguiente que , entre Pitagoras y Euclides, La Geometria plana ha sufrido en su
conjunto una revision profunda, cuyo momento decisivo ha sido el trabajo de Eudoxo sobre las
proporciones.
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1. Imagen atribuida a la efigie de Eudoxo, aunque no es seguro que sea tal porque también se
atribuye a Ptolomeo. La confusién puede provenir de la importante dedicacién de ambos
matematicos a la Astronomia.

2. Tratado de las esferas de Eudoxo. Papiro egipcio del Siglo II d.C. Museo de Louvre. Paris.

91
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1. Quinto libro degli Elementi d’Euclide, ovvero scienza universale delle proporzioni spiegata colla dottrina
del Galileo, ... Libro V de la edicién de Viviani de Los Elementos de Euclides (Florencia, 1690)

2. Euclides. Pintura de Max Ernst (1945). Menil Foundation, Houston.

Los pitagéricos habian elaborado un gran desarrollo geométrico con multitud de teoremas -en particular
sobre semejanza de figuras- que aplicaban proporciones, en la creencia de que dos magnitudes geométricas
eran siempre conmensurables -es decir, habia un segmento comin que media a ambas, y por tanto eran
expresables su magnitud como cociente entre dos ntimeros enteros-. La aparicion de los inconmensurables
en el horizonte geométrico de la escuela pitagodrica invalidaba las pruebas de todos los teoremas que
utilizaban proporciones, de ahi la terrible confusion légica que introdujo este fenémeno en la Geometria
griega, que llego a producir una crisis de fundamentos, sin precedentes en la Historia de la Matematica.

Es precisamente la necesidad de reconstruir las pruebas geométricas de los teoremas pitagéricos, a base de
fundamentarlas en un nuevo rigor, lo que produce, como reaccion ante la crisis, la aparicién de Los
Elementos de Euclides, donde la Matematica elemental de los griegos queda rigidamente estructurada con
el severo rigor que impone el método axiomatico. Asi pues, uno de los objetivos principales de Los
Elementos de Euclides debi6 ser la plasmacion enciclopédica de la Geometria griega elemental en un
Corpus geométrico, organizado de forma légico-deductiva, que debia normativizar la forma definitiva en
que debia de quedar el conocimiento matematico después de la aparicion de los inconmensurables. En este
sentido, el Libro V contendria el instrumento para llevar a cabo el programa euclideo y por eso es uno de
los mas importantes de esta Biblia matematica.

La solucién de Eudoxo, de la Academia platonica, llamada Teoria de la Proporcion -que al ser de naturaleza
geométrica se aplica indistintamente a magnitudes conmensurables o inconmensurables como longitudes,
areas y volamenes-, no es plasmada por Euclides en Los Elementos hasta llegar al Libro V, lo que le obliga
a remodelar de forma muy ingeniosa la doctrina geométrica de los cuatro libros anteriores que es de origen
pitagorico, sustituyendo las pruebas pitagoéricas por demostraciones independientes de la citada teoria. El
Libro V de Los Elementos proporcionaria, pues, una base logica firme a todo resultado que en la Geometria
griega tuviera que ver con proporciones -en particular las proposiciones pitagéricas sobre figuras
semejantes del Libro VI, es decir, teoremas relativos a razones y proporciones que se presentan en el
estudio de tridangulos, paralelogramos y otros poligonos semejantes-. De esta forma pudo actualizarse con
todo rigor y preservarse para la posteridad el legado geométrico pitagérico.

Galileo sentia un especial admiracién por Euclides, siendo uno de los pocos matematicos que cita, junto
con Arquimedes y Apolonio. No es extrafio entonces, que a pesar de los desarrollos algebraicos del
momento y de la emergencia de la Geometria Analitica como instrumento algoritmico de resolucién de
problemas, Galileo fundamentara La nueva ciencia del movimiento en la base matematica de la Teoria de la
Proporcién de Eudoxo del Libro V de Los Elementos de Euclides y su aplicacién geométrica del Libro VI.
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LOS INCONMENSURABLES
LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
Y LA EVOLUCIO DE LA GEOMETRIA GRIEGA

La idea de que dos magnitudes, y mas concretamente dos segmentos, tienen siempre
una parte alicuota comin, es decir que son conmensurables, es sin duda una etapa
primigenia inevitable en el desarrollo del pensamiento intuitivo matematico tanto en el
horizonte histérico como en el escolar, y por supuesto en el ambito artesanal, por
necesidades de la medida siempre aproximada de longitudes.

La aparicion de las magnitudes inconmensurables marc6é una inflexioén radical en la
evolucién historica de la Geometria griega, ya que puso fin al suefio filosdfico
pitagorico acerca del niimero como esencia del universo, eliminé de la Geometria la
posibilidad de medir siempre con exactitud y fue lo que imprimié a la Matematica
griega una orientacién geométrico-deductiva plasmada en la compilacion enciclopédica
de Los Elementos de Euclides. Los inconmensurables conducen a un trastorno légico
que estremece los cimientos de la Geometria griega, ya que al invalidar todas las
pruebas pitagéricas de los teoremas que utilizaban proporciones producen la primera
crisis de fundamentos en la Historia de la Matematica.

El sagaz matematico de la Academia platénica, Eudoxo de Cnido, resuelve de forma
brillante y rigurosa, aunque provisional -durante dos mil afios-, la antinomia radical
entre finito e infinito, mediante su Teoria de la Proporcion -plasmada en el Libro V de
Los Elementos de Euclides-. Pero el progreso de La Geometria al margen y en
detrimento de la Aritmética, la ausencia de un Algebra simbélica, y es mas, la
transformaciéon de toda la Matematica griega en Geometria, con un apodictico estilo
sintético de exposicion que oculta la via heuristica del descubrimiento, fue el efecto mas
inmediato.

La incidencia histérica del descubrimiento pitagorico de los inconmensurables y de la
solucion de Eudoxo A la consiguiente crisis de fundamentos de 1a Matematica griega que
se resuelve en Los Elementos de Euclides, podemos sintetizarla en los siguientes puntos:

e Geometria al margen de la Aritmética y del Algebra.

e Conversion de toda la Matematica griega en Geometria.

Limitacién operacional que impide asignar a las figuras geométricas nimeros que

midan sus longitudes, dreas y volimenes.

Compilacién de la Geometria griega elemental en Los Elementos de Euclides.

Teoria de la Proporcion de Eudoxo (Libros V, VI de Los Elementos de Euclides).

Inauguracion en el mundo griego de los problemas infinitesimales.

Aparicion de la idea de «tan pequeiio como se quiera» del Método de Exhaucion que

produce resultados infinitesimales analogos al ulterior cdlculo de limites

Algebra Geométrica. Aplicacion de las dreas (Libro II de Los Elementos de Euclides).

Horror al infinito en la cultura griega.

Teoria de la Potencia el acto. Hilemorfismo de Aristételes.

Enfasis en el rigor como supremo valor de la Matematica.

Estilo sintético-apodictico de exposicion (ars disserendi) que oculta la via heuristica

del descubrimiento (ars inveniendi) alcanzado por via analitica o mecanica.

e El estilo axiomatico deductivo de Los Elementos de Euclides se convierte en
paradigma candnico de exposicion y demostracion (Obras de Arquimedes, Cénicas
de Apolonio, ...

93




El Libro VI

El Libro VI que contiene 5definiciones y 33 proposiciones es la aplicacion geométrica de la
Teoria General de la Proporcion de Eudoxo a la fundamentacion del concepto de
semejanza, nocién que por su caracter intuitivo se aplicaba instintivamente desde hacia
centurias. Una vez desarrollada la Teoria de la Proporcion en el Libro V, Euclides la utiliza
en el Libro VI para reconstruir las proposiciones pitagéricas sobre figuras semejantes, es
decir, para demostrar teoremas relativos a razones y proporciones que se presentan en el
estudio de triangulos, paralelogramos y otros poligonos semejantes, y lo hace sin hacer
distincion entre magnitudes conmensurables e inconmensurables. De acuerdo con el
contenido del Libro V, sus argumentos son validos en ambos casos.

La definicibn de semejanza que intuitivamente corresponde a la percepcion de que dos
figuras tienen la misma forma, exige dos condiciones —-angulos iguales y lados
proporcionales—. Euclides demuestra que para la semejanza de triangulos una sola de las
dos condiciones basta, de ahi la gran importancia que le da a los triangulos en los
argumentos sobre semejanza de figuras.

El Libro VI contiene importantisimos resultados de la Matematica escolar secundaria. Las
primeras proposiciones estudian la proporcionalidad de triangulos. En la primera proposicion
Euclides prueba que el area del tridngulo es proporcional a la longitud de su base. Siguen
proposiciones referentes a los llamados el Teorema de la bisectriz (V1.2), el Teorema de
Tales (VI.2), los criterios de semejanza de triangulos (VI.4, V1.5, VI.6) y el Teorema del
cateto y de la altura (V1.8).

A continuacion se trata de la division de una linea en partes proporcionales y se explica
como se realizan las construcciones de la tercera proporcional de dos segmentos (VI.11), la
cuarta proporcional de tres segmentos (VI.12) y la media proporcional de dos segmentos
(VI.13).

La Proposicion 16 equivale, en forma geométrica, a la propiedad basica de las fracciones
numeéricas que establece: a/b = c/d siy soélosi a-d =b-c.

Las siguientes proposiciones de la 18 a la 23 exponen la construccion y las propiedades de
las figuras semejantes. En particular en las Proposiciones VI.19 y VI.20 se estudia la
relacion entre la razén de semejanza y la razon entre las areas.

En las Proposiciones 27, 28 y 29 se estudian propiedades de los paralelogramos
construidos sobre un segmento dado a los que se les afnade o se les quita otro
paralelogramo semejante a uno conocido. Estas proposiciones proporcionan una excelente
generalizacién del Algebra Geométrica, es decir, la Aplicacién de las Areas y la solucién
mediante procedimientos puramente geomeétricos de las ecuaciones cuadraticas del Libro I,
que al aprovechar la sélida base que la Teoria de la Proporciéon de Eudoxo ha construido
para el concepto de semejanza, generaliza los resultados del Libro Il, al sustituir los
rectangulos por paralelogramos y aplicar a un segmento dado un paralelogramo igual a una
figura rectilinea dada y que exceda o sea deficiente en un paralelogramo semejante a otro
dado. En concreto en las Proposiciones 28 y 29 los segmentos pedidos son las soluciones
de las ecuaciones ax=bc+x? , ax+x’=bc, respectivamente. Naturalmente para garantizar la
solubilidad, Euclides impone unas condiciones llamadas por los griegos «diorismosy»,
término con el que se calificaban ciertas «condiciones limites» subsidiarias, que debian
afiadirse de forma complementaria al enunciado de un problema, generalmente de
construccion, para garantizar su solucidon en términos generales. En esta caso se trata de
condiciones equivalentes a las habituales restricciones sobre lo que nosotros llamamos el
discriminante de la ecuacion.

Ademas, la Proposicion 27 y el diorismo aplicado en ella tuvo un gran influencia en el primer
problema de maximos y minimos que resolvié Fermat en la memoria el Methodus.

Tras una aplicacion de lo anterior a la Seccién Aurea (V1.30), el libro VI casi termina con una
interesante generalizacién del Teorema de Pitagoras que sustituye los cuadrados sobre los
lados por figuras semejantes
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Definiciones:

D.VI.1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los &angulos iguales vy
proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales [Aristoteles,
Segundos Analiticos, 11.17, 99a13].

D.VI.2. Figuras inversamente proporcionales son las que tienen sus lados inversamente
proporcionales a los angulos opuestos iguales.

D.VI.3. Se dice que una recta esta dividida en «media y extrema razén» cuando la recta
total es a la parte mayor como ésta a la menor.

D.VI.4. Altura de una figura es la perpendicular desde el vértice a la base.

D.VIL.5. Se dice que una razén esta compuesta de razones cuando los tamafos de las
razones multiplicadas por si mismas producen alguna razon.

EL LIBRO VI DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

VI
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T e i I8

El comienzo del Libro VI de Los Elementos de Euclides con las definiciones y parte de la primera
proposicion en la edicién de Ratdolt.

En esta edicion sdlo aparecen las dos primeras definiciones.
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Proposiciones:

Proposicion VI.1. Los triangulos y paralelogramos que tienen la misma altura son entre si
como sus bases.

Proposicién VI.2. Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, cortara
proporcionalmente los lados del triangulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de
un triangulo, la recta que une los puntos de seccion sera paralela al lado restante del
triangulo [Teorema de Tales].

Proposicion VI.3. Si se divide en dos partes iguales el angulo de un triangulo, y la recta
que corta el angulo corta también a la base, los segmentos de la base guardaran la
misma razén que los lados del triangulo; y, si los segmentos de la base guardan la
misma razon que los lados restantes del tridngulo, la recta trazada desde el vértice
hasta la seccién dividira en dos partes iguales al angulo del triangulo [Teorema de la
bisectriz].

Proposicion VI.4. En los triangulos equiangulos, los lados opuestos a los angulos iguales
son proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales son homologos.

Proposicion VI.5. Si dos triangulos tienen sus lados proporcionales, seran equiangulos y
tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados correspondientes.

Proposicion VI.6. Si dos triangulos tienen un angulo igual el uno del otro, y tienen
proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales, los triangulos seran
equiangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados
correspondientes.

Proposicion VI.7. Si dos triangulos tienen un angulo igual el uno del otro y tienen
proporcionales los lados que comprenden a los otros angulos, y tienen los restantes
angulos parejamente menores 0 no menores que un angulo recto, los triangulos seran
equiangulos y tendran iguales los angulos que comprenden los lados proporcionales.

Proposicién VI.8. Si en un triangulo rectangulo se traza la perpendicular desde el vértice
del angulo recto a la base, los triangulos adyacentes a la perpendicular son semejantes
al triangulo total y entre si [Teoremas del cateto y de la altural.

Proposiciéon VI.9. Obtener una recta alicuota de una recta limitada dada [dividir un
segmento en un numero determinado de partes iguales].

Proposicion VI.10. Dividir una recta en partes proporcionales a las de otra recta dada.
Proposicién VI.11. Construir la tercera proporcional a dos rectas dadas.
Proposicion VI.12. Construir la cuarta proporcional a tres rectas dadas.

Proposicion VI.13. Construir la media proporcional entre dos rectas dadas [construccion
de una raiz cuadrada, Proposicion Il.14].

Proposicion VI.14. En los paralelogramos equivalentes y equiangulos entre si, los lados
que comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados, y los
paralelogramos equiangulos que tienen los lados que comprenden los angulos iguales
inversamente relacionados, son iguales.

Proposicion VI.15. En los triangulos equivalentes que tienen un angulo igual, los lados
que comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados. Y los triangulos
que tienen un angulo igual e inversamente relacionados los lados que comprenden los
angulos iguales, son equivalentes.

Proposicion VI.16. Si cuatro rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por
las extremas es equivalente al rectangulo comprendido por las medias; y si el rectangulo
comprendido por las extremas es equivalente al rectangulo comprendido por las medias,
las cuatro rectas seran proporcionales [a/b =c/d si y sdlo si ad=bc].

Proposicion VI.17. Si tres rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por las
extremas es equivalente al cuadrado de la media; y si el rectangulo comprendido por las
extremas es equivalente al cuadrado de la media, las tres rectas seran proporcionales.
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LA PROPORCIONALIDAD EN TRIANGULOS
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Las tres primeras proposiciones del Libro VI de Los Elementos de Euclides en la edicién de Ratdolt.
Segtin la Proposicion I el area de tridngulos y paralelogramos es proporcional alas bases.

La Proposiciéon II establece uno de los teoremas mas importantes de la Matematica escolar
elemental -el famoso Teorema de Tales- que afirma que «Si se traza una paralela a la base de un
tridngulo los segmentos determinados en los lados son proporcionales».

La Proposicién III es el conocido teorema de la bisectriz : «En todo tridngulo la bisectriz de un
dngulo interior divide al lado opuesto en partes proporcionales a los lados adyacentes».
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Las Proposiciones 4, 5y 6 del Libro VI de Los Elementos de Euclides en la edicion de Ratdolt.
Estas proposiciones establecen los diversos criterios de semejanza de triangulos.
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LIBRO SEXTO DE
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Las Proposiciones 8,9 10 del Libro VI de Los Elementos de Euclides en la ediciéon de R.Camorano.

La Proposicion 8 establece el Teorema del Cateto: «<En un tridngulo rectdngulo un cateto es media
proporcional entre la hipotenusa y su proyeccion sobre ella» y el Teorema de la Altura: «<En un
triangulo rectingulo la altura sobre la hipotenusa es media proporcional entre los segmentos en que
divide a ésta». Ambos teoremas, junto con el Teorema de Tales y el Teoremna de Pitigoras, son, sin
duda, los mas importantes de toda la Geometria escolar Elemental.

Proposiciones 9y 10 permiten dividir un segmento en partes iguales o proporcionales.

LIBROSEXTO DE
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perpendicular fobre la bafis, la que es tirada
es media proporcional a las partes dela bafis:
y de mas defto cllado de jito ala parte es me
dio proporcional entre rodala bafis y la mif~
ma parte:que f¢ haua de demoftrar.

Problema.r. Propoficion. o,

€Dada vna linea recta,cortar vna parte que
nos mandan,

évSealalinearectadada. A B. conuiene
de la mifina. A B. cortar vna parte § nos
mandan. Mandefe vna tercera parre, y ti
refedefde.A.lalinearefta. A C.que haga
conla.A B.angulo,y tomefeenla.d Cvn [z \2
punéto a calo,y fea.D.y hagafe(por la.z.
del.r)la.DE.ygualala.A D.y cambieu la
EC.ytirefe.B C.y por el pun&o.D. ( por
la,3rdel.r)tirele la.DZ.parallelaala.BC
Pues porque al v lado. B C.del tridgulo
ABC.[letirola.Z D, parallela, luego es
proporcionalméte(por la.2.del.6.) g co-
mola.CD.cdla.D ,;.aﬂ‘l laBZ.cdla.ZA
y1a.CD. esduplaala.D A. luego tibien
esduplala. BZ.a1a.Z AlucgolaB A.estriplaala.A Z,lue-
go dadalalinea re€ta.A B.(e corto latercera parte.A z que
le mando.Lo qual conuino hazerfe,

Pro-
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Problema.z. Propoficion.io.

qDadavnalincareitano diuidida, diuidirla
femejiteméce avna linca recta dada cortada

30 Scalalinea re@adadano cortada. AB.yla cortada fea.
A C,conuiene cortarlalinea reéta. A B.femejantemente a la
"linea reta corpada. A C.Sea lalinea. A C.dinidida en los pun
&tos.D.E.y eften pueltas de fuerce E)ue hagi angulo qualquie
ray tire fe.B C.y por Jos punttos. DE. A

tiren {e.D Z.E Lparallelas.a 1a.B C{por
latreyntay vna del primero) y por. D.
faquefe.D T K.parallelaaia. AB.(por 2z —
la mifina)fera pues parallelogramo ca-
davnodelos J‘cs.z T.T B.luego. D T. ll_'_'_
esygualalaZlyla T K.alal B.Y por T

ue al vn lado.K C.del eriangulo. DK C
:]eriro'parallcla la Liuca ref}a. TE. lue-

o(por lafegunda del. 6. )lera propor-
fio(galment:,quc como Ia.‘)(; E.cﬂn IE.E D.aflilaXT.conla
TDylaKTesygualalaBlylaTD.ala.1Z Lucgo fera
(porlaregunda del quinto)que como.C E.conla.E D, aflila
B l.conlalZ. Otrofiporque fetirola.Z D.paralicla al vn
lado. E.del triangulo.A LE.luego es proparcionalméte(por
la primera del.6)que comola.E D.cenla, D A.aflila.I Z.con
1a,Z A.y demoftrofe que como la.C E.conlaE D, aflila. B1,
conla.iZ.luego fera que como la.CE.conla.le D, aflila.B L
conla.] Zy comonla.l Diconla.D A aflila.1Z. conla. Z A,
luego dadala lineareétano cortada. A B, cortofe femejante
mente alalinea reflp dada cortada, A C . Lo qual conuenia
hazerfe.

LA

Propoficion, 1.

Problema. 3. 3 -y
4 adas
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TERCERA, CUARTA MEDIA PROPORCIONAL
EN EL LIBRO VI DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

PEEVECLIDES 108
Dadasd LiB RO.§ Eei( T OhDﬁ:' fetirolal T.prallelaalvalado.E 2. del rriigulo.DE?.[u_eg?
q adas dos lineas recCtas , hallarotra tercera (por la.2.del.6.)como feha.DlcSlal E,aflila.DT.cd1a.TZ
Pl‘OPOJ’CiOﬂaL yesygualla.D lala.Aylal E.ala.B.yla,D T.ai}af(i.luegq
éwSean las dos lineas re€tas dadas.B A. A C.yeften de mang como la.A.cd la.B.aflila.Cicon la.T 1Z_.I.y.n:,goq:m :]) Ei a 1ueg
ra que hagan angtl!o acalo.conniene alas dos.BA.AC. ha- talinea. T Z.propqrcncna[; las tres lineas rectas dadas.A.
llarles voa tercera proporcional. Eftié i C.Lo qual conuenia hazer fe. e
danfela.B A.y la. A C. afta los punétos I’roblcmé'l o5 PH - 13 di
D.E.y ponga fe ]a-B D{por la.z. del.r.) < Dadas dos lineas re&as hallar vna media
ygualala.A Cy tirefe.B C.y faque fela pro seciondl.
ot T s BB consee e dr DG
12.B C.paralella alvnlado.D E.del trid N hallar vna media PTOPDI'_HO‘_RLD‘[-PU“B““ ¢ T" ":;;'as e ?5
gulo, ADE . feraproporcionalmente (por la.1g.del.1.)y delcribafe [obrela. A C. el medio circulo
(porla.z.del 6.) que comola.A B, con ADC.yiaq‘u?_ge,p]orla ‘
la.BD.aflila.AC.conla.CE.y esygual onze de[.l.fle chpun 1
la.BD.ala,AC.Luegocomafehala.A ¢ B €to,B, lalinea,B ,eln
B.conla.A Caflila.AC.conla.CEJue “— angulos TE&QS}Ob"eDA
go dadas Jas dos lineas retas. A B.A C.{e leshallo proporcie linea,A C,y tiré fe,ll'l
nal la tercera.CE.lo qual conuenia hazerfe . DC.Porque, por 1A 3t . B £
. delysselangne K & g enel tridgu
Froblema. 4. Propoficion.1z.. enel medio circulo que es.A D C.es reCto, y porq e g

lo re€tangulo,A DC,defdeel angulo reéto [obre la bafis fe

Dadas tres lineas retas hallarvna quarta Pl’o tiro la pcrpdicular,D B,luego,por el corelario de la,%.dl,6,

i ; i i dela bafis.A
orcional . lalinea.D,B,es media pr9porc1onal alas partes ‘
;l:y&’eﬁ tres lineas retas da 2 B,B C,luc’gc; dadas dos lineas rc&l:as,ﬁ !i.B]C,zf:rllg: hallo la
das.A.B.C'conuiene a eftas media prop orcional,DB,Lo quaPcr‘Z:molE:i;f:. 4 5
A.B.C.hallarles'vna quarta Theorema.8, po

proporcional.Pongife dos
lineasreftas. DE.D Z.que (¢
contenganvi angulo acalo
y{ea.E D Z.y pongafe(por

€ Son reciprocos los lados que eftanjuntoa

yguales angulos delos parallelogramos ygua

lesy g tienen clvnangulo ygual alvnangulo:

i'z.?elf]ﬁ)li' DII')Egu:;l e, yen los parallclogramos quetiené elvn angu

enla,D T ygualula .y ' el lo youalal ulo v fus lados fon recipro-
bienla,D T.ygualala.C, y tiradala.l T.tire (e vna parallela oyguala vnang y

acllapor el puéto.E.y fea.E Z.(por la.31.del. 1.)Pues plgi'?ue cos,tambicn cllos fon ygualcs entre {1,
¢tiro

Sean

Las Proposiciones 11,12 Y 13 del Libro VI de Los Elementos de Euclides en la edicion de Camorano.

En las Proposiciones 11, 12 Y 13 Euclides construye con regla y compas la tercera proporcional de
dos segmentos, la cuarta proporcional de tres segmentos y la media proporcional de dos segmentos.

.z . a_ ¢ P ,
En una proporcién corriente 5= d cada uno de los términos se llama Cuarta proporcional entre

. ..oa ¢ .
los otros tres. En general hallar el cuarto proporcional, x en la proporcion —=— es equivalente a
X

b

hacer lo que se llama una regla de tres.

. . L ... a_b

Una proporcion se llama continua cuando hay un término que se repite: —=—.
d

En una proporcioén continua, cada uno de los dos términos distintos se llama Tercera proporcional

. b .
entre los dos restantes. Por ejemplo, en % =1 a es Tercera proporcional entre ay b.

En una proporcion continua, el término que se repite se llama Media proporcional entre los otros

dos. Asi, en % = g, b es Media proporcional entre ay b.

—, se cumple

Hallar la Media proporcional es equivalente a calcular la raiz cuadrada, ya que si a_ :;
X

que x2 = a-b, es decir: x=+/ab.

Ademas, de x2 = a-b se deduce resulta que el problema de hallar la Media proporcional equivale a
realizar la cuadratura de un rectingulo -Hallar un cuadrado de area igual a la de un rectangulo-,
problema ya resuelto por Euclides en la ultima proposicion del Libro II, la I1.14. La diferencia es
que ahora, en el Libro VI, se resuelve la cuestion con el lenguaje de Proporciones del Libro V.
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e Proposicién VI.18. Sobre una recta dada construir una figura semejante a otra y
semejantemente dispuesta.

e Proposicion VI.19. Los tridngulos semejantes son entre si como las razones duplicadas
[los cuadrados] de los lados homologos.

e Proposicion VI.20. Los poligonos semejantes se dividen en triangulos semejantes e
iguales en numero y homologos a los poligonos enteros y un poligono guarda con el
otro una razén duplicada de la que guarda el lado correspondiente con el lado
correspondiente.

Wopofitio .8 .
' ADnes one fuperficies iimiles multiangule funt diuifibi
3 Wles intriangulosfuniles arqs namero cqual:s.;&ﬂqé_pr
35973 |l poatioaleering carnm ad alteram ficor coinflibet ft late/ £
/) ris ad fuom relatinnm latus alterins propoztio duplicata

3 St 4 (L Sint grania crampli oo paitbagoni. a.¢. d.f.b.k. files. vico

L
ipfi {ont oinifibiles in rizngulos files npmero EE[_[E'?:‘Z @ ppoitio alrerius comim

ad altex € ficut .a.b.ad.f.g. ppoxad ouplicata. ouca ¢ linge nnc.a.c._z.md.ma‘i

f.b.<.f.k.eritgs p prcfenté ypotbe. 7 p.s.buius tnﬂnlgnhlrs.a b.c eqnmngfulug; i
ﬂngal'o.flg.b Fod rriangulus.'st.c.d.triangulo.f.l..‘:.E-imth:q quogs p;rbnﬁm

fciam. 5i ab equalibus equalia demas que re.cqua I[u_nt:cnrtr_mltgul_ ,ﬁ.c.d,_q_m B k%
angulis triangolo.f.b.k. Tam ipfipenibagoni pofiri funt eqpianguli. latez p/ |
porionalii:z q: trianguli in quos uiuidunr_{mltmfmmcc cquianguli:vr pbarum |
cft.crant eria 2 files p-4-buivs 2 oiflinitioné fimihi fupfidcy:quare com ipf fint |
ninttero equales patet prmil. (Scom fic. prrabani.b.d.que fecer.g.c.0 pm}ctri |

La Proposicion 20 del Libro VI de Los Elementos de Euclides en la edicién de Ratdolt.

Esta proposicion, que en esta edicion ocupa el lugar 18, establece: «La razén entre las dreas de
dos poligonos semejantes es igual al cuadrado de la razén de semejanza.»

e Proposicidon VI.21. Les figuras semejantes a una misma figura rectilinea son también
semejantes entre si.

e Proposicién VI.22. Si cuatro rectas son proporcionales, les figuras rectilineas semejantes
y construidas de manera semejante a partir de ellas seran también proporcionales; y si,
las figuras semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas son
proporcionales, las propias rectas seran también proporcionales.

e Proposicion VI.23. Los paralelogramos equidngulos guardan entre si la razén compuesta
de las razones de sus lados.

e Proposiciéon VI.24. En todo paralelogramo, los paralelogramos situados alrededor de su
diagonal son semejantes al paralelogramo entero y entre si.

e Proposicién VI.25. Construir una misma figura semejante a una figura rectilinea dada, e
igual a otra figura dada.

e Proposicién VI.26. Si de un paralelogramo se quita un paralelogramo semejante y
semejantemente dispuesto y que tenga un angulo comun con él, los dos paralelogramo
tendran la misma diagonal.

e Proposicién VI.27. Entre todos los paralelogramos aplicados sobre la misma recta y
deficientes de paralelogramos semejantes al construido sobre la mitad de esta recta, y
semejantemente dispuestos, el mayor es el aplicado a la mitad de la recta y semejante a
su defecto.

e Proposicion VI.28. Aplicar a una recta dada un paralelogramo equivalente a una figura
rectilinea dada y deficiente de otro paralelogramo semejante a uno dado. Es preciso que
la figura rectilinea dada no sea mayor que el paralelogramo construido sobre la mitad de
la recta dada y semejante al defecto del deficiente [solucidbn geométrica de la ecuacién
cuadratica ax=bc+x?, con la necesaria restriccion sobre el discriminante, equivalente al
diorismo exigido].
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UN PROBLEMA DE MAXIMO EN LA
PROPOSICION VI.27 DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

LIBRO SEXTO DEEVCLIDES o8
Theorema, 20, Propoficion, 27.

q Detodos los parallelogramos pucftostobre
voamifmalineareétay falros por ﬁgt‘l'ms pa
1lgl'ggrgm_as {emejantes v lemejante métepue
{tas a_-a_qu::l gue cs-dcl}:nit? delamedia,elma
yor parallelogramo s clqefta Pucﬂ:o. (obre
ja media, (iendo femejanre alromado.

821 13 linea refta.A B.y corte fe,por la.xo.del{1, por me.
ﬁ;s;:c?[]u:& 0. C;chagayfe tal‘njbilqulrpor la.lg.dCl.ﬁifohrclﬂ
linearefta. AB.el parallelogrimoeé D.faleo por Ja hgur:ll;:%
fallclogrﬁma-D B.femejante y fqmgant;mcnce pucﬂa alag

JemitaddelaA Bellogs, C : i
B,Digogue de todos los par
rallelogramos pucftosfobra

la, AB.yfaltos por figuras

pallelogramas fcmHant esy

femejantemétepueftasalpa x
rallelogrimo. D B.el mayor,
e5,AD.Pogalefobrelnlinea. [ /40
ro&ta,AB, sipsrallelogrime " [/

A Z.falvo porla figura palle 1, e e
logrima,Z B, lemejantey fe B K : R
‘mejancemense puelta al. D A.Digo que mayor-es. A D Jque
1o, A Z,I’o'r'%ué es femejante, D B,paraliclogrimo al paralle
logrimo.Z B.loego eftan fobre la milma diagonal(por [a.s6
el fexco)Saquefo [u diagonal DD By hagatela figuraPyes

orque(por lagz.deel.tyes ygnal.Z C.al mifina. Z B, pon -
g;' r:}ec(ﬁﬁa.'z B,luego tadp.C T.es ygual atodo K E, pero

C 'F.es:jrgtihl:ﬁlf(}l'@oﬂir'.;Gidél.:-i{)pfarque Ia lineareéta. AC
es ygual 8 lalinca re€la.C Blnegd.1 C.es ygualal E:K.ponga
fecomun G Z luego togo.A Z.esygnal atodo ¢l gnomon, L
M N porfoqual el parallelogsdno. D Bjefto es, A’ D es ta-
yor que el parallclogrﬁmo.ﬂ Z.'Lueg'r_l. ae.t‘O}los los paralle.
logramos que edkan fobre via .rmﬁna._.lugea r_t&a,y falzos por
ﬁgur';_:.s.p;rallelogrﬁma;,fcme;antes y lemejantemente pue-
ftas a aquel qug es defcricp delamedia elmayor parallelo-
grimo.escl que.efta puofto fobre famedia,fiendo femejite
altomado.Lo qual connenia Jemoltrazle.

La Proposicion VI.27 de Los Elementos de Euclides en la ediciéon de
R.Camorano.

En particular, al tomar el paralelogramo como un rectangulo, la proposicién
resuelve el problema de «dividir un segmento AB en dos, de manera que el drea
del rectdngulo que determinan sea mdxima», que seguramente es la primera
aproximacion histérica a los problemas de maximos y minimos. Este es

Precisamente el primer problema que resuelve Fermat en sus métodos de
maximos y minimos y tangentes.
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e Proposicién VI.29. Aplicar a una recta dada un paralelogramo equivalente a una figura
rectilinea dada y que exceda de otro paralelogramo semejante a uno dado. [solucion
geométrica de la ecuacién cuadratica ax+x?=bc].

e Proposicién V1.30. Dividir una recta en media y extrema razon [caso particular de VI.29,
solucién geométrica de la ecuacion cuadratica ax+x*= a?.

b Ir0pofitio .23.

2 Aper batam lineam vate fuperficiei rilatere equum pa/
(7| ralellogramnm conftimere dﬂ’(ﬁ addat foper copletionem
“$ Wj[oatelineeh iem equidittantinm laterus date nper/
Eah Wl ficiei equidiftantiom lateynm fumilem.

MM A Sit v priug vatalinea.a.b. 7 batus friangnlus. c. bamimqs para/

.d.vololoper lincam.a.b.conftitucre palellogrami eguale rrianzu/

lo.c.qo addat foper totam lined. a.b.paldlogramil fimile.d.oinidolineam. a.b.p

equalia in puncro.e.z loper civs medictarem.c.b.fado.c.f. ﬁmthgmd. Fmgov0/

cct.19.burius. 2 Ffm voctrinam -2.buins. fado.k.Lwi” oiametrit.g-b- fimilom.d
¢ cquaam duabns (upaficicbns.c.f.z.c.enitg; pct-zu.buins.lk.l.l‘umlis.c.f._ fup/
pofira igitur foperficic.k.1.fupficici.c.f ita g dbe comonicct in anguolo.g.critper

23 buine (uperficies.c.f.confiftens drca viametrum foperficici. k.1 guare poau

T

B | R L

La Proposiciones 29 y 30 del Libro VI de Los Elementos de Euclides en la edicién de Ratdolt.

Estas proposiciones, que en esta edicion ocupan el lugar 28 y 29, permiten la solucion geométrica de
la ecuaciones cuadriticas ax+x?=bc y ax+x?=a?, de forma que generalizan los mismos
procedimientos del Algebra del Libro II.

En particular la Proposicién 30 resuelve el problema de la « divién de un segmento en media y
extrema razon», es decir de forma aurea

e>ropofiio 2. 2
A Aamlibet lineam propolitam fecundii p2opoztionem ba
bentem medinm.onoqs extrama fecare. o 2
¥ || GSit propolitalinea.a.b.qs volo vividere feamgdii propostionem
4 A babentemmiediom 2 duo extrema ex ipfa vefaribo quadrarum .b.c.

15 va zad eins latns.a.c.adimgo Fn 9o vocer promiffa paratdlogram 8 3
€.d.cqnale quadraro.b.c.q addar ad coplementi lince.a.c.paraleliogramn.a. d.
gpfic finuile.b.c.fit; latus palellogramit.c.d.qd equidiftar.a.c.d.c. ofecer lincam
a:b.in pando.f.oicolined.a.b.dlc oinifam in puncto.f.ficar proponitar: eft eni
a.d.quadratom propicr id gd cft Gmite.b.c.qoare.a.f.cfllequale. f.d.(ed2.fcct 5
equalis.g. b. proprer id o eft equalis .a.c. per-34-primizz guig.c.d.cquale.b.c.
panpto virags.c.fevit.a.d.cquale.c.b.¢ angulus. f.ynius angplo. fLalenius. cr/
g0 per.13.buins latera imr musckefiazergo.c.f.ad.f.d.fiur.a.fad £.b. 2 q.e.f.
¢ft cqualis.a.b.z.f.d.a.f.enit.a.b.ad.a.f.ficmt.a.f.ad.f.b.crgo per viffinitionem
¢ft pinila ut proponitur. Idan etiam poteft vamonftrari ex.ii.feamdi zoimidatur
anim.a.b.in punco.f.fm g6 pog. 1. fecondi:fitgs.¢.b.qd continetur (ub tora.a.

b. 7 ciss parte .£.b. ita @ .f.e.fitequalis.a.b.7.a.d.lic quadracnm. a.f. cft itags
per pacdictam. i fecondi.c.b.cqnale.a.d.qo reftat ergucre nt pai’: peraz buins.

velfic anmn.a.b.fit oivifa in puncto.f.fecandum qo vocet. i1 fecandi.qo fit €x.a.b:
prima in.f.b.tertigm it cquale quadrato.a.f.feamde. crgo per feamdam parié
16.buins propotio.a.b.prime ad.a.f.feamda oft ficut.a.f.fccond3 ad.£b. terma
per piffinirionem ftag; dinifa eff.a.b. vt proponitur.

e Proposicién VI.31. En los triangulos rectangulos la figura construida sobre el lado opuesto
al angulo recto es equivalente a las semejante y semejantemente dispuestas construidas

sobre los otros dos lados [Generalizacion del Teorema de Pitagoras, atribuido por Proclo
al propio Euclides].

e Proposicion VI.32. Si dos triangulos tienen dos lados de uno proporcionales a dos lados
del otro, y se construyen unidos por un angulo de modo que sus lados correspondientes
sean paralelos, los lados restantes de los triangulos estaran en linea recta.

e Proposicion VI.33. En los circulos iguales, los angulos guardan la misma razén que las

circunferencias sobre las que estan, tanto si estan en el centro como si estan en las
circunferencias.
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LA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS
EN LA PROPOSICION V1.31 DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

LIBROSEXTODE
Theorema.zl. Propeoficion, 3 1.
§Enlostriagulos rectagulos la figura G le ha
ze dellado opuefto alangulore@o es yguala
las figuras femejates y femejatemente hechas
delos lados que coprehé denal angulo recto
#&Sea eltriangulo. A B C,que tiene el angulo refto, B A C.
digo que la figura que fe haze dela.B C.es ygual A aquellas f
.guras femejantes y femejantemente hechas dela.B A,y dela
“ACSaquefe.(por laz.delrMa perpédicnlar. AD. pues por
queeneltriangulo re€tangulo, A BC.defde el anguloretto
,Aldobrelabafis.B C.{etiro 1a perpendicular. A D.Jos trian
guins.ABD.ADC
dejunto-alaperpé A/
dicutar fon femejd
tesaltodo,ABCy
tibien entre fi {por
la.8.8L. ¢). Y porgs
femejante.ABC,al, .
mifmo.ABD.luegp g ——
es §-coma.C B.con
BA.alsiAB. 6. B [
D yporQtres lineas
retas fon proporcionales luego (porel corelario.z,dela.2o
del.é.)es que como la,primeracon la tercera afsi Ja figura
que es de C_I‘lpta'dda primera ¢ aquella que dela fegida, fe-
mejance y femejantemente:Luego como.C B.c8,B D.afsila
ﬁgura que df'!I.‘:l.B C,conlaquees delcripta de 1a.B A, femer
jante yfem_ej'a.nte:nente,‘i’ tambien por lo mifmo como.BC
con.C D.afiila figura que es dela,B C.con la quedela, CA
Porloqualcomo Ia,BC,con la,B D,y la,D C, afsila ﬁgura,
que [e haze dela, B C,con aquellas que debajo de,B A y de
A C,fon defcriptas femejantes y {emejantemente, Pers cs;
gualla, B C.a,B D,y,D C)luegoes ygualla figura que fe ha

se dela.B C.a aquellas figuras femejantes y femejantemen -
te hechas dela,B A,y del2,A C.Luego enlos triangulos re-.
&anguloslafiguraque fehazede cilado opueflo alangulo
reto es ygual a las hguras femejantesy {emejantemente he
chas de los lados que comprehenden al anguloreéto,lo qual
conuino dgmoltrarfe, C

La Proposicién VI.31 de Los Elementos de Euclides es una interesante generalizacion del

Teorema de Pitdgoras que sustituye los cuadrados sobre los lados por figuras semejantes.

En sus Comentarios al Libro I de Los Elementos de Euclides, Proclo atribuye al propio

Euclides este resultado en el mismo texto en el que le ensalza por la demostracion de 1.47.
Mientras admiro a los que han observado la verdad de este teorema, ensalzo mds
todavia al escritor de Los Elementos, no sélo porque consiguié una demostracion
mucho mds licida, sino también porque obtuvo un teorema mucho mds general,
mediante los irrefutables argumentos del Libro VI.
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA PROPOSICION VI1.31
DEL LIBRO VI DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Proposicion V1.31: «En los tridngulos rectingulos, la figura construida a partir del lado que
subtiende el dngulo recto es equivalente a las figuras semejantes y construidas de manera
semejante a partir de los lados que comprenden el dngulo recto.»

La Proposicion V1.31 se puede aplicar, en particular, a figuras poligonales regulares y a circulos
en las que el area es una funcién del cuadrado del lado. De modo que podriamos enunciar los
siguientes teoremas

a. El area de un poligono regular construido sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo,
es igual a la suma de las areas de los poligonos regulares semejantes construidos sobre los
catetos del tridangulo.

b. El area de un circulo (o semicirculo) construido sobre la hipotenusa (tomada como
didmetro) de un tridngulo rectingulo, es igual a la suma de las areas de los circulos (o
semicirculos) construidos sobre los catetos.

SN

a. El area de un poligono regular construido
sobre la hipotenusa de un triangulo
rectangulo, es igual a la suma de las areas de
los  poligonos regulares semejantes
construidos sobre los catetos del triangulo.

b. El area de un circulo (o semicirculo)
A construido sobre la hipotenusa (tomada como
diametro) de un triangulo rectangulo, es igual
a la suma de las areas de los circulos (o
semicirculos) construidos sobre los catetos.

A=B+C A=B+C

La Proposicion VI.31 de Los Elementos de Euclides resuelve también el problema siguiente:

«Dados dos poligonos regulares P y Q, ambos de n lados, calcular el lado del poligono
regular de n lados, que tenga por drea la suma de las dreas de los poligonos P y Q.»

En particular en este resultado, al tomar los poligonos P y Q
iguales, resuelve el problema de la duplicacion de cualquier
poligono regular -dado un poligono regular construir un
poligono regular del mismo nimero de lados y de area doble-,
generalizaciéon del problema platéonico del didlogo EI Menén
(82d-83e) de la «duplicacion del cuadrado».

La Proposicién VI.31 de Los Elementos de Euclides se puede aplicar también a la cuadratura de

las lanulas de Hipocrates LAS LUNULAS DE HIPOCRATES
D = Semicirculo de radio a.

D1, D; = Semicirculos iguales de diam. c.
S1, S2 = Segmentos iguales.

T1, T2 = Triangulos iguales.

L1, L, = Lanulas iguales.

D = Dy + D, Euclides, VI.31

D- (Sl + Sz) = (D1 —Sl) + (DZ -S2)

LitLl: =T1+T>

Li=T1 ;L2 =Tz
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LA RECONSTRUCCION DEL LEGADO GEOMETRICO
PITAGORICO MEDIANTE LA TEORIA DE LA PROPORCION DE
EUDOXO EN EL LIBRO VI DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Recordemos la definicién pitagorica de Proporcion:
Dos razones, a/b y ¢/d, se dice que son «proporcionales» (en sentido pitagorico):
a/b=c/d, cuando existen enteros p,q,m,n, tales que a=mp, b=mq, c=np, d=ngq;
Veamos como con el descubrimiento de los inconmensurables se afectan y quedan
deslegitimadas las pruebas pitagéricas de los teoremas que utilizaran proporciones.
Por ejemplo para demostrar la Proposicion V1.1 de Los Elementos de Euclides:
«Los tridngulos que tienen la misma altura, son entre si como sus bases»,
los primeros pitagéricos actuarian de la siguiente manera:
A Sean los triangulos ABC y ADE, con bases BCy
DE sobre la recta MN. BC y DE tendran alguna
unidad comtn de medida; sea GH contenido p
veces en BC y q veces en DE. Marquemos los
puntos de divisién sobre BC y DE y unamoslos
con el vértice A.
Los triangulos ABC y ADE quedan divididos
M N respectivamente en p y q triangulos menores,
que segin la Proposicion 1.38 de Los Elementos
B G HC D E («los tridngulos que tienen igual base y altura
son equivalentes») tienen el mismo area.
Por tanto la razén de los triangulos ABC/ADE =
pv/a = BC/DE. como se aueria nrobar.
Es evidente que la aparicion de magnitudes inconmensurables invalida la prueba geométrica
exhibida en esta proposicion y en todas las pruebas pitagoéricas en las que haya que comparar
razones de magnitudes geométricas.
Recordemos la definicién de Eudoxo de igualdad de razones (Elementos de Euclides, Def. V.5):

Si a,b son dos magnitudes geométricas del mismo tipo y ¢,d son también del mismo tipo las
razones a/by ¢/d son proporcionales: a/b=c/d,

cuando para cualquier par de enteros positivos n y m, se tiene:
na>mb y nc>md 6 na=mb y nc=md, 6 na<mb y nc<md.

Veamos con esta nueva definicién de proporcionalidad la demostracién rigurosa de la
Proposicion V1.1 de Los Elementos de Euclides:

A

Sobre la recta CB, tracemos a partir de B,
m-1 segmentos iguales a CB y unamos
los puntos de divisién B2,B3,...Bm con
el vértice A. De forma similar tracemos a
partir de E n-1 segmentos iguales a DE y
unamos los puntos de divisién
E2,E3,...,En con el vértice A.

M N Se tiene BuC=m(BC), ABmC=m(ABC),

] EnD=n(ED), AEnD=n(AED).
B B,BC D EE, E; E,

Ahora segtin la Proposicion 1.38 de Los Elementos y su consecuencia: «de tridngulos que tienen la
misma altura tiene mayor drea el que tiene mayor base», se deduce que el tridngulo AB,C es
mayor, igual o menor que el triangulo AE,D segtin que m(BC) sea mayor, igual o menor que
n(DE), por tanto segiin la definicion de Eudoxo de proporcion se tiene la tesis de la proposicién
ABC/ADE=BC/DE.

Se observa que no se menciona la naturaleza conmensurable o inconmensurable de las
magnitudes geométricas; la definicién de Eudoxo se aplica a ambos casos.

Esta prueba de la Proposicién V1.1 de Los Elementos es una buena muestra de como a partir de
la definicién de Eudoxo las magnitudes geométricas pueden compararse a través de razones; y
es sobre esta base que Eudoxo procedi6 a la demostracion rigurosa de los resultados pitagéricos
sobre proporciones del Libro VI de Los Elementos de Euclides, asi como de los teoremas de
Hipécrates y Demdcrito sobre areas de circulos y volimenes de piramides y conos que aparecen
en el Libro XII de Los Elementos de Euclides.
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