La influencia historica de Los Elementos de Euclides

Como se ha dicho, Los Elementos de Euclides son el marco inevitable de referencia en toda
la Historia de la Geometria griega. El conjunto de sus trece libros dedicados al desarrollo
I6gico, ordenado y sistematico de los fundamentos de la Geometria griega elemental, es la
obra cumbre de la Matematica griega. Los defectos que puedan constatarse en la magnifica
obra euclidiana son insignificantes comparados con el extraordinario mérito de haber
construido un edificio cientifico deductivo a partir del cimulo de heterogéneos conocimientos
dispersos que constituian la Matematica griega anterior. La influencia de Euclides en el
periodo helénico ulterior fue tan profunda que todos los matematicos griegos posteriores se
sintieron, de una forma o de otra, deudores de su obra.

Pero este influjo de la obra euclidiana se extiende a toda la Historia de la Matematica, al ser
el punto de partida de casi todas las investigaciones matematicas hasta por lo menos el
siglo XVII, en que aparece en escena la Geometria Analitica como poderoso instrumento
algoritmico de resolucidon de problemas geométricos y herramienta indispensable para el
conocimiento y dominio de la naturaleza. No obstante, la Geometria Analitica no llega a
oscurecer a la Geometria euclidea, sino que la resitia en el ambito de la llamada Geometria
Sintética, de modo que siguen ambas a partir de ahora un curso paralelo, al establecerse
dos métodos de resolucion de los problemas geométricos, que se utilizan indistintamente
segun el objetivo o la naturaleza del problema, o también segun el gusto y el sentido
estético.

Los Elementos de Euclides han sido la fuente mas importante de conocimiento matematico.
Utilizados generacion tras generacion, han influido sobre el rumbo de las Matematicas mas
que ningun otro texto. La composicibn magistral de Euclides, como tratado geométrico
magnificamente organizado con una inefable habilidad expositiva, ademas de ser la primera
obra matematica fundamental que ha llegado hasta nosotros, ha sido la mas venerada y ha
tenido mas ascendencia que ningun otro texto matematico, oscureciendo cualquier otro
trabajo precedente sobre la materia, de modo que la obra euclidiana se ha convertido en un
texto paradigmatico, hasta el punto de que cuando para apoyar una demostracion un
matematico alude por ejemplo a XIl.2 se sobreentiende que la referencia es a la Proposicion
2 del Libro Xll de Los Elementos de Euclides. A este respecto escribe L.Vega (La Trama de
la Demostracion. Alianza Universidad. Madrid, 1990, pag. 387):

No es casual que un aspecto institucional caracteristico de Los Elementos de Euclides
sea la calidad de archivo de la Matematica elemental que confieren al tratado los usos,
citas y alusiones posteriores: en él han cristalizado los conocimientos y las técnicas
basicas en materia de Geometria. Constituye un depdsito de teoremas y de
procedimientos de libre disposicion, un repertorio de resultados que cabe aducir por
una simple mencién o por su uso tacito, sin otros requisitos de prueba ni mayor
justificacion que el hecho de ser proposiciones de Los Elementos: alli constan y por
ende son cosa sabida. Por otro lado, facilita un tipo peculiar de desarrollo de la
disciplina geométrica: su crecimiento normal por sucesivas adiciones que iran
completando lo que falte, segtn habia previsto Aristoteles.

Es muy dificil valorar el grado de originalidad del texto euclidiano. EI mismo Euclides jamas
formula ninguna pretensién al respecto, de modo que se siente tributario de los matematicos
anteriores, pero aparte de que algunas demostraciones sean originales (por ejemplo la del
Teorema de Pitagoras — Proposiciones 1.47 y 1.48— y la generalizacién de la Proposicion
VI.31, segun testimonio de Proclo), y aunque el estilo de presentacion de Los Elementos
pudiera haber sido utilizado por alguno de sus predecesores —en particular por Hipocrates
de Quios—, si son atribuibles a Euclides el proyecto de reunir en un Corpus tnico todos los
tratados de Geometria existentes, la forma y la organizacion general del conjunto de la
obra, es decir, la eleccion de los axiomas y postulados, la explicita concrecién de cada una
de las definiciones, la encadenada secuenciacion légica de los teoremas desde lo mas
simple a lo mas complejo, el rigor incostestable de las pruebas, el refinamiento légico hasta
una ordenacioén final de la Matematica elemental en un sélido cuerpo geomeétrico.
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EUCLIDES EN LA ESCUELA DE ATENAS DE RAFAEL
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Euclides enseiiando Geometria a sus discipulos. Fragmento de La Escuela de Atenas de Rafael (1509-
1510). Estancia de la Signatura, Vaticano. Rafael pint6 a Euclides con el rostro de Bramante.
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La importancia histérica de Los Elementos de Euclides viene definida por el profundo
impacto que esta obra ha tenido sobre el pensamiento cientifico, y no sélo en el ambito
matematico, de modo que ha sido un tratado estudiado, analizado, comentado y editado
hasta la saciedad. De hecho, después de la Biblia es la obra que mas veces se ha editado
(se cree que mas de un millar de ediciones a lo largo de los siglos); y asi no sorprende el
que algun estudioso entusiasta llame a Los Elementos de Euclides la Biblia de las
Matematicas. Mas alla incluso del terreno matematico, donde su estilo se impuso de forma
normativa, Los Elementos de Euclides, con esa economia y brillante claridad que preside el
transito hacia los teoremas, con la idea de pruebas directas o indirectas, desde las hipotesis
basicas hasta las conclusiones mas sutiles, han sido un modelo ideal de método de
exposicion hipotético-deductivo para autores como Arquimedes en el ambito de la Estatica y
la Hidrostatica, Ptolomeo en la Astronomia, Galeno en la Medicina y Galileo en la Fisica, en
el panorama propiamente cientifico pero también en otras disciplinas, digamos
humanisticas, sobre todo para Spinoza en la Etica o Hobbes en la Filosofia Politica, donde
se refleja la preocupacion por el deseo de certeza ante las evidentes debilidades del
razonamiento puramente persuasivo de la Retdrica o la Dialéctica.

La Etica de Spinoza de titulo Ethica Ordine Geometrico Demonstrata (Etica demostrada
segun el orden geométrico) toma como modelo expositivo la obra euclidea con axiomas,
definiciones, postulados, teoremas, demostraciones, corolarios, etc., siguiendo una rigurosa
I6gica deductiva. Para Spinoza «todo lo real es racional» y por tanto para explicar la realidad
escoge la forma mas racional de hacerlo que no es otra que el método deductivo de la
Geometria euclidea. Asimismo, Hobbes, padre de la Filosofia Politica moderna, impulsado
por la idea de la unidad del saber y la unidad de método para alcanzarlo, escribe Leviatan,
donde a partir de unas definiciones iniciales se deducen toda una serie de combinaciones
conceptuales siguiendo el modelo geométrico euclideo. En las obras de Spinoza y Hobbes
no hay concesiones literarias y los mensajes responden a la firma voluntad de persuasion
cientifica emulando a Euclides, a base de sustituir el silogismo aristotélico por la deduccion
geomeétrica (el more geometrico) como paradigma de prueba concluyente.

Los Elementos de Euclides como modelo real de organizacién deductiva y de exposicion
metddica de la ciencia, establecen el arquetipo general de ciencia rigurosa y producen, por
tanto, una repercusion cultural que traspasa los limites disciplinares de la Geometria y de la
Matematica y el espacio temporal del mundo helenistico. Esta incidencia externa del
paradigma euclidiano se llama a veces el estilo euclideo, queriendo indicar una normativa
reguladora de la organizacion sistematica de la ciencia y una modalidad del discurso
cientifico, que se proyecta sobre campos del conocimiento con pretensiones cientificas. El
poder de normalizacidon que Los Elementos de Euclides ejercieron sobre la Geometria se
aplicara a las demas ciencias, siendo el estilo euclideo el patron canodnico y el criterio del
rigor deductivo que debe corresponder a la demostracién cientifica en general.

A principios de siglo XIX, la especulacién desinteresada del espacio, sin los estimulos de la
Fisica, produce un renacimiento de la Geometria pura y emerge la figura de Euclides para
producir dos efectos importantes. Por una parte se advierten algunos pequefios defectos de
una obra que habia resistido la critica de veintidos siglos, y por otra, tras las multiples
investigaciones en torno al famoso quinto postulado, hacen su aparicion las llamadas
Geometrias no Euclideas, de modo que a partir de entonces debemos decir que la
Geometria de Los Elementos de Euclides no es la Geometria sino una de las Geometrias.

M. Caveing, en su articulo Euclides (en El Saber griego. Akal, Madrid, 2000, pp.479, 480,
482, 485) escribe:

«El nombre de Euclides ha atravesado los siglos hasta nuestros dias, cargado con un
valor simbdlico para la totalidad de las Matematicas, tal como la concebian idealmente
los sabios y pensadores. [...]. Constituyen el cuerpo de doctrina central de las ciencias
matematicas, del que se puede derivar el resto. [...]. Los Elementos de Euclides fuero
el principal vehiculo de la transmision del saber matematico de base en las épocas
helenistica y romana. [...]. Los Elementos de Euclides permanecen como nucleo de
investigaciones dinamicas y su carrera, en este sentido, todavia no ha concluido.»
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El sustrato filosofico de Los Elementos de Euclides

Aparte de su posible formacién de juventud en la Academia de Atenas, como miembro
destacado del Museo y la Biblioteca, Euclides respiraria en Alejandria la influencia
aristotélica y sobre todo la platénica, que habia estipulado el idealismo cientifico, en el
sentido de que las ciencias, sobre todo las Matematicas, deberian basarse en el puro
razonamiento y ser independientes de toda experiencia sensible y de todo aspecto practico
de la realidad sensorial. Asi lo declara Proclo cuando escribe en su Comentario:

«Euclides era platonico en cuanto a su opinién y la filosofia del maestro le era muy
familiar, [...] »,

lo que parece confirmarse con la culminacion de Los Elementos de Euclides en la
exhaustiva y casi monografica dedicacion del ultimo Libro a los Solidos Platénicos como
queriendo dar consistencia geomeétrica a la doctrina mistica del Timeo de Platon.

Para Proclo —en su Comentario—, Los Elementos de Euclides debian contener las
proposiciones necesarias y suficientes para forjar un Corpus geométrico nuclear que
ofreciera una linea directriz general del desarrollo deductivo de donde poder progresar mas
alla de los conocimientos adquiridos para poder derivar los nuevos resultados que se
pueden obtener en todas la ciencias matematicas. Asi pues, Los Elementos de Euclides no
contendrian la totalidad de todo el saber matematico de la época sino s6lo una parte
esencial cuidadosamente seleccionada bajo un estricto criterio prefijado que convirtié una
serie de conocimientos anteriores, muy dispersos, en un sistema unitario, estructurado y
jerarquizado segun un método, llamado axiomatico, preconizado ya por Aristételes como
unico a seguir en toda ciencia deductiva y que resulté ser mas tarde el método general
utilizado en la Matematica y en otras ciencias.

Segun escribe B.Levi en su obra Leyendo a Euclides (Zorzal, Buenos Aires, 2001, p.61):

«Los Elementos de Euclides construyen, por primera vez, la Geometria fuera del
dominio de los objetos fisicos, sobre ideas primitivas (segun el término moderno) que
sbélo actuan por sus propiedades explicitamente enunciadas (nociones comunes,
axiomas, postulados, los que Socrates llama repetidamente hipétesis.»

En efecto, todo el conjunto de proposiciones y construcciones del sistema euclideo se
deducen, sin otro recurso que la Légica, de un niamero exiguo de principios que han de
admitirse sin demostracion. El sistema y el método euclideos fue de tal fecundidad que la
obra euclidea eclips6 otros Elementos redactados con anterioridad —se cree que hasta cinco
en el seno de la Academia platdnica, cada uno readaptando los anteriores—, y ademas, con
posterioridad a Euclides no se conocen, durante mas de dos mil afios, obras de naturaleza
similar, signo manifiesto de su éxito como texto cientifico y didactico.

El instrumento basico que le permiti6 a Euclides componer su magnifico edificio fue la
Légica de Aristoteles, que actuando como cemento vinculaba con una ilacion impecable
unas proposiciones a otras. EI Organon aristotélico debié de inspirar a Euclides el modelo a
seguir para construir el andamiaje légico de su obra, ya que segun Aristoteles:

«La Geometria es una ciencia deductiva o racional, es decir, que puede adoptar la
forma de un sistema de conclusiones obtenidas de un cierto numero de premisas
fundamentales por medio de sucesivos silogismos. [...]. Los fundamentos de la
Geometria son, pues, los axiomas, las definiciones y las hipotesis.»

A este respecto, escribe también B.Levi (Leyendo a Euclides, pp.83—84):

«Una de las caracteristicas de Los Elementos de Euclides es la conducta I6gica formal
de la exposicion, que recuerda la teoria aristotélica del silogismo: sistematica division
de proposiciones; en cada proposicion enunciacion primero de una tesis en términos
generales; luego nueva enunciacion aplicada a una figura particular. Finalmente
demostracion sobre la figura. La demostracion dividida en una serie de conclusiones
particulares en cadena y terminando regularmente con la afirmacién “lo que se queria
demostrar’.»
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La Filosofia instruyendo a los pensadores Sécrates, Platon, Aristoteles y Séneca. Fragmento de un
fresco de la Biblioteca de El Escorial de P.Tibaldi. 1586.

La Filosofia esta ubicada en el centro de la composicion como una bella matrona de grandes
proporciones. Tiene ante si una esfera que representa la tierra o el universo como simbolo de la idea de
que la Filosofia domina todos los conocimientos y es la fuente de toda ciencia. Mientras Sdcrates y
Séneca aparecen en animada conversacion como filosofos de la moral, Platon esta absorto escuchando a
la Filosofia como madre ciencia y Aristételes parece estar en plena conversacion con ella. El gesto de su
mano indicando la esfera parece ratificar su interés por la Filosofia como ciencia natural.

Alegoria de la Matematica en sus dos vertientes: la Aritmética y la Geometria.
Fragmentos de frescos de la Biblioteca de El Escorial. Pellegrino Tibaldi. 1586.

La Aritmética y la Geometria estian representadas por figuras femeninas de gran belleza con sus
diversos atributos de calculo y medida, necesarios para «medir proporciones» trasunto de comprender,
ya que «proporcion» es uno de los sentidos del término logos de la Filosofia. Tanto sus atributos como
su propia situacion en el espacio vaporoso de las nubes indica su importancia en la explicacion
racional del universo, finalidad primigenia de la Filosofia.
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Ya se vio, ademas, que procedia de Aristételes la distincion clara que hizo Euclides entre
axiomas y postulados, asi como que la fuente de muchas de las definiciones de Los
Elementos residia en ciertas obras del fildsofo estagirita (Etica a Nicémaco, Meteorologia,
Segundos Analiticos, Del Cielo, Tépicos, Metafisica, ...). En la acepcién moderna, postulado
y axioma, son palabras equivalentes para indicar proposiciones indemostradas y estructuras
gramaticales formadas por la conjuncién de las ideas primitivas y de términos légicos, con el
propdsito de servir de fundamento a la teoria deductiva. Para Aristételes, los axiomas son
verdades evidentes por si mismas y por tanto indemostrables. A estos axiomas, que en
griego significan dignidades, Aristoteles los llama indistintamente principios, opiniones,
noticias y nociones comunes. Euclides elige el término aristotélico de «nociones comunes»
para designar a los axiomas, como queriendo indicar no solo la evidencia aristotélica, sino el
principio innato del conocimiento demostrativo, adoptando para el término comun el sentido
no solamente de emplearse en varias ciencias, sino ante todo el de pertenencia al
pensamiento de todos los hombres.

Los Postulados euclideos se diferencian de los axiomas por su menor grado de evidencia y
suelen ser afirmaciones de operaciones geométricas que se pueden efectuar —trazar una
recta o una circunferencia, determinar la interseccion de dos rectas, etc.—. A veces son
afirmaciones de existencia y determinacion univoca de ciertas figuras. Aunque aparezcan
expresiones operativas y cinematicas como trazar, prolongar, etc., deben concebirse —al
menos en la Geometria plana de los seis primeros Libros de Los Elementos— con significado
abstracto y estatico. M. Caveing en el articulo aludido (Euclides, p.484) escribe:

«Es funcion de los postulados la de ser hipotesis que aseguran la aplicabilidad de la
matematica euclidiana a un mundo en el que los cuerpos fisicos son invariantes por el
grupo de los desplazamientos (traslaciones y/o rotaciones). Esta opcion le asegura el
privilegio de aparecer como ‘natural” durante un tiempo plurisecular que no terminaria
hasta el siglo XIX.»

Las definiciones aclaran el sentido y el significado de las palabras o expresiones cortas que
se utilizan par evitar algin molesto rodeo y describen las propiedades suficientes para
calificar las entidades de las que se habla. Las definiciones euclideas estan reunidas
muchas de ellas al principio de la obra, antes incluso que los postulados y axiomas, después
aparecen al principio de algunos Libros con significado un poco mas técnico. Al igual que los
axiomas, las definiciones son indemostrables y su objeto se reduce a decir qué es lo
definido, sin afirmar su existencia, la cual es objeto de las hipdtesis que la declaran
explicitamente. No obstante, segun Aristdteles mientras que la existencia de los conceptos
fundamentales se puede admitir sin demostracién, la de la cosa definida a veces debe ser
objeto de las proposiciones demostrables —teoremas y problemas—.

Por otra parte, mas alld de la Metafisica y la Légica aristotélicas, el espiritu de Los
Elementos de Euclides rezuma por doquier un aroma platénico. Una de las caracteristicas
de la Geometria de Los Elementos es precisamente la imposicién de limitaciones a los
conceptos y formas de razonamiento para escapar del empirismo. En este sentido continta
el texto de B.Levi (Leyendo a Euclides, pp.83-84):

«Es bien posible que tal formalismo [euclidiano] imitara de cerca algo de la dialéctica
sofistica y por nada es absurdo que tal forma adoptara un discipulo de Sécrates [En
sentido figurado, Euclides, discipulo de Soécrates a través de Platon] , el fustigador de sus
contemporaneos sofistas, pues lo que Socrates combate no es la forma, que hasta cierto
punto conserva él también en sus analisis dialogados, sino el error que se oculta en
deducir, por razonamientos formalmente exactos, de premisas variables y engafiosas;
valia la pena mostrar qué distinto es el resultado cuando se parte de axiomas claros y
univocos. La maravilla de los Elementos consistia precisamente en demostrar, con el
ejemplo, como podia la inteligencia del hombre, guiada por el razonamiento riguroso, llegar
de esas pocas premisas simples a las verdades que el secular conocimiento empirico
podia haber enseriado.»

El ambiente cientifico alejandrino donde trabajaba y escribia Euclides estaba dominado por
el idealismo platonico que despreciaba la dimension sensible de la realidad y las
aplicaciones practicas de la Geometria y la Aritmética por considerarlas corruptoras y
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degradantes. En toda la obra geométrica euclidea no aparece ni una sola aplicacién
practica. Tampoco figura ni un soélo ejemplo numérico, aunque el tratado tiene tres libros de
Aritmética, pero los niumeros estan disfrazados de segmentos y las operaciones entre ellos
se realizan mediante construcciones geométricas. Las cuestiones calculisticas eran objeto
de una actividad subalterna que los griegos llamaban Logistica, de rango intelectual inferior
a la Aritmética y, de modo analogo, una actividad también inferior que llamaban Geodesia se
ocupaba de las utilizacion practica de la Geometria. Ambas actividades eran propias de los
esclavos o como mucho de los artesanos e impropias de los filésofos.

Aunque suele decirse que la Geometria de Euclides es la «Geometria de la regla y el
compas», debe entenderse como metafora, ya que no hay en Los Elementos ninguna
mencion a estos instrumentos ni a ningun otra herramienta geométrica material. En puridad
habria que decir que la Geometria de Euclides sélo admite construcciones con rectas y
circunferencias y veta todo instrumento geométrico de acuerdo con la condena de todo
pragmatismo en la Filosofia platonica que trasluce el siguiente pasaje de Plutarco (Vidas
paralelas: vida de Marcelo, XIV):

«[....]. Platén se indispuso e indign6 contra ellos [contra Arquitas de Tarento y Eudoxo de
Cnido], porque degradaban y echaban a perder lo mas excelente de la Geometria con
trasladarla de lo incorpéreo e intelectual a lo sensible y emplearla en los cuerpos que son
objeto de oficios toscos y manuales.»

Por herencia pitagorica, para Platon la Matematica no sdélo es una realidad perfecta sino la
auténtica realidad. Por tanto los conceptos de la Matematica son independientes de la
experiencia y tienen una realidad propia; se los descubre, no se los inventa o crea. Los
juicios geométricos son eternos y aprioristicos, y corresponden a una realidad intemporal e
inmutable, que es la auténtica realidad, mas real que la engafosa, imperfecta e incompleta
realidad sensible. De acuerdo con su idealismo geométrico, Platon subraya que los
razonamientos que hacemos en Geometria no se refieren a las figuras concretas que
dibujamos sino a las ideas absolutas que ellas representan (Republica, 510d—510e):

«[Los matematicos] se sirven de figuras visibles que dan pie para sus razonamientos, pero
en realidad no piensan en ellas, sino en aquellas cosas a las que se parecen. Y asi, por
ejemplo, cuando tratan del cuadrado en si y de su diagonal, no tienen en el pensamiento el
que dibujan y otras cosas por el estilo. Las mismas cosas que modelan y dibujan, cuyas
imagenes nos las ofrecen las sombras y los reflejos del agua son empleadas por ellos con
ese caracter de imagenes, pues bien saben que la realidad de esas cosas no podra ser
percibida sino con el pensamiento.»

De esta vision platonica idealista podria derivar la distinciéon que en la Grecia clasica se hizo,
como se ha dicho, entre Aritmética y Geometria como factores espirituales de elevacion
hacia la Filosofia y Logistica y Geodesia como instrumentos materiales y utilitarios de los
artesanos y técnicos. Asi pues, debido a la influencia de Platon, la Geometria permaneceria
a partir de entonces ligada a un modelo teérico de la Matematica pura, que rechaza de
forma elitista sus aplicaciones practicas y desprecia los aspectos sensoriales de la realidad.
Como consecuencia de esta Filosofia de la Geometria, puede haber sido Platon el
responsable de la restriccion predominante en las construcciones geométricas griegas a
aquellas que pueden realizarse sélo con regla y compas.

Pues bien, Los Elementos de Euclides representan la culminacion del idealismo platénico en
Matematicas. Los griegos hacen Geometria «por el mero honor del espiritu humano», como
muchos siglos mas tarde diria Jacobi, y la utilidad es un valor afiadido. Es mas, para los
griegos la raiz etimoldgica del término Geometria seria incluso paraddjico, porque
Geometria significa «medida de la tierra», pero fueron precisamente los gedmetras griegos
quienes la independizaron de tal menester y de cualquier otra finalidad practica, a lo que
dedicaban, como se ha dicho, la actividad artesanal llamada Geodesia. Para los griegos las
actividades mas dignas desde una perspectiva intelectual eran las que, como en su
Geometria, carecian de utilidad inmediata y atendian sélo a la curiosidad intelectual mediata
presidida por la reflexion serena, independiente de todo pragmatismo y no espoleada por la
urgencia bioldgica de la satisfaccion de las necesidades vitales inmediatas.
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LA INFLUENCIA DE PLATON Y LA ACADEMIA
SOBRE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Platén dando una leccion de Geometria a sus discipulos en La Academia de Atenas (Mosaico
procedente de Pompeya. Mansién de Siminio Estéfano, siglo I a.C. Museo Arqueoldgico, Napoles).
Segun otras interpretaciones, este mosaico podria representar a los Siete Sabios de Grecia.

Segun el testimonio de Proclo, en su Comentario al Libro I de Los Elementos de Euclides, todo el
desarrollo de la Matematica del siglo anterior a Euclides estuvo dominado por la Academia de
Platén, a quien describe como alguien que estimuld a sus discipulos en el estudio de las ciencias
matematicas al incluir con mucha frecuencia textos de contenido matematico en sus obras,
despertando la pasion y el encanto por la Geometria en los estudiosos de la Filosofia:

«Después de los pitagoricos vivio Platon, que dio a las Matemdticas en general, y a la
Geometria en particular, inmenso impulso gracias al celo que desplegé por ellas y del que son
testimonio suficiente sus escritos llenos de discursos matemdticos, y que, a cada momento,
despiertan el entusiasmo por estas ciencias en aquellos que se entregan a la Filosofia.»

Con la fundacién en 387 a.C. de La Academia de Atenas, Platén crea el centro mas importante de
especulacién matematica y filoséfica de la Antigiiedad y ejerce un importante mecenazgo sobre sus
discipulos, a quienes se debe -bajo su influencia- la recepcion y asimilacién del legado matematico
pitagorico, su fundamentacién y su magnifica ampliacion hasta conformar la mayor parte del
contenido de Los Elementos de Euclides.
El texto de Proclo nos informa sobre la naturaleza de la actividad matematica de los miembros de
Academia platénica, en una forma que nos permite entender la decisiva influencia sobre Euclides:

o «Multiplicaron los teoremas y los pusieron en un orden mds sistemdtico.»

o «Afiadieron muchas soluciones a los problemas anteriores.»

o «Ampliaron considerablemente los conocimientos precedentes y compusieron Elementos muy
superiores por el niimero y por la importancia de las demostraciones.»

o «Hicieron uso del Andlisis para resolver las cuestiones suscitadas por Platon.»

«Perfeccionaron el conjunto de la Geometria al convertir en generales muchas definiciones y
proposiciones particulares.»

«Se distinguieron tanto en Matemdticas como en el resto de la Filosofia
«Todos estos sabios se reunian en la Academia y realizaban sus investigaciones en comiin.»

«Realizaron investigaciones siguiendo las instrucciones de Platon planteindose cuestiones
acerca de lo que podia contribuir a la Filosofia de su maestro.»

En la obra de B.Levi (Leyendo a Euclides. Zorzal, Buenos Aires, 2001) podemos leer:

«Los Elementos de Euclides aparecen como el fruto de las concepciones del circulo de
matemdticos y filosofos de la Academia platénica, [...] . La Geometria de Euclides [esta latente]
en el pensamiento expresado en los Didlogos de Platén» (p.16).

«La Academia platonica es una escuela que mira a la Geometria como una audacia del espiritu,
remolque del alina hacia la verdad e impulso al pensamiento filoséfico» (p.49).
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MATEMATICA Y FILOSOFIiA
INFLUENCIA DE PLATON Y ARISTOTELES EN LOS
ELEMENTOS DE EUCLIDES
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Platon y Aristoteles. Fragmento del cuadro de Rafael La Escuela de Atenas (1509-1510).
Estancia de la Signatura. Vaticano.

Platon y Aristoteles, en un claro ejercicio de jerarquia intelectual, ocupan la parte central del
cuadro de Rafael. El artista plasma a los dos filésofos como complementarios en su armonia
amistosa: Platon sostiene en una mano El Timeo (Didlogo de raiz pitagérica donde expone su
cosmogonia) y eleva hacia el cielo el dedo indice de la otra mano como indicando lo ideal y lo
sublime, mientras Aristételes sostiene con una mano La Etica y tiende hacia delante el otro
brazo con la palma de la mano vuelta hacia el suelo, como sefialando lo inmediato, lo concreto
y lo terrenal. En los gestos de ambos fil6sofos el artista Rafael sintetiza la esencia de sus
doctrinas con una capacidad casi milagrosa de concentrar en imagenes simples las mas
complejas ideas.

Platon es el lider y mecenas del grupo de matematicos de la Academia, que se enfrentan a los
problemas de fundamentacion de la Matematica griega, tras la crisis de la aparicién de los
inconmensurables. Entre ellos sobresale Eudoxo que idea La Teoria de la Proporcion y El
Método de Exhaucion como base de ataque de los primeros problemas infinitesimales, que
tendrad gran influencia ulterior sobre la teoria de la potencia y el acto del Hilemorfismo
aristotélico. Platén y los matematicos de la Academia contribuyeron a la organizacién y
estructuracion deductiva de las Matematicas, al discutir los fundamentos, clarificar algunas
definiciones y reorganizar las hipétesis de partida, todo ello de una influencia decisiva sobre
la gestacion de Los Elementos de Euclides.

Los Elementos de Euclides representan el climax del idealismo platonico en Matematicas, al
consumar el proceso que inician con los pitagoricos de transformar el saber geométrico en
«ciencia liberal y desinteresada», independiente de toda practica empirica, es decir, en
disciplina puramente tedrica, que investiga los teoremas de manera inmaterial mediante del
discurso mental que se remonta a los principios generales y estudia los teoremas de forma
abstracta mediante la inteligencia pura.

El Organon aristotélico debi6é de inspirar a Euclides el aparato 16gico-deductivo del estilo
euclidiano. De Aristoteles procede la distincién clara que hizo Euclides entre axiomas y
postulados. Por otra parte la fuente de muchas de las definiciones de Los Elementos residia en
obras del filésofo estagirita. Aristoteles aporta explicitamente en los Segundos Analiticos la
definicion de las bases formales del método de razonamiento axiomatico-deductivo
(premisas, definiciones, hipétesis, axiomas, postulados, demostracion, etc.) de influencia
decisiva sobre la estructuracién ldgica de Los Elementos de Euclides. 65
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La Academia de Atenas. Fragmento de un fresco de la Biblioteca de El Escorial de P.Tibaldi. 1586.

Platon y su entorno académico tuvieron una decisiva incidencia en el desarrollo y en la estructura
que han configurado la Matematica como ciencia. En la Academia platénica, que se convirtié en el
centro matematico del mundo, la Matematica fue siempre considerada como fundamento de todo el
saber humano y por tanto como propedéutica esencial para el estudio de la Filosofia.

En la Academia trabajaron los principales investigadores del siglo IV a.C., célebres matematicos
que ademas de magnificar de forma considerable el patrimonio matematico, debatieron y
resolvieron, en sus discusiones académicas, cuestiones trascendentales de las Matematicas
relacionadas con sus propios fundamentos y con la metodologia de la investigaciéon y el
razonamiento matematicos. Fruto de las exigencias de Platén sobre los principios y los objetos de
la Matematica, la Academia sistematiza las reglas de la demostracién rigurosa e inicia una
ordenacion de los teoremas segiin una jerarquia logica que culminaria Euclides con Los Elementos.
No sabemos si Platon empez6 a establecer las bases axiomaticas pero lo que si se sabe es que desde
Platén la demostracion deductiva, a partir de los principios, se considerd necesaria y consustancial
con la propia naturaleza de la Matematica, estableciendo un paradigma de actuaciéon en Matematica
que nunca ha sido relevado hasta ahora.

Los matematicos de la Academia establecieron, pues, las bases y los presupuestos de Los Elementos
de Euclides, cuya paternidad en su mayor parte, tanto en contenido como en estructura légica, les
corresponde al haber reconstruido las demostraciones de los teoremas pitagéricos que habian
quedado invalidados por la aparicion de los inconmensurables (resultados que pasaran a los cuatro
primeros libros de Los Elementos de Euclides), tras la resolucion por Eudoxo de la correspondiente
crisis de fundamentos con la Teoria de la Proporcion que Euclides incluy6 en el Libro V, y en la
que baso toda la Geometria de la semejanza del Libro V1. Eudoxo introduce también el Método de
Exhaucién que resuelve de forma rigurosa problemas infinitesimales que aparecen en el Libro XII
de Los Elementos. Mientras tanto Teeteto realiza el exhaustivo estudio de los irracionales
cuadraticos que Euclides inserta en el prolijo Libro X, y el no menos completo y profundo estudio
geométrico de los Poliedros regulares, tan queridos y admirados por su maestro Platon, con el que
se corona de forma brillante, en el Libro XIII, la gran Biblia euclidea de Los Elementos, una
construccion ontoldgica y antolégica de la Matematica geometrizada de los griegos, que, por su
indudable ascendencia platonica, bien podemos suscribir las palabras que escribe G. Reale en su
obra Platén En biisqueda de la sabiduria secreta (Herder, Barcelona, 2001, p.213):

«Con todo derecho la Geometria de Euclides habria que denominarla Geometria platonica.»
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En este sentido, Los Elementos de Euclides consuman el proceso que empieza con los
pitagéricos de transformar el saber geométrico en disciplina puramente tedrica, que
investiga los teoremas de manera inmaterial, es decir, intelectualmente libre de instrumentos
y mediciones, sin referencia a materiales concretos y sélo por medio de la intuicion de ideas
y del discurso mental que se remonta a los principios generales y estudia los teoremas de
forma abstracta mediante la inteligencia pura. Esto es lo que significa para los griegos que la
Matematica es una «ciencia liberal y desinteresada», independiente de toda practica
empirica, de la utilidad inmediata y de toda aplicacion de instrumentos materiales, con la
sublime «mision pedagogica de formar mentes bien hechas, para cumplir [segun Platén] con
el fin propedéutico de servir de introduccion al estudio de la Filosofia» A este respecto
recordemos la anécdota de Euclides y el pragmatico discipulo que le interrogaba al maestro
con la pregunta ¢ para qué sirve estudiar Geometria?.

Segun esta Filosofia, en las Matematicas no se debe ver otro objeto que el conocimiento en
si mismo. Asi lo proclamara de forma reiterada Platon en varios pasajes de La Republica:

«[...] Incluso aquellos que tengan escasos conocimientos de Geometria no pondran en
duda que esta ciencia es todo lo contrario de lo que supondria la terminologia de los
gedmetras [...]. Es un lenguaje sumamente ridiculo y forzado, pues hablan como si sus
explicaciones tuvieran alguna finalidad practica, y emplean toda clase de términos tan
pomposos como cuadrar, prolongar, adicionar, cuando en verdad esta ciencia se
cultiva con el unico objeto de conocer» (Republica, 527a)

«[...] La parte mas elevada de esta ciencia [la Geometria] nos conduce a una
contemplacion mas factible de la idea de bien [...]. La Geometria nos obliga a
contemplar la esencia [...]. Es una ciencia del conocimiento del ser, no de lo que esta
sujeto al cambio o desapatricion [...]. Conducira el alma hacia la verdad y dispondra la
mente del filbsofo para que eleve su mirada hacia arriba» (Republica, 526e, 527b).

Y mas alla de Platén y de la Geometria, el
caracter de la Matematica como ciencia del
conocimiento en si, es proclamado por la
denominacion misma de los términos
«Matematicas» y «matematicos», que en la
mayoria de las lenguas europeas son de origen
griego, derivados del verbo «conocer» o
«aprender». En efecto, el término Matematica
(acunado como el de Filosofia por Pitagoras),
deriva etimolégicamente del griego
«mathemay, que significaba «lo que se ensena
y se aprende», es decir lo formativo, «fodas las
formas de conocimiento», antes de que el
término derivado, en plural, «Matematicas»
adquiera el sentido mas especializado que
nosotros le damos actualmente. Asi pues, las
Matematicas, segun los griegos, deben
estudiarse por la aficién y el amor al saber en si
mismo, es decir las Matematicas deben
estudiarse por Filosofia y para la Filosofia.

Estos objetivos espirituales debian cubrir la
codificacion enciclopédica de la Matematica
racional en un cuerpo axiomatico-demostrativo,
Los Elementos de Euclides, modelo de ciencia
abstracta, Uunica y sintética, liberal vy
desinteresada, sin ningun tipo de grieta
apodictica, rasgos de indiscutible sello
platénico.

Euclide immaginato. Justus van Ghent (siglo XV).
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La transmision de Los Elementos de Euclides. Las diversas ediciones

No existen manuscritos de ninguna obra de Euclides, asi que Los Elementos, que fueron
escritos hacia el ano 300 a.C., han tenido que ser reconstruidos a partir de multitud de
comentarios y recensiones de otros escritores, por tanto es probable que se hayan deslizado
errores, interpolaciones y variaciones inevitables. Dos de las recensiones primitivas mas
importantes fueron la de Herén de Alejandria (hacia el afo 100 a.C.) que se ha conservado
parcialmente en arabe y se guia por la preocupacién de completar y perfeccionar el tratado
euclidiano y la de Pappus de Alejandria (hacia 325 a.C.), de la que se ha preservado una
version en arabe de su comentario al Libro X. También se deben citar los comentarios del
neoplaténico Porfirio de Tiro que pondera ante todo la precisién de los enunciados y el rigor
apodictico de las demostraciones, asi como el examen del aristotélico Simplicio que en su
comentario, a modo de Introduccion a la Geometria, extractos de la cual se conservan en
arabe, se fijé ante todo en los principios.

Pero sin duda alguna el mas importante analisis de la obra euclidiana lo realiza Proclo en el
reiteradamente citado Comentario al Libro | de Los Elementos de Euclides, que se ha
conservado en griego. El testimonio de Proclo aborda numerosos aspectos del texto y del
contexto de la obra de Euclides, desde la perspectiva histérica, matematica, logica, filosdfica
y epistemoldgica, por lo que es una referencia ineludible sobre la ubicacion de Los
Elementos en el ambito general de la ciencia griega, en general, y de la matematica griega,
en particular, y también sobre su origen, su importancia, su intencion, su significado, sus
dificultades, sus logros, etc.

Se puede asegurar que Los Elementos de Euclides son el mas importante de los vehiculos
de transmisién del conocimiento matematico esencial, desde luego en la época helenistica y
grecorromana, pero también durante la Edad Media, tanto en el mundo cristiano —latino y
bizantino— como en el musulman.

Hacia el ano 370 d.C. el matematico Tedn de Alejandria, realizd, con fines didacticos, una
edicién de Los Elementos de Euclides que tiene un gran valor histérico porque de ella
derivan todos los manuscritos griegos de Los Elementos conocidos hasta comienzos del
siglo XIX. La edicion de Teon tiene un valor aiadido —sentimental y casi mitolégico— porque
en ella pudo tal vez intervenir su célebre hija Hipatia de Alejandria, una de las figuras mas
romanticas de la Historia de la Ciencia por su terrible muerte violenta a manos del fanatismo
iletrado en el afo 415, episodio que se considera simbdlicamente como el final del desarrollo
matematico en el emporio alejandrino. La obra de Tedn fue copiada una y otra vez sobre
todo en el imperio bizantino. Por ejemplo, se conserva en Oxford un cédice —Bodleian
Manuscript— de una copia de Los Elementos realizada y anotada en el afio 888 por la mano
de Aretas, arzobispo de Cesarea.

A partir del siglo IX los califas de Bagdad estimularon mucho la traduccién al arabe de Los
Elementos de Euclides. Una de las dos mas importantes ediciones procede de la primera
traducciéon que es de al-Haggag; la otra se hizo a partir de un trabajo de Ishaqg Ibn Hunayn
(mitad del siglo IX) que fue revisado por el importante matematico Tabit ibn Qurra, célebre
entre otras cuestiones por sus famosas demostraciones del Teorema de Pitagoras. En estas
traducciones y ediciones se confrontan los manuscritos griegos para intentar la mejora del
texto euclidiano con fines tanto didacticos, como légicos y matematicos.

Con base en estas versiones de Los Elementos el panorama cientifico arabe aparece
inundado por una amplia literatura euclidiana compuesta de comentarios, recensiones,
extractos, resumenes, compendios, enmiendas, aspectos discutibles en los principios, etc.
Puede decirse que todos los grandes filésofos y matematicos arabes comentaron, entre los
siglos IX y XIll, aspectos de la obra de Euclides, en particular la cuestion del quinto
postulado en relacién con las paralelas (al-Jawari, Tabit ibn Qurra, al-Haytham, Omar
Jayyan...), la Teoria de la Proporcion del Libro V (al-Mahani, Omar Jayyan...) y la Teoria de
los inconmensurables del Libro X. A titulo de ejemplo, se debe mencionar la obra de al-
Mahani Tratado sobre las dificultades concernientes a la proporcién (siglo 1X) y la de Omar
Jayyan Comentarios sobre aspectos dudosos en los postulados del libro de Euclides (hacia
1077) de la que hay una copia manuscrita en la Biblioteca Nacional de Paris.
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EDICIONES MEDIEVALES
DE LOS ELEMENTOS DE
EUCLIDES

1. Edicion medieval del afio 888.
Codice MS D’Orville 301, fol. 46r.
Bodleian Library. University of
Oxford.

El manuscrito esti escrito en
griego y es una de les primeras
ediciones que se conocen de Los
Elementos de Euclides.

2. Pagina con la primera proposicion
de Los Elementos de Euclides en
un manuscrito en arabe de autor y
fecha desconocido.

3. Pagina de un manuscrito persa de
Los Elementos de Euclides,
comentados por Nasir al-Din al-
Tusi (siglo XIII).

169



W' W tyeresy ’?-...Ji‘fu e EGalsls

15._; e LT r_,,a,,;/__, s
5;!1;(,"-&'0' Lﬂz’x :
—_"JL./G:J&OJ(JPH
bgroscsic
Yoo o) Gt i 1.
LUyl las 2o UICLG |

L,-,JL:;I._MLJ bsso pr N '

a.ﬂirs B 05 Cudy, p

‘)-LPWQ-(.-:M —12b/ )dv.nb

Compendio de Geometria segiin Euclides.
Manuscrito de Benaxraf de Samarcanda.

Biblioteca del Monasterio de El Escorial.

Los comentarios y ediciones arabes sobre Los
Elementos de Euclides producen un debate cientifico en
la Cultura arabe oriental que, por una parte, ejerce una
gran influencia sobre el desarrollo del pensamiento
matematico arabe, y por otra, desempeia un papel
importante en la transmisién de la obra de Euclides al
Occidente latino medieval, que en la alta Edad Media
s6lo habia conocido Los Elementos a través de
compilaciones de fragmentos de una antigua traduccién
latina posiblemente realizada por Boecio (hacia 510).

En el siglo Xll aparecen dos traducciones latinas muy
relevantes, la de Gerardo de Cremona, el mas prolifico
de los traductores de Toledo, hecha sobre la tradicion

de Ishaq Ibn Hunayn y la de Adelardo de Bath.

Sintetizando mucho, se pueden considerar ocho estadios en la transmision de Los
Elementos de Euclides. Si se puede hablar de editor en épocas tan tempranas, el primero
fue Tedn de Alejandria que normalizo el texto griego, del que procede la tradicion central de
las versiones, exposiciones y comentarios del tratado. El segundo estadio corresponde a las
traducciones arabes que comienzan en el siglo IX. El tercero es el que marcan las
traducciones latinas de las versiones arabes, de las que la mas importante es la del filésofo
escolastico inglés Adelardo de Bath que data de 1142.

El cuarto estadio consiste en la impresion de las versiones y exposiciones en latin a finales
del siglo XV. La primera impresién de Los Elementos tiene lugar en Venecia en 1482 y se
debe al impresor E.Ratdolt que recoge una versién arabigo-latina (reelaboraciéon de la
version de Adelardo de Bath) comentada por Campano de Novara, a mediados del siglo XIII.
Parece ser que este texto contiene la primera impresion de figuras geométricas en un libro
de contenido matematico, realizadas mediante una tecnologia ad hoc.

El quinto estadio tiene lugar con la edicion de traducciones latinas a partir del griego, entre
las que sobresalen la de Zamberti de 1505, que al traducir directamente sobre manuscritos
de la tradicion de Tedn supone una cierta descalificacion de la versidn arabigo-latina de
Campano impresa por Ratdolt, lo que intentara neutralizar Luca Pacioli en una version
(Venecia, 1509) que reedita a Campano. En este quinto estadio también se debe incluir la
edicién latina de Commandino (Pesaro, 1572), que en un proceso de depuracion fija el
contenido de Los Elementos hasta la edicion de Peyrard (Paris, 1819) y despeja la
confusién tradicional entre el verdadero autor de los Elementos y el filésofo Euclides de
Megara, discipulo de Platén.

Mientras tanto se fija el texto griego, en lo que seria el sexto estadio: la editio princeps del
propio texto griego. El editor fue S.Grynaeus el viejo (Basilea, 1533) con base en dos
manuscritos griegos: uno de Venecia (codex venetus marcianus 301) y otro de Paris (codex
Paris gr. 2343) que han sido identificados por J.L.Heiberg.

Al tiempo que se editaban Los Elementos de Euclides, una y otra vez, en griego y en latin, el
séptimo estadio lo constituye, desde mediados del siglo XVI, las primeras ediciones en las
lenguas vernaculas. Las mas importantes citadas cronoldégicamente son las siguientes:

e [taliano: Tartaglia, Venecia, 1543, 1565, 1569, 1585, 1586. Commandino, Urbino, 1575.

e Aleman: J. Scheubel, Augsburg, 1555. Wilhelm Holtzman (conocido como Xylander).
Basilea, 1562.

e Francés: Pierre Forcadel de Beziers, Paris,1565.
¢ Inglés: Sir Henry Billingsley, Londres, 1570.
e Espafiol: Rodrigo Camorano, Sevilla, 1576 .

Otras primeras ediciones en otras lenguas vernaculas son: Holandés (1602), Ruso (1739),
Sueco (1744) y Danés (1745).
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Traduccién medieval del arabe al latin de una pagina de Los Elementos de Euclides,
realizada por Adelardo de Bath en 1142 Las proposiciones se exponen someramente
mediante diversas figuras y diagramas, y los tinicos comentarios a las demostraciones se
encuentran en el Libro I del manuscrito, quiza reafirmando la idea de que las ensefianzas
medievales de Matematicas se limitaban a los conocimientos mas sencillos de los
primeros libros de Los Elementos.

Adelardo de Bath realizo tres versiones de Los Elementos de Euclides: una traduccioén, un
resumen comentado y un a edicidn integral sobre la tradicién drabe de al-Haggag de la

que se conservan numerosos manuscritos 171
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de Bath de Los Elementos de Euclides. El manuscrito fue
escrito en Francia en 1480, dos afos antes de la primera
impresion de Ratdolt. Se conserva en la Universidad de
Glasgow.
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Las proposiciones y las pruebas se distinguen por el uso
de dos escrituras diferentes, como se puede apreciar. Las
proposiciones se escriben en un estilo y una textura mas
enfatizados, y las pruebas en una cursiva corriente mucho
mas pequeiia. La evidencia del uso del manuscrito por los
lectores se pone de manifiesto por la variedad de simbolos
y notas empleadas como ayudas mnemotécnicas para
sefialar rapidamente la informacién significativa.
Marcando el texto aqui aparece la popular mano asi como
un simbolo abstracto de una flor.
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FAMOSAS EDICIONES IMPRESAS
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

i re.a-b.c.d.c.anguli intrinfect 2 opminfec becé rectis. pemptis gk mtrinfc
ds qfircdles ur%a fecigeris emifect.ds.baa b fd.cge.db.sa.c kcies
qmor rectis. (L Patet it op ois penragom coiniiquodas [atono fecar ex relic:
b3.5.angiilos onobreis egles. (it glis pponic pam;;u’.a,b.r;d.r_ :f;rgﬁ
ms.g.clame.b.c.i pico.g.clar.a.d.idefams.b.e.i piico f.erirgy angul®.a.f
$-cqlis nob angul.b.z.d.cum it ctrmfecns ad ipfos in miangulo f.d b. Jeécs
angul’.f.g.2.crir cqualis ouob? angut.c.¢..ci fit exrinfecad ipfos in tridgulo
g-c.clcdouoanguli.a.f.5.2.f.g.a.ci angolo funt cquales onob*recis ergo q/
oz angnli.b.d.2.c.c.{0 ¢ angulo.a.cdlcs buob? rectis:qo ¢ - ppofitii.

3 ; dopofifio .33.
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g *} %(alie due linee singanfiple quoqs edles 7 eqdiftates eriit.
Sint one linee.a.b.7.c.d.cqles 7 cqdiftates Gri criramitates
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1. Pagina con las Proposiciones 33, 34 y 35 de la primera impresion de Los Elementos de Euclides
(E.Ratdolt, Venecia, 1482). Ejemplar de la Biblioteca del Monasterio de San Millan de Yuso.

2. Pagina con las Proposiciones 34, 35 y 36 de la Editio princeps de Los Elementos de Euclides
(S.Grynaeus el viejo, Basilea, 1533). Ejemplar de la Biblioteca del Monasterio de El escorial.
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Ediciones en latin de Los Elementos de Euclides traducidos directamente del griego.
1. Edicion de Zamberti de 1544. La primera fue en 1505.
2. Edicion de Commandino de 1619. La primera fue en 1572.
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( =iffimao.v.
€ Difinitio.v.
S uperficiei extrema funtlinca,
| 4 Siffinitio.vii.
P lana fuperficies eft quaexacquali fuas interiacet lineas,
@ Piffinitio. viii.

indi iacentium ad aleerutram mchnatio,
i Riffinitio.ix.

L ineauero longiaudoillatabilis,
L inex autem limites funt figna, —
R ﬂalumi:jum‘qﬁfmhdamtﬁgn:.

S uperficieseft quelongimdinens: latitudinemque tantum habee,

I Supficies ! +
e Yo

P lanus E:dmniﬁnm‘mnmphml}&mgmm;&m

1. - 1 S b
mque angulil continent linez o
usangulus nuncupatur,
Riffinitio,

" Ang.rediline?
i lines

C 54
C umuero recta lineafuper rectam confiltens lineam wtrobigsane
| ﬁquaﬁl::sp?:um%&ﬂ‘dlmﬂm:ﬂ umq;n}ualnmmgu
que rectalinca perpédiculans uocitat fup g (tetent.
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OTRAS EDICIONES
IMPRESAS
DE LOS ELEMENTOS
DE EUCLIDES

Linea

5. Pagina con las definiciones de
Los Elementos de Euclides, en el
Folio 11 recto de la impresién de
J.Tacuinus (Venecia, 1505). Es
una edicién latina profusamente
ilustrada. Ejemplar de 1la
Biblioteca nacional de Francia.

&

latina de Los Elementos de
Euclides de Paganius Paganinus
—_— (Venecia, 1509). Ejemplar de la
Biblioteca de Cataluiia.

i 6. Primera pagina de la edicién
g
g

7. Pagina con las definiciones de
Los Elementos de Euclides en la
edicion latina de H.Stephanus.
Paris, 1516. Ejemplar de Ia
Biblioteca de la Universidad
Complutense de Madrid
(Marqués de Valdecilla).

megarenfispbilo
fophiacutifiimi mathematicouimas omni
um fine controuerfia pincipis opaa O am
pano mtcrpere fidiflimo tralata Qe cum
antca libzanozum dercitanda culp3 midis
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EYKAETAOY =TOIXEraN
BIBAI'A 14,
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LIBRI XV, '

ROME, MDXXXXV.

Cumpriilegio S.D. N. Pauli 111, erinclyta
' Reip.Venetiarum,ad quinguenmisms

OTRAS EDICIONES
IMPRESAS
DE LOS ELEMENTOS
DE EUCLIDES

1. Primera pagina de la edicién en
alemdn de Los Elementos de
Euclides de ].Kiindig. Basilea,
1562.

2. Primera pagina de la ediciéon en
latin de Los Elementos de Euclides
de A.Blado. Roma, 1545.

3. Primera pagina de la ediciéon en
latin de Los Elementos de Euclides
de V. .Bapst. Leipzig, 1549.
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ELEMENTORYM GE O=
METRICORVM LIBRI SEX,

CONVERSI IN LATINVM
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LAS PRIMERAS EDICIONES DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

EN LENGUAS VERNACULAS. LA EDICION EN ITALIANO
LAS EDICIONES DE TARTAGLIA (Venecia, 1543, 1565, 1569, 1586)

. 4 e
e ic 1T D'E”
" MEGARENSE

Fad PHILOSOPHO, s

SOLO INTRODVTTORE
DELLE SCIENTIA
MATH]HATICE,
DILIGENTEMENTE RASSETTATO, ET ALLA

ingey i il degno profeflore di el Scientie
o il uﬁ&uﬁ!{'ﬂuﬂﬂ Brilciano.

SECONDO LE DVE TRADOTTIONT

COMNFNA AMPLA ES'.I"G_-!‘!TIO?{,E
. dello fleffer radortore dimuono apgimia .
NIMEDIOCRE
TALMENTE CHIARA, CHE OG

E fumra 1a notitia, uuee Fffagio di Alounslrrs o
lﬂs!pn-'m fasslieh Beed capase 4 poreslo moendere

INTE REANITTATS, ¥T ALLA
A RIDOTTO PER AL DicKo

BRISCIANO.

ki - uu__n'wn coxmMODO

IN VENETIA, AppreffoCurtio Troiano. 1§65,

R Loyt Mavienlss
i s

Euclide Megarense philosopho solo introduttore delle scientie mathematice. Diligentemente
rassettato, et alla integrita ridotto, per... Nicolo Tartalea Brisciano. Secondo le due tradottioni. Con
una ampla espositione dello stesso tradottore di nuono. ...

. 'EV.CLIDE MEGARFNSE
"+ ACVTISSIMO PHILOSOPHO,
: $OLO INTRUDVITORE DELLE
£l 18 MATDEMATICE.
an:CE}.‘TpMENTL EHSSI.TT.&.TP. ET ALLA
wuirdmnpu}ldagm kf::;.dsmkm

CONDO 1T DVE TRADOITIONT,
Lo FNA AMPLA ESPOSITIONE
¥ u_dlllndr-nqgi-u.

A
TALMENTE CEIAMA, CHE OCNT MADTOCKSE
8 o i ot Rl o b i B Wiy
e Dacitd [, magress ol dnARRIEIE . "

IHT!NEI%LJWMNM. 1585,
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LAS PRIMERAS EDICIONES DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
EN LENGUAS VERNACULAS. LA EDICION EN FRANCES

"ol o4 Nt NS S J ".I-
LE QVATRIESME LIVRE
DES ELEMENTS D'EVCLIDE,

TRADVICTEN PR.AN(;OIS PAR
Pierre Forcadel de Bezies.

DEFFINITIONS.

1
A veftilipne fedit eftve defcrite
15D « lajjé::e reﬁ:'!ém, guant Ya chacun
Jy des angles dicelle figure qui eft defcrute,
N\=Z4 touchét Yn chacun coste d'icelle figure,
(S| enlaguelle elle est defcrre.
| ' FORCADEL,
Certainement fi lon prent vn
oinét en vn chacun cofte d'vne
rerectiligne, & on meine vne

ligne droi&e du premier au fecond, vne
ligne droicte du fecd au troifiefme,&e. /\
Etvnelignedroiéte du dernier au pre-

mier,lon aura defcrit en icelle vne figure d}q
reiligne,felon cefte deffinition.

2
Sembliblement aufSi la figwre [¢ dit oftre deferite 4 Lentonr de
lafigure , quit w;ffmgg:qhzfiaﬂegligﬁdefaiui len~
tour , 1. Y chacun angle de celle,a Lentour de laguelle elle
est defcrite. e .

Y
FORCADEL.
Certainement filon fait @
affer des lignes droites
ga.r tous _legga?lglc: d'vne N

Primera pagina con las definiciones del Libro IV de la primera edicién en francés de Los
Elementos de Euclides (Libros I-I1X). Se debe a Pierre Forcadel de Beziers (Paris, 1565).
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LAS PRIMERAS EDICIONES DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
EN LENGUAS VERNACULAS. LA EDICION EN INGLES

10—t O 1) 5Tl
THE ELEMENTS

OF GEOMETRIE i
of the moft aunci-
ent Philofophcr

EVCLIDE
of Megara.

Faithfully (now firit ) trans
Jlated into the Englifbe tonng , by
H. Billingfley,Citszen of London.
Whereunto are annexed certaine
Scholies, Anmotations,and Inwenti-
ons, of the beft Marhematizi-
ens, both of tyme past , und
8 this our age.,

very fruitfull Preface made by M. 1. Deg; |I574
Jpecifying the chuefe « M athematicall Sciéces, What S
they are and wherunto rmmﬁm:wbm,‘fﬁ, are
difelofed cerraine mew Secrets Mathesmaticail
and Mechanicall wnrill theft our daier, great ly milfed,

D 0 (LLTUD) oy
_Imprinted at London by Tohn Daye, -

Frontispicio de la primera impresioén en inglés (Londres, 1570) de Los Elementos de
Euclides. Se dice que la traduccion es de Sir Henry Billingsley, aunque cierta
critica histdrica se la atribuye a Jhon Dee, autor del prefacio. Esta portada esta
profusamente ilustrada con alegorias referentes a las Artes Liberales del
Cuadrivium pitagorico y a actividades de famosos geémetras y escritores clasicos.

Como anuncia el titulo, esta edicion ofrece «numerosos escolios, anotaciones e
invenciones de los mds importantes matemdticos antiguos y modernos» y mantiene
la tradicional confusiéon entre el autor de Los Elementosy el filosofo de Megara.
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LAS PRIMERAS EDICIONES DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
EN LENGUAS VERNACULAS. LA EDICION EN ESPANOL

LOSSEIS LIBROS

PRIMEROS DELA GEOMETRIA

DE EVCLIDES;

Traduzidos enlégua Elpadiola por Rodrigo gamorano Aftrolo
go y Mathematico,yCathedratico de Cofmogr por
fu Mageftad en la cala de la Contratacié ﬂﬂ.
Dmguios aljlluftre fedor Luciano de Neged,
Canonigo dela (anéta yglefia de Seuilla,

\y

Con licencia del Confejo Real.
En Scuilla en cala de Alonlo de la Barrera.
Yy 1576 M '

Eftatafladoen

Primera edicién en espaiol de Los Elementos de Euclides. Sevilla, 1576.

El manuscrito de la primera edicion en espaiiol se debe de R.Camorano, Catedratico
de Cosmografia de la Casa de Contratacién de Sevilla. Contiene los seis primeros
libros de Los Elementos de Euclides, redactados muy posiblemente a partir de la
edicion latina de Ratdolt. Esta edicién reproduce la errénea alusion al fildsofo
Euclides de Megara. El manuscrito original de Camorano se conserva en la Biblioteca
Nacional de Madrid y pertenecié al politico catalan Pi i Margall, presidente de la
primera Republica Espafiola.

La edicion de R.Camorano contiene sélo los seis primeros libros de los Los
Elementos. La primera edicion completa en espafiol no aparece hasta 1739.
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A partir de la edicion princeps en griego de Grynaeus y la edicién latina de Commandino,
Gregory realiza (Oxford, 1703) la primera edicion completa de las Obras de Euclides en
griego y en latin.

Una version hallada en un manuscrito del
siglo X (procedente de Ila Biblioteca
Vaticana), basada en una copia anterior a

LES OEUVRES Tedn, fue traida por Napoledn de Roma a

, Paris. Examinada por F.Peyrard, la utilizd
D’EUCLIDE, en su edicién en francés de Les Oeuvres
d’Euclide, traduites littéralement, d’apres
TRADUITES LITTERALEMENT un manuscrit grec tres-ancien, resté
inconnu jusqu’a nos jours (Paris, 1819).
J.Itard ha publicado una edicién critica de
Pae F. PEYRARD, esta version (Paris, Blanchard, 1966), que
constituye la version estandar en francés.

D'APRES UN MANUSCAIT GAEC TAES-ANCIEN , RESTE INCONND JUSQU'A KOS JOURS.

TRADUCTEUR DES CEUVRES D'ARCHIMEDE.
El octavo y ultimo estadio es la edicion
critica, Euclidis Opera Omnia (Tomos |-IV.
Leipzig, 1883-86) de J.L. Heiberg y
H.Menge, que por haber cotejado las
restantes versiones y utilizado numerosos
manuscritos, noticias, comentarios,
referencias y recensiones de Pappus,
Sexto Empirico, Proclo, Simplicio y otros
autores, debe ser la version mas

OUVRAGE DEDIE AU ROL

A PARIS, fidedigna, fijando definitivamente el texto
Chez C.-F. Parms, lmprimeur-Libraire, e de la Colombe, N+ §, en’la Ciw. griego tal como hoy IO conocemos. El
“""13]9 texto de Heiberg esta considerado, segun

opinién general, como la cumbre de la
Ciencia filolégica. Al texto griego le
acompafa, ademas, una traduccioén latina

La edicién de F. Peyrard de Los Elementos de del texto original.
Euclides (Paris 1819).

En la actualidad, la fuente mas completa de informacién sobre Los Elementos de Euclides y
la versibn comun de referencia entre los historiadores de la Matematica, tomada como la
traduccion estandar a partir del texto establecido por Heiberg, es la monumental obra de Sir
Thomas Heath, Euclid, the thirteen books of The Elements (Cambridge, 1909), cuya edicion
de Dover (New York, 1956) en tres volumenes, con su detallada introduccion y sus copiosas
y generosas notas y referencias a lo largo del texto, nos ha sido de gran utilidad.

En lengua castellana, una de las versiones mas utiles de Los Elementos de Euclides es la
edicién critica de M.L.Puertas (Gredos, Madrid, 1996), que dispone de un aparato critico,
sobre todo de caracter filolégico, que nos aclara cuestiones textuales. Ademas, tiene una
larga y magnifica introduccion de Luis Vega sobre Euclides, Los Elementos y su transmision
en versiones y ediciones a lo largo de la historia, incluyendo las esparolas.

También es muy digna de mencion la edicién en lengua castellana de F.Vera de Los
Elementos de Euclides que forma parte de su enciclopédica obra Cientificos griegos
(Aguilar, Madrid, 1970), en las paginas 689-980, y cuyas frecuentes y amplias notas, sobre
todo las de indole didactica hacen mas inteligible el texto euclidiano, aunque hay un
manifiesto abuso de notaciones modernas.

En cuanto a la edicion de F.Enriques (CSIC, Madrid, 1954), Los Elementos de Euclides y la
critica antigua y moderna, como reza el subtitulo contiene multitud de observaciones criticas
procedentes de las principales ediciones, asi como un repaso sintético de las noticias
histéricas sobre el origen de los teoremas, las variaciones y los aditamentos mas notables
que los sucesivos comentaristas han ido afiadiendo. Por desgracia esta obra solo alcanza a
los cuatro primeros libros de Los Elementos.
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LA EDICION CRITICA DE HEIBERG
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
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La Proposicion 1.47 (Teorema de Pitdgoras) en la edicion de Heiberg de Los Elementos de Euclides.

El texto de la edicion de Heiberg de Los Elementos de Euclides (Euclidis Opera Omnia, Tomos I-IV.
Elementa, Leipzig, 1883-86) se considera como el mas aproximado al original. Esta edicion se hizo
cotejando siete manuscritos considerados principales y un palimpsesto del museo Britanico.
Heiberg también consulté diversas notas y escolios presentes en los comentarios y referencias de
Pappus, Sexto Empirico, Proclo, Simplicio y otros. Para el abordaje de todo esta documentacién, el
gran helenista Heiberg pudo contar con la critica textual de finales del siglo XIX realizando un
eminente trabajo de coordinacién y conciliacién de las diversas tradiciones euclideas.

La edicion de Heiberg ha sido revisada por E.S.Stamatis en Euclidis Elementa (Leipzig,
Teubneriana, 1969-73, vols. I-IV; vol. V. Prolegomena critica, Libros XIV, XV Scholia, Leipzig,
1977), de cuyo examen resulta la confirmacién de la normalizacién del texto griego establecido por
Heiberg. 181
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Portadas de diversas ediciones modernas de Los Elementos de Euclides.

1. Euclid, The thirteen books of The Elements. Edicion en 3 volamenes de T.HEAT, Dover. New York, 1956.
2. Los Elementos de Euclides. Edicion de F. Enriques. CSIC, Madrid. 1954.

3. Elementos de Euclides. Edicion de F.Vera (en Cientificos griegos, pags. 689-980 , Aguilar. Madrid, 1970.)
4. Los Elementos de Euclides. Edicién en 3 volimenes de M.L.Puertas. Gredos. Madrid,1996.
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La dimensidén escolar y el valor didactico de Los Elementos de Euclides

En la introduccion general de Luis Vega de la magnifica edicién de Los Elementos de
Euclides en espanol de la Editorial Gredos, podemos leer (p.123):

«Ninguna otra fuente clasica de conocimiento ha tenido una historia tan rica y variopinta de
versiones, ediciones, epitomes y comentarios. [...] Los Elementos de Euclides, con todas sus
virtudes, no fueron recibidos como un texto sagrado, sino como un patrimonio perteneciente a
una tradicion viva, dispuesta a mejorar y afiadir lo que al parecer hiciera falta.»

Ya desde la época de Tedn en el siglo IV d.C. empiezan las modificaciones de Los
Elementos de Euclides inspiradas en razones de orden didactico que van reconvirtiendo la
obra euclidea en multitud de manuales con funciones escolares, a base de introducir lemas
en la antesala de las proposiciones, de interpolar diversos escolios, de afiadir suplementos y
explicaciones de algunos pasajes, todo ello con la finalidad académica de hacer el texto
euclidiano mas inteligible. De esta manera se van desarrollando a lo largo de toda la Historia
de la Educacion matematica los aspectos disciplinarios que iran metamorfoseando el Libro
de Euclides en una manual basico de Geometria. Ademas, como libro matematico, Los
Elementos de Euclides se han visto afectados por la evolucion de la notacion, es decir el
alfabeto matematico, ingrediente esencial de la Matematica como soporte de los conceptos,
de modo que la obra sufre la tendencia natural a normalizar el lenguaje matematico del
tratado. Como escribe Luis Vega en la aludida versién de Los Elementos de Euclides
(p.124): «[...] Asi quedo sellada su suerte histérica).»

En la tradicion escolar de la universidad medieval ocupaba un lugar privilegiado la
ensefianza de Los Elementos de Euclides, aunque limitada solo a los seis primeros libros de
la obra, que componian la parte de Aritmética y Geometria del Cuadrivium pitagérico, base
principal del curriculum medieval. El estudiante del Medioevo empezaba estudiando
Filosofia en los tratados de Aristoteles. Tras los estudios de Ldgica y Retérica se introducia
en las Matematicas (Aritmética y Geometria), a lo que seguia ciencias fisicas, tales como
Astronomia y Optica.

Aunque en la Edad Media los libros eran la base para el aprendizaje, eran muy caros y a
menudo muy dificil de encontrar, de modo que los textos medievales en general pertenecia
al maestro. La ensefianza se basaba en el dictado en lectura publica de los textos, seguido
de comentarios del maestro y debate posterior de los alumnos sobre los asuntos tratados.

Muchas de las versiones de Los Elementos de Euclides sobre todo las escritas en lenguas
vernaculas aparecen en el marco renacentista de la recuperacion, restauracion y divulgacion
del legado clasico y animadas por motivos practicos y escolares derivados de las
necesidades técnicas del momento e inspirados en programas de innovacién cultural y
educativa, a veces incluso al margen de la universidad tradicional.

Se habia dicho al principio que en lenguaje actual «Euclides es un gran maestro y su obra
fundamental un Libro de Texto». Con las ediciones vernaculas de Los Elementos, se
generaliza, como se ha visto, la sustitucion del silogismo por el «more geometrico» como
modelo demostrativo, de modo que Euclides se convierte no sélo en Profesor de Geometria
sino también y sobre todo en Profesor de Logica. Asi sucede sobre todo en la edicidon de
Commandino, que lleva unos prolegdbmenos muy ilustrativos con una peculiar vision del
desarrollo histérico de la Matematica y un énfasis en el rigor de las pruebas geométricas
euclideas como modelo paradigmatico de la transmisién escolar del trabajo matematico.

Como contrapunto a las ideas de Commandino, digno es de mencién otro prefacio euclideo
coetaneo. Se trata del Mathematical Preface de John Dee que antecede a la version
vernacula inglesa de Billinsgsley de 1570. Segun Dee las contribuciones de los matematicos
modernos que han bebido en las fuentes euclideas pueden compararse a las de los
clasicos. Pero si Commandino destacaba de las Matematicas ante todo el valor demostrativo
apodictico como ars disserendi, Dee pondera, por encima de cualquier otro valor, las
capacidades heuristicas como ars inveniendi, tan utiles a las multiples aplicaciones practicas
de las Matematicas como la ingenieria, la construccién, la astronomia, la cartografia, la
navegacion, el comercio, la tributacion, etc.
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Hay algunas otras ediciones de Los Elementos de Euclides que toman como base el texto
euclidiano, pero quieren ser auténticas exposiciones didacticas de la Geometria elemental,
y, en efecto, resultan ser las herederas o al menos guardan relacién con la tradicién
académica de la universidad medieval. Una de ellas es la del jesuita aleman C.Clavius,
profesor de Matematicas en el Colegio Romano de Roma, gran inspirador de la Ensefianza
de la Matematica en la época de Descartes, que incluia La Ratio Studiorum de los Jesuitas.

Clavius organizé un verdadero seminario de jévenes matematicos, destinados a proveer de
profesores de Matematicas a los colegios jesuitas. Aparte de excelente profesor, Clavius se
reveld6 como un magnifico escritor de libros de texto: Aritmética Practica (1583), Geometria
Préctica (1604), Algebra (1608), una edicién comentada de la Sphera de Sacrobosco (1591),
un compendio de Trigonometria y Astronomia ampliamente utilizado y muy encomiado por
Kepler y tuvo una importante intervencion en la reforma gregoriana del calendario. Clavius
publica en 1574 su célebre edicion de Los Elementos de Euclides, que tuvo reediciones en
1589, 1591, 1603, 1607, 1612 y 1674, lo que da idea de su valor. Ademas, a través de los
viajes de los Jesuitas a Extremo Oriente, gracias a Clavius, Los Elementos de Euclides
pudieron ser conocidos en la China y el Japon. Clavius relaciona en sus ediciones un total
de 1234 proposiciones, ya que afnade a las de los trece libros, los dos apdcrifos y otras 671
proposiciones propias. La exposicion de Clavius con su analisis y reelaboracion de la
Geometria de Los Elementos va pergefiando un modelo de exposicién matematica que abre
la via de lo que hoy conocemos como Geometria Euclidea.
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EL PREFACIO A LA EDICION BILLINGSLEY
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

El diagrama esquematico de las Ciencias y las Artes matematicas del Prefacio de Jhon Dee de
la edicion de Billingsley de Los Elementos de Euclides (Londres, 1570).
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LAS EDICIONES DE C.CLAVIUS
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1. Portada del Libro XV de la primera ediciéon de
C.Clavius de Los Elementos de Euclides (Roma, 1574).

2. Portada del Libro XV de la edicion de 1603 de
C.Clavius de Los Elementos de Euclides.

3. Pagina de la edicion anterior con la enumeracién de
las proposiciones del Libro I.

Las numerosas ediciones de Los Elementos de Euclides
de Clavius (1574, 1589, 1591, 1603, 1607, 1612 y 1674)
realizan una auténtica parafrasis y reelaboracién del
contenido de la obra euclidea, ya que tienen, como sus
otros manuales, una verdadera finalidad claramente
didactica, actuando como Libros de Texto, para impartir,
en los colegios de la orden de los Jesuitas, el curriculum
de Matematicas de la Ratio Studiorum. Gracias al trabajo
magistral de Clavius, el siglo de Descartes podia
disponer de un Euclides, no filolégicamente impecable,
pero si matematicamente muy instructivo.

A las 486 proposiciones de los 15 libros que atribuye a
Euclides (incluye los dos libros apécrifos), Clavius anade
otras 748 de su propia cosecha, ademas de numerosos
corolarios y escolios hasta alcanzar un total de 1234
proposiciones («in universum ergo 1234 propositiones in
nostro Euclide demonstrantur»).

La magna empresa euclidea de Clavius tiene un inmenso
valor didactico por la ingente cantidad de material
auxiliar y comentarios sustanciales que contiene. Por
todo ello las ediciones de Clavius ejercieron una
influencia decisiva en las subsiguientes versiones de Los
Elementos de Euclides, durante mas de doscientos afos.
Clavius que fue profesor del Colegio Romano fue
reconocido por sus coetaneos como el «nuevo Euclides».
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7 SVIER cadem refla linea, duabus eifdem rehis
lineis alie due refte linez 2quales , viraque verique,
non conftituentur , ad atiud atque aliud pundtum , ad
eafdem partes, eofdemque terminos cum duabus ini-
' Lo

-y

es interfe fuerine : Ec
latera aqualia inter
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OTRAS EDICIONES ESCOLARES DE LOS
ELEMENTOS DE EUCLIDES

DIALOGHI
GEOMETRICI

Che Ipicgano con facilita, e brevii li primi
fci Libri di Euclides
coMPOSTU
DAL I . VINCENIO ALFANI NAPOLITAND
DELL ' ORDINE DI S AGOSTINO,

E dati alle Stampe dal Sipmor
D. FILIPPO MARULLI
Eddomadario nell” Arcivelcoval Clicla di Sorrento,
e Commiffario Apoftohico nella mede-
fima Dioceli :
B EDICATA
AL MOLTO REVERENDO PADRE

F. FULGENZIQ BELLELLI

Maeflro, & Dottore in Sac. Teologia , ¢ Procuraros
Generale di tuo I'Ordine Erem. di
S AGOSTINO &

INPADOV A, MDCCXXV-

Per Gio: Bantita Conzatti.
CON LICENZA DE SUVPERIORT.

ELEMENTI GEOME fRIC-I
PIANI,ESOLTDI

DI EUCLIDE

POSTI BREVEMENTE IN VOLGARE

DAL REVERENDIFS. PADRR ARATH

D: GUIDO GRANDI
CAMALDOLESE

PROFESSORE DI MATEMATICA
NELL'UNIVERSITA DL PISA.

IN VENEZIA , MDCCLXXX,

Apprefio PreTmno SAaviow:
Sul Ponte de Baretteri all’ Infegra della Nave.

COM LICENZ.A DESUPERIOR!, E TRIFILEGID,

1. F.Marulli: Dialoghi geometrici che spiegano con facilita, e brevita li primi sei Libri di Euclide, Padua

(1725).

En la Introduccién de esta obra aparece una declaracién de principios dirigida «al lettore» donde el
autor dice que la obra es «un compendio de los seis primeros libros de Los Elementos de Euclides» que
tiene la mision de facilitar la practica de la Matematica elemental para «favorecer el ingreso de los

jévenes en esta ciencia y en toda otra ciencia».

2. G. Grandi, Elementi geometrici piani e solidi di Euclide, Venecia (1780).

En otras ediciones de Los Elementos de Euclides se apura mas todavia las licencias de la
parafrasis, obviando el rigor en la traduccion y la reflexion humanista sobre el significado
cultural y la base filoséfica, de acuerdo con la linea de los tiempos, puesto que el objetivo ya
no es de indole sistematizadora y critica sino mas bien de caracter practico, didactico y
formativo, con el propdsito principal de adaptar la obra de Euclides a las demandas de
dominio de la base matematica necesaria para atender la imprescindible formacion cientifica
y capacitacion técnica, exigidas sobre todo por la construccion y la ingenieria civil y militar.

Entre las ediciones de esta indole sobresale Elementa Geometriae Planae ac Solidae de
A.Tacquet, publicada en (1654), que por su alto nivel ejercié una considerable influencia con
una gran difusion que llegé acumular hasta 20 reediciones. El jesuita belga A.Tacquet fue
Profesor de Matematicas en Lovaina y Amberes. Tanto sus ediciones de Los Elementos de
Euclides como otros numerosos y excelentes tratados de Matematicas elementales fueron
utilizados, como libros de texto para la Orden.
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LAS EDICIONES DE A.TACQUET
DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

i AC SOLID A,
f"f.ﬂuw SELECT A
 CHIMEDE
EOREMATA.
UCTORE

DREA TACQUET

SOCIET AT'IS JESV
‘Sacerdore , & Mathefeos Profeflore.
N HAC NOVA EDITIONE INSERTA EST
 Trigowomeiria plana ejuidem anfforis , o
: - Spharica defimpta .

Ex Typographia Seminarii,
Supeviovam peyniifa.

1. Elementa geometriae planae (Padua, 1694).
2. Elementa Geometriae Planae et Solidae Amsterdam (1683).
3. The elements of Euclid (Londres, 1727).

Estas ediciones de Los Elementos de Euclides que contienen, ademas, diversos teoremas de
Arquimedes, son verdaderos manuales académicos que realizan una escolarizacion del texto
euclidiano para su adaptacion didactica a las necesidades practicas de formacién cientifica e
instruccién técnica de los profesionales, con fundamento en una determinada base matematica.

T Y T N N T o Pt P, =7 - L (e
ki
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La divulgacion de partes del contenido de Los Elementos de Euclides, que interesaban a las
necesidades practicas, conduce a una progresiva simplificacion y escolarizacién del texto
euclidiano, tras multiples procesos de parafrasis, adecuacion, aclaracién, reduccion y
compendio, que desbaratan mas o menos los propoésitos originales y seculares de las
multiples ediciones anteriores, pero lo adaptan positivamente a las necesidades académicas
de la Escuela, en un proceso imparable en el que la introduccion de los poderosos
algoritmos del Algebra, la Geometria Analitica y el Calculo Infinitesimal, transforman la faz
de la Matematica, con el correspondiente reflejo en la transmision didactica del conocimiento
matematico.

Por fortuna, todavia algunas importantes figuras
ELEMENTS matt_amética_s como Legendre valoral?an las
cualidades intelectuales de la obra de Euclides para
DE intentar resucitarlas en su obra Eléments de

v L + Géométrie de 1794. Como dice en el prélogo, su
(_I IL ON:[ ETRI ]'_'4, finalidad es presentar una Geometrl'ap qug «dé
satisfacciéon al espiritu». Legendre escribe que su
e e, objeto era «componer unos Elementos de Geometria

Pan A M. LEGENDRE, muy rigurosos». La obra de Legendre fue concebida
wrwuER BE CINSTITEY §Y 5R L3 LEOION WRUSHATE como Libro de texto con el afan didactico de facilitar la
W Lb SOEIETE BREALE Wa LoRBRES, o comprension de las ideas clasicas euclidianas a los
estudiantes de su época. Mediante un viraje hacia el
rigor l6gico y la demostracion, aunque sin desdefar la
aplicacion de consideraciones intuitivas a la
deduccion de los teoremas geométricos —cada paso
l6gico esta evidenciado intuitivamente—, Legendre
realiza algunas modificaciones sobre la obra de
Euclides, que al introducir de forma consciente ciertos
recursos de Aritmética y de Algebra, ajenos a Los
Elementos, facilitan la inteleccion del texto sin alterar
A PARLS, la materia geométrica. El libro de Legendre dominé la

CHEZ FILMIN MDOT FREGES, ensefanza de la Geometria durante mas de cien afios
b ! o i y tuvo hasta veinte ediciones en vida de su autor —

A ol después de los propios Los Elementos de Euclides es

el libro de Geometria mas difundido—, incorporando

DUATORZIEME EDITION,

(510

Eléments de Géométrie de A.M.Legendre,
(Paris, 1846, XIV edicion).

en cada una de ellas, en un segundo nivel de lectura,
los nuevos resultados geométricos que iban
apareciendo.

En la linea didactica de hacer todo lo inteligible que se pueda y facilitar el aprendizaje de los
teoremas del texto euclidiano, uno se puede encontrar versiones de Los Elementos de
Euclides para todos los gustos. Pero sin duda una de las mas originales y curiosas es la
publicada en Londres (1847) por el matematico Oliver Byrne, cuyo largo titulo explicativo es
bien descriptivo de su naturaleza, The first six books of the Elements of Euclid, in which
coloured diagrams and symbols are used instead of letters for the greater ease of learners
(véase el anexo con algunas de las mas importantes proposiciones de esta edicion desde el
punto de vista escolar y didactico). Es realmente una edicién inusual y muy atractiva que
cubre los seis primeros libros, es decir, la Geometria Plana elemental y las Teorias de la
Proporcion y de la Semejanza. En esta version se utiliza muy poco texto, la literatura
matematica imprescindible, porque su mayor parte ha sido sustituida por ilustraciones
coloreadas que son verdaderos diagramas explicativos de las construcciones de Euclides,
en los que juega un papel fundamental no sélo la forma sino sobre todo el color. La edicion
de Byrne es seguramente lo mas alejado del idealismo del espiritu platonico que intentaba
plasmar Euclides en Los Elementos, pero tiene un alto valor didactico, casi de Geometria
empirica, que nos retrotrae a la Escolastica medieval en el sentido de la necesidad de la
percepciéon como antesala del entendimiento.
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DEDICADOS
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DE LA COMPANTA
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N Marnnrden Ao Ao i waa.

1. The elements of Euclid explain'd in a new, but most easie method ... / Written in French by ... F.
Claud. Francis Milliet de Chales ... - 6th. ed. Londres (1720).

2. Elementos geometricos de Euclides, dispuestos en methodo breve y ficil para mayor comodidad
de los aficionados, y uso del real Seminario de Nobles de Madrid. Su autor ... Gaspar Alvarez
de la Compaiiia de Jesus... Madrid (1739).

Estas ediciones de Los Elementos de Euclides, como otras muchas que invaden el mundo
académico e ilustrado, pretenden una progresiva y audaz simplificacién del texto euclidiano para
adecuarlo a una mejor escolarizacion y proporcionar mayor facilidad y comodidad de inteleccién
a estudiosos y aficionados.

El alto valor educativo que tienen Los Elementos de Euclides es un lugar comun al que se
hace referencia de multiples formas en muchos de los compendios didacticos, ponderando
el gran valor formativo de Los Elementos en lo que concierne al orden y al rigor
demostrativo, de modo que, como sefnala un anénimo traductor espafiol del siglo XVIII que
titula su version de Euclides como Tratado de Geometria, la lectura de Euclides «no sdlo
hace gedmetras [a los jovenes] , sino que insensiblemente los va habituando a ser
excelentes 16gicos.».

En suma, la obra euclidiana, por su gran valor didactico y su caracter de sintesis, ha tenido
una amplia y fructifera dimension escolar; ha sido un cuerpo de doctrina de lectura obligada
para todos los estudiantes de Geometria durante veintitrés siglos; ha inspirado todos los
manuales escolares de Matematicas, algunos de los cuales han copiado literalmente
definiciones y teoremas de Los Elementos de Euclides, que aun hoy siguen siendo la base
toda disciplina cientifica matematica en la Ensefianza Secundaria, determinando el orden
I6gico secuencial y por tanto la ordenacion curricular de los diversos capitulos de los libros
de texto de la Matematica elemental. Esto en cuanto al ambito informativo de la Matematica
escolar. Pero también hay mucho que decir sobre los aspectos formativos. La obra de
Euclides se convirti6 de inmediato en modelo paradigmatico del razonar deductivo del
intelecto humano, donde la ilacién irreprochable de los diversos argumentos remontandose
en ultima instancia a los principios admitidos, dan una coherencia general al sistema,
imponiéndose el rigor apodictico de la demostracién por encima de la intuicién, la opinién y
el juego retdrico de la persuasién, primando la sencillez y la exactitud matematicas y la
univocidad semantica sobre la sinonimia, conjurando el riesgo de la equivocidad. Como bien
sefala J. de Lorenzo (/Introduccién al estilo matematico. Tecnos, Madrid, 1971, pag.57):

«La expresion more geometrico se llegd a convertir en sinbnimo de more I6gico. El término
gedmetra todavia hoy designa al insigne matematico. Y no sélo modelo del razonar, modelo de
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lenguaje. Todavia se ha mantenido [Los Elementos de Euclides] como ensefanza obligatoria del
escolar tanto por su aspecto deductivo como por el aspecto del manejo preciso, riguroso, de los
términos, de las proposiciones.»

Desde los tiempos de Platén se ha proclamado que las Matematicas ejercen una influencia
educativa decisiva en la formacion y desarrollo de la inteligencia, por lo que es una
obligacion del Estado proporcionar a la juventud una buena formacién matematica. Asi lo
proclama Platén en un tono solemne, metafisico y casi religioso, de estilo pitagérico, en
forma de dialogo entre Sécrates y Glaucon, poco después del Mito de la Caverna, en el
Libro VI de La Republica (525a—533b):

«[...] Convendra imponer esta ensefianza [la Geometria] por medio de una ley y convencer a los
que deban ocupar los puestos de gobierno de la ciudad para que desarrollen su gusto por estas
ciencias. [...] Con estas ciencias se purifica y reaviva el 6rgano del alma, cegado por las demas
actividades. [...] Cuidemos de que aquellos a los que hemos de instruir no se apliquen a un estudio
imperfecto de estas ciencias. [...] Por ellas puede elevarse la mejor parte del alma a la
contemplacion del mejor de los seres. [...] A ellas atribuimos la aprehension de una parte del ser.»

De hecho el término pitagorico Matematica derivado, como se ha dicho, del griego mathema,
significa «lo ensefiable por antonomasia», precepto recogido por la tradicion pedagogica que
ha considerado siempre a la Matematica como la clave para la forja del intelecto, de ahi el
puesto de honor que le ha reservado en todo tiempo y lugar.

Concluyendo, mas alla de su inconmensurable valor cientifico o como documento histérico
relevante, construidos bajo la linea programatica del idealismo platdnico reiteradamente
apuntado, los argumentos apuntados otorgan a Los Elementos de Euclides, en la Historia de
la Educacion, un valor pedagdgico afadido.

Caricatura del rostro de Euclides realizada con componentes geométricos de algunos
teoremas de Los Elementos: cuadrados del Teorema de Pitdgoras, poliedros, angulos
en semicirculos, paralelas, aplicacién de las dreas, etc. EL autor es B.Artmann, autor

de Euclid-The Creation of Mathematics. Springer. New York, 1996. 191



Consideraciones finales sobre Los Elementos de Euclides

Con alguna ligera laguna u omision, Los Elementos de Euclides constituyen una magnifica
estructura de ingenieria légica y matematica, hilvanada en 465 proposiciones, todas
verdaderas, que han resistido la implacable prueba del tiempo. Ninguna otra obra cientifica
coetanea resiste una minima comparacion con Los Elementos. ¢quién basaria hoy la
explicacion del movimiento de los planetas o el funcionamiento del corazén en los textos
clasicos griegos? Sin embargo la confianza en Euclides es practicamente ilimitada. Su obra
es imperecedera, porque su legitimidad se basa en la sagacidad y en la sutileza de la razén
y no depende de nueva acumulacion de datos o de la construccion de instrumentos mas
perfeccionados.

B.Levi escribe en el prélogo de la mencionada obra Leyendo a Euclides (pp.20, 21):

«Los Elementos de Euclides constituyen la composicion cientifica mas antigua y extensa que
nos ha llegado en una integridad casi perfecta; y, suerte singular, composiciéon de una ciencia
que no ha cambiado desde entonces sus fundamentos; de modo que su lectura, todos lo
saben, ha quedado en todo actual; suerte singular, [...] cuando pensamos que no le han faltado
a veces, y aun en tiempos recientes, los ataques del empirismo para quitarle su aureola de
verdad fisica, los que sin embrago han dejado inalterada su importancia como verdad practica y
como fundamento teérico de toda matematica.»

¢ Seran Los Elementos de Euclides una recopilacion mas o menos buena que un modesto
profesor ha redactado en forma de apuntes dtiles para sus alumnos y que ha tenido la suerte
de parecer Utiles también a muchas personas cultas y a muchos alumnos de las generaciones
siguientes? ;o sera desatinado emprender la lectura imaginando al fildsofo matematico, que
tiene fe en el valor moral de la capacidad razonadora del hombre, y que prueba sus fuerzas en
la construccién de un monumento deductivo, que no tiene otro fin que el alegrase al mirar como
parece la realidad plegarse para hacerse espejo de la invencion abstracta.»

Los Elementos de Euclides marcan uno de los hitos mas importantes de la Historia de la
Cultura y de la Ciencia porque como codificacion de los fundamentos de la Geometria de la
regla y el compas establecieron un férreo paradigma de exposicion y de demostraciéon en
Matematicas, convirtiéndose en una obra maestra candnica que ha permanecido vigente e
insuperada durante 2300 afios, siendo para profesionales y aficionados a las Matematicas,
lectura tras lectura, una fuente inagotable de fruicién intelectual, de goce supremo por la
agudeza, el ingenio y el artificio de una elegante argumentaciéon matematica.

Cada version de Los Elementos de Euclides ha sido un nuevo monumento a la persistencia
de la memoria de su cabal autor, en homenaje de quién recordamos de nuevo todas las
citas de textos de ilustres personajes, cientificos, historiadores y pedagogos, que hemos ido
a las que, ahora, afadimos las siguientes referencias:

e Se dice que Lincoln presumia de «haber aprendido a pensar con lbégica leyendo los
Elementos de Euclides»; asi lo da a entender en un esbozo autobiografico: «Tras la
lectura de todas las proposiciones de los seis primeros libros de Euclides, encontré el
sentido de lo que significa demostrar» (J.Mellon: The Face of Lincoln, Viking, New York,
1979, p.67).

e Einstein refiriéendose a Euclides y a Los Elementos, decia: «Es maravilloso que un
hombre sea capaz de alcanzar tal grado de certeza y pureza haciendo uso exclusivo de
su pensamiento» (Sketch autobiografico sobre A.Einstein. Philosopher-Scientist.
P.A.Schilpp, 1951); y también: «Si Euclides no es capaz de encender tu entusiasmo
juvenil, entonces no has nacido pasa ser un pensador cientifico» (Americam
Mathematical Montly, vol.99, n°8, 10/1992, p.773).

e Hilbert pondera la obra euclidea con estas palabras: «la importancia de un trabajo
cientifico como Los Elementos de Euclides puede medirse por el numero de
publicaciones previas que convierte en lectura superfluay.

e En el mundo de la ficcion el propio Dr.Watson comparaba los poderes de deduccion de
Sherlock Holmes con la capacidad demostrativa de Euclides: «Sus conclusiones fueron
tan infalibles como las numerosas proposiciones de Euclides.»
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LA EDICION

DE O.BYRNE (1847)

DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
Colbeck collection (Library of the University of British Columbia)

THE FIRST SIX BOOKS OF

THE ELEMENTS OF EUCLID

IN WHICH COLOURED DIAGRAMS AND SYMBOLS
ARE USED INSTEAD OF LETTERS FOR THE
GREATER EASE OF LEARNERS

e

BY OLIVER BYRNE

HER MAJESTY

SURVEVOR OF EMENTS IS THE FALKLAND ISLANDE

AND AUTHOR GF 3 U5 MATHEMATICAL WORK:

LONDON
WILLIAM PICKERING

1847

La ediciéon de Oliver Byrne de Los Elementos de
Euclides : The first six books of the Elements of
Euclid, in which coloured diagrams and symbols are
used instead of letters for the greater ease of learners.

Es una version muy peculiar de los seis primeros
libros de Euclides, es decir, la Geometria Plana
elemental, en la que el matematico Byrne, reduce al
minimo el texto aclaratorio de las proposiciones y
teoremas euclideos, siendo reemplazado por un
despliegue inusitado de preciosas ilustraciones en
color que son magnificos diagramas descriptivos de
las construcciones de Euclides, que «entran por los
ojos», y en los que la fuerza sensorial de la percepcion
visual de las figuras refuerza la inteleccion de los
teoremas y problemas geométricos. Por ejemplo, la
igualdad de ciertas magnitudes se prueba mediante la
identidad de forma y color, de modo que, como
escribe Byrne en su larga introduccién explicativa, la
verdad se pone de manifiesto con la «demostracién
ocular», en la que juega un papel fundamental no sélo
la forma sino sobre todo el color. La edicién de Byrne
es un sacrilegio para el idealismo platénico que
presidia Los Elementos de Euclides, pero tiene un alto
valor didactico, casi de Geometria empirica.

PROPOSICIONES DEL LIBRO I EN LA EDICION DE O.BYRNE

1 ‘ﬁ“‘%ﬁ%’i&
Eucliv,
BOOK 1.

PROPOSITION I. PROBLEM.

trmi trian, gf:-

Deicribe

(poftulate 3.); draw and == (poft. 1.).

then will E be equilateral.

(def. 15.);

ANd w— o — (def. 15.),

For semmm =

= = (axiom. 1.);
and therefore > is the equilateral triangle required.

Q. E.D.

22 BOOK I. PROP. XXII. THEOR.

Jum of any

two greater than
the third, to confiruét a tri-
angle whafe fides fhall be re-
JSpedtively equal fo the given
lines.

—_—— (pr- 3.)-

} (pr. 2.).

With =——— and s a5 radii,

defcribe @ and @ (pott. 3.);
draw and

then will

rye—

i be the triangle required.

% % (contt.)

Q.E.D.

FOr mm— — —————

|
|}

and -=e=-

Proposiciéon 1.1. Construir un tridngulo
equilatero sobre un segmento dado.

Proposicion 1.22. Construir un triangulo con
tres segmentos iguales a otros tres dados.
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PROPOSICIONES DEL LIBRO I EN LA EDICION DE O.BYRNE

12 BOOK I. PROP. XII. PROB.

@O draw a
H SEraight  line
)’.; perpendicular
el 10 o given
, & dndefinite firaight e
. I (e ) fromagiven

(paint /I\ ) without.

‘With the given point A as centre, at one fide of the

capable of extending to

line, and any diftance

the other fide, defcribe \/ N

Make

= m—— (pr. 10.)

draw 5 and o

then e——— ]l —

For (pr. 8.) fince e—— e (conit.)

e cOmmon to both,

ANd — e (defl 15.)

B . =. 5 and

o mm— | e—— (def. 10.).

Q. E.D.

BOOK I. PROP. XIII. THEOR, 13

HEN & firaight line
( ) fanding
upon anather firaight
line (

makes angles with it; they are

cither two right angles or together

equal to twa right angles.

If be L t0 e then,
£7 TR
But if be not L to B

draw e— e 3 (pr. 11.)

+I-(D,
-R-7.a
+- +'+A(am.)
Y Y WA

Proposicion 1.12. Dada una recta indefinida,
trazar desde un punto que no esté sobre ella
una recta perpendicular.

16 BOOK I PROP. XVI THEOR.
§F o e of

trian- \

gl (i )
is produced, the external

angle ( '\) is

greater than either of the
internal remote angles

(‘ or ‘)»

Make = = ==-=== (pr, 10.).

Draw e and produce it until

5 draw

(contt. pr. 15.), . ' — ‘ (pr. 4.),
£ AT §

In like manner it can be fhown, that if =esssssss

be produced, ‘ = ‘, and therefore
'\ which is = ‘ = ‘

QE.D.

Proposicion 1.16. Si se prolonga uno de los
lados de un triangulo, el dngulo externo es
mayor que cada uno de los dngulos internos y
opuestos.

Proposicion 1.13. Si una recta levantada sobre
otra forma angulos, seran rectos o igual a dos
rectos.

20 BOOK I. PROP. XX. THEOR.

A

MY ond  — o

A\
triangle

faken together are greater than the

third fide (m—m—m).

Produce e, and
MAKE = mmmmm I — (pr. 3.);

draw

Then becaufe ==wau- = e (contft.),

‘ = ‘ (- 5)
C ‘ (ax. g.)
£

and ,*, + E=

(pr- 19.)

Q.E.D

Proposicion 1.20. En todo tridngulo dos lados
cualesquiera en conjunto, son mayores que el
otro lado [desigualdad triangular].
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PROPOSICIONES DEL LIBRO I EN LA EDICION DE O.BYRNE

30 BOOK I. PROP. XXIX. THEOR.

B STRAIGHT /i

( ) falling on
twa parallel fraight
z ( mmmes 41
), makes the alternate
angles equal to one ancther ; and
alfo the external equal to the in-
ternal and oppofite angle on the
Same fide ; and the two internal
angles on the fame fide together
equal to two right angles.

and ‘ be not equal,

R
, making u%% e (pr- 23).
Therefore esssss= ||

For if the alternate angles

draw

(pr. 27.) and there-
fore two ftraight lines which interfeét are parallel to the
fame ftraight line, which is impefiible (ax. 12).

‘ are not
unequal, that is, they are equal: @% i ‘ (pr. 15);

- ‘ e ‘, the external angle equal to the inter-

nal and oppofite on the fame fide: if be added to

Both, then ‘ +' =‘= ﬂ%la)-

That is to fay, the two internal angles at the fame fide of
the cutting line are equal to two right angles.

Hence the alternate angles

Q.E.D.

BOOK I. PROP. XXXII. THEOR.

33

__| any fide )
i} of a triangle be pro-

duced, the external

angle ) is equal

ts the fum of the two internal and

oppafite angles and ‘ )z

and the three internal angles of
every triangle taken together are
equal to tws right angles.

Through the point / draw
Il

(pr- 31.).

Then ‘ = % (pr. 29.),

A= e
and therefore

+‘+‘=i=ﬂl

(pr- 13.).

Q.E D.

Proposicion 1.29. Una recta que incide sobre
dos paralelas forma angulos alternos iguales
entre si.

BOOK I. PROP. XXXVI. THEOR. 17

YARALLELO-

GRAMS

/ 3
ane sn
L ‘ and /

[ bafes, and between the

e parallels, are equal.

——— == e, by (pr. 34, and hyp.);
;e — = and || ——

and || smease= = (pr. 33.)

And theretore / is a parallelogram :

= [pr. 35)

Proposicion 1.36. Los paralelogramos
colocados sobre bases iguales y entre las
mismas paralelas son equivalentes.

Proposicién 1.32.Los tres angulos internos
del tridngulo son iguales a dos rectos.

42 BOOK I. PROP. XLI. THEOR.

F a paral- .

3 lelogram \
and a triangle “ are upon
the fame bafe and between
the fame paraliels =emmmmm and

» the parallelogram is double
the triangle,

Draw

Then \ = 4(% 37-)
\ = twice (pr- 34-)
= twice A.

the diagonal ;

Proposicion I.41. Si un paralelogramo tiene la
misma base que un tridngulo y estan
colocados entre las mismas paralelas, el
paralelogramo es doble que el triangulo.
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EL TEOREMA DE PITAGORAS (1.47, 148 y V1.31)

EN LA EDICION DE O.BYRNE DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

48 BOOK I. PROP. XLVII. THEOR.

right  angled triangle

— . .
: hypotenufe i equal 17
3

the fim of the fquares of the fides, (e

and ).

06 c——,  — a0

defcribe fquares, (pr. 46.)

Draw esssssssss ” —=smes (pr. 31.)

allo draw —— A —

Toeach add . .. = [ .

— T mmmeme Q[ — = eeesme==]

A I

Again, becaufe

o || wemmmmman

BOOK I. PROP. XLVII. THEOR.

= twice 4,
and . = twice ‘;

In the fame manner it may be thown
that . = N:;

hence

49

50 BOOK I. PROP. XLVIII. THEOR.

N the fruare

& of ome fide
¢ ) o
et a triangle i
..". equal to the fquares of the
o other twa fides |,
.." AN s, the anigle
( ) fubtended by that
< fide is a r.-'gﬁrt angle.

Draw sassssse= d e a1d == e— (prs.11.3.)

and draw sessssss= alfo.

Since me=mmmsms=m = = (cOnIt.)

i ! —" H

Wy mm— -7 o B o y
but memmm-t + ——— T - -t (pr. 47.)
and ‘4 = * (hyp)

. 2 2
P ]
o' memesmm ==

confequently . is a right angle.

Q.E.D.

Sam of the figures on the other fides.

BOOK V1. PROP. XXXI. THEGR. 259

F any fimilar retilinear
Sgures be fimilariy deferibed
| on the fides of a right an-

gled eriangle --:}._. )» the figure
deferibed on the fide (e ) fieb-

tending the right angle is equal to the

From the right angle draw e perpendicular

PO e ———
then sssams < =<
(B. 6. pr. 8)
(B. 6. pr. 20)
but - = - £D muesss me— amamsannnn

but smmesssses + — T suamms —
i -, W+ -l
QU E. D

4
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TEOREMAS DE TALES (1.5, 1.15, 1.26)
EN LA EDICION DE O.BYRNE DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

BOOK I. PROP. V. THEOR. 5 BOOK I. PROP. XV. THEOR. 15

& N any ififecles triangle
\‘y ‘,‘.. A if the egual fides
matie—B| be produced, the external

ang:’r.r at the bafe are equal, and the
internal angles at the bafe are alfe

equal. 3
gles W and ‘, .
Produce e and
» (poft. 2.), take and . are equal.

— (pr 2.)3

Araw e—— 0 e—

A + @ =
Then in and we have,
/ \ ‘ + - =
o e— (conit.), Awmmen to

both, and = = =——— (hyp.) .’ A= A : A = 2
2 e ’ = ‘ s In the fame manner it may be thown that
Again ; and : we have = . - i
in = -
' = ‘ AN —  — QE. D
l/ 3 \Saml = (pr. 4.) but
"—:‘,.'.‘:‘(Jx.g.)

Q.E.D.

A > [P right lings (—m—
’:‘_‘2' and ———=) interfeit one
‘ another, the vertical an-

Proposicion L5. En los tridngulos isosceles, los ~ Proposicion 1.15. Si dos rectas se cortan, forman
angulos en la base son iguales entre si [Pons angulos opuestos por el vértice iguales.
asinorum medieval].

26 BOOK I. PROP. XXVI. THEOR. BOOK I. PROP. XXVI. THEOR. 27

Case I ‘
but = (byp.)

F towo triangles
| Aavetwo angles and therefore — , which is abfurd ;

2 of the one re. hence neither of the fides s and s— - js
b Jpeciively equa greater than the other; and .*. they are equal;
0 two angfa of the other, 4 S d d
o — — and —_ 5 (pr-4.)-
and

CASE II.
Case IL ‘ d )y auda fide

of the one equal 1o a fide o Again, let s = m— which lie oppofite

the ather fimilarly placed the equal nngles ‘ and ‘ If it be poﬂible let
with refpedd to the equal

angles, the remaining fides b
it draw
and angles are refpectively
equal to one another.
i ThtnmAandLuehavc—_—— —
CASE L .
Let wmmme = and which lie between s — and s
the equal angles be equal, . ‘
then I= e, (P d)
For if it be poffible, let one of them  wsmese be but A = ‘ (hyp.)
greater than the other; ‘ e
oA = ; e S e ‘ which is abfurd (pr. 16.).
Confequently, neither of the fides sm—————gp e—————
greater than the other, hence they muft be equal. It
n and we have g

follows (by pr. 4.) that the triangles are equal in all

——:_,A:&,_=___; refpedts.
‘ = ‘ (pr-4.)

Proposicion 1.26. Si dos triangulos tienen dos angulos y un lado iguales, ya sea este lado el
situado entre los angulos iguales o el subtendido por uno de los angulos iguales, tendran
iguales los otros dos lados y el tercer angulo. 197

Q.E.D.




TEOREMAS DE TALES (I11.31, V1.2)
EN LA EDICION DE O.BYRNE DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

BOOK III. PROP. XXXI. THEOR. 15

FIGURE I

g N o circle the angle in df?p’l{r, irele i a right
?‘) angle, the rmg,"f n a figment greater than a
| _/:mmrcz’e is acute, and the angle in a fig-
B prent lofi than a fimicircle is obtufe,

FIGURE L

The angle \ in a femicircle is a right angle.

Draw N0 —

‘ — and A = ‘ (B. 1. pr. 5.)
A+A-D-

right angles = a right angle. (B. 1. pr. 32.)

the half of two

FIGURE IL FIGURE II

The angle ‘ in a fegment greater than a femi-

circle is acute.

Draw

the diameter, and  —————

i ' = a right angle
S ‘ is acute,

——

116 BOOK III. PROP. XXXI. THEOR.

FIGURE III.

The angle ‘ in a fegment lefs than femi-

circle is obtufe.

FIGURE 1II.

Take in the oppolite circumference any paint, to

which draw ee—— AN ———

+ @ - (N

(B. 3. pr. 22.)

but o | ﬂ (partz.),
s ‘ is obtufe.

Becaufe

Q. E.D.

Proposiciéon II1.31. En un circulo el angulo
colocado en el semicirculo es recto; el que esta en
el segmento mayor es menor que un angulo
recto; el que esta en el segmento menor es mayor
que un angulo recto; y ademas, el angulo del
segmento mayor es mayor que un angulo recto y
el angulo del segmento menor es menor que un
angulo recto.

BOOK VI, PROP. II. THEQOR.

214

R a firaight line e——
be drawn parallel to any
Side amusmmmenmn of a tri-

i ongle, it fhall cut the other
fides, or thefe fides produced, inta pro-
portronal fegments.

-
-
o

)

And if any flraight line ee——m
divide the fides of a triangle, or thofe
Sides produced, ints proportional fig-

wents, it is parallel to the remaining

7 —

Let then fhall

e 2 weassmmas,

3 L,
'.V : 4 Bt %, (B.5.pr7)ibut
.\‘ pit
B
l -/- : '1:"-.“ Il e— 0 e (B. 6. pr.1),
% H’

(B. 5. pr. 11).

BOOK FI. PROP, II. THEOR. 213
PART 1I.
Let T metemarmas 3% a. = 1 eammsmme- =
then ——— || s=mmse=-
Let the fame conftruétion remain,
becaufe 1 aremamans ) 7:
Ui Qe — -t atssemes 22 : "-__ . :.'

B. 5. pr. 9);

but they are on the fame bafe asmamsram , and at the
fame fide of it, and
1. pr. 39).

[P | ——

Q. E.D.

Proposicion VI.2. Si se traza una recta paralela
a uno de los lados de un tridngulo, cortara
proporcionalmente los lados del triangulo. Y
si se cortan proporcionalmente los lados de un
tridngulo, la recta que une los puntos de
seccion serd paralela al lado restante del
triangulo.
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LOS TEOREMAS DE APLICACION DE LAS AREAS DE LOS LIBROS I y II
ENLA EDICION DE O.BYRNE DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

46 BOOK I. PROP. XL¥. PROB.

geosan| O confirult a parallelsgram equal
to a given redlilinear  figure

( » ) and having an
4“\

angle equal to a given reélilinear angle
M

Draw

AN e dividiing

the recilinear figure into triangles.

Conftruct ': ‘
‘ having = .(pr.4z.}

10 e apply =

having ' = ‘ (pr. 44)
w——q-mw‘r='>
having . = . (pr- 44.)

7
and l is a parallelogram. (prs. 29, 14, 3°:)

having Ml = M.

Q.E.D.

56 BOOK II. PROP. IV. THEOR.

F a flraight line be divided
L0 QNy 1100 PArts emm—m—
Ol the fquare of the whole line
=ll| i equal to the [quares of the
parts, rvgr{ﬁer wwith twice the reflangle
contained by the parts.

e e

[WICE mmmm o

Deferibe (pr. 46, B. 1.)
Araw  ee— === (poft. 1.),
] L e e 1)
Pl TR e e

4.
a-d-...
.4 -d

(pr- 5, B.1.),

Proposicion 1.45. Construir

una figura rectilinea dada.

en un angulo
rectilineo dado un paralelogramo equivalente a

Proposiciéon II.4. Cuadrado de un binomio:
(atb)2=a2+b2+2a.b.

6o BOOK II. PROP. V1. THEOR.

N F a firaight line be
bifected e

pornt
the r(&‘(mgf: contained by Mg
whole line fo increafed, and the
part produced, together with the
JSquare of half the line, is equal
ta the fquare of the line made up
of the half, andthe produced part.

—_— I —

|
|
Deferibe (pr. 46, B. 1.), Araw e—
el B
and ] (pr- 31, B.1.)
aneam H ———

-:-::- (prs. 36, 43, B. 1)

but. = ——* (cor. 4, B. 2.)

70 BOOK II. PROP. XIV. PROB.

W| draw a right line of
| which the fyuare fhall b
equal fo a given redi-
linear figure.

Suck that,

-9

Produce semm—until se——— = i

(pr. 10, B. 1.),

Deferibe ‘ ! (poft. 3.),

and produce to meet it: draw ————,
2

O] —

take mmmscsce =

1 ]

T e eerm— e et

(pr. 5, B. 2.),

i ’ =— ‘-(conﬁ.lx‘ 2.) :
. — W
Q.E.D. QED
Proposicion IL.6. Solucién geométrica de la Proposicion IL1.14. Construir un cuadrado

ecuacion cuadratica ax+x2=b2

equivalente a una figura rectilinea dada
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PROPOSICIONES DEL LIBRO III EN LA EDICION DE O.BYRNE

—

102 BOOK III. PROP. XX. THEOR.

FIGURE 1

?‘ E angle at the centre of a circle, is doubls

BBA che angle at the circumference, when they
: have the fame part of the circumference Jor
(aasioald| //cir b

FIGURE L

Let the centre of the circle be on ————eee.

a fide of &.

Becaule mm— == —_—

5@ — ‘ (B. 1. pr. 5.).

But ‘ 0 :ﬁ + ‘,
or ‘ = twice &1 (B. 1. pr. 32).

FIGURE 1I. FIGURE II.

Let the centre be within & » the angle at the

circumference; draw  m—— from the angular

point through the centre of the circle ;

vl = Poi B = |,

becaufe of the equality of the fides (B. 1. pr. 5).

BOOK IIl. PROP. XX. THEOR. 103

Hence ,‘ —+ l'f' + = twice ( .

= €+ P

»-h,a,
.‘.-_—.:wicc ‘ .

FIGURE IIL. FIGURE IIL

Let the centre be without ( and

draw e | the diameter.

Becaufe ' = twice v; and
'z twice W (cafe 1.);

A = twice (.

Proposicién II1.20. En un circulo el angulo que
tiene su vértice en el centro del circulo es doble
del que lo tiene en la circunferencia cuando
ambos angulos abarcan el mismo arco.

104 BOOK III. PROP. XXI. THEOR.

FIGURE L

HE  angles ( ‘ 5 ‘ ) i the fame

M| Jegment of a circle are equal,

FIGURE 1.
Let the fegment be greater than a femicircle, and

draw

and =———— to the centre.

. = twice ‘ or twice = ‘

(B. 3. pr. 20.);

- - 4.

FIGURE II.

FIGURE II.
Let the fegment be a femicircle, or fefs than a

femicircle, draw —————pe diameter, alfo draw

-4V )

Q E.D.

BOOK III. PROP. XXVII. THEOR. Pl

@ N equal circles, an

the angles é and A which fland upon equal

arches are equal, whether they be at the centres or at

the circumferences.

For if it be poffible, let one of them

‘ be greater than the other g{%

and make

S Nt = e (B. 3. pr. 26.)
but S\ = *m.e (hyp.)
S N = N 2 part equal

=
", -
L

to the whole, which is abfurd ; ,*, neither angle
is greater than the other, and

.. they are equal.

Q. E. D,

Proposicion II1.21. En un circulo los angulos que
abarcan el mismo segmento circular son iguales entre
si.

Proposicion II1.27. En circulos iguales, los dngulos
que abarcan arcos iguales son iguales, tanto si
tienen el vértice en el centro como si lo tienen en la
circunferencia.
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PROPOSICIONES DEL LIBRO III EN LA EDICION DE O.BYRNE

BOOK I[II. PROP. XXII. THEOR.

G
wy
o

BOOK IIl. PROP. XXXIII. PROB.

2] N a grven firaight line e
¥ 1 deferibe a fegment of o

circle that fhall contain an
| rmgie equal to a given angle

DDA

If the given angle be a right angle,
bife& the given line, and deferibe a
femicircle on it, this will evidently
contain a right angle. (B. 3. pr. 31.)

fi
g |
and ' H ' and

V of any quadrilateral figure in-

[eribed in a circle, are together equal to

twa right angles.

Draw and

If the given angle be acute or ob-
tufe, make with the given line, at its extremity,

the fame fegment are equal ': ‘, AR = ‘ , draw e—— ] —— and
and ' - ‘; make ' — ' , defcribe O

i 4, Ao wit or as radius,

“ + ' ’ + v '_ or they are equal.

—— isa tangent t B. 1. pr. 16.
two right angles (B. 1. pr. 32.). In like manner it may g 'y O (B. 3. pr. 16.)

be fhown that,

the diagonals; and becaufe angles in

o' mmmmme  divides the circle into two fegments

capable of containing angles equal to
9.6.m Pid

, which were made refpectively equal
Q. E. D. to 0 and ‘ (B. 3. pr. 32.)

S QED, |
Proposicion II1.22.:En los cuadriliteros colocados en| | Proposicion IIL.33. Sobre una recta dada, construir
un circulo los 4dngulos opuestos equivalen a dos| | un segmento de circulo que comprenda un angulo
rectos. igual a un dngulo dado [arco capaz de un dangulo].

120  BOOK III. PROP. XXXV. THEOR, BOOK IIl. PROP. XXXVI. THEOR. 121

FIGURE I.

F two chords I ,.......} n a circle

| interfelt each other, the rrf}‘arxga’a contained
i by the fegments of the ome is equal to the
reﬂ‘ng.’e contained by the fegments of the ather.

s [ from a point without a FIGURE L
circle twe fIraight lines be
| drawn to it, one of which

— {5 @ tangent to

the circle, and the other === ee:—m——

FIGURE 1 cuts it 3 the rectangle under the whole

If the given right lines pafs through the centre, they are cuting Jine = et and the

bife¢ted in the point of interfection, hence the re@angles external fegment s equal fo
under their fegments are the fquares of their halves, and rﬁrﬁuarrqf the tangent &

are therefore equal.

FIGURE IL FIGURE L

FIGURE 1L
Lot memmme.ommm pafs through the centre, and Let == =essommem pafs through the centre;
s==x==sinol; Rdraw and —, draw === from the centre to the point of contact ;
Then K e = r _ —? = ieerem—? INUS e * (B, 1. pr. 47),
[P * (B. 2. pr. 6.), OF =—f s ? NS wemares %y
" - eive oy m— e —-aiiasn — (B. 2. pr. 6).

=—enmmme (B2 pr.os).

FIGURE IL FIGURE IL

If e — do not /
FIGURE IIL FIGURE III. 4
Let neither of the given lines pafs through the pHsturougilhe et G i .
centre, draw through their interfection a diameter mind D e .
=
And eresrsmas: 3¢ m—— e — :-I'-hen -;—X e
i) o e L :
Alfo ————rem 3 — e — X (B. 2. pr. 6), that is,
memisuen (Part. 2.); Prttem— N m— e — minus
o — 0 e I — 3 sme— e TR — N — * (B. 3. pr.18).
Q.E.D. Q. E.D.

Proposicion 1I1.35. Potencia de un punto interior

< . Proposicion II1.36. Potencia de un punto exterior
respecto de una circunferencia.

respecto de una circunferencia
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PROPOSICIONES DEL LIBRO IV EN LA EDICION DE O.BYRNE

BOOK IV. PROP.IV. PROB.

129

§N a groen triangre

to in-

Jeribe a eirele.

Bifect ' and A

(B. 1. pr. 9.) by ssevenenas
and —

fromthe point where thefe lines

meet draw  ewwsmas

s
and =ewss refpectively per-

pendicular to —,

In pory ‘ g i/
= ’ ‘ = . and =eererania

common, ,*, = =smmswsme (B. 1. pr.gand 26.)

In like manner, it may be thown alfo

that ssssceusss = avem

’

! i i : g
1ence with any one of thefe lines as radius, defcribe

O and it will pafs through the extremities of the

urhcrtwg; and the fides of the given triangle, being per-

endic i i 5k
Pendicular to the three radii at their extremities, touch the

Cl-r‘d: (_B' 3- pr. 16.), which is therefore infcribed in the
gIven circle,

s Q.E.D.

130 BOOK [¥V. PROP.V. PROBE.

ﬁ. O deferibe a circle about a given triangle.

. Make cmmmm—— = =000 and e——
ammnaee = (B. 1. pr. 10.)

From the points of bifection draw and

@l s e

tively (B. 1. pr. 11.), and from their point of

conconrfe draw e, smssssseme and —0

and deferibe a circle with any one of them, and
it will be the circle required.

(conit.),
common,

. = . (contt.),

= ssminrem (B 1. pr.og).

In like manner it may be thown that

— = ; and
therefore a circle defcribed from the concourlfe of
thefe three lines with any one of them as a radius
will circumferibe the given triangle.

Q.E.D.

Proposicién IV.4. Inscribir un circulo en un

triangulo dado [las bisectrices de un tridngulo

se cortan en un punto, el incentro, que es el

centro de la circunferencia circunscrital.

Proposicién IV.5. Circunscribir un circulo a un
triangulo dado [las mediatrices de un triangulo
se cortan en un punto, el circuncentro, que es el
centro de la circunferencia circunscrital.

BOOK IV. PROP. VI PROB. 131

SN « given circle O 1

BY| fnferibe a fquare.

Draw the two diameters of the
circle L to each other, and draw
and =——

gy m—

/> is a fquare.
For, fince and . are, each of them, in

a femicircle, they are right angles (B. 3. pr. 51),

o 1l (B. 1. pr. 28):
and in like manner s——— | g
And becaufe ‘ — (conft.), and

— mmsammmms — s o (B. 1. def. 15).

— (B. 1. pr. 4);

and fince the adjacent fides and angles of the parallelo-

gram /> are equal, they are all equal (B. 1. pr. 34);
and ., /> G inferibed in the given circle, is a

fquare, Q E.D.

134 BOOK [V, PROP.IX. PROB.

Draw the diagonals =——emeacee.
and ————n=en=- interfeting cach

other ; then,

becaufe ‘ and | have

their fides equal, and the bafe
------- common to both,

— } (B. 1. pr. 8),
or b is bifected : in like manner it can be fhown
that ‘ is bifected ;
= - I
hence ‘ = ' their halves,

o ; (B.1.pr. 6.)

and in like manner it can be proved that

If from the confluence of thefe lines with any one of
them as radius, a circle be defcribed, it will circumferibe

the given fquare.
EHER Q.. D.

Proposicién IV.6. Inscribir un cuadrado en un

circulo dado.

Proposicién IV.9. Circunscribir un circulo a un
cuadrado dado.
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PROPOSICIONES DEL LIBRO IV EN LA EDICION DE O.BYRNE

BOOK IV. PROP.X. PROB. 113

e ,O conflruct an  ifyfeeles
: i triangle, in which each of

A rthe angles at the bafe fhail
L be double of the wertical

Take any ftraight line -
and divide it fo that

—_— i = —

(B. 2. pr. 11.)

With eessmsmen a5 radius, defcribe and place

in it from the extremity of the radius, —— T —

(B. 4. pr. 1); draw ==————,

Then _~~ \ is the required triangle.
Lmasaasnd

For, draw

and deferibe

O about "! (B. 4. pr. 5.)

SINCE mmmmrrrnn 3 semmme D= = —,

\ty =5 A tangent to O (B. 3. pr. 37.)

= A\ (B3 32),

H

136 BOOK IVV. PROP. X. PROB.

add ‘ to each,
-+ ( = A + (
but ( + & or ( ‘ (B.1.pr. 5

fince o — —arre (B 1. pr. 5)

confequently ‘ — A + 4 — ‘

(B. 1. pr. 32.)

Wy — e (B. 1. pr. 6.)

o = — (conit.)

2 A= 7 (B.1.pr. 5.)
A=-<-A- .

= twice A; and confequently each angle at

the bafe is double of the vertical angle.

Q. E.D.

Proposicion IV.10. Construir un triangulo
isosceles cada uno de cuyos angulos en la base
sea doble del angulo en el vértice [Tridngulo
Aureo, construccién de la estrella pitagorica]

BOOK IV. PROP. XI. PROB. 137

N a grven circle

1o inferibe an equilateral and equi-

angular pentagon.

Conftruct an ifofeeles triangle, in
which each of the angles at the bafe
fhall be double of the angle at the

vertex, and infcribe in the given

circle a triangle equiangular to it; (B. 4. pr. 2.)
Bifet A and A (B.1.pr.g.)
draw and mmmes=a,

Becaufe each of the angles

‘ o A, ‘ and Q are equal,

the arcs upon which they ftand are equal, (B. 3. pr. 26.)
and ,* and

’ L] =

wsssseman which fubtend thefe arcs are equal (B. 3. pr. 29.)
and %, the pentagon is equilateral, it is alfo equiangular,

as each of its angles ftand upon equal arcs. (B. 3. pr. 27).
Q. E.D.

BOOK IV. PROP. XV. PROB. 143

«-‘ O infiribe an equilateral and equian-

o B gular hexagon in a  grven circle
“»91 7N
fe ( )

S

From any point in the circumference of

the given circle deferibe O pafling

through its centre, and draw the diameters

— —and e draw

H
R g =esameesn, &e.oand the
required hexagon is infcribed in the given
circle.

Since pafles through the centres

of the circles, are cquilateral

triangles, hence.‘ e b = one-third of two right
angles; (B. 1. pr. 32) but ‘ — m

(B. 1. pr- 13)5

‘.‘ = . — ‘ = one-third of &

(B. 1. pr. 32), and the angles vertically oppofite to thefe
are all equal to one another (B. 1. pr. 15), and ftand on
equal arches (B. 3. pr. 26), which are fubtended by equal
chords (B. 3. pr. 29); and fince each of the angles of the
hexagon is double of the angle of an equilateral triangle,
it is alfo equiangular. Q. E.D.

Proposicion IV.11. Inscribir un pentigono

regular en un circulo dado.

Proposiciéon IV.15. Inscribir un hexagono regular
en un circulo dado.
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PROPOSICIONES DEL LIBRO V EN LA EDICION DE O.BYRNE

BOOK ¥. DEFINITION F. 151

DEFINITION V.

Four magritudes, @, B ’ : ', are faid to be propor-
sonals when every equimuliiple of the firft and third be
taken, and every equimultiple of the fecoend and fourth, as,

of the firft & of the third ‘ ’

$8€ +44¢
2860 2444
00000 00464
000080 ¢0464¢
&e. 8.
i ¢he fecarnd of the fourth PP
yye
Yy V
ALl 4l
o YV VVY
e .

Then taking every pair of equimultiples of the firft and
third, and every pair of equimultiples of the fecond and

fourth,
”.. [, = or 7
.. Loy e O
. e@ C = o 3
.. ., = or M
@@ = o O
(09 T =1 WY
o =03 PP
thea will | @@ .= o 2] QPPPP
SP =0 PPV
e C =0 VYPVP

Definicién V.5 de Igualdad de razones, Principio Fundamental de la Teoria de la Proporcién,
introducido por Eudoxo para superar la crisis de fundamentos que trajo el descubrimiento
pitagorico de las magnitudes inconmensurables
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PROPOSICIONES DEL LIBRO VI EN LA EDICION DE O.BYRNE
CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS

218 BOOK Vi. PROP.1V. THEOR.
'(" N equiangular tri-
- 5
o angles ( \
L b and " .___‘) the fides
/."u._ about the egual angles are pro-
o N portional, and the fides wohich are

sppafite to the equal angles are

hemalsgons.

. &

Let the equiangular triangles be fo placed that twa fides

=, ====== oppofite to equal angles c and

Q may be conterminous, and in the fame ftraight line;
and that the triangles lying at the fame fide of that ftraight
line, may have the equal angles not conterminous,

i e A oppofite to #4000 | and ‘ to ‘
Draw and Then, becaufe

‘ ‘ = || =——tsesrurs (B.1. pr.28);

and for a like reafon, seermmsmm || ————

- Z.,,,,,_,_____/ is a parallelogram,

But . & .

(B. 6. pr. 2);

senmsrmar

BOOK ¥I. PROP. IV. THEOR. z1g

and fince — (B. 1. pr. 34),
: HH - 5 and by
alternation, see— [ R

(B. 5. pr. 16).

In like manner it may be thown, that

— ] mEsstsniess D] e— 1 snisesieas

and by alternation, that

. . . H
: HH H ]

but it has been already proved that

3 .s .
H ] . .

and therefore, ex wquali,

5 . * amsnas cunen
H . .

(B. 5. pr. 22),
therefore the fides about the equal angles are proportional,
and thofe which are oppofite to the equal angles

are homologous,

Q. E.D.

Proposicion VI4. En los tridngulos
equiangulos, los lados opuestos a los angulos
iguales son proporcionales y los lados que
subtienden los dngulos iguales son homélogos

BOOK VI. PROP, V1.

THEQR.

angle (ﬂ) of the other, and the fides
about the equal angles proportional, the
triangles fhall be equiangular, and have
thofe angles equal swhich the homolsgous
Sides fiebtend.

[
'
[
)

' A&

From the extremities of e——, one of the fides

A about d draw

. making

' ‘ and v A then '-—

(B. 1. pr. 32), and two triangles being equiangular,

........ I emmmmammars 33 cnasisens .

(B. 6. pr. 4);
BUE saenmeranns 3 3 B (hyp.):
‘[IL pr.a1)

and confequently «eceav

s angle ( ‘ ) of the one, equal to one

BOOK VI. PROP.VI. THEOR. 223

— in every refpect.
(B. 1. pr. 4).

But v - ‘ (conft.),
and %, A — A; and

fince alfo a — ‘ 5

,

and 4l and

i (B.1.pr. 32);

Z \ are equiangular, with

their equal angles oppolite to homologous fides.

Q. E.D.

Proposicién VIL.6. Si dos tridngulos tienen un

angulo igual el uno del otro, y tienen
proporcionales los lados que comprenden los
angulos iguales, los triangulos seran
equiangulos y tendran iguales los angulos a
los que subtienden los lados correspon-
dientes.
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OTRAS PROPOSICIONES DEL LIBRO VI EN LA EDICION DE O.BYRNE
RAZON DE SEMEJANZA Y RAZON DE AREAS

; 3 LMILAR ¢rien-

.arju [

and A are fo ome

ansther in the duplicate ratie
of their homologous fides.

Let A and ‘ be equal angles, and sreses

ANd e homologous fides of the fimilar triangles

and and on svessom————the greater

of thefe lines take wseswss a third proportional, fo that

. s . .
H 4 5 5

draw 3
e " 4 b PE— : ———

(B. 6. pr 4);

(B. 5. pr. 16, alt.},
but

= everns (conit),

— ! wsssmam 5% ! — COTC

BOOK VI. PROP. XIX. THEOR. 241

" A

242

but

entre si

quently

the equal angles ‘ and ‘ reciprocnl]\' proportional

A

that is to fay, the triangles are to one another in the dupli-

Proposicién VI.19. Los triangulos semejantes son|
como las razones duplicadas [los
cuadrados] de los lados homélogos.

BOOK VI. PROP. XIX. THEOR.

= for they have the fides about

(B. 6, pr.15);

AN

(B. 5 pr.7);

A\

(B. 6. pr. 1},

cate ratio of their homologous fides

and (B. 5. def. 11).

Q. E. D.

BOOK ¥I. PROP. XX. THEOR.

243

[MILAR  poly-
Lons may be di-
led into the
fame number of

£y cach fimilar

are propor-

ns; and

pair of whi

the p
the polygons

tisnal t2

ch other

-y refolving
ons into triangles.

Then becaufe the polygons

are fimilar, '2 '

AN —

and are fimilar, and ‘ ‘

(B. 6. pr. 6);

but ’

gons ; therefore the remainders ‘ and ‘ are equal ;

sesnesisnne

= ' becaufe they are angles of fimilar poly-

hence 4

on account of the fimilar triangles,

244  BOOKVI. PROP.XX. THEOR.
and messassss 5 — 1 eememauecn &
on account of the fimilar polygons, :

’

ex @quali (B, 5. pr. 12) and as thefe proportional fides

contain equal angles, the Irimngles) nnd'

are fimilar (B. 6. pr. 6).

In like manner it may be thown that the

triangles v and v are fimilar.

But is to in the duplicate ratio of
TmER . 0 mmme— (B. 6. pr. 19), and
) is m) in like manner, in the duplicate
£ati0 Of wesmmsamman t0 -smmmas. s}

(B. 5. pr. 11);

Again ) is ta) in the duplicate ratio of
— 0 — and ' is to ' in

BOOK FI. PROP. XX. THEOR. 248

the duplicate ratio of

to

and as one of the antecedents is to one of the confequents,
fo is the fum of all the antecedents to the fum of all the
confequents ; that is to fry, the fimilar triangles have to one

another the fame ratio as the polygons (B. 5. pr. 12).

Bur is to in the duplicate ratio of

mm— 1

‘ . ",‘ in the duplicate

ratio of

PRI (g T R

Q E.D

Proposicion VI.20. Los poligonos semejantes se dividen en tridngulos semejantes e iguales en ntimero y

homoélogos a los poligonos enteros y un poligono guarda con el otro una razéon duplicada de la que guarda el
lado correspondiente con el lado correspondiente.
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OTRAS PROPOSICIONES DEL LIBRO VI EN LA EDICION DE O.BYRNE

226 BOOK Vi, PROP. VIII, THEOR.

=W N a right angled
i triangle

4l B )
@ perpendicular | emm—
be drasen from the right angle
to the oppofite fide, the triangles

il (_a

o
( ., k ) on each fide of it are fimilar to the whole

triangle and to each other.

Becaufe ‘g — ‘ (B. 1. ax. 11), and
7 .
‘ commen to s and :

a — ‘ (B. 1. pr, 32);
,_0

oo il l and ..,M i are equiangulur; and
confequently have their fides about the equal angles pro-

)

s 5

portional (B. 6. pr. 4), and are therefore fimilar (B. 6.
def. 1),

In like manner it may be proved that k is fimilar 1o

p all
L 2 but e | has been thewn to be fimilar

k HER 1 and k are

fimilar to the whole and to each other.

to .-

Q.E.D.

230 BOOK ¥I. PROP. XII. PRUB.

41 O find a fourth pro-

Draw

and —cmmmme making any angle ;

take "

and

memmm——

210 cm—

@ e

draw ———,

and eessssse H —————i
(B. 1. pr. 31);

e i the fourth proportional.

On account of the parallels,

...} —_ {-——-—_—— }[conﬁ-):

Q.E. D.

Proposicion VIL.8. Teoremas del cateto y de la
altura

Proposicion VI.12. Construir la cuarta propor-
cional a tres rectas dadas.

BOOK Fi. PROP. XIII. PROB.

231

| ticnal between two given
ftraight lines

rmmeane ey

Draw any ftraight line ,
make e .._J--...- i

. ;/b{)i"cﬂ :

d from the point of bifecticn as a centre, and half the

line as a radius, defcribe a femicircle Q 4

L .

is the mean proporticnal required.

and

draw

Draw e 200 asisssssan.

Since ‘ is a vight angle (B. 3. pr. 310,

iNd e is | from it upon the oppefite fide,
'y e i3 2 mean proportional between

and (B. 6. pr. 8),

and . Detween =ssememmw and smesssssss (conft.).

QE D

50 BOOK VI. PROP. XXiF. THEOR.

N any parallelogram( ﬂ)

oty the parallelograms ( ”

and E} which are about

the diagonal are fimilar to the whole, and

b
-

fo each other.

As and E have a

common angle they are equiangular;

but becaufe ]

o nd i ol are fimilar (B. 6. pr. 4),

and the remaining oppofite fides are equal to thofe,

e ﬂ and

angles proportional, and are therefore fimilar.

have the fides about the equal

In the fame manner it can be demonftrated that the

parallclograms ﬂand ﬁarc fimilar.

Since, therefore, each of the pnrallelogmm-;

E and Eis fimilar to ﬂ, they are fimilar

to each other.

Q L. D.

Proposiciéon VI.13. Construir la media proporcio-
nal entre dos rectas dadas

Proposiciéon VI1.24. En todo paralelogramo, los
paralelogramos situados alrededor de su diagonal
son semejantes al paralelogramo entero y entre si.
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