Introduccién: del Algebra Geométrica a la Geometria Analitica

La Geometria Analitica es la parte de la Matematica que resuelve problemas geométricos
bajo el concurso del Algebra mediante el uso de sistemas de coordenadas. Sus origenes se
remontan por tanto a las raices histéricas de la Geometria y del Algebra.

El Analisis Geométrico griego utilizaba un equivalente de las coordenadas pero solo
empleaba Algebra Geométrica. El Arte Analitica de Vieta desarrolla el Algebra Simbodlica
pero no usaba coordenadas. Al aunar ambos instrumentos, coordenadas y Algebra literal,
Fermat y Descartes alumbran la Geometria Analitica que establece un puente para transitar
entre la Geometria y el Algebra, al permitir asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el
Analisis algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio y Pappus,
definidos, en un sistema de coordenadas, por una ecuacion indeterminada en dos
incognitas. He aqui una sintesis histérica que tomaremos como guia en el estudio de la
evolucion histérica del Algebra Geométrica de los griegos hacia la Geometria Analitica de
Fermat y Descartes como actuacién de la Sintesis Algebraica del Arte Analitica de Vieta
sobre el Analisis Geométrico de Apolonio y Pappus.

Se estudia la influencia de cada hito geométrico o algebraico en el hallazgo cartesiano que
permite sustituir las complejas construcciones geométricas del Algebra Geométrica de los
griegos por sistematicas operaciones algebraicas mediante un método analitico-sintético de
resolucién de problemas que posibilita no sélo reconstruir la Geometria clasica con claridad,
elegancia, rapidez y plenitud, sino crear, ademas, una potente heuristica geométrica, la
Geometria Analitica, como poderoso instrumento de exploracién e investigacion, mediante el
que Fermat y Descartes pudieron vy resolver de forma admirable y prodigiosa importantes
problemas geométricos, antiguos y nuevos.

Tal como la manejamos y la ensefiamos actualmente, la Geometria Analitica cubre, a
grandes rasgos, una sucesion de aspectos y etapas esenciales, que de forma simplificada
resefiamos a continuacion, siguiendo, mas o menos, el orden de aparicion histérica:

1. La introduccion de las coordenadas.

2. Eltrazado de una curva construyendo ordenadas a partir de abscisas.

3. La aplicacion del Algebra simbdlica a los problemas geométricos.

4. La derivacién de ecuaciones de los lugares geométricos y la construccion geométrica de
las soluciones de ecuaciones.

5. El estudio de las propiedades de las curvas dadas por sus ecuaciones sobre todo de las
derivadas de ecuaciones lineales y cuadraticas.

. La representacion grafica de una curva dada mediante la expresion analitica funcional.

7. La derivaciéon de formulas fundamentales para resolver problemas sobre puntos
notables, rectas, planos, angulos, paralelismo, perpendicularidad, distancias, areas, etc.

8. La clasificacion general de curvas y superficies de segundo orden.

Con toda una serie de limitaciones que iremos apuntando acerca de la ausencia de Algebra
simbdlica en la Geometria griega, el primer punto fue cubierto por los griegos, en particular
por Menecmo y Apolonio; el segundo pertenece al trabajo de Oresme; Vieta desarrollo el
tercero; Descartes se ocupo del cuarto punto y consideré brevemente algunos aspectos del
quinto; Fermat se proyectd sobre el quinto apartado y resolvido algunos problemas
relacionados con el cuarto; el sexto fue ampliamente cubierto por Euler; el séptimo es
iniciado por Euler y continuado por Lagrange, Monge y Lacroix; y el octavo es comenzado
por De Witt, Wallis y Stirling para la cénicas, cerrado para éstas por Euler, y ampliamente
estudiado para las cuadricas por Euler y Monge.

De forma aproximada éste sera el indice que seguiremos en esta exposicion sobre los
origenes y la evolucion de la Geometria Analitica a lo largo de la Historia de la Matematica.
Pero al ser la Geometria Analitica ante todo un método de resolucion de problemas
geomeétricos, ademas de los temas y aspectos concretos resefiados, se presta gran atencién
a las cuestiones metodologicas como el Analisis geométrico griego del que la Geometria
Analitica hereda no sélo el nombre sino también los procedimientos.

Vamos a rastrear los origenes de la Geometria Analitica desde los primeros balbuceos de la
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Matematica helénica, pero, sin menoscabar la importante intervencion de Fermat, intentaremos
desentranar las raices de la Geometria Analitica en el pensamiento de Descartes. Por eso se ha
estudiado la importante cuestion del anclaje de La Geometria de Descartes en su obra filoséfica
y en particular en El Discurso del Método y en las Reglas para la direcciéon del espiritu, obras
donde se situa la metodologia cartesiana, en particular los preceptos del Analisis y la Sintesis
que Descartes aplicara de forma constante en La Geometria.

Aunque a lo largo de este trabajo se alude de forma reiterada a la paternidad compartida de
Fermat y Descartes de la Geometria Analitica, nos ha parecido interesante realizar un estudio
comparado de las Geometrias de ambos matematicos, es decir, La Geometria de Descartes y la
Isagoge de Fermat, ya no s6lo a base de analizar estos escritos como obras matematicas, con
algunas similitudes y grandes diferencias, en cuanto a estilo, método, aspectos didacticos, la
notacioén, la aplicabilidad, la generalidad, etc., sino sobre todo apuntando al caracter
complementario que tienen ambas visiones de la Geometria Analitica primigenia como nexos
entre el Algebra y la Geometria en sentidos opuestos, ya que Descartes estudia ecuaciones por
medio de curvas mientras Fermat estudia curvas definidas por ecuaciones.

A continuacioén se relaciona de forma muy sucinta la rapida evolucién de la Geometria Analitica
poscartesiana, hasta situarnos en el umbral de la Geometria Analitica moderna, la que se
imparte hoy académicamente, salvo en lo que se refiere al instrumento vectorial. Le sigue unas
reflexiones sobre la funcién esencial que cumple el Algebra en la Geometria Analitica desde el
punto de vista del Analisis de los antiguos, con el fin de justificar el propio nombre de Geometria
Analitica. Y a modo de conclusiones unas consideraciones sobre la trascendencia de una
herramienta que arranca en el Algebra Geométrica de los griegos, se refunda en el siglo XVII con
la transformacion del Analisis Geométrico de los antiguos en una especie de Geometria
Algebraica que realizan Fermat y Descartes, y evoluciona, en los doscientos afios siguientes,
hasta convertirse en la llamada Geometria Analitica, uno de los instrumentos mas potentes que
se ha elaborado en la Historia del Pensamiento matematico, y que ha cambiado radicalmente la
faz de muchas ramas de la Matematica y de la Ciencia.

Finalmente, resefiamos en un pequefo capitulo una breve cronologia de aspectos y elementos
de alguna forma vinculados al desarrollo histérico de la Geometria Analitica. Las fechas
indicadas son el resultado del cotejo de numerosas obras de Historia de la Matematica, y tienen,
por su caracter aproximado, un valor meramente orientativo.

Ademas de la consulta a diversos textos de Historia de la Matematica, Historia de la
Filosofia, Filosofia de la Ciencia y de la Matematica, articulos de revistas cientificas, etc., el
manantial bibliografico fundamental utilizado ha sido, por una parte, obras originales de los
principales matematicos griegos (Euclides, Apolonio, Diofanto y Pappus), y por otra de
Oresme, Vieta, Fermat y Descartes. En concreto, dignas son de mencion las ediciones de
Blanchard, en francés, de Paul Ver Eecke de Las Conicas de Apolonio, La Aritmética de
Diofanto y La Coleccién Matematica de Pappus; las mismas obras en ediciones en espanol
de F.Vera incluidas en Cientificos griegos (Aguilar, Madrid, 1970). También se ha podido
disponer de las Oeuvres de Fermat, publicadas tardiamente (entre 1891 y 1912), en cuatro
tomos, por Paul Tannery y Charles Henry. La referencia concreta a un pasaje de ellas se
hara indicando el tomo y la pagina a continuacién de la particula TH.OF., por ejemplo
TH.OF.II1.92 indicara que el texto al que se hace alusién se encuentra en la pagina 92 del
tercer tomo. En cuanto a las obras de Descartes, aparte de diversas ediciones, en espafiol,
de EI Discurso del Método y de las Reglas para la direccion del espiritu, la referencia
esencial ha sido Oeuvres de Descartes, Publicadas por C.Adam et P.Tannery (Librairie
philosophique J.Vrin, Paris, 1964-74), sobre todo el volumen VI que contiene El Discours de
la Méthode y La Géométrie y el volumen X que contiene las Regulae ad directionem ingenii.
Los textos originales de Descartes que se transcriben se han tomado de aqui. La referencia
concreta a un texto de Descartes se hara indicando la pagina a continuacion de la particula
DM.AT.VI. para de El Discurso del Método, R.AT.X. para las Reglas para la direccion del
espiritu, y G.AT,VI, para La Geometria. Por ejemplo (G.AT,VI,372) indicara que el texto al
que se hace alusion se encuentra en la pagina 372 del sexto tomo de las Oeuvres de
Descartes, que contiene La Geometria de Descartes. También han sido de una gran utilidad
las ediciones de La Geometria, en espafol (Espasa-Calpe y Alfaguara), inglés (Dover) y en
especial la magnifica edicién en catalan del Institut d’Estudis Catalans (Barcelona, 1999) con
introduccion y notas de Josep Pla y Pelegri Viader.
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La esencia de la Geometria Analitica

Para el publico en general, incluso para el profesional de las Matematicas, la Geometria
Analitica es un invento de Descartes, de ahi la denominacién que adopta a veces de
Geometria Cartesiana, aludiendo a la forma latinizada del apellido del gran filésofo francés.
De hecho al instrumento escolar basico de la Geometria Analitica se le llama «coordenadas
cartesianas». Tal nombre no hace justicia a toda una pléyade de brillantes matematicos que
a lo largo de la Historia realizaron la transformacion del Algebra Geométrica de los griegos
en la Geometria Analitica académica.

El método de las coordenadas es un procedimiento para determinar la posicién de un punto
mediante numeros. Por ejemplo, en el ambito cientifico primitivo de la Geografia y la
Astronomia ya se habian utilizado coordenadas para determinar la posicion de un punto
sobre la superficie terrestre —latitud y longitud— o de un astro en el cielo —ascension recta y
declinacidon—, respectivamente. También en la planificacion de las ciudades, por ejemplo,
los romanos consideraban dos ejes perpendiculares —el Decimanus (de este a oeste) y el
Cardo (de norte a sur)- a los cuales referian la futura posicién de casas, plazas, caminos,
etc., tal como después se aplico en el Plan Cerda de Barcelona durante el siglo XIX, y antes
en las ciudades americanas, donde se eligen como ejes dos calles principales
perpendiculares entre si, de modo que cuando una calle corta a una de las principales
cambia de nombre —lo que equivale a la consideracion de los signos de los cuadrantes—,
produciendo la division en manzanas cuadradas y la asignacién, a cada casa, de un numero
que expresa su distancia a la correspondiente calle principal.

En el juego de ajedrez se utilizan también unas coordenadas peculiares para determinar la
situacién de las piezas en el tablero mediante numeros —posicion vertical— y letras —posicion
horizontal— lo que permite una sencilla codificacion de cada partida.

La posicién de un punto en el plano queda totalmente determinada por sus dos coordenadas
con respecto a un sistema de referencia. ;Pero qué podemos decir de la posicién de un
punto si sélo se conoce una de las coordenadas? Queda determinada, en general, una
linea. He aqui la base del argumento de la novela de Julio Verne Los hijos del capitan Grant.
Los héroes del relato sélo conocian una de las coordenadas —la latitud 37° 11'— del lugar del
naufragio, por lo que la exploracion de todos los lugares posibles del siniestro les obligd a
dar la vuelta a la tierra a lo largo de un paralelo.

Una relacion entre las coordenadas determina, en general, una figura formada por un
conjunto de puntos que se llama un lugar geométrico. Por ejemplo, si las dos coordenadas
son iguales, resulta una recta que es la bisectriz del primer y tercer cuadrantes.

Vemos pues que la introduccion de las coordenadas permite realizar una trasferencia desde
el ambito geométrico de puntos y figuras al ambito algebraico de numeros y ecuaciones, de
modo que los problemas de la Geometria se pueden plantear en términos algebraicos,
donde la resolucion es mas operativa debido a los instrumentos del calculo analitico, incluso
se puede obviar el dibujo, a veces, debido a coordenadas muy grandes y ademas, la
solucion analitica —aritmética y algebraica— siempre sera mas exacta que la medicién sobre
la figura geométrica. Por otra parte la determinacién de todos los elementos de la figura —por
ejemplo, si tal o cual punto pertenece o no a la figura se reconduce a una mera
comprobacion aritmética sobre la ecuaciéon de la figura que se convierte en un ente
algebraico intima y univocamente vinculado a la figura, de modo que las caracteristicas
geomeétricas de la figura se pueden descubrir a partir de la naturaleza de su ecuacién. Es
mas, las relaciones entre dos figuras se pueden investigar a través de la comparacion de
Sus ecuaciones, y en particular sus puntos comunes resultan de un sistema de ecuaciones.
Asi, en los casos mas sencillos, la mayoria de los problemas relacionados con rectas y
circunferencias se reducen a ecuaciones de primer y segundo grado, para cuya resolucion
existen simples formulas generales.

La Geometria Analitica es un poderoso instrumento de ataque de los problemas
geométricos que utiliza como herramienta basica el Algebra. La esencia de su aplicacién en
el plano es el establecimiento de una correspondencia entre los puntos del plano y pares
ordenados de numeros reales, es decir, un sistema de coordenadas, lo que posibilita una
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asociacion entre curvas del plano y ecuaciones en dos variables, de modo que cada curva
del plano tiene asociada una ecuacion f(x,y)=0 y, reciprocamente, para cada ecuacién en
dos variables esta definida una curva que determina un conjunto de puntos en el plano,
siempre respecto de un sistema de coordenadas. En particular queda establecida una
asociacion entre rectas del plano y ecuaciones de la forma Ax+By+C=0. La Geometria
Analitica es, pues, una especie de diccionario entre el Algebra y la Geometria que asocia
pares de numeros a puntos y ecuaciones a curvas. Pero esta asociacion va mucho mas alla
de lo gramatical ya que vincula también las sintaxis del Algebra y de la Geometria, es decir,
las relaciones, vinculos y operaciones entre los elementos de ambas. Asi pues, para hallar
geométricamente la interseccién de dos curvas f(x,y)=0, g(x,y)=0 —problema geométrico—
habria que resolver algebraicamente el sistema formado por ambas ecuaciones —problema
algebraico—. Ademas, para cada curva f(x,y)=0, la Geometria Analitica establece también
una correspondencia entre las propiedades algebraicas y analiticas de la ecuacion f(x,y)=0 y
las propiedades geométricas de la curva asociada. De hecho, estas propiedades
geomeétricas son el trasunto geométrico de la estructura algebraica de la expresion f(x,y)=0y
se establecen mediante el calculo literal que permite el Algebra. En particular la tarea de
probar un teorema o resolver un problema en Geometria se traslada de forma muy eficiente
a probarlo o resolverlo en Algebra utilizando el calculo analitico.

Es indiscutible que Fermat y Descartes son los verdaderos artifices de la Geometria
Analitica. Descartes publica en 1637 La Geometria (G.AT,VI1,367-485) junto con La Didptrica
y Los Meteoros como apéndices de su Discurso del Método (DM.AT,VI,1-78) o éste como
prologo de aquellos opusculos. EI mismo afo, Fermat envia al Padre Mersenne sus
investigaciones de alrededor de 1629 contenidas en la memoria (TH.OF.111.85-101)
Introduccion a los Lugares Planos y Soélidos (Ad Locos Planos et Solidos Isagoge). Las
obras citadas de Descartes y Fermat contienen los fundamentos de la llamada mas tarde
Geometria Analitica. Estos matematicos encontraron un terreno muy abonado por el Andlisis
Algebraico en que Vieta habia transformado el Andlisis Geométrico de los griegos con la
intervencion de su incipiente Algebra simbdlica. Asi pues, a pesar de la gran aportacion de
Fermat y Descartes a la Geometria Analitica, con gran reconocimiento por parte del primero
y algo menos en el caso del segundo, su pensamiento geométrico es tributario de casi todo
el desarrollo matematico anterior, en especial de la Geometria griega —y en particular de
Menecmo, Apolonio y Pappus—, y del llamado Arte Analitica de Vieta. Ademas, hay dos
eslabones intermedios importantes: el Algebra sincopada de Diofanto y la Latitud de las
formas de Oresme.

Por su componente algebraico, la notacién esta intrinsecamente vinculada a los métodos de
la Geometria Analitica. Tanto es asi, que en todo estudio histérico sobre la Geometria
Analitica una parte importante la ocupa la evolucién histérica del simbolismo, que alcanza su
climax en los aportes del propio Descartes a la simplificacion de la notacién algebraica,
ingrediente esencial del descubrimiento cartesiano.

Para encontrar vestigios historicos de Geometria Analitica debemos definir y clarificar los
problemas que resuelve esta parte de la Matematica, asi como los instrumentos que utiliza,
a fin de remontarse a los origenes y rastrear en la Historia primigenia de la Geometria y del
Algebra todos estos elementos. Bajo este principio aquilataremos en qué dimension,
Menecmo, Euclides, Apolonio, Pappus, Oresme, Vieta e incluso Fermat y Descartes,
alcanzaron ciertos desarrollos y aspectos parciales de Geometria Analitica, entendiendo por
ésta lo que hemos descrito mas arriba como su esencia y que ahora sintetizamos:

«La aplicacion del Algebra simbdlica al estudio de problemas geométricos mediante la
asociacion de curvas y ecuaciones indeterminadas en un sistema de coordenadas».

La Geometria Analitica es algo mas que una mera combinacién de Algebra y Geometria.
Para poder circular del Algebra a la Geometria y de la Geometria al Algebra se necesita
como ingredientes ineludibles no sélo el caracter algoritmico operatorio del Algebra
simbdlica sino también el uso de las coordenadas. Una aproximacion al uso de éstas ya tuvo
lugar en la Geometria griega, pero el Algebra simbdlica no se desarrolla de forma
satisfactoria hasta los trabajos de Vieta. Al vincular ambos elementos en los desarrollos de
Fermat y Descartes, emerge la Geometria Analitica de forma inexorable.
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