LA GEOMETRIA DE DESCARTES

Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales, que
no es necesario conocer de antemano mdas que la longitud de algunas lineas rectas
para construirlos.

Descartes. La Geometria (G.AT.V1.369).

Descartes mediante un nuevo método hizo pasar de las tinieblas a la luz cuanto en las
Matematicas habia permanecido inaccesible a los antiguos y todo cuanto los
contemporaneos habian sido incapaces de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los cuales es posible asentar la mayor parte de
las verdades en el orden y con la certidumbre de las Matematicas.

Spinoza. Los Principios de la Filosofia cartesiana.

Lo que ha inmortalizado el nombre de Descartes es la aplicacion que ha sabido hacer
del Algebra a la Geometria, una idea de las mds vastas y felices que haya tenido el
espiritu humano, y que sera siempre la llave de los mas profundos descubrimientos
no solamente en la Geometria, sino en todas las ciencias fisico-matematicas.
D'Alembert. Discours Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, 1984, pp.84-85).

La Geometria analitica, mucho mds que cualquiera de sus especulaciones
metafisicas, inmortaliza el nombre de Descartes y constituye el maximo paso hecho
en el progreso de las ciencias exactas.

J. Stuart Mill. (citado por E.Bell en Les grands mathématiciens. Payot, Paris, 1950.
Cap.3. p.46).
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Introduccion:

Del Algebra Geométrica griega a la Geometria Analitica Cartesiana

La Geometria Analitica es un poderoso instrumento de ataque de los problemas
geométricos que utiliza como herramienta basica el Algebra. La esencia de su aplicacién en
el plano es el establecimiento de una correspondencia entre los puntos del plano y pares
ordenados de numeros reales, es decir, un sistema de coordenadas, lo que posibilita una
asociacion entre curvas del plano y ecuaciones en dos variables, de modo que cada curva
del plano tiene asociada una ecuacion f(x,y)=0 y, reciprocamente, para cada ecuacién en
dos variables esta definida una curva que determina un conjunto de puntos en el plano,
siempre respecto de un sistema de coordenadas. En particular queda establecida una
asociacion entre rectas del plano y ecuaciones de primer grado de la forma Ax+By+C=0. La
Geometria Analitica es, pues, una especie de diccionario entre el Algebra y la Geometria
que asocia pares de numeros a puntos y ecuaciones a curvas. Pero esta asociacion va mas
alla de lo gramatical ya que vincula también las sintaxis del Algebra y de la Geometria, es
decir, las relaciones, vinculos y operaciones entre los elementos de ambas. Asi pues, para
hallar geométricamente la interseccion de dos curvas f(x,y)=0, g(x,y)=0 —problema
geométrico— habria que resolver algebraicamente el sistema formado por ambas ecuaciones
—problema algebraico—. Ademas, para cada curva f(x,y)=0, la Geometria Analitica establece
también una correspondencia entre las propiedades algebraicas y analiticas de la ecuacion
f(x,y)=0 y las propiedades geométricas de la curva asociada. De hecho, estas propiedades
geomeétricas son el trasunto geométrico de la estructura algebraica de la expresion f(x,y)=0y
se establecen mediante el calculo literal que permite el Algebra. En particular la tarea de
probar un teorema o resolver un problema en Geometria se traslada de forma muy eficiente
a probarlo o resolverlo en Algebra utilizando el calculo analitico.

Es indiscutible que Fermat y Descartes son los verdaderos artifices de la Geometria
Analitica. Descartes publica en 1637 La Geometria, junto con La Didptrica y Los Meteoros
como apéndices de su Discurso del Método o éste como prélogo de aquellos opusculos. El
mismo ano, Fermat envia al Padre Mersenne sus investigaciones de alrededor de 1629
contenidas en la memoria Introduccién a los Lugares Planos y Sélidos (Ad Locos Planos et
Solidos Isagoge). Las obras citadas de Descartes y Fermat contienen los fundamentos de la
llamada mas tarde Geometria Analitica.

Hay una gran unanimidad en considerar a La Geometria de Descartes como una de las
obras mas importantes en la historia del pensamiento matematico. Al utilizar el Algebra
simbdlica como herramienta algoritmica basica, Descartes realiza una nueva lectura de la
Geometria griega, que supera sus limitaciones y rebasa sus conquistas geométricas. A base
de elaborar una excelente herramienta para enfrentar y resolver problemas geométricos
antiguos y modernos, Descartes libera a la Geometria de la dependencia a la estructura
geomeétrica de las figuras e introduce una forma de solucién de los problemas basada en la
aplicacion del Analisis mediante la intervencion del Algebra.

El Analisis Geométrico griego utilizaba un equivalente de las coordenadas pero solo
empleaba Algebra Geométrica. El Arte Analitica de Vieta desarrolla el Algebra simbdlica
pero no usa coordenadas. Al aunar ambos instrumentos, coordenadas y Algebra literal,
Descartes alumbra la Geometria Analitica que establece un puente para transitar entre la
Geometria y el Algebra, al permitir asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el Analisis
algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio y Pappus,
definidos, en un sistema de coordenadas, por una ecuacion indeterminada en dos
incognitas. La Geometria Analitica resultante, dotada del simbolismo literal, con toda la
potencia algoritmica de la mecanica operatoria del calculo, manipulacion y simplificacién que
permite el Algebra, sustituye las ingeniosas construcciones geométricas de la rigida y
retérica Algebra Geométrica de los griegos por sistematicas operaciones algebraicas y se
convierte en una poderosa herramienta de investigaciéon, mediante la cual Descartes
resuelve de forma brillante y asombrosa, numerosos problemas geométricos, clasicos y
modernos, algunos realmente dificiles, como el trazado de normales a las curvas, el
Problema de Apolonio y otros que se habian resistido a lo largo de la Historia como el
famoso Problema de Pappus.
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Aqui vamos a realizar un estudio critico de la obra de Descartes, La Geometria. Para valorar
la trascendencia de esta obra en la Historia de la Matematica, haremos una breve
descripcion de los métodos de la Geometria griega, no sélo porque por comparacion
podremos ponderar la eficiencia de los métodos cartesianos sino porque la motivacion y el
origen de la obra cartesiana arranca de su lectura por parte de Descartes y la critica de sus
limitaciones. También conviene remontarse a la Geometria griega para rastrear ciertos
vestigios analiticos, entre ellos el uso rudimentario de coordenadas en Apolonio y la
naturaleza del Analisis Geométrico griego como instrumento de investigacion, ya que ambos
elementos son primigenios antecedentes de la Geometria Analitica cartesiana.

La Geometria Analitica de Descartes es un salto revolucionario sin precedentes en la
Historia de la Matematica. Para valorar en su justo valor el nuevo instrumento cientifico, asi
como para comprender cémo tuvo lugar su gestacion es imprescindible conocer la
naturaleza de la Geometria griega, condicionada por el veto al infinito que trajo la aparicion
de los inconmensurables, con la consiguiente estructuracién rigida de la Matematica griega
elemental en la enciclopédica obra de Los Elementos de Euclides, que establece de forma
paradigmatica un estilo sintético de exposicion que oculta la via heuristica del
descubrimiento, impulsa la Geometria al margen de la Aritmética, impide el desarrollo de un
Algebra en sentido algoritmico y simbdlico y limita la introduccién de nuevas curvas a su
construccion mediante interseccion de superficies o lugares geométricos definidos a través
de relaciones de areas o longitudes, en forma de proporcion, y no por medio de ecuaciones.

La estructura que adopta esta Matematica se llama el Algebra Geométrica de los griegos.
Se trata de una especie de Geometria algebraica, resultado de la geometrizacion de los
métodos algebraicos mesopotamicos, en la que los nimeros son sustituidos por segmentos
de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo, mediante construcciones
geomeétricas que obligan a mantener escrupulosamente la homogeneidad de los términos.
Esta teoria constituye una potente técnica de resoluciéon de ecuaciones —muy rigurosa
aunque un tanto onerosa para nosotros—, que se llama el método de Aplicacion de las
Areas. Mediante una sofisticada aplicacion de este método, Apolonio construye con un
inefable virtuosismo su famosa obra Las Coénicas, donde aparece una aplicacion muy
incipiente de las coordenadas. De todas estas cuestiones —que interesan al origen de la
Geometria Analitica— se habla en los capitulos introductorios. Y también del método de
Andlisis de los griegos, del que la Geometria Analitica recibira no sélo su nombre sino sobre
todo sus procedimientos. Se trata en particular el concepto que sobre él tenian Platon y
Pappus vy la visién de Descartes sobre el mismo en las Reglas para la direccion del espiritu.

El objetivo fundamental de este trabajo es desentrafar las raices de la Geometria Analitica
en el pensamiento filosofico y matematico cartesianos. Por eso se ha dedicado una
generosa extension a la importante cuestion del anclaje de La Geometria de Descartes en
su obra filosofica y en particular en E/ Discurso del Método y en las Reglas para la direccion
del espiritu, obras donde se sitla la metodologia cartesiana, en particular los preceptos del
Andlisis y la Sintesis que Descartes aplicara de forma constante en La Geometria. Asi pues,
se analizan de forma exhaustiva los textos de esas obras de Descartes, que son esenciales
para entender como se va fraguando la motivacion y la estructuracion de la metodologia
cartesiana de La Geometria.

Se estudia en un capitulo, de forma sucinta, el contenido general de La Geometria, pero en
los siguientes capitulos se concretan, con gran extensién, los aspectos de la obra cartesiana
que interesan a los origenes de la Geometria Analitica: La construccion geométrico-
algebraica de las operaciones aritméticas, la notacién matematica cartesiana, la aplicacion
del Analisis y la Sintesis en el planteamiento y resolucién de las ecuaciones, los sistemas de
referencia en el estudio del Problema de Pappus y la construccidon de las rectas normales a
una curva mediante el método del circulo.

La Geometria Analitica es mucho mas que una mera combinacién de Algebra y Geometria.
Para poder circular del Algebra a la Geometria y de la Geometria al Algebra se necesita
como ingredientes ineludibles no sélo el caracter algoritmico operatorio del Algebra
simbdlica sino también la aplicacion de las coordenadas. Una aproximacion al uso de éstas
ya tuvo lugar en la Geometria griega con Apolonio y Pappus, pero el Algebra simbdlica no
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se desarrolla de forma satisfactoria hasta los trabajos de Vieta. Al vincular ambos elementos
en los desarrollos de Descartes, emerge la Geometria Analitica de forma inexorable. Pero
como en cualquier creacion humana, la de Descartes es tributaria de importantes desarrollos
matematicos anteriores. Por eso, a lo largo de este estudio acerca origen de la Geometria
Analitica en La Geometria de Descartes intentamos clarificar la influencia de los diversos
hitos histéricos —geométricos y algebraicos— sobre el hallazgo cartesiano. Esta es la razén
por la cual hemos incluido aspectos de la Historia de la Geometria griega y de la evolucion
del Algebra sin los cuales no se entenderia la obra de Descartes y su enorme incidencia en
la Historia de la Matematica.

A fin de concretar el significado de los términos, digamos que entendemos por Geometria
Analitica lo que hemos descrito mas arriba como su esencia y que ahora sintetizamos:

«La aplicacién del Algebra simbdlica al estudio de problemas geométricos mediante la
asociacion de curvas y ecuaciones indeterminadas en un sistema de coordenadas.»

Esta definicién es la que nos ha guiado para entresacar de toda la obra cartesiana los
elementos que se refieren a lo que dos siglos después de Descartes se llamé Geometria
Analitica. Asi pues, se empieza por la descripcion de los preliminares geométrico-
algebraicos que Descartes estudia con la denominacion « Como el calculo de la aritmética se
relaciona con las operaciones de geometria», de una gran importancia, porque en este
apartado Descartes soslaya el problema de la inconmensurabilidad, al asignar longitudes a
los segmentos, previa la adopcién de un segmento unidad a discrecién, tras lo cual
construye de forma efectiva las operaciones aritméticas dandoles significado geométrico. De
esta forma Descartes elimina la limitacién pitagérica de la inconmensurabilidad.

El siguiente punto esencial es la simplificacién de la notacion algebraica, una cuestién
intrinsecamente vinculada a los métodos de la Geometria Analitica. Tanto es asi, que en
todo estudio histérico sobre la Geometria Analitica una parte importante la ocupa la
evolucion historica del simbolismo, que alcanza su climax en los aportes del propio
Descartes a la notacion algebraica, ingrediente esencial del descubrimiento cartesiano, que
aparece primero en las Regulae y después en La Geometria. En el apartado de ésta titulado
«Coémo pueden emplearse letras en geometria», Descartes considera un segmento de recta
tanto como magnitud geométrica continua como una medida numérica, pero establece que
la potencia de un segmento sigue siendo un segmento, de modo que cuadrado y cubo ya no
son magnitudes planas o espaciales, sino la segunda o tercera potencia de un numero. De
este modo, las operaciones aritméticas quedan incluidas en un terreno estrictamente
algebraico. Con ello Descartes elimina otra limitacion, la euclidea de la homogeneidad.

Continua el trabajo cartesiano con la aplicacion de la metodologia cartesiana del Analisis y
la Sintesis en el planteamiento y resolucion de ecuaciones que corresponden a los
problemas planos, donde se desarrolla todo un protocolo de actuaciéon —suponer el problema
resuelto; dar nombre a todos los segmentos que parecen necesarios para representar los
datos del problema, tanto los conocidos como los desconocidos; determinar la ecuacién
entre las longitudes conocidas y las desconocidas; resolver la ecuacion resultante; construir
geométricamente la solucion—. Se trata de un verdadero método de resolucién de problemas
geométricos donde se transita de forma reversible de la Geometria al Algebra y del Algebra
a al Geometria. En particular, Descartes exhibe de forma ostentosa eficientes métodos de
resolucion de ecuaciones y de construccion geométrica de las soluciones, que contrastan
con la farragosidad del Algebra Geométrica de Los Elementos de Euclides. Realmente aqui
vemos la magnificencia y simplicidad de los métodos de La Geometria de Descartes en
contraposicion a la prolijidad y precariedad de la Geometria griega.

Sigue a continuacion un tratamiento exhaustivo del histérico Problema de Pappus donde
Descartes introduce el primer sistema de coordenadas de La Geometria. Este problema fue
un indicador fehaciente, ante el publico cientifico coetaneo, de la novedad y de la inusitada
potencialidad del método analitico cartesiano en Geometria en un asunto geométrico que
desbordé a lo largo de los siglos las posibilidades del Analisis geométrico griego.

Finalmente se considera el problema mas querido y anhelado para Descartes, segun sus
propias palabras, la determinacién de las rectas normales a una curva, donde se resuelve
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de forma prodigiosa el problema de normales y tangentes, pero sobre todo se apunta a la
asociacion de curvas y ecuaciones que instaura los dos principios fundamentales de la
llamada Geometria Analitica:

e La relacion entre las coordenadas de los puntos de una curva —la ecuacion de la curva—
establece una correspondencia entre las propiedades algebraicas de la expresion de la
ecuacion y las propiedades geométricas de la curva asociada.

e La interseccion de curvas —que es un problema geométrico— se reconduce a la
resolucion de sistemas de ecuaciones — que es un problema algebraico—.

La Geometria de Descartes traslada de la Geometria al Algebra la resolucion de los
problemas geométricos y ademas convierte al Algebra en un magnifico instrumento de
exploracion e investigacion geométrica. Por ejemplo, la realizacién de ciertos calculos y en
particular la resoluciéon de algunas ecuaciones vinculadas a la expresion de la curva,
permiten la obtencién de los elementos geométricos notables de la misma, es decir,
diametros, ejes, asintotas, centros, etc. Incluso Descartes habla de su aplicacion «a /a
medida del espacio que abarcan», queriendo indicar, tal vez, las cuadraturas.

Y mas todavia, la propia expresion analitica de la ecuacion de una curva es una incipiente
aproximacién al concepto de funcién.

Como una manifestacion de la trascendencia de La Geometria de Descartes en la Historia
de la Matematica, nos ha parecido conveniente describir la decisiva influencia de la obra
cartesiana en el descubrimiento y desarrollo del Calculo Infinitesimal.

Hacia el final se relaciona de forma muy sucinta la rapida evolucion de la Geometria
Analitica poscartesiana, hasta situarnos en el umbral de la Geometria Analitica moderna, la
que se imparte hoy académicamente, salvo en lo que se refiere al instrumento vectorial.

Acabamos con unas reflexiones sobre la proyeccion historica de la Geometria Analitica
cartesiana, una potente herramienta que domina el pensamiento matematico desde la época
de Descartes, que al aportar simplificacién, generalizacién, mecanizacién, unificacion,
flexibilidad, versatilidad, claridad, economia, brevedad y difusién, se convierte en el lenguaje
universal de las ciencias. La Geometria Analitica cambio el rostro de las Matematicas y el
semblante de la Educaciéon matematica.

Ademas de la consulta a diversos textos de Historia de la Matematica, Historia de la
Filosofia, Filosofia de la Ciencia y de la Matematica, articulos de revistas cientificas, etc., el
manantial bibliografico fundamental utilizado ha sido, por una parte, Obras originales de los
principales matematicos griegos (Euclides, Apolonio, Diofanto y Pappus), y por otra de Vieta
y Descartes. En concreto, dignas son de mencion las ediciones de Blanchard, en francés, de
Paul Ver Eecke de Las Coénicas de Apolonio, La Aritmética de Diofanto y La Coleccion
Matematica de Pappus; y las mismas obras en ediciones en espafol de F.Vera incluidas en
Cientificos griegos (Aguilar, Madrid, 1970).

Los argumentos de los diversos capitulos se sustentan de forma esencial en los textos
originales de Descartes. Aparte de diversas ediciones, en espafiol, de El Discurso del
Método y de las Reglas para la direccion del espiritu, la referencia esencial ha sido Oeuvres
de Descartes, Publicadas por C.Adam et P.Tannery (Librairie philosophique J.Vrin, Paris,
1964-74), sobre todo el volumen VI que contiene El Discours de la Méthode y La Géométrie
y el volumen X que contiene las Regulae ad directionem ingenii. Han sido también de una
gran utilidad las ediciones de La Geometria, en espanol (Espasa-Calpe y Alfaguara), inglés
(Dover) y en especial la magnifica edicion en catalan del Institut d’Estudis Catalans
(Barcelona, 1999) con introduccién y notas de J. Pla y P. Viader.

La referencia concreta a un texto de Descartes se hara respecto a Oeuvres de Descartes,
indicando la pagina a continuacion de la particula DM.AT,\VI, G.AT.Vl,, o R.AT.X.
respectivamente, segun se trate de El Discurso del Método, La Geometria o las Regulae.
Por ejemplo (G.AT,VI,372) indicara que el texto al que se hace alusién se encuentra en la
pagina 372 del sexto tomo de las Oeuvres de Descartes, que contiene La Geometria.
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El Algebra Geométrica del Libro Il de Los Elementos de Euclides

Como consecuencia de la aparicion de las magnitudes inconmensurables, los griegos no
podian reconocer la existencia de numeros irracionales, lo que les dificultaba el tratamiento
numeérico de longitudes, areas, volumenes y angulos. Esta limitacidon operacional junto a un
deficiente sistema de numeracion que utilizaba las letras del alfabeto para representar los
numeros enteros, con la consiguiente dificultad para realizar las operaciones, impedia
asignar a las figuras geométricas numeros que midieran sus longitudes, areas y volumenes
y por tanto los griegos tenian que tratar directamente con las figuras a modo de magnitudes.
El abismo infranqueable que se habia abierto entre nimero y magnitud continua impedia
someter las magnitudes geomeétricas a manipulaciones algebraicas, como se hace con los
numeros, lo que determind la transformacion del Algebra oriental que los pitagéricos habian
heredado de los babilonios en el Algebra Geométrica del Libro Il de Los Elementos de
Euclides que juega un papel fundamental en la Geometria griega. Con gran habilidad en la
practica geométrica, los griegos hicieron de su Algebra Geométrica un poderoso instrumento
para la resolucién de ecuaciones, mediante el método de la Aplicacion de las Areas, teoria
que segun Proclo seria de ascendencia pitagérica.

El Algebra Geométrica, denominacién acufiada por el historiador de la Matematica H.G.
Zeuthen hacia 1886, viene a ser una geometrizacion de los métodos algebraicos practicados
por los babildonicos, una especie de Geometria algebraica, en la que los nimeros son
sustituidos por segmentos de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo mediante
construcciones geométricas —respetando escrupulosamente la homogeneidad de los
términos— de la siguiente forma:

e La suma de dos numeros se obtiene prolongando sobre el primero un segmento igual al
segundo.

e La diferencia de dos numeros se obtiene recortando del primero un segmento igual al
segundo.

e El producto de dos numeros es el area del rectangulo cuyos lados tienen como
longitudes esos numeros.

e El cociente de dos numeros es la razén de los segmentos que los representan (segun
los principios del libro V de Los Elementos de Euclides).

e La suma y la diferencia de productos se reemplaza por la adiciéon y sustraccion de
rectangulos.

e La extraccion de una raiz cuadrada se establece mediante la construccion de un
cuadrado de area equivalente a la de un rectangulo dado (Euclides 11.14).

Por ejemplo, el viejo problema mesopotamico en el que dada la suma o diferencia y el
producto de los lados de un rectangulo, x-y=A , xty=b, se pedia hallar dichos lados, se
interpretaba geomeétricamente de la siguiente forma:

xy =A

}yzb—x,x@—x):A,bx—xzzA
X+y=b

>
<x >

y X >
xy =A b
YT }x:b+y,y®+y)=A,by+y2:A | ¢
Xx—-y=b A y
| v
<y >
X
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La solucion geométrica lleva a la construccién sobre un segmento b de un rectangulo cuya
altura desconocida x debe ser tal que el area del rectangulo en cuestion exceda del area
dada A (en el caso de signo positivo) en el cuadrado de lado x; o difiera del area dada (en el
caso de signo negativo) en el cuadrado de lado y.

En su Algebra Geométrica los griegos utilizaron principalmente dos métodos para resolver
cierto tipo de ecuaciones, el método de las proporciones y el método de Aplicacién de las
Areas. El método de las proporciones permite construir exactamente, como se hace hoy, un
segmento de linea x dado por:

a ¢
—=—,ax=bc
X b x
b
Se aplica la cuarta proporcional (Euclides V1.12)
a c
o bien:
a X
—==,x’=ab
< Xx b
a b Se aplica la media proporcional (Euclides V1.13)

No obstante la inseguridad provocada en la Matematica griega por las magnitudes
inconmensurables, conducia a evitar a toda costa el uso de razones en la Geometria
elemental. Por eso el tratamiento de ecuaciones tan sencillas como ax =bc y x* = ab, en
forma de proporcion, tiene lugar en el Libro VI de Los Elementos de Euclides, es decir, se
retrasa hasta después de desarrollar la Teoria de la Proporciéon de Eudoxo en el libro V.

La parte mas importante del Algebra Geométrica de los griegos se encuentra en el Libro Il
de Los Elementos de Euclides. En la actualidad su contenido no juega ningun papel
fundamental en los libros de texto modernos. Sin embargo en la Geometria griega ejerce
una funcion primordial. La discrepancia radical entre los puntos de vista griego y moderno
estriba en que hoy nosotros podemos disponer de un Algebra simbdlica y una
Trigonometria, que han sustituido completamente a sus equivalentes geométricos clasicos,
precisamente gracias a La Geometria de Descartes, que al aplicar la naturaleza algoritmica
del Algebra a los problemas geométricos alumbré su Geometria Analitica.

Mientras nosotros representamos las magnitudes con letras que se sobreentiende son
numeros conocidos o desconocidos, con las cuales operamos mediante las reglas
algoritmicas del Algebra, los griegos representaban las magnitudes rectilineas mediante
segmentos de linea recta que debian obedecer a los axiomas y teoremas de la Geometria.
Con estos elementos los griegos disponian de un Algebra —Geométrica— que cumplia a
todos los efectos las mismas funciones que nuestra moderna Algebra simbdlica. Cierto es
que el Algebra moderna con su célculo literal facilita de forma considerable la manipulacién
de las operaciones y las relaciones entre magnitudes geométricas, pero no es menos cierto
que con su Algebra Geométrica los griegos eran mucho mas habiles que nosotros en la
practica geométrica. Y es que el Algebra Geométrica griega sorprende al estudioso moderno
por ser bastante dificil y artificiosa, pero los griegos la utilizaron con soltura y para ellos
debid ser una herramienta de utilizacion necesaria, basica y comoda.
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Asi por ejemplo la Proposicion 1.5 de Los Elementos de Euclides:

«Si se divide una recta en partes iguales y desiguales,
atb el rectangulo comprendido por las partes desiguales
de la recta entera, mas el cuadrado de la diferencia

b entre las dos partes, es equivalente al cuadrado de la
mitad de la recta dada»
a-b
equivale —a pesar del circunloquio retérico— a la
identidad algebraica:
b’ (a +b)(a-b) + b’ =a’ 6 (a+b)(a-b)=a’*-b?
y no es mas que la formulaciéon geométrica de una de
a las leyes fundamentales de la Aritmética —suma por
Euclides 11.5 diferencia igual a diferencia de cuadrados—.

(a+b)(a-b) +b*=a’

La evidencia visual del teorema aludido para un estudioso griego es muy superior a su
contrapartida algebraica actual. Claro esta que la demostracion rigurosa de Euclides de esta
proposicion puede ocupar mas de una pagina.

Para explicar de forma mas efectiva el método de la aplicacion de las areas, consideremos
un segmento de linea AB y un paralelogramo AQRS cuyo lado AQ esta a lo largo de AB:

/ey

1. Cuando Q coincide con B, se dice que «el paralelogramo AQRS se ha aplicado sobre el
segmento AB».

2. Cuando Q esta entre Ay B, se dice que «el paralelogramo AQRS se ha aplicado sobre el
segmento AB de forma eliptica o con defecto el paralelogramo QBCR».

3. Cuando Q esta en la prolongacion de AB, se dice que «el paralelogramo AQRS se ha
aplicado sobre el segmento AB de forma hiperbdlica o con exceso el paralelogramo
QBCR».

Volviendo a la Proposicion [I.5 de Los Elementos de Euclides, para su demostracion
consideremos la figura siguiente:

A C D B Sea AB el segmento de linea recta
dado, dividido de forma igual por C y de
forma desigual por D, la proposicion
establece que: AD-DB + CD? = CB2.

Tomando AB=2a, AC=a, CD=b, resulta
la identidad algebraica:

K L] H M (a+b)(a-b)+b?=2a?.

Simplificando el lenguaje retérico de
Euclides tenemos:

AD-DB + CD? = AKHD + LEGH= AKLC +
CLHD + LEGH = CLMB + CLHD + LEGH = CLMB + HGFM + LEGH = CB?.

E G F
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Digamos que mas importante que la demostracién exhibida, es el diagrama que utiliza
Euclides en esta demostracion porque es un esquema grafico que jugarian un papel
fundamental en la resolucién geométrica de ecuaciones cuadraticas.

En efecto: sea resolver en la Geometria griega la ecuacion ax—x?=b?, es decir, encontrar un
segmento de linea x que cumpla la condicién expresada por la ecuacién ax—x*=b?, donde
a,b son segmentos tales que a>2b.

Sea ahora AB=a, y sea C el punto medio de AB, levantemos por C una perpendicular CP de
longitud igual a b. Con centro en P y radio a/2 tracemos una circunferencia que corte a AB
en el punto D.

Construyamos sobre AB un rectangulo ABMK de anchura BM=BD y completemos el
cuadrado BDHM. Este cuadrado es el area x* que cumple la condicién expresada por la
ecuacién cuadratica. En lenguaje griego de la Aplicacién de las Areas se ha aplicado de
forma eliptica al segmento AB=a un rectangulo AH de area (a—x)-x, es decir ax—x?, que es
igual a un cuadrado dado b?, y que es deficiente del rectangulo AM en un cuadrado DM. La
demostracion de este hecho viene dada por la Proposiciéon Euclides 1.5, segun la cual el
rectangulo ADHK es igual al poligono céncavo CBFGHL, es decir, difiere de (a/2)? en el

cuadrado LHGE cuyo lado es por construcciéon CD= [«/(&/2)2 —b’ }

Sintetizando los calculos geométricos:
A C D B AB=a, AC=CB

CP=b, PD=a/2, LH=CD=[«/(a/2)2 —sz .

Rectangulo ABMK (BM=BD)
Cuadrado BDHM = x* .
K L|/ H M Euclides 11.5: AD-DB+CD?*=CB?.

ADHK + LHGE = CBFE ,
ADHK = ABMK - BDHM ,
G F ADHK = CBFE - LHGE,

ABMK—BDHM=CBFE-LHGE
2
ax—x2 = (al2) [«/(a/2) 2-b2} = b2,

De manera similar se resuelve la ecuaciéon cuadratica ax+x?=b? mediante la Proposicién 1.6
de Los Elementos de Euclides:

«Si se divide una recta en dos partes iguales y se prolonga, el rectangulo comprendido
por la recta entera, mas la prolongacion, y por la prolongacion, junto con el cuadrado
de la recta mitad, es equivalente al cuadrado de la recta formada por la recta mitad y la
prolongacion.»

En este caso se trata de aplicar de forma hiperbdlica a una linea recta dada AB=a, un
rectangulo AM=ax+x?, que sea igual a un cuadrado dado b? y que exceda al rectangulo AH
en un cuadrado x2.

Sea C el punto medio de AB, levantemos por C una perpendicular CP de longitud igual a b.
Con centro en C y radio PB tracemos una circunferencia que corte a AB en el punto D.

Esta vez la distancia es CD=PB=./(a/2)’ +b” , y como por la proposicién se sabe que el

rectangulo AM=ax+x?> mas el cuadrado LG=(a/2)* es igual al cuadrado CF=(a/2)+b? se
verifica la condicién de la ecuacién ax+x*=b?.
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D
/‘ Sintetizando los calculos geométricos:
« - “—{ M AB=a, AC=CB, CP=b, CD=PB=[«/(a/2)2 b J .

Rectangulo ADMK (BM=BD), Cuadrado BDHM = x? .
Euclides 11.6: ADMK + LHGE = CDFE .

P ADMK = CDFE - LHGE, ADMK= ABHK + BDMH ,

E ABHK + BDMH = CDFE - LHGE

G

ax + X2 = [\/(a/2)2 e T- (@2 =b2.

EL ALGEBRA GEOMETRICA Y LA APLICACION DE LAS AREAS
EN EL LIBRO II DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

58 BOOK II. PROP. V. PROB, BOOK II. PROP. V. THEOR. 59

but . = = (coOr. pr. 4. B. 2.)

a j»a;.’f’

,.! Jmt' be dvided

into two e qual

parts and alfs s

e
e ? E: 9 ¥ 3
: into two unequal parts,
" " the rectangle contained by [
the umqua.’ parts, together with the fquare of the line between - (ax. 2.) . Pl
o fax. 2. _ =

the points of fection, is equal to the fjuare of half that line

S +—=
Q.E.D.

1. La Proposicion IL5 de Los Elementos de
Deferibe (pr. 46, B. 1.), draw —mmm and Euclides en la edicion de Oliver Byrne

( e B i d (Londres,1847).

] e (pr.31,B.1.) L P o
P ..... |||] S \ . La Aplicacién de las Areas se convirtiéo para los
griegos en una de las técnicas mas importantes
mm-E en Geometria como ftil instrumento de Algebra
= M (p. 36,B. 1)

Geomeétrica para la resolucion de ecuaciones. En
principio debié de ser ideado para sustituir al
método de las proporciones, ya que el
descubrimiento de las magnitudes inconmensu-
rables hizo practicamente inviable el uso de las
: = mismas en el tratamiento de los problemas
SRl e geomeétricos, hasta la introducciéon por Eudoxo de
la Teoria general de la Proporcion del Libro V de
Los Elementos de Euclides.

Las bases firmes de Teoria de la Proporcién permiten a Euclides en las Proposiciones 27, 28 y 29 del
Libro VI dar una generalizacion del método de Aplicacion de las Areas, donde el libre uso del concepto
de semejanza facilita la sustitucién de los rectangulos del Libro II por paralelogramos, permitiendo
aplicar a un segmento dado un paralelogramo igual a una figura rectilinea dada y que exceda o sea
deficiente en un paralelogramo semejante a otro dado. Las construcciones correspondientes como las de
las Proposiciones IL.5, II.6 son en la practica soluciones geométricas de las ecuaciones cuadraticas
axtx?=bx, sometidas a la restriccion geométrica equivalente a que el discriminante sea no negativo, es
decir, las aludidas Proposiciones VI.27, VI1.28 y V1.29 son una especie de contrapartida geométrica de la
forma algebraica mas generalizada de ecuaciones cuadraticas con raiz real y positiva.

Ademas, desde el punto de vista historico la Aplicacion de las Areas esta en el punto de partida de la
teoria de Apolonio (hacia 200 a.C.) de las secciones cénicas. De hecho los tres nombres acufiados por
Apolonio para las conicas no degeneradas provienen de la denominacion de los tres tipos de aplicacién
de las areas: eliptico (dado un segmento construir sobre una parte de él o sobre él mismo extendido, un
paralelogramo igual en area a una figura rectilinea dada y resultando deficiente en un paralelogramo
semejante a uno dado), hiperbdlico (idem. resultando excedente) y parabélico (idem. resultando igual).
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Coordenadas en Las Cdnicas de Apolonio

Las Conicas de Apolonio es una de las obras mas importantes de toda la Geometria griega.
En ella quedan acuhadas, con significado, para la posteridad, los nombres de elipse,
parabola e hipérbola, procedentes del lenguaje pitagoérico de la Aplicacion de las Areas. En
el cambio de denominacién de las cénicas por Apolonio subyace un cambio conceptual, toda
vez que una vez construidas a través del cono, Apolonio maneja las cénicas mediante
relaciones de areas y longitudes, que expresan en cada caso la propiedad caracteristica de
definicién de la curva de la que se obtienen sus propiedades intrinsecas. Apolonio fue capaz
de vincular los aspectos estereométricos y planos de las cénicas, al mostrar que las
secciones de los conos tenian importantes propiedades como lugares planos, traducibles en
basicas expresiones geomeétricas —equivalentes a nuestras ecuaciones—, que permitian
deducir, a su vez, otras innumerables propiedades de las cénicas. Es bajo esta visidon sobre
el trabajo de Apolonio que algunos historiadores modernos (Zeuthen, Coolidge, Loria y
Heath) reclaman para los griegos, y empezando por Apolonio, la paternidad de la Geometria
Analitica, al establecer como la esencia de esta rama de la Matematica el estudio de los
lugares por medio de ecuaciones.

En el estudio de las conicas, Apolonio considera ciertas lineas de referencia —diametros
conjugados o diametro-tangente—, que juegan un papel de coordenadas. En el segundo
caso al tomar un diametro y una tangente en uno de sus extremos como rectas de
referencia, las distancias medidas a lo largo del diametro a partir del punto de tangencia son
las abscisas y los segmentos paralelos a la tangente, interceptada por el diametro y la curva,
son las ordenadas. Para cada conica, la conocida relacién de areas y longitudes en forma
de proporcién en el lenguaje del Algebra Geométrica —propiedad geométrica de la curva
equivalente a su definicion como lugar geométrico— se traduce en una relacién entre las
abscisas y las correspondientes ordenadas, que Apolonio llamaba el symptoma de la curva
y que no es sino la expresion retérica de la ecuacion analitica de la curva, que en su
evolucion histérica daria lugar a la llamada ecuacion caracteristica. El lenguaje de Apolonio
es sintético, utilizando con una pericia increible la técnica pitagorica de la Aplicacion de las
Areas, pero sus «métodos de coordenadas» guardan una gran similitud con los de la
Geometria Analitica.

Debemos aquilatar, no obstante, ciertas afirmaciones sobre elementos precursores de la
Geometria Analitica, porque al sefialar tales atribuciones, mas o menos fundadas o
infundadas, siempre nos encontraremos con las serias limitaciones impuestas por el
caracter geométrico-sintético de la Geometria griega y por la ausencia de un Algebra
simbdlica en sentido algoritmico, que es un componente ineludible de una verdadera
Geometria Analitica general, y que a fin de cuentas es lo que permite la real y mutua
correspondencia entre curvas y ecuaciones.

Esto fue realmente lo que se plantearon y resolvieron Fermat y Descartes con el concurso
del Arte Analitica de Vieta, al establecer que una ecuacién arbitraria en dos cantidades
indeterminadas determina, con respecto a un sistema dado de coordenadas, una curva.

Al analizar la posicion histérica de Apolonio en el camino hacia la Geometria Analitica
digamos que, a pesar de los conceptos y elementos geométricos introducidos, que parecen
emular la presencia de sistemas de referencia con coordenadas —abscisas y ordenadas—
que permiten expresar las ecuaciones de las conicas, estos sistemas de coordenadas
aparecian siempre superpuestos a posteriori a las curvas para estudiar sus propiedades. En
la Geometria griega, las coordenadas, variables y ecuaciones no eran elementos de partida,
sino conceptos subsidiarios derivados de situaciones geométricas concretas de curvas que
determinan las ecuaciones sin que se dé la situacion inversa, es decir, que las ecuaciones
determinen las curvas, ya que éstas siempre se producian mediante una construccién
estereométrica como secciones de un soélido —tal es el caso de las propias cénicas de
Apolonio— o de forma cinematica como composiciéon de movimientos —tal es el caso de la
Espiral de Arquimedes o la cuadratriz de Dinostrato—, de forma que el conjunto de curvas
manejadas por los griegos fue necesariamente muy limitado.
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LAS CONICAS DE APOLONIO
Y LA GEOMETRIA ANALITICA

APOLLONII PERGAI 2 % APECTS
CONICORVM LIB V. VL VIL »@— E é%,

PARAPHRASTE
ABALPHATO ASPHAHANENSI

Nunc primim editi.

ADDITVS IN CALLCE
ARCHIMEDIS ASSVMPTORVM LIBER,
EX CODICIBVS ARABICIS MSS.
SERENISSIMI

MAGNI DVCIS ETRVRIAE

ABRAHAMVS ECCHELLENSIS MARONITA
In Alma Vibe Linguar. Orient, Profeffor Lartinos reddidic.
IO ALFONSVS BORELLWVS

In Pifana Academis Matheleos Profeffor curam in Geometricis verfioni
contulit, & notas vberiores in vniuerfiem opus adiecit.

AD SERENISSIMVM

COSMVM IIL

ETRVRIZ PRINCIPEM

FLORENTIE,

Ex Typographia lofephi Cocchini ad infigne Stelle MDCLXL
SVPERIORV M PERMISSV.

Portada y pagina con ilustraciones de figuras geométricas de Apollonii Pergaei Conicorum Lib. V, VI,
VII. Edicion de Borelli. Florencia 1661. Biblioteca de la Universidad de Pavia.

Las Conicas de Apolonio contienen muchos aspectos que anticipan elementos de la Geometria
Analiticas. Como Descartes, Apolonio considera, ciertas lineas de referencia -~didmetros conjugados o
diametro-tangente- que al jugar un papel de coordenadas, son asociados a la cénica dada, de modo
que mediante Algebra retérica son expresadas en funcion de esas lineas las propiedades geométricas
de la curva equivalentes a su definicion como lugares geométricos.

C.Boyer escribe sobre Apolonio y la Geometria Analitica (en Historia de las Matemiticas, Alianza
Universidad, Madrid, 1986, cap.17, p.208):

«El hecho de que Apolonio, uno de los mds grandes geémetras de la antigiiedad, no consiguiese
desarrollar de una manera efectiva la Geometria Analitica, se debe probablemente mds a una
pobreza en el niimero de curvas que de pensamiento; los métodos generales no son ni muy
necesarios ni muy ttiles cuando los problemas se refieren siempre a un niimero limitado de casos
particulares. Por otra parte, es bien cierto que los primeros inventores de la Geometria Analitica
tenian a su disposicion todo el dlgebra renacentista [el Algebra de los cosistas italianos y el
Algebra simbélica de Vieta], mientras que Apolonio tuvo que trabajar con las herramientas del
Algebra Geométrica, mucho mds rigurosa pero a la vez mucho mds incémoda de manejar».

Hay que ponderar la magnifica obra de Apolonio, primer estadio en la Historia de la Matematica
sobre la aplicacion de coordenadas al estudio de las propiedades de las curvas; y aunque el discurso
retdrico sustituye al simbolismo y la construccién geométrica a las técnicas algebraicas, las relaciones
de areas y longitudes mediante las que Apolonio expresa las propiedades intrinsecas de la curva se
traducen con gran facilidad al ulterior lenguaje del Algebra simbélica de ecuaciones que permitira la
asociacién de curvas y ecuaciones, esencia de la Geometria Analitica. Asi pues, el trabajo de
Apolonio inicia la singladura histdrica hacia el desarrollo de 1a Geometria Analitica de Descartes.

Ademas, dos problemas histéricos importantes de gran incidencia sobre la Geometria Analitica de
Descartes tienen su origen en los trabajos de Apolonio:

1. EIl Problema de Apolonio («Dados tres elementos, punto, recta o circunferencia, trdcese una
circunferencia que sea tangente a cada uno de los tres»)

2. El Problema de Pappus o «lugar geométrico determinado por tres o cuatro rectas»: «Dadas tres
(resp. cuatro) rectas en un plano, encuéntrese el lugar geométrico de un punto que se mueve de forma
que el cuadrado de la distancia a una de las tres rectas es proporcional al producto de las distancias
a las otras dos (resp. el producto de las distancias a dos de ellas es proporcional al producto de las
distancias a las otras dos), si las distancias se miden en direcciones tales que formen dngulos dados
con las lineas correspondientes».
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El Analisis Geométrico griego y la Geometria Analitica

Los Elementos de Euclides establecieron en la Geometria griega un severo modelo de
exposicion y demostracidn que oculta el camino de la investigacién hacia el descubrimiento.
Surge de forma natural la pregunta acerca de cédmo los gedmetras griegos encontraban sus
impresionantes resultados que después plasmaban en sus obras con un rigor impecable.
Pues bien, es aqui donde interviene el Analisis como un procedimiento metodoldgico capital
para el progreso de la Matematica, del que la Geometria Analitica heredara no soélo su
nombre sino sobre todo sus procedimientos.

Proclo (411-485 d.C.) en sus Comentarios al Libro | de los Elementos de Euclides atribuye a
Hipdcrates de Quios (hacia 450 a.C.) la invencién del Método Analitico cuando lo define:

«La apagogé es una reduccion de un problema o de un teorema a otro, que si es
conocido o determinado, conduce a la solucién de la cuestion propuesta».

Pero siempre se ha imputado su paternidad a Platén —segun ciertos pasajes del Menén
(86e-87a), la Republica (510c) y la Etica a Nicémaco de Aristételes (1095a)-, que lo
formularia como un método pedagdgicamente conveniente, viniendo a decir que cuando una
cadena de razonamientos desde unas premisas a una conclusion no es obvia, se puede
invertir el proceso; uno puede empezar por la proposicidon que ha de probarse y deducir de
ella una conclusién que es conocida. Si entonces podemos invertir los pasos en esta cadena
de razonamientos, el resultado (Sintesis) es una prueba legitima de la proposicién. Es decir,
mediante el Andlisis se asume como cierto aquello que hay que probar y se razona con base
en esta asuncion hasta llegar a algo que forma parte de los principios o alcanzar un
resultado cierto por haber sido previamente establecido. Si entonces podemos invertir la
secuencia de los pasos anteriores se obtiene una demostracion del teorema que habia que
probar. Asi pues, el Anélisis viene a ser un procedimiento sistematico de descubrir
«condiciones necesarias» para que un teorema sea cierto, de modo que si por medio de la
Sintesis se muestra que estas condiciones son también suficientes, se obtiene una
demostracion correcta de la proposicion.

Conviene explicar un poco en qué medida la Geometria Analitica recibe su nombre
precisamente del método de Analisis de los griegos. Como se ha dicho, el Analisis empieza
«asumiendo como cierto aquello que hay que probar». Esto es precisamente un principio
que aplica Descartes desde el comienzo de La Geometria. Por ejemplo en el segundo
epigrafe del Libro |, titulado: «Cémo se llega a las ecuaciones que sirven para resolver los
problemas», Descartes escribe (G.AT,VI1,372):

«Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
resuelto,[...]»

Descartes no sélo realizara una aplicacion directa de los procedimientos del Analisis y la
Sintesis de los griegos sino que reformulados seran las dos reglas intermedias de las cuatro
reglas del El Discurso del Método (DM.AT,VI,17-18). Una y otra vez en la multiplicidad de
problemas que resuelve en La Geometria, Descartes empezara por suponer el problema
resuelto. En concreto en dos de los problemas mas importantes que trata, Descartes escribe
literalmente:

«Primeramente yo supongo la cosa como ya hecha, ...» (Problema de Pappus
[G.AT,VI, 382)).

«Supongamos que la cosa esta hecha, ...» (rectas normales a una curva [G.AT,VI,
413]).

Naturalmente hay una diferencia notable entre la aplicacién que del método de Analisis y
Sintesis hacen los griegos y lo que realiza Descartes en lo que se ha llamado su Geometria
Analitica. Este es el asunto que queremos estudiar: a partir de algunos de los principios
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metodolégicos de la Geometria griega tiene lugar el nacimiento de algo completamente
nuevo y revolucionario —La Geometria de Descartes— que consigue clausurar, en gran parte,
el punto de partida — la propia Geometria griega—.

¢ Qué poderoso instrumento utilizara y Descartes para alcanzar tal hazana matematica? El
Algebra, una herramienta que no pudo disfrutar la Geometria griega porque la aparicion
subita de los inconmensurables desvié la influencia de la Matematica babilénica, bien
versada en Aritmética y en incipientes técnicas algebraicas, hacia la Geometria Sintética y el
Algebra Geométrica. Cuando Descartes, bajo la inspiracion de Vieta (1540-1603), aplique
todo el potencial algoritmico del Algebra arabe, renacentista y del propio Vieta, el Anélisis
alcanzara su maximo poder heuristico para la resolucion de los problemas geométricos —
incluso los que se habian resistido de forma reiterada a los métodos clasicos, como el
Problema de Pappus y el Problema de Apolonio—, a base de complementar el estudio
analitico con la sintesis algebraica, lo que le permitira mediante las ecuaciones pasar de la
Geometria al Algebra y del Algebra a la Geometria.

La forma mas esmerada del Analisis y la Sintesis la aplica Pappus en el Tesoro del Analisis,
describiendo como para comprobar la validez y encontrar la prueba de un teorema o
resolver un problema —en general de construccién— se procede analiticamente, asumiendo
por el momento que el teorema en cuestion es valido o que el problema esta resuelto.
Siguiendo entonces las implicaciones légicas del teorema o la soluciéon del problema, se
llega a alcanzar una solucidn conocida que es verdadera o falsa. Si se trata de un teorema,
de una falsa conclusion resulta la invalidez del teorema, y entonces del mismo Analisis
resulta la refutacién del teorema por reduccion al absurdo; pero, si la conclusion obtenida a
través del Andlisis es verdadera, nada se puede decir de la validez del teorema. Es decir, el
método de Analisis produce una cadena de inferencias que lleva de una premisa de valor
verdadero desconocido a una conclusidon de valor verdadero conocido; la falsedad de la
conclusion implica la de la premisa, pero la verdad de la conclusién no dice nada acerca de
la de la premisa, a menos que, como sefalaba Platon, uno pueda dar la vuelta a la
inferencia. La eficiencia del Andlisis es doble, por una parte abundan los teoremas
geométricos que tienen un reciproco valido, y por otra, cuando el reciproco de un teorema
no es valido puede llegar a serlo afadiendo ciertas condiciones suplementarias, que eran
llamadas por los griegos «diorismos». Gran parte de la investigacion geométrica consistia en
la busqueda del diorismo adecuado para poder invertir una inferencia. Una vez que se ha
hallado el diorismo, la inferencia invertida constituye una Sintesis, es decir la rigurosa
demostracion del teorema. Las considerables dificultades inherentes a la inversién de
inferencias propiciaron que los grandes matematicos griegos se expresaran en sus obras
mediante formales demostraciones sintéticas de los resultados que habian obtenido
aplicando el método de Anélisis. Es decir, el Andlisis geométrico griego era una fecunda
heuristica geométrica, el instrumento fundamental de investigacion y creacién matematica;
pero, alcanzada tras el Andlisis, la Sintesis, en presencia de la demostracion sintética
cualquier analisis era superfluo y como tal se suprimia de los grandes tratados. De esta
forma, los griegos ocultaban la forma y el camino utilizados en la obtenciéon de sus
magnificos resultados matematicos.

Cuando a partir del Renacimiento tiene lugar la recuperacion, reconstruccion y divulgacion
del legado clasico griego, los matematicos lo acogen con entusiasmo, pero preocupados
porque el estilo sintético y apodictico de exposicidon de la Geometria griega, y en particular
de las obras de Euclides, Arquimedes y Apolonio, privaba a los investigadores de la forma
en que habian sido descubiertos los resultados, manifiestan junto a su admiracién, una
cierta perplejidad y extrafieza. Incluso algunos (Torricelli, Barrow, Wallis,...) sospechaban sin
fundamento que los griegos disponian de algun instrumento (;el Algebra?), un determinado
tipo de Analisis Geométrico, pero que lo habian ocultado de forma tan perfecta que a los
modernos matematicos les habia resultado mas facil inventar un nuevo Analisis —la
Geometria Analitica— que recuperar el antiguo. Quiza es Descartes quien con mayor
claridad muestra — en la Regla IV de las Regulae— la insatisfaccion de una curiosidad
frustrada por la ocultacion de los métodos de descubrimiento de la Geometria griega.
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ANALISIS Y ALGEBRA EN LA REGLA 1V (AT.X.373-377)

DE LAS REGLAS PARA LA DIRECCION DEL ESPIRITU DE
DESCARTES

Retrato caricaturesco de Descartes escribiendo un libro
y con el pie apoyado en una obra de Aristételes.
Grabado de C.Hellemans. Biblioteca Nacional. Paris.

Descartes subraya en la regla IV (Requlae ad directionem
ingenii) que los antiguos gedmetras utilizaban cierto
Anidlisis para la resolucién de todos los problemas
geométricos -como se advierte en Pappus y Diofanto-,
pero privaron de él a la posteridad con la expresién
sintética que oculta los métodos de descubrimiento, y
merecen por ello -al impedir la divulgacion de los
métodos de trabajo- la mas acerba de las criticas.

Descartes elogia, en cambio, a «<hombres de gran talento»
(¢ Vieta?), que han recuperado el Analisis Geométrico de
los antiguos y lo han desarrollado con los nuevos
instrumentos del Algebra -un arte que clarificado y
liberado de su actual farragosidad podria cumplir una
funcién similar a la del Andlisis de los antiguos-. Con
base en estos analistas Descartes destilara un auténtico
Analisis Algebraico, que histéricamente se desarrollara
en la linea de una verdadera Geometria Analitica.

«[...] En las mads féciles de las ciencias, la
Aritmética y la Geometria, vemos con
toda claridad que los antiguos geémetras
se han servido de cierto Andlisis, que
extendian a la resolucion de todos los
problemas, si bien privaron de él a la
posteridad. Y ahora florece cierta clase de
Aritmética que llaman Algebra, para
realizar sobre los mniimeros lo que los
antiguos hacian sobre las figuras [...]
Cuando por primera vez me dediqué a las
disciplinas Matemidticas, de inmediato lei
por completo la mayor parte de lo que
suelen ensefiar sus autores, y cultivé
preferentemente la Aritmética y la
Geometria, porque se las tenia por las
mds simples y como un camino para las
demds. Pero no caian en mis manos
autores que me satisficieran plenamente:
leia cosas acerca de los niimeros que yo
comprobaba, habiendo hecho cdlculos, ser
verdaderas; y lo mismo respecto de las
figuras; [...] Pero por qué esto era asi, y
como eran halladas, mno parecian
mostrarlo suficientemente a la mente, [...]
Pero como después pensase por qué
sucedia que antiguamente los primeros
creadores de la Filosofia no quisieran
admitir para el estudio de la sabiduria a
nadie que no supiese Mathesis, [...], tuve
la sospecha de que ellos conocian cierta
Mathesis muy diferente de la Matemdtica
vulgar de nuestro tiempo [..] Y
ciertamente me parece que vestigios de
esta verdadera Mathesis aparecen en
Pappus y Diofanto, [..] Y facilmente
creeria que después fue ocultada por cierta
audacia perniciosa por los mismos
escritores; pues asi como es cierto que lo
han hecho muchos artistas con sus
inventos, asi ellos temieron quizd que,
siendo tan fdcil y sencilla, se envileciese
después de divulgada; y para que les
admirdsemos prefirieron presentarnos en
su lugar, como productos de su método,
algunas verdades estériles deducidas con
sutileza, en vez de enseiiarnos el método
mismo que hubiera hecho desaparecer por
completo la admiracion. Ha habido,
finalmente, algunos hombres de gran
talento que se han esforzado en este siglo
por resucitarla; pues aquel arte no parece
ser otra cosa, que lo que con nombre
extranjero llaman Algebra, con tal que
pueda zafarse de las muiiltiples cifras e
inexplicables  figuras de que estd
recargado a fin de que no falte ya aquella
claridad y facilidad suma que suponemos
debe haber en la verdadera Mathesis [...]».
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El texto de la IV Regla de Descartes es fundamental para poder entender la actitud mental
de Descartes sobre su magno proyecto de reforma de la Filosofia, la Ciencia, y sobre todo
de la Matematica de donde surgen las fuentes de su Geometria Analitica.

Descartes habla de la Mathesis como si se tratara de un saber aun mas universal que la
propia Matematica, y aplicable a todas las ciencias. En puridad, la Mathesis no se identifica,
por tanto, con la Matematica, pero surge del espiritu, de la naturaleza, de los rasgos, del
estilo, del modo, del proceder, de los métodos, etc., de las ciencias matematicas —de la
Geometria (Pappus), de la Aritmética (Diofanto) y del Algebra (Vieta, uno «de los hombres
de gran talento» que han resucitado la Mathesis)—. Precisamente uno de los instrumentos
mas potentes que se ha desarrollado en toda la Historia del Pensamiento matematico —la
Geometria Analitica Cartesiana—, sin duda intimamente vinculada a la Mathesis, surge de la
aplicacion del Algebra simbdlica de Vieta al estudio de los problemas del Andlisis
Geométrico de Pappus mediante ecuaciones indeterminadas, cuyo origen remoto, asi como
las raices de la esencial simplificacién de la notacién cartesiana estan en La Aritmética de
Diofanto. Por eso Descartes rinde claro homenaje a los matematicos griegos, Pappus y
Diofanto, y de forma implicita también a Vieta, al atribuirles vestigios de la Mathesis.

Como sefala Descartes, en la pléyade de gedmetras griegos, Pappus fue una excepcion,
porque desarrollé una singular metodologia en la forma de exposicién, codificando todo un
cuerpo de tratados analiticos de solucién de problemas en el llamado Tesoro del Analisis del
Libro VIl de La Colecciéon Matematica. En estos tratados queda patente el camino que sigue
la investigacién matematica ya que se procede a la reduccion de un problema dado a un
problema equivalente cuya solucién era ya conocida. Encontramos en la obra de Pappus,
ademas de infinidad de teoremas y problemas sobre Geometria superior —no incluida en Los
Elementos de Euclides—, un gran numero de cuestiones que debemos situar en las raices
historicas de la Geometria Analitica como son la mas elaborada exposicién sobre los
métodos de Analisis y Sintesis, numerosas soluciones a los problemas clasicos —sobre todo
la duplicacién del cubo y la triseccion del angulo—, nuevos estudios y extensiones de
propiedades de las secciones conicas como lugares geométricos y la clasificacion definitiva
de los problemas geométricos en planos, solidos y lineales —segun sean resolubles,
respectivamente, con rectas y circunferencias, cénicas u otras curvas superiores—, que
perseguia la idea de ajustar la envergadura de los instrumentos geométricos a utilizar a la
enjundia de los problemas geométricos a resolver, en la linea de aplicar siempre los medios
mas simples posibles, lo que sera no soélo un rasgo distintivo de la Geometria Analitica de
Descartes, sino un componente general de la mejor Matematica, que siempre exige
elegancia y economia en el razonamiento.

Pero quiza el asunto mas importante sea el tratamiento general del llamado Problema de
Pappus o lugar geométrico de n rectas, que en su formulacién mas sencilla, para tres o
cuatro rectas ya era conocido por Apolonio, siendo la solucién una cénica, y que ha tenido
un valor emblematico para la Historia de la Geometria Analitica. Pappus realiza un estudio
exhaustivo del problema, propone la generalizacion a mas de cuatro rectas y reconoce que
independientemente del numero de rectas involucradas en el problema, queda determinada
una curva concreta. He aqui la observacién mas general sobre lugares geométricos de toda
la Geometria griega, lo que implica, ademas, la consideracion de infinitos tipos nuevos de
curvas planas, algo esencial en un mundo geométrico tan limitado en cuanto a curvas
planas. Pappus vacila a la hora de considerar el problema para mas de seis lineas porque:
«no hay nada contenido en mas de tres dimensiones». De haber seguido en esa direccion,
se habria dado un paso muy importante de anticipacion de la Geometria Analitica, toda vez
que ello hubiera propiciado un necesario tratamiento algebraico y no geométrico de los
productos de lineas involucradas en el problema. Naturalmente los métodos sintéticos le
desbordan a Pappus en el abordaje del problema. Cuando el nuevo Algebra Simbdlica de
Vieta actue sobre el Analisis Geométrico de los griegos aparecera la Geometria Analitica
cartesiana como poderoso instrumento algoritmico de ataque de los problemas geométricos
dificiles como el propio Problema de Pappus, que fue la prueba de fuego que tuvo que pasar
La Geometria de Descartes par demostrar la potencia de los nuevos métodos de la
Geometria Analitica.
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1. La Coleccion Matemdtica de Pappus. Edicién de F.Commandino. (Bolonia, 1670).

2.La Aritmética de Diofanto. Edicion de 1670 de S. de Fermat con las observaciones de su
padre P. de Fermat.

La Coleccién Matemdtica de Pappus tiene un gran valor histérico y didactico. Pappus realiza
una encomiable labor de compilacién, comentario, restauracién, organizacion, clasificacion y
generalizacion del conocimiento matematico superior de la antigiiedad. La obra describe una
multitud de trabajos matematicos perdidos que constituyen lo que se llama Tesoro del
Anidlisis. Ademas, Pappus nos relata las vias que seguia la investigaciéon geométrica, oculta en
los grandes tratados clasicos debido a su estilo sintético, es decir, lo que los antiguos
geometras entendian por Andlisis y Sintesis.

La obra de Pappus contiene soluciones nuevas a numerosos problemas clasicos, la
clasificacién definitiva de los problemas geométricos en planos, sdlidos y lineales, estudios
definitivos de las cénicas como lugares geométricos y una visién mas general del famoso
Problema de Pappus, todas ellas cuestiones de trascendental influencia sobre la evolucién del
Algebra Geométrica y el Anilisis Geométrico griegos hacia la Geometria Analitica de
Descartes.

Diofanto es el responsable, con su obra La Aritmética, de los primeros escarceos del Algebra
simbélica -el Algebra sincopada-. A base de adoptar ciertas letras o expresiones como
abreviaturas para las cantidades indeterminadas y sus potencias y para las operaciones mas
habituales, fragua un incipiente simbolismo antecedente de la notacion algebraica que en su
evolucion a lo largo de los siglos, culminara con la simplificacién notacional poderosamente
definitiva que acufiard Descartes en La Geometria y que se convertira en el alfabeto de la
Matematica. Al ser el Algebra simbdlica un instrumento algoritmico ineludible de la
Geometria Analitica, y Diofanto el primer iniciador de esta utilidad, debemos situar su obra,
en una direcciéon conveniente hacia la generaciéon de la Geometria Analitica.
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La Geometria de Descartes
La formacion de Descartes en La Fleche

Descartes instaura una nueva época en la Matematica, la Ciencia y la Filosofia sin parangén en
la Historia de la Cultura, donde el conocimiento cierto y seguro de la Matematica ejerce un poder
y adquiere una universalidad, que se convierte en la base racional del pensamiento cartesiano y
revoluciona todas las ciencias. Con sus fundamentales aportaciones en los campos de la
Filosofia, la Geometria, la Optica, la Mecanica y otros, Descartes da un aliento unitario y
organico al pensamiento cientifico, construye una vision global del conocimiento y marca un
nuevo rumbo en la Filosofia.

René Descartes nace en La Haye, en Touraine, el 31 de marzo de 1596. Su formacion tiene
lugar con gran autosatisfaccion en el Colegio jesuita de La Fléche entre 1606 y 1616. Descartes
siempre tuvo la conciencia de haber sido instruido en una de las mejores escuelas de Europa,
como manifiesta en El Discurso del Método (DM.AT,VI,5).

Descartes habia alcanzado en La Fléche un soberbio conocimiento de la Cultura clasica, que
incluia un gran dominio del latin —incluso como lengua viva, en la que podia hablar y escribir—,
griego e italiano, y habia desarrollado una irrefrenable aficion a la lectura como demuestran
ciertos pasajes de El Discurso del Método (DM.AT,VI1,5).

En cuanto a la Filosofia aprendida, siempre se mostré un tanto displicente (DM.AT,VI,6):

«[...] Mientras las Matematicas me han hecho disfrutar he visto la Filosofia como un medio
para hablar de manera superficialmente convincente de cualquier cosa y ganar la
admiracion de los menos cultos.»

Es mas, a juzgar por El Discurso del Método, parece que la Filosofia inicialmente no le interesara
(DM.ATVI,17):

«La Légica, sus silogismos y la mayor parte de sus otras reglas sirven mas bien para
explicar a otro lo que uno sabe mas que para aprenderlo.»

En cuanto a su formacion matematica el joven Descartes confiesa que quedé cautivado por la
parte del curso de Filosofia referente a las Matematicas que impartia el padre Frangoise, que
atendia no sélo a los aspectos tedricos de las Matematicas, sino también a las artes mecanicas,
los autématas, la Optica, la magia y la Astrologia.

La propia Ratio Studiorum de los Jesuitas de 1586 establece:

«La Ensefianza de las Matematicas conviene a los fines de la Orden, no sélo por el
prestigio que dan a toda Academia, sino también en razén de su utilidad en todas las
profesiones.»

También en el folio 183 de los Archivos romanos de la Compainiia de Jesus consta:

«La Ensefianza de las Matematicas es de las mas utiles no sélo porque contribuye a la
precision del razonamiento sino también porque procura conocimientos infinitamente
ventajosos para el bien de la sociedad.»

La ensefanza matematica de los Jesuitas tenia una orientacion eminentemente practica.
Ademas del Cuadrivium pitagérico afiadia nociones de Mecanica, Optica, Acustica, Topografia,
Perspectiva, Hidraulica y Balistica, segun el cuadro general de la Matematica practica
renacentista, y con una orientacion hacia la ingenieria civil y militar, de interés para los jévenes
nobles que ocuparian cargos en la administracion y en el ejército. Por eso cuando un Descartes
ya maduro mira retrospectivamente, en el autobiografico Discurso del Método, hacia sus afos de
formacion comenta (DM.AT,VI,16):

«Las Matematicas tienen invenciones muy sutiles y pueden utilizarse tanto para contentar
a los curiosos como para facilitar todas las Artes y disminuir el trabajo de los hombres.»

299



LA INFLUENCIA DE C.CLAVIUS SOBRE DESCARTES

—

El jesuita aleman C.Clavius,
profesor de Matematicas en el
Colegio Romano de Roma, fue el
gran inspirador de la Ensefianza de
Ia Matemitica en la época de
Descartes que incluia La Ratio
Studiorum de los Jesuitas.

e

Clavius organiz6 un verdadero
seminario de jévenes matematicos,
destinados a proveer de profesores
de Matematicas a los colegios
jesuitas.

Aparte de excelente profesor,
Clavius se reveld6 como un
magnifico escritor de libros de
texto. Public6 en 1574 una célebre
edicion de Los Elementos de
Euclides, que tuvo reediciones en
1589, 1591, 1603, 1607, 1612 y 1674,
lo que da idea de su valor.
También  escribi6  magnificos
manuales de Aritmética Prdctica
(1583), Geometria Prdctica (1604),
Algebra  (1608), wuna edicién
comentada de la Sphera de
Sacrobosco (1591), un compendio
de Trigonometria y Astronomia
ampliamente utilizado y muy
encomiado por Kepler y tuvo una
importante intervencion en la
reforma gregoriana del calendario.

CHRISTOPHORI || ARFTMETICA
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—

Ediciones de Clavius de Los Elementos de Euclides (Colonia 1591), Geometria Prictica (Maguncia,
1606) y Aritmética Prdctica (Venecia, 1738)

Ya que la ensefianza en el Colegio de La Fléche estaba inspirada en la Ratio Studiorum de los
Jesuitas, es de suponer que la doctrina Matematica recibida por Descartes en sus afios de
Formacion se basaria en las primeras ediciones de estos manuales de Clavius. Pero su proyecto de
reforma de la Geometria tuvo que partir necesariamente de un profundo conocimiento de las
grandes obras de la Matematica Griega de Euclides, Apolonio, Diofanto y Pappus.
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Con toda seguridad los Jesuitas usaban los manuales del mas famoso de sus matematicos
C.Clavius, llamado «E/ nuevo Euclides» por sus coetaneos, quien con su ensefianza de
Matematicas en el Colegio Romano, la mas prestigiosa institucion docente de los Jesuitas, y
sus publicaciones, contribuyé mas que nadie, a dignificar y extender el papel de la
Matematica en el Curriculum general de la Ensefianza. Sus trabajos fueron recopilados en
su famosa Opera Mathematica, publicada en cinco volimenes en 1611. En esta obra,
Clavius realiza una apasionada apologia de la Matematica, contrastando la firmeza y la
unanimidad de las opiniones de los matematicos con la multiplicidad de visiones diferentes,
y por tanto de incertidumbre, que habita en la mente de los fildsofos, sensacion que
manifestara claramente Descartes en El Discurso del Método (DM.AT,VI, 7-8):

«Me complacia especialmente [en mi juventud] en las Matematicas por la certeza y la
evidencia de sus razonamientos, [...] De la Filosofia sélo diré que, habiendo sido
cultivada por los espiritus mas excelentes, y que sin embargo aun no hay nada de lo
que no se discuta, [...] , y considerando cuantas opiniones diversas pueden haber

acerca de un mismo tema, [...].»

EL JOVEN DESCARTES

Descartes joven. Supuesto retrato del
filésofo. Escuela Francesa del siglo
XVII. Museo de los Agustinos de
Toulouse.

A través de una irresistible pasion por la lectura, la
actividad intelectual adolescente de Descartes iba
fraguando su pensamiento filos6fico y matematico.

La s6lida formaciéon en las humanidades del mundo
clasico y la consiguiente aficion de Descartes a la
Cultura griega, se extendia a los grandes tratados de la
Matematica griega: Los Elementos de Euclides, las Obras
de Arquimedes, La Aritinética de Diofanto y sobre todo
Las Cénicas de Apolonio y La Coleccién Matemidtica de
Pappus, obras que conocia en profundidad. Asimismo,
Descartes debia estar al corriente de los desarrollos del
Algebra de los matematicos italianos, Tartaglia, Cardano
y Ferrari, y aunque confiesa que desconocia la obra de
Vieta antes de escribir El Discurso del Método, es
inconcebible que asi fuera, ya que hay una manifiesta
continuidad en la linea de pensamiento geométrico
entre la obra de Vieta y La Geometria de Descartes.

Descartes sale de La Fleche con el mejor bagaje cultural
para emprender su aventura intelectual. El dominio del
latin y del griego le abren las puertas al saber de los
clasicos y a toda la erudicidn renacentista; las
Humanidades y la Retérica animaron una conversacién
interesante y el don de gentes; situandose en las mejores
condiciones de integrarse en la agitada vida social y
publica de su época y dedicarse al conocimiento del
mundo, como manifiesta en El Discurso del Método
(D.M.AT, VL, 9):

« [..], gracias a Dios, no me encontraba en la
situacion de verme obligado a hacer de la Ciencia
un oficio para alivio de mi fortuna, [...] Empleé el
resto de mi juventud en viajar, en ver cortes y
ejércitos, [...], en recoger experiencias diversas, en
probarme a mi mismo, en reflexionar sobre lo que
me ocurriera, [...].»

Hegel en su Lecturas sobre la Historia de la Filosofia
describe al joven Descartes cono un ser vivaz e inquieto,
con insaciable afin de conocimiento en todos los
sistemas y formas de pensamiento, de modo que tres
experiencias juveniles sucesivas jalonarian la forja de su
espiritu: sus amplios estudios de juventud en La Fléche;
su buceo en el gran libro del mundo, con otros hombres
y otros pueblos; y el encanto o hechizo de las
Matematicas, cuya esencia impregnara todo su
pensamiento. Tres experiencias que sefialan tres
caminos o vias en la basqueda incesante de la verdad.
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CITAS MEMORABLES DE DESCARTES

REGLAS PARA LA DIRECCION DEL ESPIRITU. (R.AT.X. 359-468)

Sélo la Aritmética y la Geometria estan libres de todo defecto de falsedad e incertidumbre.
[RIL. 364].

Los que buscan el camino recto de la verdad no deben ocuparse de ningtin objeto sobre el
que no puedan tener una certidumbre semejante a las demostraciones de la Aritmética y de
la Geometria. [RII. 366].

Es mucho mas acertado no pensar jamas en buscar la verdad de las cosas que hacerlo sin
meétodo. [RIV. 371].

Ninguna ciencia puede obtenerse, sino mediante la intuicién de la mente o la deduccién.
[RIV. 372].

Cultivé [en mi juventud] preferentemente la Aritmética y la Geometria, porque se las tenia
por las ciencias mas simples y como un camino para las demas. [RIV. 374].

El silogismo es completamente inftil para los que desean investigar la verdad de las cosas y
so6lo puede aprovechar , a veces, para exponer con mayor facilidad a los otros las razones ya
conocidas. [RX. 406].

EL DISCURSO DEL METODO (DM.AT.VL. 1-78)

. Las Matematicas tienen invenciones muy sutiles y pueden utilizarse tanto para contentar a
los curiosos como para facilitar todas las Artes y disminuir el trabajo de los hombres. [6]

. Mientras las Matematicas me han hecho disfrutar he visto la Filosofia como un medio para
hablar de manera superficialmente convincente de cualquier cosa y ganar la admiracién de
los menos cultos. [6]

. Gustaba, sobre todo de las Matematicas por la certeza y evidencia de sus razones. [7].

. La Légica, sus silogismos y la mayor parte de sus otras reglas sirven mas bien para explicar
a otro lo que uno sabe mas que para aprenderlo. [17].

. Esas largas cadenas trabadas de razones muy simples y faciles, que los gedmetras
acostumbran a emplear para llegar a sus mas dificiles demostraciones, me habian dado
ocasion para imaginar que todas las cosas que entran en la esfera del conocimiento humano
se encadenan de la misma manera. [19].

. Entre todos los que han buscado la verdad en las ciencias, s6lo los matematicos han podido
hallar algunas demostraciones, esto es, algunas razones ciertas y evidentes. [19].

. No esperaba sacar de las demostraciones matematicas mas utilidad que acostumbrar mi
espiritu a saciarse de verdades y a no contentarse con falsas razones. [19].

LA GEOMETRIA (G.AT.VI. 369-485)

. Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales, que no es
necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas rectas para
construirlos. [369].

. Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a cada uno del placer de
aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo ttil del propio espiritu ejercitindolo, que es,
a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse de esta ciencia [374].

. Se pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria sin hacer mas que lo
poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado. [376]

. Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion que
tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, [...] y conocer la manera de trazar otras
lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto. [...] Y me atrevo a decir que éste
es el problema mas atil y mas general no s6lo que yo conozca, sino aun que yo haya
anhelado jamas conocer en Geometria. [412-413].

.Y yo espero que nuestros descendientes me estarin agradecidos no sélo por las cosas que
aqui he explicado, sino también por aquellas que he omitido voluntariamente a fin de
dejarles el placer de descubrirlas. [485].
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CITAS MEMORABLES SOBRE DESCARTES

A Descartes le fue revelada en suefios la clave magica que le abria el acceso al tesoro de
la naturaleza y que le colocaba en situacién de poseer los verdaderos fundamentos de
todas la ciencias. A.Baillet. La Vie de Monsieur Des-Cartes.

Acudiendo a la cita con su ejército, en la calma del invierno, combinaba en su mente los
misterios de la naturaleza con las leyes de las Matematicas, aspirando a desvelar los
secretos de ambas. Epitafio de Descartes por H. Pierre Chanot, 1650.

Su alma siempre con sabiduria fecunda, hacia ver a los espiritus lo que se esconde a
los ojos. Después de haber explicado el modelo del mundo revelé el misterio de los
cielos. Epitafio de Descartes por C. Huygens, 1650.

Descartes mediante un nuevo método hizo pasar de las tinieblas a la luz cuanto en las
Matematicas habia permanecido inaccesible a los antiguos y todo cuanto los
contemporaneos habian sido incapaces de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los cuales es posible asentar la mayor parte de las
verdades en el orden y con la certidumbre de las Matematicas. Spinoza. Los Principios
de la Filosofia cartesiana.

Lo que ha inmortalizado el nombre de este gran hombre, es la aplicacién que ha sabido
hacer del Algebra a la Geometria, una idea de las mas vastas y felices que haya tenido
el espiritu humano, y que sera siempre la llave de los mas profundos descubrimientos
no solamente en la Geometria, sino en todas las ciencias fisico-matematicas.
D'Alembert. Discours Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, 1984, pp.84,85).

La Diéptrica de Descartes es la mas grande y la mas bella aplicacion que se haya hecho
hasta ahora de la Geometria a la Fisica. D'Alembert. Discours Préliminaire de
I'Encyclopédie (Orbis, 1984, p.85):

Descartes se caracterizaba por su espiritu vivaz e inquieto, que buscaba con insaciable
afan todas las ramas del conocimiento humano, buceando en todos los sistemas y
formas de pensamiento. Hegel. Lecturas sobre la Historia de la Filosofia.

S6lo quien haya pensado real y detenidamente este escrito [Las Reglas para la
direccién del espiritu], radicalmente parco, hasta en sus rincones mas reconditos y frios,
estd en condiciones de tener una idea de lo que pasa en la ciencia moderna.
M.Heidegger. Die Frage nach dem Ding.

El cartesianismo no debe nada esencial a ninguna doctrina de la antigiiedad.
H.Bergson. La Filosofia.

No hay una Matematica, hay muchas Matematicas. [...]. El espiritu antiguo creo su
Matematica casi de la nada. El espiritu occidental, historico, habia aprendido la
Matematica antigua, y la poseia, aunque sdlo exteriormente y sin incorporarla a su
intimidad; hubo, pues, de crear la suya modificando y mejorando, al parecer, pero en
realidad aniquilando la Matematica euclidiana, que no le era adecuada. Pitagoras llevo
acabo lo primero; Descartes lo segundo. Pero los dos actos son, en lo profundo,
idénticos. O.Spengler. El sentido de los nimeros. (La decadencia de Occidente, p.144).

La Geometria analitica, mucho mas que cualquiera de sus especulaciones metafisicas,
inmortaliza el nombre de Descartes y constituye el maximo paso hecho en el progreso
de las ciencias exactas. J. Stuart Mill. (citado por E.Bell en Les grands mathématiciens.
Payot, Paris, 1950. Cap.3. p.46).

La Geometria Analitica de Descartes ha afectado probablemente a la vida humana mas
profundamente, aunque menos violentamente, que la maquina de vapor o el aeroplano.
L.Hull. Historia y Filosofia de la Ciencia, 1981, p.268.

La Geometria Analitica de Descartes cambié la faz de las Matematicas. M.Kline. EI
pensamiento matematico de la Antigiiedad a nuestros dias, 1992. vol.1, p.425.
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Los sueiios de Descartes y los origenes de La Geometria

El 10 de noviembre de 1618 ocurrié un evento de trascendental importancia en la vida de
Descartes, el encuentro con Beeckman, un intelectual amante de la Fisica y la Matematica.
Vagando por Breda, Descartes se tropezd con una gente que miraba un anuncio en el que
un matematico retaba a que se resolviese un problema, cosa muy propia de la época. Como
Descartes todavia no dominaba el holandés, suplic6 a quien estaba al lado que se lo
tradujese al latin o al francés. Resulté ser Beeckman, quien hablandole en latin, le explico
en qué consistia el problema: «¢ Cuan lejos caerd una piedra en una hora si se sabe cuan
lejos cae en dos?», y le dio su tarjeta de visita. Beeckman se quedé aténito cuando al dia
siguiente el joven francés se presentd en su casa, sin anunciarse, con la solucién del
problema, lo que inicid una fructifera amistad, mantenida sobre todo de forma epistolar,
plena de gratitud reciproca, como muestran sendas cartas de Descartes a Beeckman, donde
se explaya en palabras de agradecimiento hacia €l por ser el catalizador de la empresa
intelectual de ordenamiento de sus reflexiones y concepciones cientificas.

«Podéis estar seguro que antes olvidaria a las musas que a vos, [...], ellas me han
atado a vos con lazos de afecto» (24/1/1619, AT, X, 162-163).

«[...] Vos habéis sido el instigador, el motor primero de mis investigaciones, [...], vos
me sacudisteis la desidia, apartandome de la erudicién indtil, conduciendo mi espiritu,
que vagaba en ocupaciones ociosas, a otras mejores, [...]» (23/4/1619).

Influido por Beeckman, Descartes emprende una serie de estudios matematicos en relacion
con la triseccion del angulo y las ecuaciones cubicas, y es consciente, tras los contactos con
la literatura rosacruciana alemana, de que los aspectos algebraicos, en especial el
simbolismo que apuntaba a convertirse en el lenguaje universal que permitiria el
conocimiento y el dominio global de la realidad, entroncan con la tradicion hermética y
cabalistica del arte luliano en intima relacion con la idea del saber universal.

EN UNA MANO LA PLUMA Y EN L A OTRA LA ESPADA

S. de Sacy, en su biografia de Descartes de
1956, refleja la imagen del filé6sofo como lo
hace esta ilustracion, describiendo «al
hombre izado entre una generacién de
aventureros, [...], un mosquetero del alma,
[...] en vagabundeo metédico, [...]».

En el gran teatro del mundo, apareciendo
como desherado y marginal de las clases
sociales dominantes, desligado de Ila
tradicion y del marco familiar, Descartes
«sostiene en una mano la pluma y en la otra
la espada», en un continuo vaivén entre el
afan de retiro y el estudio y su curiosidad por
la vida mundana, alistindose en ejércitos,
dedicado a la vida militar, como aventurero
y rebelde, junto a los mercenarios de las
guerras de Religion que asolaban Europa.

Provisto del bagaje intelectual del
Renacimiento, dotado de una prodigiosa
erudicion alcanzada en La Fléche y de una
brillante retdrica, con wuna incontenible
aficién a la Matematica, trasmitida por el
padre Francoise y por Beeckman, Descartes
viaja y conoce mundo «pues es casi lo mismo
conversar con gentes de otros siglos que
viajar» (DM.AT,VI], 6) y se convierte en el
filosofo enmascarado que persigue la
sabiduria universal que anunciaban sus
curiosas lecturas de adolescencia, de raices
lulianas, dentro de la tradicion hermético-
Descartes en las calles de Paris, por Chartan. cabalistica.
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El interés por los rosacruces, que presumian de tener la clave de la sabiduria universal,
impele a Descartes a abandonar Holanda hacia mayo de 1619 camino de Alemania, donde
asiste a la coronacién de Fernando Il y se enrola en las tropas del Duque de Baviera.

A la llegada del invierno, Descartes se retira a alguno de los refugios militares, quiza en Ulm,
donde vivia el matematico Faulhaber. En un ambiente propicio para la meditacién,
Descartes se plantea algunos problemas geométricos y la solucion lograda le induce a
buscar un método general para resolver cualquier problema de Geometria que se le
presentase. Pero enseguida extrapola sus ideas y amplia tan ambicioso plan para concebir
la posibilidad de encontrar un método para el descubrimiento de la verdad en cualquier rama
de la ciencia. Asi que en la mente de Descartes fue tomando cuerpo el ideal de un
conocimiento integral, unificado sobre la totalidad global de las ciencias, que al tratar de lo
divino y de lo humano, reuniria todas las ciencias con un simbolismo adecuado, intuyendo
que el Algebra y la Geometria, adecuadamente interpretadas e insertas en un simbolismo
superior, podian convertirse o al menos apuntar hacia el tan proclamado saber universal.

Con estas ideas fijas en la mente, en la noche del 10 de noviembre de 1619, primer
aniversario del encuentro con Beeckman, Descartes tuvo una concatenacion de suefios que
le dejaron una profunda impresién marcando un hito en su ulterior evolucion espiritual.

La profunda experiencia visionaria fue plasmada por Descartes en un manuscrito de 1620,
en latin, con el nombre de Olympica, ahora perdido, que parece ser fue ojeado por Leibniz
en su estancia en Paris en 1675 y que fue traducido por Baillet, el biégrafo de Descartes
(AT.X, 181-188). En una minuciosa descripcién de los suefios y su interpretacion, Descartes
relata un itinerario simbdlico en sus tres suefios: siente angustia en el primero, luces
prometedoras en el segundo, hasta alcanzar la revelacion de la verdad en el tercero, en el
cual el espiritu de la Verdad queria «abrirle los tesoros de todas las ciencias».

Los Olympica comienza con estas palabras:

«X Novembris 1619, cum plenus forem Enthousiasmo et mirabilis scientiae
fundamenta reperirem ...»

«X de noviembre de 1619, cuando, lleno de entusiasmo, descubri los fundamentos de
una ciencia admirable.»

En la interpretacion mistica que hace Descartes de sus suenos, a él se le ha revelado la
unidad de la ciencia, ha sido ungido de un sagrado entusiasmo mistico que le ha liberado de
una crisis espiritual y le ha cargado de una gran responsabilidad en el alumbramiento de la
verdad al tomar conciencia de una mision:

.Sera ésta emprender la magna empresa de reforma de la Filosofia y
consecuentemente de la Matematica?

El espiritu de la verdad ha conducido a Descartes a una exaltacién intelectual para alcanzar
«la visién de una ciencia nueva y admirable», que tal vez debia de ser el conocimiento de
todas las cosas de las que el espiritu humano es capaz, y que sus fundamentos consistirian
en un método general —extraido de los procedimientos del pensamiento matematico— donde
se experimenta la certeza y evidencia inherentes al verdadero saber.

Al ano siguiente, el mismo dia 10 de Noviembre, aniversario del encuentro con Beeckman y
de los suefios, Descartes vuelve a tener una vision que le ilumina, escribiendo al margen del
manuscrito de Los Olympica (AT.X.179):

«X Novembris 1620. Coepi intelligere fundamentum inventi mirabilis.»

«10 Noviembre 1620. He empezado a entender el fundamento de un admirable
descubrimiento.»
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LOS SUENOS DE DESCARTES Y LA GEOMETRIA

La noche del domingo del 10 al 11 de
noviembre de 1619, en un descanso en
los cuarteles de invierno de los
ejércitos de Maximiliano de Baviera,
Descartes enfrebrecido sufre
alucinaciones. Sintiendo una
iluminacién interior asiste «lleno de
entusiasmo» a la revelacion de «los
fundamentos de una ciencia admirable».
Descartes tiene tres suefios que le hacen
tomar conciencia de su vocaciéon
filosofica. En palabras de su primer
bidgrafo A.Baillet (La Vie de Monsieur
Des-Cartes):

«[...] Le fue revelada la clave
mdgica que le abria el acceso al
tesoro de la naturaleza y que le
colocaba en situacion de poseer
los verdaderos fundamentos de
todas la ciencias».

La descripcion de los suefios de
Descartes en los Olympica pudo ser un
pretexto literario o un artificio poético-
filosofico para explicar que se sentia
predestinado a la buasqueda de la
sabiduria universal. En todo caso la
experiencia onirica de Descartes fue
una intensa vivencia personal, un
auténtico Pentecostés, que marcé su
porvenir. A raiz de los sueiios,
Descartes, imbuido de entusiasmo y
satisfaccion, decidio ir en peregrinacion
al santuario de Santa Maria de Loreto y
aunque cambié de residencia muchas
veces entre 1619 y 1650, jamas se separ6
del manuscrito de sus sueiios.

physica et mathematica. J. Blaeu. Amsterdam, 1701.

Los sueiios de Descartes, de gran significado freudiano, marcaron una impronta inmarcesible en la
orientacién de su pensamiento. El rapto mistico habria de servir a Descartes de cimiento de un
solido edificio racionalista, presidido por la «unidad» como emblema para entender el mundo:
unidad de la Matematica a través de la fusion del Algebra y la Geometria; unidad entre Fisica y
Matematica; unidad de todas la ciencias; presidida por la unidad de método y criterio «para bien
conducir la razon y buscar la verdad en las ciencias», que asi subtitulara precisamente a su principal
obra filoséfica y cientifica: EI Discurso del Método; en suma, unidad de todo el saber radicada en el
espiritu proclamada con caracter de primariedad desde el comienzo de su ultimo escrito de
juventud: Las Reglas para la direccion del espiritu (Regulae ad directionem ingenii)

La importancia que La Geometria de Descartes tiene en la Historia de la Matematica, ha
propiciado, a veces, la sublimacion de la intuiciéon de sus raices en la mente de Descartes,
de modo que algunos historiadores le atribuyen un origen casi legendario, segun el cual el
10 de Noviembre de 1619, en su delirio onirico Descartes habria adivinado la unién del
Algebra y la Geometria en un solo cuerpo de doctrina: La Geometria Analitica —aunque mas
bien habria que hablar de Geometria Algebraica— y ante «la vision de una ciencia nueva y
admirable» se habria sentido predestinado para construir un nuevo sistema filoséfico, donde
la Matematica ocuparia una situacién privilegiada como llave del conocimiento y la sabiduria
universal e instrumento de explicacién racional de los fendmenos naturales, de modo que la
iluminacion de Descartes le procuraria una explicacién global de la naturaleza fisica, es
decir una Filosofia natural —una Fisica en sentido actual- basada en la Matematica. Asi se
explicarian los tres ensayos que al acompafar a E/ Discurso del Método justificarian de
forma verdadera y global el método cartesiano.
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Las Regulae, El Discurso del Método y La Geometria

La lectura de las Regulae y El Discurso del Método es un preliminar necesario, o al menos
aconsejable, para entender la motivacion y los presupuestos intelectuales de Descartes
acerca de la Ciencia, de la universalizacion del razonamiento matematico como base del
conocimiento racional y en particular de los origenes y objetivos de La Geometria. Como
sefala Victor Gémez Pin (Congreso de Ontologia, 24/3-31/3 de 1996, San Sebastian-
Barcelona):

«El Discurso del Método es tan sélo el prélogo afiadido por Descartes a sus escritos
cientificos [los tres ensayos la Diéptrica, los Meteoros y la Geometria), a fin de mostrar
lo estéril que seria abordar éstos sin el hilo conductor de la problematica comun, es
decir, sin referencia a la unidad de la razon que tales escritos despliegan.»

Descartes habia estudiado las Matematicas con gran fruicion en su adolescencia y desde el
primer momento aprecidé su indudable condicidon de certeza, pero sélo mas tarde llegé a
reparar en lo que él llama su verdadero uso hacia la gestacion y desarrollo del Método. Es
en los suenos de 1619 y cuando escribe, en 1620, en los Olympica, sobre «los fundamentos
de una ciencia admirable», cuando empieza un primer estadio en la intuicién del Método; el
segundo estadio de puesta a punto del Método tiene lugar con las Reglas para la direccion
del espiritu de 1628 (Las Regulae) y el tercero, de codificacién, con El Discurso del Método
de 1637.

Descartes busca un fundamento absoluto e inconmovible de la verdad en que basar el
conocimiento cientifico sobre el que cimentar la vida y la accién. Pero ello no es posible
alcanzarlo sin método. La Regla IV de las Regulae se titula precisamente: «El método es
necesario para la investigacion de la verdad de las cosas» (RIV.AT.X.371), y en ella
Descartes alude de forma reiterada sobre el asunto:

«[...] Es mucho mas acertado no pensar jamas en buscar la verdad de las cosas que
hacerlo sin método» (RIV.AT.X.371).

«[...] Entiendo por método reglas ciertas y faciles, mediante las cuales el que las
observe exactamente no tomara nunca nada falso por verdadero, y, no empleando
indtilmente ningun esfuerzo de la mente, sino aumentando siempre su ciencia, llegara
al conocimiento verdadero de todo aquello de que es capaz» (RIV.AT.X.371-372).

«El método explica rectamente de qué modo ha de usarse la intuicion de la mente
para no caer en el error contrario a la verdad y como han de ser hechas las
deducciones para llegar al conocimiento de todas las cosas, [...] ninguna ciencia puede
obtenerse, sino mediante la intuicion de la mente o la deduccién» (RIV.AT.X.372).

Asi pues, las reglas del método se remiten al saber de la razén, pero de los textos
cartesianos hay que colegir, como veremos, que en principio se trata de la razéon matematica
y que en origen las reglas del método lo son primariamente del saber matematico.

En el cultivo de las Matematicas desde su juventud, Descartes atribuye a las verdades
matematicas una naturaleza esencialmente diferente a la de las verdades basadas en la
experiencia. Segun Descartes las proposiciones matematicas no deben su verdad a la
experiencia y no pueden ser desmentidas por ésta, es decir son «verdades de razén» con
una validez universal y absoluta. Es el ambito de la razon, sobre el que descansa la
Matematica, al que acudira Descartes para fundamentar su método que impone la certeza
como condicion epistemologica ineludible que excluye los conocimientos tan soélo probables.
Asi tiene lugar en la Regla Il de las Regulae titulada (RII.AT.X.361):

«Conviene ocuparse tan sélo de aquellos objetos, sobre los que nuestros espiritus
parezcan ser suficientes para obtener un conocimiento cierto e indudable.»
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La exigencia cartesiana de encontrar un conocimiento cierto y evidente que alcance vy rija
con seguridad la unidad del saber, hace recalar a Descartes en el modo del pensar
matematico, elaborando el Método con base en su larga experiencia en las ciencias
geométricas y aritméticas. Asi se advierte de forma palmaria a lo largo de las Regulae:

«[...] Cuando por primera vez me dediqué a las disciplinas Matematicas, de inmediato
lei por completo la mayor parte de lo que suelen ensefiar sus autores, y cultivé
preferentemente la Aritmética y la Geometria, porque se las tenia por las mas simples
y como un camino para las demas» (RIV.AT.X.374-375).

La Aritmética y la Geometria deben, pues, ejercer para Descartes una funcién propedéutica
e indicativa porque en ellas se experimenta la certeza y evidencia requeridas para el
verdadero saber; a ellas hay que reducirse, pues solo ellas estan libres de incertidumbre y
falsedad, de modo que (RII.AT.X.363,364):

«[...] Si calculamos bien, de las ciencias ya descubiertas sélo quedan la Aritmética y la
Geometria, a las que la observacion de esta regla [ Regla Il] nos reduce.»

«[...] Solo la Aritmética y la Geometria estan libres de todo defecto de falsedad e
incertidumbre.»

En el Colegio de La Fléche Descartes habria recibido una sdlida formacion matematica, pero
mas alla de esta ciencia, habria captado el espiritu mismo del saber matematico, que al
aunarlo con su notable y peculiar penetracion filoséfica, alcanzaria la visién de las
Matematicas, por la certeza y evidencia de sus razones, como instrumento clave del
descubrimiento de una técnica puramente especulativa —el Método— que situa al espiritu en
posesion de la verdad y en posesién de si mismo, experimentando lo que deviene el
conocimiento humano cuando se le ahorma segun el patrén de la evidencia matematica.
Descartes se propone con El Discurso del Método y La Geometria una magna empresa de
reforma de la Filosofia y de la Matematica, tomando esta ciencia como principio basico del
fundamento de la sabiduria universal. Descartes adopta la demostracion matematica frente
al recurso a la autoridad y pondera la firmeza y certeza de la Matematica versus la
incertidumbre de la Filosofia. Pero no todo es panegirico respecto de las Matematicas, ya
que Descartes se queja tanto del uso restringido que se hacia de la Matematica como de la
forma misma de ensenarla y pone en un plano secundario el valor técnico de las
Matematicas como mera herramienta para las artes y los oficios mecanicos. En efecto, al
aludir a su etapa de formacién, Descartes escribe, en el Discurso del Método, respecto de
las Matematicas (DM.AT,VI,7):

Gustaba [en mi juventud], sobre todo, de las Matematicas por la certeza y evidencia de
sus razonamientos, pero no habia entendido todavia su verdadero uso y, pensando
que solo servian para las artes mecanicas, me sorprendia de que, siendo tan firmes
sus fundamentos, no se hubiera construido sobre ellas nada mas relevante.»

Mas adelante, en la segunda parte de la obra, Descartes continta diciendo (DM.AT,VI,17):

«Habia estudiado entre las partes de la Filosofia, la Logica, y de las Matematicas, el
Anélisis de los geémetras y el Algebra, tres Artes o Ciencias, que debian, al parecer,
contribuir algo a mi propésito. [...] Respecto al Anélisis de los antiguos y el Algebra de
los modernos, aparte de que no se refieren sino a muy abstractas materias que ho
parecen ser de ningun uso, el primero esta siempre tan constrefiido a considerar las
figuras, que no puede ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacién, y en
la dltima hay que sujetarse tanto a ciertas reglas y cifras, que se ha hecho un arte
confuso y oscuro, bueno para enredar el espiritu, en lugar de una ciencia que lo
cultive. Esto fue causa de que pensase que era necesario buscar algin otro método
que, reuniendo las ventajas de estos tres, estuviese libre de sus defectos.»
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A juzgar por este texto, el valor propedéutico y pedagdgico de la Aritmética y la Geometria
en la concepcion del Método, es asumido por Descartes una vez se hayan corregido las
deficiencias y limitaciones de estas ciencias, es decir, una vez que Descartes haya
transformado los antiguos instrumentos de la Geometria griega —el Algebra Geométrica y el
Analisis Geométrico— en lo que hoy llamamos la Geometria Analitica cartesiana, mediante la
intervencién del Algebra literal y simbdlica de Vieta sobre la Geometria, tras la drastica
reforma y simplificacién de la notacion algebraica que el propio Descartes realizara, primero
de forma provisional en la Regla XVI de las Regulae (RXVI.AT.X.455) y ya de forma
definitiva en La Geometria (G.AT,VI,371). Efectivamente, uno de los atributos mas
importantes de la Geometria Analitica es que libera al investigador de la dependencia a
ultranza de las figuras geométricas al reemplazar las ingeniosas construcciones geométricas
de la Geometria griega por sistematicas operaciones algebraicas, es decir, permite «ejercitar
el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion» (DM.AT,VI,17). Asi concibe Descartes
una ciencia matematica que se convierte en un saber mas facil y simple, y generalizable y
valido para todo el ambito de la cantidad. Pero no solo esto, porque el modo de proceder y
el espiritu de esta verdadera Matematica, experimentado y cultivado en el quehacer y en la
investigacion matematicos, es lo que inspira las reglas del Método y el Método mismo.

Segun Descartes, solo la Aritmética y la Geometria no ofrecen dudas ni conocimientos
probables. Pero esto no significa que sb6lo haya que aprender y ocuparse de estas ciencias
sino que la certeza y los rasgos que encontramos en ellas es lo que debemos requerir en la
busqueda del camino que nos conduce a la verdad en general (RII.LAT.X.366):

«[...] Mas de todo esto se ha de concluir no ciertamente que se han de aprender solo
la Aritmética y la Geometria, sino Gnicamente que aquellos que buscan el recto camino
de la verdad no deben ocuparse de ningtn objeto del que no puedan tener una certeza
semejante a la de las demostraciones de la Aritmética y de la Geometria.»

Aun mas esclarecedor es el texto que sigue a las famosas cuatro reglas en el que Descartes
reconoce el proceder de los gedmetras en la inspiracion de su método (DM.AT,V1,19):

«Esas largas cadenas trabadas de razones muy simples y faciles, que los geémetras
acostumbran a emplear para llegar a sus mas dificiles demostraciones, me habian
dado ocasion para imaginar que todas las cosas que entran en la esfera del
conocimiento humano se encadenan de la misma manera, [...], y considerando que
entre todos los que antes han buscado la verdad en las ciencias, solo los matematicos
han podido hallar algunas demostraciones, esto es, algunas razones ciertas y
evidentes, no dudé de que debia comenzar por las mismas que ellos han examinado.»

He aqui un texto muy significativo de la importancia del método matematico en el
fundamento del pensamiento cartesiano, sobre todo el método seguido por los geémetras,
que parten de las cosas mas sencillas y faciles de conocer para elevarse mediante «/argas
cadenas de trabadas razones» hasta alcanzar las cuestiones mas dificiles y complejas.
Descartes concebia que las entidades del conocimiento se encadenan como las
proposiciones geométricas, que son, junto con las aritméticas, las Unicas que gozan de
certeza y evidencia, por tanto por ellas habia que empezar como guia hacia el Método.

La naturaleza de la Matematica, tiene para Descartes un acusado caracter instrumental y
pedagogico en la busqueda y fundacién de un saber cientifico unificado, universal, cierto y
evidente, que Descartes denomina Mathesis Universalis, una cierta ciencia general, una
determinada y precisa forma de saber extraida del modo, el estilo y el método de los
saberes matematicos. En este sentido Descartes se acerca al pensamiento platénico de la
Republica que concebia la Matematica no sélo como imprescindible propedéutica en el
ascenso hacia la Filosofia y fundamento de todo el saber humano, sino también como el
camino inexcusable en la realizacion de la Paidea, entendida como cultivo y formacién del
espiritu humano en todas sus facetas. En efecto, asi lo manifiesta Descartes en la Regla IV
(RIV.AT.X.375-376):
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«[Pensé] por qué sucedia que antiguamente los primeros creadores de la Filosofia no
quisieran admitir para el estudio de la sabiduria a nadie que no supiese Mathesis,
como si esta disciplina pareciese la mas facil y sobremanera necesaria de todas para
educar los espiritus y prepararlos para comprender otras ciencias mas altas, [...].»

El ultimo texto citado de El Discurso del Método continua con estas palabras (DM.AT,V1,20):

«[...] Al advertir que, aunque [las ciencias matematicas] tienen objetos diferentes,
concuerdan todas en no considerar sino las relaciones o proporciones que se
encuentran en tales objetos, pensé que mas valia limitarse a examinar esas
proporciones en general, [...] , pensé que, para considerarlas mejor particularmente,
debia suponerlas en linea [recta], pues nada hallaba mas simple ni que mas
distintamente pudiera representarse a mi imaginaciéon y a mis sentidos. Y que para
retenerlas o comprenderlas era necesario explicarlas mediante algunas cifras lo mas
cortas que fuera posible; de esta manera tomaria lo mejor del Analisis geométrico y del
Algebra y corregiria los defectos del uno por medio de la otra.»

He aqui, en términos del propio Descartes, el origen y los fundamentos de La Geometria.
Descartes toma la linea recta como representacién de toda magnitud y, ademas, propone
una reforma de la notacion algebraica. De esta forma conservara del Analisis Geométrico el
auxilio que recibe de la imaginacién y del Algebra —una vez reformada la notacién— la
mecanizacion operacional que permite su simbolismo. La proyeccién del Algebra sobre el
Analisis geométrico —Descartes dice «corrigiendo sus defectos»— producira lo que llamamos
su « Geometria Analitica».

EL MAS FAMOSO RETRATO DE UN FILOSOFO

Retrato de Descartes atribuido
a F.Hals. Museo de Louvre.

Tal vez es el retrato mas célebre
de un filésofo. aunque no se
puede decir con certeza que sea
Descartes ni que sea de F.Hals.
Impresiona por su penetrante e
inteligente mirada.

Descartes es considerado como
el fundador de la Filosofia
moderna. Prescindiendo de las
bases ideoldgicas de sus
antecesores, Descartes intenta
construir, tanto en Filosofia
como Matematica, un edificio
completamente nuevo y
sistematicamente completo en
si mismo. La evolucion ulterior
del pensamiento nos indica que
fue mas afortunado en ésta que
en aquélla. La originalidad de
Descartes siempre ha sido muy
ponderada en la historiografia,
de modo que es casi una regla
en la Historia de la Filosofia y
de las Ciencias, la afirmacion
de que Descartes no debe casi
nada a sus predecesores. Asi lo
asegura Bergson (La Filosofia,
Larouse, Paris, 1916). con Ila
frase:

«El cartesianismo no debe
nada esencial a ninguna
doctrina de la antigiiedad.»
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EL DISCURSO DEL METODO Y LAS MATEMATICAS

- La primera edicion de EI Discurso del
DISCOURS Método con los tres ensayos Ia

D E L A N_[ F.r 1— HO D E 31.5;;;%?6.130753 'Meteoros y la Geometria
El Discurso del Meétodo es la
autobiografia intelectual de Descartes.

Pout bien conduire {a raifon,& chercher

. J 0

la verite dans lesfciences. Descartes encontré en la Matematica,
Pit u s un modelo paradigmatico en la
basqueda de las primeras verdades
A cDIOPTRI QNE absolutamente ciertas que pudieran
servirle de base, apoyo y fundamento
en la reconstruccion de todo el edificio
LES METEORES. cientifico y filosdfico, por eso la
ET Matematica devino en la base racional

‘ de su pensamiento
LA GEOMETRIE Cuando se habla del cartesianismo
? : como método de la razén se debe
le ﬁ’m‘ des cﬂkr; de cete METHODE, entender «método de la razon

matemidtica» en el sentido de que las
reglas del método son extraidas por
Descartes del saber y del conocimiento
matematicos, por una parte, y de la
practica, estilo y procedimientos
matematicos, por otra.

Concretamente Descartes habla de tres
Artes o Ciencias que habian de
contribuir a su propésito (DM.AT,VI,17):

e LaLdgica como parte de la Filosofia.
e Elantiguo Anilisis de los ge6metras.
e El Algebra de los modernos.

Asi pues, utilizando la Matematica
como paradigma en la indagacion de la

A L EYDE

De l’hnpn'mcric delan MAIRE. velidad, es decir, el ’Andl'isis de los
geéometras y la Sintesis de los
1o 0. C X X INIL algebristas, Descartes establece el
Auec Priy :/rge. «Meétodo para conducir bien la razon y
: buscar la verdad en las ciencias».

Descartes persigue ante todo en El Discurso del Método la busqueda de un «ars inveniendi», es
decir, un método que sirviera para descubrir verdades y no para probar lo que ya se ha hallado,
defender tesis o exponer teorias, y aplicable en todas las ciencias y en particular en la Geometria.
Como ya habia sentado R. Bacon en el Novum Organum, la Logica aristotélica era inttil para la
invencion cientifica porque el silogismo no es aplicable a los principios de las ciencias, ya que s6lo
sirve para imponer el asentimiento y no para aprehender la realidad. Esta misma actitud asume
Descartes con respecto a la 16gica tradicional tanto en El Discurso del Método como en las Regulae:

«La Légica, sus silogismos y la mayor parte de sus otras reglas sirven mds bien para explicar a otro
lo que uno sabe mds que para aprenderlo» (DM.AT,VI1,17).

«El silogismo es completamente iniitil para los que desean investigar la verdad de las cosas y solo
puede aprovechar, a veces, para exponer con mayor facilidad a los otros las razones ya conocidas»
(RX.AT.X.406).

Descartes ya se habia fijado, para su propdsito, en la IV Regla de las Regulae, especialmente en la
bondad del Analisis de los antiguos y del Algebra de los modernos, cuando escribe:

«[...] Los antiguos geémetras se han servido de cierto Andlisis, que extendian a la resolucion de
todos los problemas, si bien privaron de él a la posteridad. Y ahora florece cierta clase de
Aritmética que llaman Algebra, para realizar sobre los niimeros lo que los antiguos hacian sobre las
figuras» (RIV.AT.X.373).

«Ha habido, finalmente, algunos hombres de gran talento que se han esforzado en este siglo por
resucitarla; pues aquel arte no parece ser otra cosa, que lo que con nombre extranjero llaman
Algebra, con tal que pueda zafarse de las miiltiples cifras e inexplicables figuras de que estd
recargado a fin de que no falte ya aquella claridad y facilidad suma que suponemos debe haber en la
verdadera Mathesis» (RIV.AT.X.377).

Todas estas cuestiones e inquietudes que Descartes refleja en El Discurso del Método y en las
Regulae, con un lenguaje bello y claro, son esenciales de tener en cuenta para entender como se
habia ido fraguando en su mente adolescente no sdlo el origen de La Geometria sino la idea de la
sabiduria universal.
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Descartes ilustra la introduccion de los célebres cuatro preceptos o reglas —evidencia,
analisis, sintesis y verificacion— de EI Discurso del Método, que aplicara cuidadosamente en
toda especulacion filoséfica y matematica, con estas palabras(DM.AT,VI,18-19):

«Y como la multitud de leyes sirve a menudo de disculpa a los vicios, siendo un
Estado mucho mejor regido cuando hay pocas pero muy estrictamente observadas,
asi también, en lugar del gran nimero de preceptos que encierra la lI6gica, crei que me
bastarian los cuatro siguientes, siempre que tomara la firme y constante resolucién de
no dejar de observarlos ni una sola vez.»

El primer precepto es el criterio de evidencia, que determina los primeros conocimientos y
verdades, las ideas «claras y distintas» de los Principia philosophiae de 1644, siendo el
«cogito, ergo sum» la primera verdad indudable y el punto de arranque de toda su Filosofia.
Los otros tres preceptos corresponden, a la primera y segunda parte de la Regla V y a la
Regla VIl de Las Regulae. De acuerdo con el segundo precepto —Regla del Analisis— hay
que dividir las dificultades hasta descubrir los elementos mas simples, que se aprehenden
por intuicion. Segun el tercero —Regla de la Sintesis—, debemos partir de tales objetos
simples y ascender por deduccion, poco a poco, hasta los mas complejos. Ambos preceptos
encierran el nucleo del método cartesiano. Por fin, hay que aplicar el cuarto precepto para
hacer una revisién final, examinar cuidadosamente la cadena deductiva, ordenar y enumerar
esos elementos simples de modo que estemos seguros de no omitir nada.

LAS CUATRO REGLAS DE EL DISCURSO DEL METODO

Discouxs

Le premier eftoit de ne recenoiriamaisaucune chofe
pour vraye que ie ne la connoffe enidemment eftre telle:
c’efta dire, d’euiter foigneufement la Precipitation, &
la Preuention; & de ne comprendre riende plus enmes
iugemens, que ce qui {e prefenteroit fi clairement & fi
diftin&tementa monefprit, que ie n’cuffe aucune occa-
fionde le mettre en doute.

Le fecond, de diuifer chafcune des difficultez que
i'examincrois en autant de parcelles qu'il fe pourroit,, &
qu'il feroit requis pour les mieux refondre.

Letroifiefme de conduireparordre mes penfées, en
commenceant par les obiets les plus fimples, & lesplus
ayfeza connoiftre , pour mouter peu a2 peu comme par
degrez iufques ala connoiffance des plus compofez: Et
fuppofant mefme de I'ordre entre ceux qui ne fe prece-
dcnt point naturellement les vns les autres.

Etledernier de faire partout des denombremens
entiers, & des reuenés fi generales,que ic fuffe affur¢de
ne rien omettre.

Las cuatro reglas de EIl Discurso del Método en la primera edicion de 1637:

1. Evidencia: no aceptar como verdadero lo que no ofrezca plena
evidencia, evitando la precipitacion y la prevencién.

2. Anilisis: dividir las dificultades en tantos elementos como sea
necesario para resolverlas completamente.

3. Sintesis: Llevar los pensamientos en orden, procediendo de lo simple a
lo complejo.

4. Verificacién: hacer suficientes enumeraciones y revisiones para tener la
seguridad de no omitir nada.
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LA GEOMETRIA DE DESCARTES

GEOMETRIE

DE
RENE DESCARTES:

A PARIS,
Chez CuaxiEs Axcor, ru¢ faint lacques,
au Lion d'or.

M. DC. LXIV.
AVEC PRIVILEGE DV ROT.

La Geometria de Descartes, edicién separada de EI Discurso del Método (Paris, 1664).

La Geometria de Descartes es considerada con gran unanimidad como una de las obras
fundamentales del pensamiento geométrico a lo largo de toda la Historia de la Matematica. Mediante
el uso del Algebra como herramienta algoritmica esencial, Descartes da una nueva lectura a la
Geometria de los griegos, que supera sus limitaciones y trasciende sus conquistas geométricas a base
de elaborar un magnifico instrumento de ataque de los problemas geométricos antiguos y modernos
que libera a la Geometria de la dependencia y sometimiento a la estructura geométrica de la figura y
su representacion espacial y propone una forma de solucion de los problemas basada en la aplicacion
del Analisis mediante la actuacién del Algebra, que supone el problema resuelto y establece una
ordenada dependencia entre lo conocido y lo desconocido, hasta hallar el resultado buscado, de modo
que las reglas del método cartesiano adquieren el sentido matematico de normas para la solucién de
los problemas geométricos mediante ecuaciones.

De acuerdo con la idea de Descartes acerca de la Matematica como fundamento de la sabiduria
universal, y en particular como base racional de todas las ciencias, La Geometria de Descartes
perfeccwna de forma muy notable el Algebra esbozada en el Libro II de las Regulae al establecer el
Analisis Algebraico no s6lo como un instrumento que aplicado a la Geometria creara la Geometria
Analitica sino como algo mucho mas universal todavia, el lenguaje de expresién y por tanto la clave
de todas las ciencias.
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La percepcidén de Descartes sobre el eco cientifico de La Geometria

La Geometria de Descartes no puede entenderse de forma aislada ya que forma parte
indisoluble del proyecto metodolégico general de alcanzar la unidad de la Ciencia que
Descartes intenta fijar en las Regulae y en El Discurso del Método. Descartes se propone
con El Discurso del Método y los tres ensayos que lo acompafian, demostrar que ha
alcanzado un nuevo método de especulacion sobre la verdad cientifica, mejor que todo
meétodo anterior y que precisamente La Geometria demuestra este aserto. En este sentido
escribe en una carta al Padre Mersenne de diciembre de 1637 (AT,1,478):

«[...] Con La Dioptrica y Los Meteoros he querido unicamente convencer de que mi
método es mejor que el ordinario y creo que lo he demostrado con mi Geometria, al
resolver en las primeras paginas una cuestion que, segun Pappus, no habia podido
resolver ningun geémetra de la antigliedad [...]»

Ya cerca de la fecha de publicacién de El Discurso del Método y La Geometria, en marzo de
1637, Descartes escribe otra carta al Padre Mersenne para comunicarle el titulo y el
contenido de la magna obra:

«Proyecto de una Ciencia universal que pueda elevar nuestra naturaleza a su mas alto
grado de perfeccion. Ademas, La Didptrica, los Meteoros y la Geometria, donde las
mas curiosas materias que el autor haya podido elegir, para dar prueba de la Ciencia
universal que él autor propone, son explicadas de tal manera, que aun aquellos que no
han estudiado puedan entenderlos.»

Descartes elabord La Geometria como un ejemplo de su método y fue uno de los gérmenes
del mismo y aunque la labor matematica de Descartes, en cierto modo, no fue mas que un
episodio en su tarea como filésofo, la Matematica era para él la base racional de su
pensamiento y estaba convencido de que en el campo de las Matematicas La Geometria
contenia todo el elenco de conocimientos en esa area del saber. Asi se lo habia propuesto
desde los primeros planteamientos de su magna empresa intelectual. En una carta a su
amigo Beeckman del 26/3/1619, Descartes se expresa (AT.X,157):

« [...]. Y para no ocultaros nada de lo que es motivo de mi trabajo quisiera publicar no
un Ars Brevis, como Lulio, sino una ciencia toda nueva, que permitiera resolver en
general todos los problemas que pudieran presentarse. [...] Porque ciertos problemas
pueden ser resueltos con lineas rectas o circulos, pero otros requieren otras lineas
que puedan originarse por el movimiento continuo, [...] Finalmente otros problemas
sb6lo pueden resolverse mediante lineas curvas engendradas por movimientos
diferentes y no continuos. Espero poder demostrar qué problemas se resuelven de una
manera y cuales de otra, por lo cual no quedara casi nada por resolver en Geometria.
jQue proyecto tan ambicioso! jApenas concebible! Pero en el oscuro caos de esta
ciencia, he podido vislumbrar yo no sé que luz, gracias a la cual las mas espesas
tinieblas podran disiparse.»

La impresién del volumen, tras la concesién del privilegio real, se termina el 8 de junio de
1637, en Leyden, en la imprenta de Jan Maire, tirandose 3000 ejemplares en dos ediciones.
Con tal de conocer mejor las opiniones y las criticas, Descartes decididé que en la portada no
figurara el nombre del autor. Aun cuando el titulo fue simplificado quedé en la forma:

“DISCOURS DE LA METHODE pour bien conduire sa raison et chercher la verite dans
les sciences. Plus LA DIOPTRIQUE, LES METEORES ET LA GEOMETRIE, qui sont
essais de cette METHODE”

“DISCURSO DEL ME'TODO,para conducir bien la razén y buscar la verdad en las
ciencias. Ademas LA DIOPTRICA, LOS METEOROS y LA GEOMETRIA que son
ensayos de este METODO”.
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A lo largo de la correspondencia con el Padre Mersenne Descartes asegura, una y otra vez,
que La Geometria trata de dar un procedimiento general para resolver todos los problemas
que no lo habian sido jamas, por ejemplo el Problema de Apolonio y el famoso Problema de
Pappus que en su formulacién general se habia resistido a lo largo de toda la historia y que
llegd a ser la prueba de fuego de la eficiencia del método cartesiano en Geometria.

Con estos antecedentes en la gestacion de su magnifica obra filoséfica y matematica, es
facil comprender la importancia que Descartes concede a La Geometria, lo que se puede
calibrar por algunos de sus escritos de lo que son buena muestra los parrafos siguientes
entresacados de su correspondencia y de su obra:

En la carta al Padre Mersenne de diciembre de 1637 Descartes escribe (AT,l, 478):

«Ademas, lo que he escrito en el segundo libro sobre la naturaleza y las propiedades
de las lineas curvas y sobre el método para estudiarlas, esta tan lejos de la geometria
ordinaria, como lo esta la retérica de Cicerdn del abc de los chiquillos ...

Ante la sugerencia de que lo que he escrito puede haber sido sacado facilmente de
Vieta, la realidad es que mi tratado es precisamente dificil de comprender porque he
intentado no introducir en él nada de lo ya conocido por Vieta o por cualquier otro [...]
Comienzo las reglas de mi algebra con lo que Vieta escribe al final de su libro De
emendatione aequationum [...], es decir, que comienzo donde él abandond.»

En otra carta al Padre Mersenne de 31/3/1638:

«No describo todos los casos posibles, sino que, como los arquitectos que sélo indican
lo que se debe hacer, dejando el trabajo manual a los albafiiles y carpinteros, [...] .He
prescindido en mi Geometria de muchas cosas que puedan servir para facilitar la
practica, y lo he hecho deliberadamente, [...] Habia previsto que ciertas gentes, que se
vanaglorian de saberlo todo, no hubieran dejado de decir que yo no habia escrito nada
que ellos no supieran, si lo hubiera hecho de forma mas inteligible.»

En una carta a Alphonse Pollot:

«Es un gran honor para mi que o0s hayais tomado la molestia de examinar mi
Geometria, os guardo uno de los seis ejemplares que destino para los seis primeros
que me parezcan que la entienden.»

En una carta al Padre Mersenne de mayo de 1637:

«Tengo que decirle que honestamente creo que hay muy poca gente que pueda
entenderla.»

En una carta a Plempius de 3 de octubre de 1637 (AT,l,409):

«La Geometria tendra un pequefio nimero de lectores, pues deben ser personas que
no solamente estén al corriente de todo lo que se sabe en Geometria y Algebra, sino
que deben ser ademas laboriosos, ingeniosos y atentos.»

Empieza el Libro Primero de La Geometria con un auténtico desafio geométrico en el que
anuncia las coordenadas (G.AT,VI, 369):

«Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales,
que no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas
rectas para construirlos.»

En el mismo Libro | de La Geometria, tras la construccién geométrica de la solucién de las
ecuaciones, inmediatamente antes del ataque al problema de Pappus, Descartes escribe:
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«[...] Se pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria sin hacer mas
que lo poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado.»

En la aplicacion del Analisis y la Sintesis al planteamiento y resolucion de las ecuaciones,
Descartes indica (G.AT,VI, 374):

«[...] Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a cada uno del
placer de aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo util del propio espiritu
gjercitandolo, que es, a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse de esta
ciencia, [...].»

En el problema de la determinacién de las rectas normales a una curva, Descartes enfatiza
(G.AT,VI, 412-413):

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion
que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, [...] y conocer la manera de
trazar otras lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto.[...] Y me
atrevo a decir que éste es el problema mas util y mas general no solo que yo conozca,
sino aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria.»

La Geometria termina con una frase antolégica de las que hacen época (G.AT,VI, 485):

«[...] Y yo espero que nuestros descendientes me estaran agradecidos no sélo por las
cosas que aqui he explicado, sino también por aquellas que he omitido
voluntariamente a fin de dejarles el placer de descubrirlas.»

IMAGENES DE DESCARTES EN LOS SELLOS DE CORREOS
REPUBLIQUE FRANCAIS

LA POSTE 1996

H.CHEFFER

1. Emitido en Francia el 9 de junio de 1937, en conmemoracion del tercer centenario de la
publicacion de EI Discours sur la Méthode.

2. Emitido en Ménaco en el 400 aniversario del nacimiento de Descartes.
3. Emitido en Francia en el 400 aniversario del nacimiento de Descartes.
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El contenido de La Geometria

La Geometria se compone de tres libros bien diferenciados y a la vez muy entrelazados;
tiene en la edicién original 120 paginas, con 48 figuras de las que son diferentes 30.

El Libro Primero de La Geometria trata «De los Problemas que pueden construirse sin
emplear mas que circulos y lineas rectas».

En este libro Descartes fija (basandose siempre en El Discurso del Método) la metodologia
cartesiana que aplicara a la traduccion algebraica de los problemas geométricos clasicos, de
modo que el libro contiene el nucleo de toda la formulacion cartesiana de La Geometria,
siempre intimamente ligada al método.

Empieza el libro con una auténtica declaracion de principios (G.AT,VI, 369):

«Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales,
que no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas
rectas para construirlos.»

Asi pues, como las lineas rectas son lo que se nos presenta de la forma mas clara y distinta
en el campo de la Geometria, para resolver problemas geométricos, partiremos de ciertas
lineas rectas —en realidad de algunos segmentos rectilineos—;, pero como un problema
geomeétrico sélo esta completamente resuelto —es decir, geométricamente resuelto— cuando
se ha construido la solucion, es preciso dar ésta en términos de segmentos que se deben
construir.
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Primera pagina de la edicion de 1637 de La Geometria de Descartes.

317



LAS PRINCIPALES REFERENCIAS
SOBRE LA OBRA DE DESCARTES

OCEUVRES VIE & OEUVRES

DE

DESCARTES | I DESCARTES

PUBLIEES
nax ETUDE HISTORIQUE €0 m%
Cuarces ADAM & Paur TANNERY s /:«5- Q\\_ —\g

-
i
. =
.

]

)‘?:
o
ax
-~

CHarLeEs ADAM

DISCOURS DE LA METHODE

SUPPLEMENT A L'EDITION DE DESCARTES

PURLIEE 3OUS LES AUIPICES

X REGULA AD DIRECTIONEM INGENII DU MINISTERE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE

NOUVELLE PRESENTATION, EN CO-EDITION AVEC
LE CENTRE MATIOMAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

PARIS
PARIS
LIBRAIRIE PHILOSOPHIQUE J. VRIN LEOPOLD CERF, IMPRIMEUR-EDITEUR
6, Place de ls Sorbonne, V¢ 12, AUE SAINTE=ANNE, 13
1973 igie
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P.Tannery. 12 volamenes. Librairie par C.Adam. Paris, 1910.

philosophique J.Vrin. Paris. 1964-74. Es una obra muy completa sobre la vida,

El Volumen VI contiene EI Discours de la viajes, polémicas y escritos de Descartes:
Méthode, La Géométrie y los otros Ensayos. El Metaphysique, Le Monde,  Dioptrique,
Volumen X contiene las Regulae ad directionem Géométrie, Discours de la  Méthode,
ingenii entre otros tratados. Polémiques, Méditations, Principes de la

Philosophie, Passions de I’Ame, ...

El primer punto consistira en advertir que las operaciones aritméticas elementales entre
segmentos producen siempre un nuevo segmento, por eso en los primeros capitulos
Descartes expone los procedimientos ya conocidos para construir geométricamente las
operaciones de la Aritmética: omite las construcciones de la suma y diferencia de
segmentos y construye la multiplicacion, la division y la extraccién de raices cuadradas, a
base de introducir el concepto de segmento unidad. Asi pues, Descartes pone de manifiesto
que el producto de dos o de tres segmentos es otro segmento, asi como que el cociente de
dos segmentos también es otro segmento. Esta interpretacion geométrico-algebraica de las
operaciones aritméticas marca un hito en la Historia de la Matematica porque, por una parte
soslaya la limitacion pitagoérica que la inconmensurabilidad habia impuesto a la Geometria
griega —la imposibilidad de asignar numeros a las figuras geométricas ante el fantasma de lo
inconmensurable—, y por otra, permite romper con el problema de la homogeneidad
dimensional, que habia sido, sin duda hasta entonces, otra de las grandes limitaciones de la
aplicacion del Algebra a la Geometria. Desde luego asi habia sido en la Geometria griega,
pero incluso en la época de Descartes el producto de dos segmentos era un rectangulo, y el
producto de tres segmentos un paralelepipedo, por tanto el producto de mas de tres
segmentos no tenia sentido y en consecuencia no se llevaba a efecto.
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Tras la construcciéon geométrica de las operaciones, Descartes pasa a mostrar «Como se
llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas» y «Cémo se resuelveny, lo
que aplicara a dar solucion al Problema de Pappus que trata en la forma mas general,
creando el método analitico de solucion y discusion de los problemas matematicos. Este
problema habia sido resuelto por Descartes en 1632 cuando Golius se lo propuso para que
aplicara sobre él sus nuevos métodos, convirtiéndose en una auténtica piedra de toque que
pone a prueba el nuevo método cartesiano, llegando en su resolucion mucho mas lejos que
los gedmetras griegos. El enunciado del problema esta dado en latin («cito la version latina y
no la griega con el fin de que pueda ser entendido con mas facilidad», escribe Descartes) y
es la reproduccion de la traduccién de Commandino de La Coleccion Matematica de Pappus
de 1589.

El Libro Segundo de La Geometria titulado «De la naturaleza de las lineas curvas» consta
de cuatro partes bien diferenciadas:

a) La naturaleza geométrica de las lineas curvas, vinculada sobre todo a dos cuestiones
intimamente ligadas: los compases cartesianos y la teoria de la proporcién continua.
Mientras en el Libro I, sin olvidar los lugares geométricos, Descartes centra mas la
atencion sobre puntos individualizados, en el Libro |l se proyecta sobre el objeto
geométrico Curva. Descartes mantiene la division clasica griega de los problemas
geométricos en planos, sélidos y lineales (que se resuelven con ecuaciones de segundo,
tercer y cuarto o mayor grado, respectivamente) y demuestra que los problemas planos
se construyen con rectas y circunferencias, los sélidos con secciones conicas y el resto
con lineas mas complejas, llamadas por los antiguos curvas mecanicas, aunque mas
correcto seria llamarlas curvas geomeétricas. Descartes tiene el propdsito de poner un
poco de orden en el estudio de las curvas de la Geometria de los griegos, que segun él
era un caos completo, secuela de la limitacion platonica de la regla y el compas, al no
ser capaces de distinguir las diversas clases de curvas por no poder dilucidar la
naturaleza de las mismas. Esto es precisamente lo que se propone Descartes, a base de
establecer qué curvas son las que se pueden admitir en Geometria.

b) EI Problema general de Pappus, ahora tratado con las herramientas precisas para poder
clasificar las diversas soluciones de los diversos planteamientos del mismo. Con el
método cartesiano el clasico Problema de Pappus queda completamente resuelto.

c) La construccién y propiedades de tangentes y normales a una curva geomeétrica. Una
vez concebida y definida, de forma clara y distinta, /a naturaleza geométrica de las lineas
curvas, Descartes introduce uno de los principios basicos de su método: «para encontrar
todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relaciéon que tienen todos
sus puntos con los de las lineas rectas, [...]», y establece como se puede utilizar la
expresion algebraica (la ecuacion de las curvas) para determinar los elementos
geomeétricos mas notables de las curvas (diametros, ejes, centros, etc.) y, en particular,
las normales, lineas cuya consideracion y utilidad deriva de los problemas de la reflexion
de la luz sobre las superficies curvas, y que literalmente es considerado por Descartes
como el mas importante problema geométrico que pueda ser concebido.

d) Finalmente Descartes estudia los Ovalos como curvas especiales que responden a
consideraciones fijadas de las tangentes o normales. Descartes introduce cuatro amplias
familias de curvas nuevas, de las que las conicas son casos particulares.

El Libro Tercero de La Geometria trata «De la construccion de los problemas que son
sdlidos o0 mas que sélidos» mediante el estudio de la resolucion de ecuaciones, discusion de
sus raices, y relaciones entre los coeficientes. Descartes pretende ofrecer un método de
resolucién de cualquier ecuacion algebraica. En realidad soélo llega a la resolucion
geomeétrica de un determinado tipo de ecuaciones de quinto y sexto grado, pero su método
quiere ser general. Muestra que una ecuacién puede tener tantas raices como dimensiones
tiene el grado (existe «la posibilidad de imaginar tantas raices como el grado del
polinomio»), da luego su famosa regla de los signos y adelanta el Teorema de Ruffini del
factor. Descartes introduce como transformaciones de la variable las traslaciones y las
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homotecias (no es el primero, Vieta y Harriot, respectivamente se habian adelantado a
ellas), mediante las cuales consigue (como habia hecho Vieta con anterioridad), reducir el
segundo término y cuando es posible, racionalizar.

Después de fundamentar las operaciones y propiedades algebraicas necesarias, Descartes
introduce el simple criterio de divisibilidad sobre el término independiente de la ecuacion
polindbmica (como condicidon necesaria aunque no suficiente) para obtencién de raices
enteras y a partir de aqui ir reduciendo el grado de la ecuacién mediante el algoritmo de la
division. La existencia de una raiz entera permite caracterizar el problema geométrico inicial
que conduce a la ecuacién polindmica en cuestion como un problema plano, siempre y
cuando la raiz sea adecuada para el problema geométrico. Por ejemplo en el caso de
ecuaciones cubicas con raiz entera, el problema es plano, ya que tras efectuar la division,
obtenemos una ecuacién cuadratica, cuyas soluciones, si existen, se obtienen con regla y
compas, de acuerdo con lo establecido en el libro I. En caso de ausencia de raices enteras,
se puede afirmar, sin duda alguna, que el problema geométrico inicial es sélido y Descartes
establece entonces que solo hay dos formas de resolver la ecuacién mediante la
intervencion de los clasicos problemas: la duplicacién del cubo vy la triseccion del angulo. De
hecho, todo problema cubico es equivalente a uno de estos dos problemas geométricos
(G.AT,VI, 471-475). He aqui un nuevo y magnifico éxito del método cartesiano aplicado a la
Geometria: las ecuaciones del Algebra son el reflejo lingliistico de los problemas de la
Geometria.

Finalmente, Descartes plantea la siguiente cuestion: si en el caso de ecuaciones
cuadraticas, las soluciones venian dadas por segmentos construibles con regla y compas
(segun el Libro 1), es decir, el problema geométrico de donde procedian era plano, ;es
posible construir las soluciones de las ecuaciones cubicas y cuarticas con solucion real?
Descartes resuelve de forma contundente el problema mediante la interseccion de una
circunferencia y una parabola convenientemente determinadas por la ecuacion que se
quiere resolver (G. AT, VI, 464-471).

DESCARTES EN L 'ENCYCLOPEDIE DE D'ALEMBERT Y DIDEROT

D'Alembert escribe sobre Descartes en el Discours
Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, Barcelona,
1984, pp.84-85):

«Descartes tenia todo lo que se necesitaba para
cambiar la faz de la Filosofia: una fuerte
imaginacion, un espiritu muy consecuente, unos
conocimientos procedentes de su interioridad mds
que de los libros, un gran coraje para combatir los
prejuicios y una total independencia intelectual.

Se puede considerar a Descartes como geometra o
como filésofo. Las Matemdticas, a las que parece
haberle prestado poca atencién, hoy son sin
embargo la parte mds sélida y menos discutida de
su gloria. El Algebra creada, de alguna forma, por
los italianos, prodigiosamente desarrollada por
nuestro ilustre Vieta, ha recibido entre las manos
de Descartes nuevos enriquecimientos. Uno de los
mds considerables es su Meétodo de las
indeterminadas, artificio muy ingenioso y muy
sutil, que luego se ha podido aplicar a un gran
niimero de investigaciones.

Pero lo que ha inmortalizado el nombre de este
gran hombre es la aplicacién que hizo del Algebra a
la Geometria, una idea de las mds vastas y felices
que el intelecto humano haya concebido jamds, y
que serd siempre la llave de los mds profundos
descubrimientos no solamente en la geometria
sublime, sino en todas las ciencias fisico-
matemdticas.»
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La construccion geomeétrico-algebraica de las operaciones aritméticas

Veamos como dados un segmento unidad y dos segmentos a y b, Descartes construye,

mediante circunferencias y rectas, el producto a-b, el cociente a/b y la raiz cuadrada \/5,
que resultan ser segmentos, porque se obtienen como una cuarta proporcional o como una
media proporcional, de modo que establece que las operaciones aritméticas elementales de
segmentos dan segmentos que se construyen mediante la regla y el compas.

Como el calculo de la aritmética se relaciona con las operaciones de geometria.

«Y asi como la aritmética no comprende mas que cuatro o cinco operaciones, que son
la adicion, la sustraccion, la multiplicacion, la division y la extraccion de raices, que
pueden tomarse como una especie de division, asi también no hay ofra cosa que
hacer en geometria, respecto a las lineas que se buscan, para prepararlas a ser
conocidas, que agregarles o quitarles otras, o bien, teniendo una, que llamaré la
unidad para relacionarla lo mas posible con los niumeros, y que ordinariamente puede
ser tomada a discrecion, y teniendo luego otras dos, encontrar una cuarta que sea a
una de esas dos, como la otra es a la unidad, que es lo mismo que la multiplicacién; o
bien encontrar una cuarta que sea a una de esas dos como la unidad es a la otra, lo
que es lo mismo que la divisién; o, en fin, encontrar una, dos, o varias medias
proporcionales entre la unidad y alguna otra linea, lo que es lo mismo que extraer la
raiz cuadrada, o cubica, etc. Y yo no temeré introducir estos términos de aritmética en
la geometria, a fin de hacerme mas inteligible». (G.AT,VI, 369-371).

La limitacién operacional que trajo la inconmensurabilidad impidié en la Geometria griega
asignar a las figuras geométricas numeros que midieran sus longitudes, areas y volumenes.
En este ambito, la raiz cuadrada, por ejemplo, equivalia al problema geométrico de cuadrar
un rectangulo, es decir, hallar el lado de un cuadrado equivalente a un rectangulo dado.
Descartes rompe aqui también con el pasado y abre una nueva brecha al asignar longitudes
a los segmentos (empezando por adoptar un segmento unidad del que habia hablado en la
Regla XVI, RXVI.AT.X.449), de modo que mientras en la Aritmética las Unicas raices
cuadradas exactas que pueden obtenerse son las de los cuadrados perfectos, en
Geometria, a partir de Descartes, puede hallarse un segmento que represente exactamente
la raiz cuadrada de otro segmento dado, incluso cuando este segmento no sea
conmensurable con la unidad.

Veamos la construccion efectiva de Descartes del producto, el cociente y la raiz cuadrada:

La multiplicacion.

E Sea, por ejemplo, AB la unidad, y que deba
C multiplicarse BD por BC; no tengo mas que unir los
puntos A y C, luego trazar DE paralela a CA, y BE
B es el producto de esta multiplicacion.
D A

Como en muchos problemas de La Geometria, Descartes aplica el Teorema de Tales
(Euclides, VI1.4) a la semejanza de triangulos. En este caso, como en el siguiente de la
division, la semejanza de los triangulos A BAC y A BDE, que determinan BE/BD = BC/BA.

La division
O bien, si deben dividirse BE por BD, habiendo unido los puntos E y D, se traza AC
paralela a DE y BC es el resultado de esa division.
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La extraccion de la raiz cuadrada

O, si hay que extraer la raiz cuadrada de GH, se le
agrega en linea recta FG, que es la unidad y
dividiendo FH en dos partes iguales por el punto K,
con ese punto como centro se traza el circulo FIH;
luego elevando desde el punto G una linea recta, con
angulos rectos sobre FH, hasta I, es Gl la raiz
buscada. No digo nada aqui de la raiz cubica, ni de
F G K H a5 otras, pues de ellas trataré con mas detalle mas
adelante.

En esta ocasién, Descartes usa el otro Teorema de Tales (Euclides, 111.31) y el Teorema de
la Altura (Euclides, VI1.8).

No hay ninguna novedad en la traduccion geométrica de las operaciones algebraicas
elementales que hace Descartes pensando en la ulterior resolucion de ecuaciones. De
hecho sabemos que el Algebra Geométrica de los griegos era una forma geométrico-
sintética de resolver ecuaciones, y después de los griegos, los matematicos arabes
disponian de algoritmos de resolucion de ecuaciones mediante ciertas construcciones
geomeétricas, que traducian las operaciones algebraicas casi en los mismos términos que
Descartes. La gran innovacion cartesiana estriba en que Descartes las utiliza para resolver
problemas geométricos, es decir, para hacer Geometria mediante el Algebra y no al revés.
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La edicién de F. van Schooten, de 1659, de La Geometria de Descartes, parte de su largo titulo es:

Geometria, a Renato Des Cartes : anno 1637 Gallice edita; postea autem una cum notis / Floriimondi
de Beavne ... Gallicé conscriptis in Latinam Linguam versa, & commentariis illustrata, operd atque
studio Francisci a Schooten ... - Amstelaedami : apud Ludovicum & Danielem Elzevirios, 1659.

En 1644, el matemitico Frans van Schooten, editor de La Geometria de Descartes y autor de las
figuras, graba la imagen ad vitum de un caballero con bigote y barba, circundando el retrato con la
siguiente inscripcion: Renatus Des Cartes ... Natus Hagae Turorum anno MDXCVI. Sefialan los
historiadores que esta inscripcién es el iinico documento que atestigua la fecha de nacimiento de
Descartes. El filésofo encontré este retrato «muy bien hecho, aunque la barba y el vestido no se le
parecen en nada».

El retrato acompafia a la edicion de van Schooten, de 1659, de La Geometria de Descartes.
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La notacion matematica cartesiana

Al comienzo de su trabajo matematico Descartes hace uso, bajo el influjo de Clavius, de la
notacidn coésica. Pero ya en Las Reglas para la direccion del espiritu hay, quiza como
secuela de la lectura de Vieta, una primera evolucion hacia el simbolismo. En el titulo de la
Regla XVI Descartes pondera el significado y la importancia que tiene una notacion sencilla:

«En cuanto a las cosas que no requieren la atencion presente de la mente, incluso si
son necesarias para la conclusion, es mejor designarlas por medio de signos muy
breves que por figuras completas: pues asi la memoria no podra fallar, mientras que
ademas el pensamiento no se distraera en retenerlas, cuando se dedique a deducir
otras» (RXVI.AT.X.454).

Descartes hace alusion al uso de la escritura (RXVI.AT.X.454—-455):

«[...] Muy acertadamente el arte inventd la escritura, fiados en cuya ayuda nada en
absoluto encomendaremos ya a la memoria, sino que, dejando a la fantasia en su
totalidad libre para las ideas presentes, escribiremos en el papel cuanto haya de ser
retenido; y ello por medio de signos muy breves [...]. A cuanto haya de ser
contemplado para la solucién de una dificultad, lo designaremos por medio de un signo
unico que puede ser formado al capricho de cada cual.»

Mas adelante, Descartes concreta el simbolismo a adoptar: (RXVI.AT.X.455):

«Mas, para mayor facilidad, utilizaremos las letras a,b,c, etc., para expresar las
magnitudes ya conocidas, y las letras A,B,C, eftc., para las incognitas; las haremos
preceder frecuentemente de los signos numéricos 1,2,3,4, etc., para expresar su
multiplicidad, y les agregaremos también el numero de sus relaciones que en ellas

habran de entenderse, asi si escribo 2a3, sera lo mismo que si dijera el duplo de la
magnitud denotada por la letra a, que contiene tres relaciones. Con este artificio, no
s6lo resumiremos muchas palabras, sino que, mostraremos los términos de la
dificultad tan puros y desnudos, que sin omitir nada util, no se encuentre en ellos nada
superfluo, que ocupe inutilmente la capacidad del espiritu, mientras la mente se vea
obligada a abarcar a un tiempo muchas cosas.»

He aqui la introduccion de parametros e incégnitas como ya habia hecho Vieta con
anterioridad, aunque Descartes no lo menciona sino que habla de su nueva forma de
trabajar frente a los tradicionales calculistas (RXVI.AT.X.455-456, 458):

«A fin de que todo esto se entienda con mayor claridad, ha de observarse, en primer lugar,
que los Calculistas acostumbran a designar cada una de las magnitudes por medio de
varias unidades o por medio de algun numero, y que nosotros en cambio en este lugar
hacemos abstraccion de los nimeros mismos no menos que poco antes de las figuras
geométricas. Hacemos esto tanto para evitar el tedio de un calculo largo y superfluo, como
principalmente para que las partes del objeto que atafie a la naturaleza de la dificultad
permanezcan siempre distintas y no sean envueltas por numeros inutiles: asi, si se busca
la base de un triangulo rectangulo cuyos lados son 9 y 12, el Calculista dira que aquella es

\/225 o0 15; nosotros, sin embargo en lugar de 9 y 12, pondremos a y b, y encontraremos

que la base es Va’ +b* , y aquellas dos partes a° y b’, que en el niimero estan confusas,
permaneceran distintas.»

«Todo esto [diferenciacion entre magnitudes conocidas —parametros— y magnitudes
desconocidas —incognitas—] lo distinguimos nosotros que buscamos un conocimiento
evidente y distinto de las cosas, pero no los Calculistas, que se quedan satisfechos con tal
que se les presente el resultado [numérico] buscado, aun cuando no se den cuenta de
qué modo éste depende de los datos, en lo cual solo, sin embargo, consiste propiamente
la ciencia.»
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Algebra nova.
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habirantis prope S¢ r*ofml Tri ivialem.
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Portada de la edicién de 1635In Artem Analyticam Isagoge de Vieta. La primera edicion es de 1591.

La obra de Vieta In Artem Analyticam Isagoge esta inspirada profundamente en la obra de Diofanto y
Pappus. En ella Vieta fundamenta los principios y las reglas del calculo algebraico literal.

El Arte Analitica de Vieta perfecciona considerablemente el Algebra sincopada de Diofanto y de los
matematicos arabes y renacentistas, e inicia el calculo literal del Algebra simbélica mediante la
introduccién de los parametros, lo que le permite obtener la solucion general de las ecuaciones
mediante férmulas que expresan las incégnitas en funcion de los parametros. Ya que los parametros
no permiten obtener un resultado numeérico concreto tras las operaciones combinatorias que
conducen a la resoluciéon de una ecuacion, sino una solucién simbdlica, Vieta trasciende la Logistica
numerosa ordinaria, aplicada al calculo con nameros, y alcanza la Logistica speciosa que tiene que
ver con las especies, entendiendo por éstas cualquier tipo de magnitud, en particular elementos
geométricos como angulos o longitudes. Esto quiere decir que las cantidades simbdlicas del Arte
Analitica al ser interpretadas como magnitudes geométricas y las operaciones simbélicas como
procedimientos de construccién geométrica, permiten obtener la solucion simbdlica de las ecuaciones
generales con significado geométrico, de modo que el Arte Analitica podia ser aplicado no sélo a los
problemas numeéricos sino también a problemas geométricos. De esta forma, el Arte Analitica de
Vieta que tuvo su origen en el Tesoro del Andilisis de Pappus, revierte sobre éste, de manera que su
contenido es traducido al lenguaje simbélico del Arte, es decir, mediante el concurso del Algebra
simbélica, Vieta puede reconstruir, en términos algebraicos, el Analisis Geométrico clasico, lo que
prepara el terreno para el advenimiento de la Geometria Analitica de Descartes.

Como explica Vieta:

«La debilidad del antiguo Andlisis residia en que se aplicaba solo a los niimeros, es decir, era una
Logistica numerosa. Pero el Algebra permite razonar sobre cualquier tipo de magnitud -niimero,
segmento, dngulo, figura,..- de modo que lo que hay que hacer es considerar una Logistica
speciosa, aplicable a cualquier especie de cantidad, que se podrd expresar de una manera genérica
mediante letras, tanto si es una magnitud desconocida [incégnita] como conocida [parametro],
ya que no hago diferencia entre ellas. Es mds, consideraré las magnitudes desconocidas como si
se conocieran y operando segiin las reglas del Arte Analitica, las desconocidas con las conocidas,
obtendré aquellas en funcion de éstas. He aqui el fundamento de la obtencion de soluciones
generales de los problemas donde los antiguos solo obtenian soluciones particulares. »

Por la naturaleza del Arte Analitica, el Anilisis algebraico-geométrico de Vieta es un estadio
intermedio esencial en el camino que arranca del Algebra Geométrica de los griegos y confluye en la
Geometria Analiticas de Descartes.
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Aunque nunca reconocera la paternidad de Vieta en algunas de sus ideas fundamentales,
Descartes debio inspirarse en €l en la introduccién del uso de letras para designar no sélo
las cantidades desconocidas —incognitas o variables— sino incluso las conocidas—
parametros—. Asi se aplica un magnifico instrumento que permite obtener la solucion general
de los problemas mediante férmulas que expresan las incognitas en funcion de los
parametros. Como escribe Vieta: «He aqui el fundamento de la obtenciéon de soluciones
generales donde los antiguos solo daban soluciones particulares». En este sentido los
calculadores, a los que alude Descartes, siguen siendo antiguos, ya que: «no se dan cuenta
de qué modo el resultado depende de los datos» (RXVI.AT.X.458). En efecto, cuando no se
emplean mas que numeros para designar cantidades conocidas, estos numeros se
confunden y se disipan en el curso de las operaciones, de modo que en la obtencion de la
solucion no queda ninguna traza de la linea seguida en las operaciones. Con la introduccion
de los parametros de Vieta y Descartes, al contrario, la cantidad desconocida siendo
despejada e igualada a las cantidades conocidas, se dispone de un cuadro general con
todas las operaciones que es preciso hacer sobre los datos para obtener la solucion. Asi es
posible construir una Teoria general de ecuaciones, de modo que, por ejemplo, se estudia,
no ecuaciones cubicas, sino la ecuacién cubica, es decir, la ecuacion general de tercer
grado expresaba en una incégnita y cuatro parametros.

Vieta habia dado un gran paso hacia el Algebra simbdlica, pero para las potencias
permanecio en la tradicion indicando quad para el cuadrado y cub para el cubo, aeq para la

igualdad y in para el producto. Asi la ecuacion o +5bx —2cx=d», Vieta la expresaria como:
«Acub +B5in A quad - C plano 2 in A aeq D solido», donde los parametros B,C y D deben
ser tales que cada término de la ecuacion sea tridimensional, ya que para Vieta, como
herencia griega, las operaciones aritméticas estan incluidas todavia en un terreno
estrictamente geométrico, que mantiene la homogeneidad, siendo cuadrado una magnitud
plana y cubo una magnitud espacial. Como se ve, el simbolismo en Vieta no es total, falta
aplicar signos para la igualdad, el producto, las potencias, y otros, que de hecho ya existian
en su época. De haberlo hecho, Vieta, por ejemplo, podria haber escrito todas las
ecuaciones cuadréticas de la forma BA*+CA+D=0, donde A es la incégnita y B,C,D, son los
parametros. Asi pues, al manejar todavia simplemente abreviaturas el Algebra de Vieta
sigue siendo sincopada. Sera Descartes quien introduce en la Regla XVI, como se ha visto,
la convencién actual para la codificacién de los simbolos de incégnitas y potencias, que por
primera vez en la Historia de la Matematica seran simbolos artificiales, arbitrarios [«formado
al capricho de cada cual» (RXVI.AT.X.455)] y no abreviadores. El signo cartesiano, como
notacion «no césica», no es considerado como imagen del concepto, sino que es una mera
apoyatura operacional para captar y manipular dicho concepto.

El convenio establecido es perfeccionado por Descartes en La Geometria, donde en lugar
de designar por A,B,C, las incognitas, utiliza las ultimas letras minusculas x,y,z; y en cuanto
a las potencias y raices Descartes establece (G.AT,VI, 371):

Como pueden emplearse letras en geometria.

«Pero a menudo no hay necesidad de trazar esas lineas sobre el papel y basta con designarlas
por ciertas letras, una sola para cada linea. Asi, para sumar la linea BD a la GH, designo a la
unaayalaotrabyescriboa+b;ya-b pararestar b de a; y ab para multiplicar la una por la

otra; y % para dividir a por b; y aa o a’ para multiplicar a por si misma; y a’ para multiplicar otra
vez por a, y asi al infinito; y \Ja> +b* para extraer la raiz cuadrada de a’+b% y \J/C.a’—b’ +abb
para extraer la raiz ctibica a’~b’>+abb y asi otras.

Es de senalar que para a’ o b’ u otras expresiones semejantes, yo no concibo ordinariamente
mas que lineas simples, aunque para servirme de los nombres usados en algebra, los designe
por cuadrados, cubos, efc.

Por dltimo, a fin de no dejar de recordar los nombres de estas lineas, conviene
siempre hacer una anotacion separada, a medida que se las coloca o se las cambia,
escribiendo, por ejemplo, AB20 1, es decir AB igual a 1».
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LA NOTACION MATEMATICA CARTESIANA

LivReE PREMIER.

a - b; Et a-- b,pour fouftraire b d’a; Et a b,pour les mul-
tiplier I'vne par I'autre; Et 7, pour divifer aparé; Et aq,

2 3
ou g, pour multipliers par foy mefme; Eta, pour le
multiplier encore vne fois par 2 , & ainfi a l'infini ; Et

¥t 1 2 F4
V a-+ b, pour tirer la racine quarrée d’ 4 -+ 4 ; Et

# 3 §
V' C.a--b+abb, pour tirer la racine cubique d'4 --&
—+ abb, & ainfi desautres.

2 3
Onil eft 2 remarquer que par 2 ou b oufemblables,
ie ne congoy ordinairement que des lignes toutes fim-
ples, encore que pour me feruir des noms viités enl'Al-
gebre, ie les nomme des quarres ou des cubes, &c.
Heftaufly a remarquer que toutes les partiesd'vne
mefme ligne,fe doiuent ordinairement exprimer par aus

tant de dimenfions I'voe quel'autre, lorfque I'vnite¢'n’cft
3
point déterminée enla queftion, comme icy 4 en con-

tientautantqu’ a 44 ou b 'dont fe compofe la ligne que

i'ay nommée V' Co 4 -- b + abb: mais que ce n'eft
pas de mefime lorfque 'vnit€ eft déterminée, a caufe
qu'elle peut eftre foufentendue par toutouilya trop ou
trop peu de dimenfions : comme s'il faut tirer la racine
cubique de aabb--4 , il faut penfer que la quantité
a a b b eft diuifde vae fois parI'vnité, & quel'autre quan-
tit€ b eft multiplide deux fois par la mefme.

gnes furlepapier, & ilfuffitt delesdefigner par quelques ¢, 4.

lettres, chaflcune par voe feule. Comme pour adioufter gtifﬁcscn
eome-

laligne B Da G H, ie nomme I'vne a & lautre 4,& efcris e,

Tercera pagina de la edicién de 1637 de La Geometria de Descartes donde se introduce el

simbolismo de la notacion cartesiana.
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Vemos, pues, que Descartes asigna una letra a cada segmento, que de hecho designa (y
mide) su longitud. Ademas, introduce los exponentes para escribir las potencias; utiliza a°,
a*, a°, a° etc., para representar las respectivas potencias de a, pero usa indistintamente aa
o a° para el cuadrado, lo cual tiene su explicacion pues mientras que para escribir tanto aa
como a’ se precisan dos signos en las potencias superiores a a hay una gran economia de

lenguaje al escribir a". Ademas, vemos que Descartes designa la raiz ctbica i/a’ —b® + abb

mediante \/C.a3 —b’ +abb vy la igualdad por medio del simbolo ~ que pudiera provenir de
las dos primeras letras de la palabra latina aequare.

El penultimo parrafo tiene una gran trascendencia. Con anterioridad a Descartes,
geométricamente solo tenian sentido las potencias cuadratica a® y cubica a®, que
representaban respectivamente un cuadrado de lado a y un cubo de arista a. El propio Vieta,
con su ley de los homogéneos, habia permanece fiel al espiritu del pasado geométrico de
los griegos, gobernado por la Teoria de las Proporciones, que habia liberado a los antiguos
del trauma de la inconmensurabilidad. Afortunadamente Descartes elimind esta
reminiscencia clasica en la Regla XVI de las Regulae (RXVI.AT.X.457):

«La misma magnitud aunque, aunque sea llamada cubo o bicuadrado, nunca debe ser
propuesta a la imaginacioén [...] mas que como una linea o como una superficie. Por lo
tanto es preciso notar sobre todo que la raiz, el cuadrado, el cubo, etc., no son otra cosa
que magnitudes en proporcion continua, a la que siempre se supone antepuesta aquella
unidad asumida [...]; a esta unidad hace referencia inmediatamente la primera proporcional
y por medio de una unica relacion; la sequnda, por su parte, por medio de la primera y por
lo tanto por medio de dos relaciones; la tercera, mediante la primera y la sequnda, y por
medio de tres relaciones, etc. Llamaremos, pues, en lo sucesivo, primera proporcional a
aquella magnitud que en Algebra es denominada raiz, sequnda proporcional a la que es
llamada cuadrado y asi las restantes.»

Como en muchas otras cuestiones lo que Descartes aventura en las Reguale lo consolida
en El Discurso del Método o en La Geometria, como es el caso. En la notacion cartesiana
introducida en este tercer epigrafe del Libro | de La Geometria hay una clave geométrica
que estriba en que un segmento de recta es considerado tanto como magnitud geométrica
continua como una medida numérica, pero la potencia de una linea recta sigue siendo una
linea recta, asi que cuadrado y cubo no indicaran magnitudes planas o espaciales, sino la
segunda o tercera potencia de un numero, de modo que las operaciones aritméticas quedan
incluidas en un terreno estrictamente algebraico. En este punto, Descartes rompe con la
tradicion griega al abandonar el principio de homogeneidad. La Geometria da carta de
naturaleza a las potencias superiores a* a° a°,..., todas ellas son legitimas lineas. De esta
forma se produce una cierta unificacién del Algebra y la Geometria. Descartes habria
alcanzado lo que se habia propuesto en E/ Discurso del Método, ya aludido anteriormente:

«Habia estudiado [...] el Andlisis de los antiguos y el Algebra de los modernos, [..], el
primero esta siempre tan constrefiido a considerar las figuras, que no puede ejercitar el
entendimiento sin fatigar mucho la imaginacioén, y en la dltima hay que sujetarse tanto a
ciertas reglas y cifras, que se ha hecho un arte confuso y oscuro, [...]. Esto fue causa de
que pensase que era necesario buscar algun otro método que, reuniendo las ventajas de
estos tres, estuviese libre de sus defectos. [...] pensé que, para considerarlas mejor
particularmente, debia suponerlas en linea [recta], pues nada hallaba mas simple ni que
mas distintamente pudiera representarse a mi imaginacion y a mis sentidos. Y que para
retenerlas o comprenderlas era necesario explicarlas mediante algunas cifras lo mas
cortas que fuera posible; de esta manera tomaria lo mejor del Analisis geométrico y del
Algebra y corregiria los defectos del uno por medio de la otra» (DM.AT,VI, 17-20).

Con sus radicales reformas, Descartes habria superado la esclavitud a la dependencia de las
figuras en la Geometria de los antiguos y la falta de trasparencia del Algebra de los modernos.
Por si fuera poco, Descartes eliminaba otra limitacion de la Geometria griega y del Arte Analitica
de Vieta, la de las tres dimensiones.
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1. Retrato de Descartes por Weenix. Museo de Utrecht.

2. La edicion en latin de 1649 de van Schooten (con notas de F. De Beaune) de La Geometria
de Descartes. Esta edicion es la primera separada de El Discurso del Método y contribuy6
de forma muy considerable a la difusién de la obra de Descartes.

La notacion que Descartes introduce en la Regla XVI de las Regulae y perfecciona al
comienzo de La Geometria tuvo un papel esencial en su magno proyecto de reforma que
alcanzé a una completa reconstruccién de la Matematica sobre premisas muy sencillas, no
geométricas como en Euclides, sino algebraicas, y con unos instrumentos muy modestos, sdlo
el Teorema de Tales y el Teorema Pitigoras, como confiesa a dos de sus pupilas, la reina
Cristina de Suecia y la Princesa Isabel de Bohemia.

Descartes alude una y otra vez en las Regulae y en La Geometria a la funciéon que debe
cumplir una buena notacién, simple y clara, formada de «signos muy breves»: «ejercitar el
entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion» (DM.AT,VI, 17-18), para no distraer el
pensamiento en retener cosas, a base de descargar la memoria por medio de la escritura para
s6lo confiarle lo imprescindible (RXVI.AT.X.458):

«De modo ?geneml es preciso observar que jamds debe encomendarse a la memoria
ninguna de las cosas que no requieran una continuada atencion, si podemos depositarlas
en el papel, no sea que un recuerdo superfluo para el conocimiento de un objeto nos prive
de alguna parte de nuestro espiritu.»

El simbolismo algebraico, que apuntaba a convertirse en el lenguaje universal traeria
simplificacién, generalizacion, mecanizacién y unificacién en la notacién, entrafiando
economia de pensamiento y difusiéon rapida. Después de Descartes, el Algebra es uno de los
mas potentes lenguajes creados por el hombre, un instrumento para la expresién breve,
intuitiva y mecanica de relaciones enormemente complicadas que puedan tener entre si
objetos abstractos cualesquiera, y en su aplicacién a la Geometria, el ingenio que exigia la
lectura y comprension de la obra de Euclides quedaria eliminado y reemplazado por
procedimientos algoritmicos automaticos.

Aparte de su ingente contribucién al nacimiento de la Geometria Analitica, a Descartes le
cabe, pues, el mérito de haber dado los pasos mas importantes en la introducciéon de la
moderna notacién simbélica de las Matematicas, de modo que el convenio notacional
cartesiano se hizo definitivo. La Geometria, es el primer texto matematico en el que un
estudiante actual no encontraria dificultades con la notacién.
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Analisis y Sintesis: planteamiento y resolucion de las ecuaciones

Con las nuevas notaciones y simbolos, Descartes realizé una importante simplificacion en el
lenguaje matematico. Ahora disponia de una Geometria que al poderse expresar de forma
algebraica permitia desarrollar procedimientos para resolver problemas geométricos a base
de traducirlos al lenguaje algebraico de las ecuaciones, simplificar éstas y finalmente
resolverlas (lo que quiere decir construir las soluciones) mediante lo cual Descartes se
propondra rehacer la Geometria.

Como se llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas

«Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
resuelto, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo,
tanto a las que son desconocidas como a las otras. Luego, sin considerar ninguna
diferencia entre estas lineas conocidas y desconocidas, se debe examinar la dificultad
segun el orden que se presente como mas natural de todos, en la forma como
aquellas lineas dependen mutuamente las unas de las otras, hasta que se haya
encontrado la manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: lo que se
denomina una ecuacion, pues [el resultado de] los términos de una de esas dos
formas son iguales a los de la ofra.» (G.AT,V1,372).

He aqui una aplicacion directa de los procedimientos del Andlisis y la Sintesis tal como los
habia descrito Pappus en El Tesoro del Analisis del Libro VIl de la Coleccion Matematica y
tal como lo habia aplicado Vieta con la intervencion del Algebra en su Arte Analitica. Todo
conduce a determinar la ecuacion del problema geométrico, es decir, transitar de la
Geometria al Algebra mediante la metodologia cartesiana, siguiendo unas pautas que
Descartes ya habia insinuado en las Reglas XVII-XXI de las Regulae :

a) Suponer el problema resuelto.
b) Dar nombre a todos los segmentos que parecen necesarios.

El propio Anélisis nos ayudara a determinar quiénes son éstos, tanto los conocidos (datos)
como los desconocidos (incégnitas) sin considerar ninguna diferencia entre ellos.

Estos dos primeros pasos corresponden al Andlisis en sentido de Pappus. Ahora
examinando el problema, siguiendo un orden basado en la intuicién o en el Analisis anterior,
estableciendo las relaciones que existen entre las diversas segmentos —los conocidos y los
desconocidos— hemos de conseguir expresar un mismo segmento por medio de dos
expresiones algebraicas diferentes, lo que permite realizar la Sintesis, es decir:

c) Determinar la ecuacion entre las longitudes conocidas y las desconocidas.
Finalmente para resolver de forma definitiva el problema quedan dos pasos:
d) Resolver la ecuacion resultante.

e) Construir geométricamente la solucion.

Al plantearse problemas geométricos en la Sintesis se han de obtener soluciones
geomeétricas para cuya construccion el Algebra sera el instrumento analitico esencial.

Asi pues, ante un problema geométrico se aplicard todo un protocolo de actuacion —el
método cartesiano—: se empieza suponiendo el problema resuelto y se consideran las
relaciones entre las lineas, lo que lleva al establecimiento de las ecuaciones, es decir, el
estudio analitico se complementa con la sintesis algebraica que lleva a la construccion de la
solucién. El Andlisis y el Algebra que estan ordenados al estudio y conocimiento de la figura,
permiten traducir los datos geométricos de forma que sean tratables por medio del calculo
algebraico; se concluye el problema de Algebra planteando y resolviendo las ecuaciones y
finalmente los resultados obtenidos deben ser traducidos de nuevo al lenguaje geométrico,
operacion que nos da por fin la construccién de la solucién. El Algebra es un instrumento
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que finalmente nos ha de reconducir a la Geometria.

Continta el texto de Descartes con la primera manifestacién irénica de las diversas
presentes en La Geometria (G.AT,VI, 374):

«[...] Y pueden siempre reducirse asi todas las cantidades desconocidas a una sola,
cuando el problema puede construirse mediante circulos y lineas rectas, o bien por
secciones conicas 0 aun por ninguna otra linea que no esté compuesta, sino en uno o
dos grados mas. Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a
cada uno del placer de aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo util del propio

espiritu ejercitandolo, que es, a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse
de esta ciencia, [...]»

Enseguida Descartes realiza una caracterizacion algebraica de los Problemas Planos:

Cuales son los problemas planos.

«Si éste puede ser resuelto por la geometria ordinaria, es decir, sin servirse mas que
de lineas rectas y circulares trazadas sobre una superficie plana, cuando la ultima
ecuacion haya sido enteramente desarrollada, no quedara, al fin, mas que un
cuadrado desconocido, igual a lo que resulta de la adicién, o sustraccion, de su raiz
multiplicada por alguna cantidad conocida [coeficiente], mas alguna otra cantidad
también conocida [término independiente]» (G.AT,VI, 374).

Descartes establece aqui una primera relacion entre los problemas de construcciéon y los de
clasificacién (que tanta importancia tendra en el Libro Il) relacionando claramente un tipo
concreto de expresiones algebraicas con los instrumentos que permiten trazar determinadas
construcciones. En una primera trasferencia de la Geometria al Algebra, si un problema
geométrico lleva a una ecuacion cuadratica, sera resoluble con regla y compas, pero
Descartes trasciende esta obviedad, identificando totalmente una cuestion geométrica con
una cuestion algebraica al establecer que cualquier problema geométrico resoluble con regla
y compas conduce a una ultima ecuacién que necesariamente es cuadratica.

Vamos a ver concretamente cémo resuelve Descartes las ecuaciones cuadraticas que
corresponden a los Problemas Planos y que son las Unicas que Descartes trata en el Libro I.

Coémo se resuelven [las ecuaciones que resultan de los problemas Planos]
(G.AT,VI, 374-376)

«[...] Si se tiene, por ejemplo z° = az + bb

LT
S S,

construyo el triangulo rectangulo NLM, cuyo o* 'u,.
lado LM es igual a b, raiz cuadrada de la o .

L]
*
.*

cantidad conocida bb, y el otro LN es la, la

LETT T L A

mitad de la otra cantidad conocida, que esta :
multiplicada por z, que supongo ser la linea '\‘
desconocida. Luego, prolongando MN, base de k
ese triangulo, hasta O, de modo que NO sea % .
igual a NL, la linea total OM es z, la linea
buscada;, ella se expresa: T.

z:la+‘flaa+bb
2 4
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Si se tuviera
yy =—ay + bb

e y fuera la cantidad que debe encontrarse, se construye el mismo triangulo rectangulo
NLM y de la base MN se quita NP, igual a NL; el resto PM es y, la raiz buscada. De
modo que tengo

y:—la+,/laa+bb
2 4

Y lo mismo, si tuviera x* =—-ax? + b?

PM seria xX* y tendria

X :\/—la+ ,/laa+bb
2 4

y asi otros casos.

En fin, si tuviera z° = ax — bb

1
se hace NL igual a Ea, y LM igual a b, como anteriormente;

luego, en vez de unir los puntos M y N, se traza MQR paralela a

LN y trazando un circulo con centro en N y que pase por L la T
cortara en los puntos Q y R; la linea buscada z es MQ), o bien
MR, pues en este caso ella se expresa de dos maneras, a saber:

1 1
=—a+,/—aa—bb
T2 G Q

1 1 L M

Y si el circulo que tiene su centro en N y pasa por el punto L no corta ni toca la linea
recta MQR, no hay ninguna raiz de la ecuacion, de manera que puede asegurarse que
la construccion del problema propuesto es imposible.

Por otra parte, estas mismas raices se pueden encontrar por una infinidad de otros
medios y he indicado aqui solamente esos muy simples, a fin de mostrar que se
pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria, sin hacer mas que lo
poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado. No creo que los
antiguos lo hayan observado; pues en tal caso ellos no hubieran escrito libros tan
voluminosos en que el solo orden de las proposiciones nos muestra que no poseian el
verdadero método para resolverlas todas, sino que solamente han recopilado las que
habian resuelto.»

Situandose en la tradicion, Descartes estudia y resuelve los tres tipos clasicos de
ecuaciones z?=az+bb, yy= —ay+bb, z>=ax-bb, que, como se sabe, antes de Vieta, eran
considerados con coeficientes numéricos concretos y positivos, resultando equivalentes a
los tres tipos tradicionales de ecuaciones: z?=az+b, z’+az=b, zZ>+b=az, con a,b positivos, que
en el Algebra Geométrica griega tenian su forma particular de resolucién, como tenian,
asimismo, en la matematica arabe, cada uno de los tipos, su propio algoritmo de resolucién.
Pues bien, ahora Descartes, manteniendo por esta vez la homogeneidad, nos brinda la
resolucion geométrica de cada uno de los casos posibles. Para cada caso, siguiendo el
algoritmo algebraico de resolucion bien conocido, podriamos obtener el valor del segmento
solucién z expresado por las correspondientes operaciones con radicales, de donde se
advierte que todas las operaciones que intervienen son resolubles, a partir de los segmentos
dados, a,b, utilizando sélo la regla y el compas. No obstante, Descartes procede de forma

332



geomeétrica construyendo para cada caso el segmento solucidn, por eso no puede
considerar todos los tipos de ecuaciones cuadraticas (por ejemplo no estudia la ecuacion
Z’+az+b?=0 porque no tiene raices positivas), y de las que resuelve sélo tiene en cuenta las
soluciones positivas que son las unicas construbles.

Por otra parte, Descartes dice que «estas mismas raices se pueden encontrar por una
infinidad de otros medios». Y la verdad es que no especifica exactamente como obtiene la
construccion geométrica del segmento solucién si aplicando el Teorema de Pitagoras o la
invariancia de la potencia de un punto respecto de la circunferencia. La equivalencia de
ambas aplicaciones deja la construccion geométrica cartesiana en cierta ambigledad.

Asi en la primera ecuacién z?=az+bb, Descartes procede geométricamente indicando como
puede construir el segmento de longitud z. Construye un triangulo rectangulo NLM cuyos
catetos estan determinados por los coeficientes
de la ecuacion: LM=b, LN=(1/2)a y con centro
en N traza una circunferencia de radio NL=a
que es cortada por la prolongaciéon de la
hipotenusa MN en el punto O, resultando que el
segmento OM es la recta buscada z.

PELL LTS
% e

En efecto: MO=MN+NO. Pero por el Teorema

de Pitagoras MN =+/NL* + LM’ , de modo
L M que sustituyendo cada recta por su longitud

1 /1
tenemos la expresion algebraica indicada: z = Ea + Zaa +bb.

Ahora bien, aplicando la invariancia de la potencia de un punto respecto de la circunferencia
(Euclides, 111.36) se tiene: MO-MP=ML?, es decir, z:(z—a)=bb, expresién equivalente a la
ecuacion dada z=az+bb.

La construccion geométrica de la solucién de la Gltima ecuacién z>=az-bb es un poco mas
complicada.

Construidos de los elementos geométricos de la figura como indica Descartes, a partir de los
segmentos medidos por los coeficientes de la ecuacion NL=(1/2)a y LM=b, se aplica la
invariancia de la potencia de un punto respecto de la circunferencia: MR-MQ=LM? .

Si z=MR, tenemos que MQ=a-z, y por tanto: z-(a—z)=b? es decir,
z°=az-bb, por tanto el segmento z=MR es una linea solucién.

_§\ R Si z=MQ, tenemos que MR=a—z, y por tanto: z:(a—z)=b? es decir,
z?=az-bb, por tanto el segmento z=MR es una linea solucion.

Ahora si O es el punto medio de QR tenemos:

N 0
z1=MQ=OM—OQ=la— laa—bb
2% \3
Q 22=MR=MO+OR=%a + ,/iaa “bb
L M

Descartes construye las dos raices porque ambas son positivas.

Si MR es tangente al circulo, es decir si b=(1/2)a, las raices son iguales; mientras que si
b>(1/2)a, la linea MR no cortara al circulo y entonces no hay raices. Descartes expresa esto
en un lenguaje tributario todavia de los gedmetras griegos:

«Y si el circulo que tiene su centro en N y pasa por el punto L no corta [no es secante]
ni toca [no es tangente] /a linea recta MQR, no hay ninguna raiz de la ecuacion, de
manera que puede asegurarse que la construccion del problema propuesto es
imposible.»
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Vemos como Descartes ha vinculado intimamente el Algebra con la Geometria, hasta el
punto de extraer conclusiones geométricas de un hecho estrictamente algebraico: si la
ecuacion no tiene solucién el problema geométrico no se puede construir, porque «encontrar
la solucion» es «construir la linea». Los principios del método cartesiano aplicados a la
Geometria inician los problemas geométricos por un proceso intermedio de escritura
algebraica que revierte finalmente sobre la geometria del problema conduciendo a la
construccion de la linea solucion. Es esta intermediacion del Algebra lo que mas se echa de
menos en la Geometria griega, por eso después de la resolucion constructiva de las
ecuaciones, Descartes hace un soberbio alarde de la magnificencia de los métodos de su
Geometria en contraposicion con la precariedad de la Geometria de los griegos. Segun él,
puede construir todos los problemas de la Geometria ordinaria con las escasas cuatro
figuras que ha explicado, mientras que el abstruso orden de las complejas proposiciones de
los voluminosos libros de la Geometria griega era una prueba palmaria de que los antiguos
no disponian de método. Esta afirmacién, ademas de exagerada, es injusta, porque aunque
la Geometria griega no pudo disponer de la claridad, simplicidad, flexibilidad, versatilidad y
capacidad algoritmica que proporciona el Algebra simbdlica que manejé Descartes, éste
estaba al corriente de las grandes obras de la matematica griega, empezando por Los
Elementos de Euclides, que es una obra indiscutiblemente metddica, con fundamentos en el
método axiomatico-deductivo muy diferente del de Descartes, pero tanto o mas riguroso que
lo que se aplica en La Geometria. De hecho la Aplicaciéon de las Areas del Algebra
Geométrica griega de los Libros Il y VI de Los Elementos de Euclides es un procedimiento
metodico de resolucién de ecuaciones mediante comparacion de areas. Es mas, el método
cartesiano tiene su inspiracion en el método de Analisis y Sintesis, que instaurado por
Hipocrates de Quios y fundamentado por Platon es explicitado por Pappus, uno de los
matematicos griegos mas admirados por Descartes.

SELLOS DE DESCARTES
EN EL ANO 2000 DE LAS MATEMATICAS
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1. Emitido en Granada con motivo del aino 2000 de las Matematicas.

2. Emitido en Sierra Leona con motivo del afio 2000 de las Matematicas.
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SINTESIS DEL PROGRAMA DE REFORMA CARTESIANA DE
LA GEOMETRIA A TRAVES DE LOS TEXTOS DE DESCARTES

a

Retrato de Descartes como escritor (Biblioteca Nacional de Paris, 1791).

Ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginaciéon (DM.AT, V], 17)

e Fundir del Analisis Geométrico de los antiguos («siempre tan constreiiido a considerar las figuras»)
[DM.AT,V117)] y el Algebra de los modernos («que se ha hecho un arte confuso y oscuro»
[DM.AT,V1.17)]; «para buscar otro método que, reuniendo las ventajas de éstos, estuviese libre de sus
defectos»|[ DM.AT,V1.18].

e Introducir las coordenadas: «Todos los problemas de Geometria pueden reducirse ficilmente a
términos tales, que no es necesario conocer de antemano mds que la longitud de algunas lineas rectas
para construirlos» [G.AT,VI, 369].

¢ Reconstruir de forma geométrico-algebraica las operaciones aritméticas, es decir, mostrar «cémo el
cdlculo de la aritmética se relaciona con las operaciones de la geometria» [G.AT,VI, 369].

e Introducir una revolucionaria simplificacién en la notacién: «explicarlas mediante algunas cifras lo
mds cortas que fuera posible» [DM.AT,VI,20].

e Indicar «como pueden emplearse letras en geometria» [G.AT,VI1,371].

o Ensefar «cémo se llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas» [G.AT,VL,372]; y
«como se resuelven» [G.AT,V1,374] estas ecuaciones (es decir, como se construyen las soluciones).

Mediante estas tareas, Descartes «tomaria lo mejor del Andlisis geométrico y del Algebra y corregiria los
defectos del uno por medio de la otra» [DM.AT,VI, 20]. 135



Sistemas de referencia. El Problema de Pappus

Hasta aqui, Descartes ha elaborado un potente método analitico-sintético de ataque de los
problemas geométricos que utiliza el Algebra como instrumento algoritmico y con el que se
propone no sélo rehacer la Geometria griega sino ir mucho mas alla en la resolucion de
antiguos y nuevos problemas geométricos. Por eso se plantea al final del Libro | el abordaje
del famoso problema de Pappus de las tres o cuatro rectas, que tan firmemente se habia
resistido a los gedmetras griegos, y que siendo generalizado a 2n—1, 2n rectas campea a lo
largo de La Geometria de Descartes, de modo que algunos historiadores se atreven a decir
que «Toda La Geometria de Descartes esta destinada a la resolucion del Problema de
Pappus» o que «El Problema de Pappus conforma La Geometria de Descartes».

La profundidad, extension e inmensa casuistica del tratamiento cartesiano del Problema de
Pappus trasciende de los objetivos de este escrito, por tanto nos cefiiremos a aspectos que
incidan sobre los origenes de la Geometria Analitica, en particular la aparicion de los
sistemas de referencia y las coordenadas.

Ejemplo tomado de Pappus
(G.AT,VI, 377-380)

«Y esto [la insuficiencia de los métodos de la Geometria griega] puede verse bien
claramente en lo que Pappus ha puesto al principio de su Libro VII, donde después de
haberse detenido a citar todo lo que habia sido escrito en geometria por los que lo
habian precedido, habla finalmente de un problema que, segun dice, ni Euclides ni
Apolonio habian podido resolver enteramente; he aqui sus propias palabras: [...]»

Descartes transcribe el enunciado del problema en latin y hace una observacion:

«Os ruego que observéis de paso que el escrupulo que tenian los antiguos en emplear
los términos de la aritmética en la geometria, no podia provenir mas que de no ver
ellos claramente su relacién, lo que producia bastante oscuridad y confusion en la
forma como se expresaban; [sigue el texto latino].»

Descartes no alcanza a interpretar que los escrupulos de los que habla respondian a la
conformacion que dio a la Geometria griega la aparicion de las magnitudes
inconmensurables que impedia asignar a las figuras geométricas numeros que midieran sus
longitudes, areas y volumenes y por tanto los griegos tenian que calcular directamente con
las figuras, que se trataban como magnitudes. Asi se hacia en el Algebra Geométrica del
Libro Il de Los Elementos de Euclides en la que los numeros se sustituyen por segmentos
de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo mediante construcciones geométricas
pero sin el concurso de Algebra simbdlica porque era inexistente, por lo que las ecuaciones
se resolvian estableciendo relaciones que comparaban —a partir del Libro V de Los
Elementos de Euclides mediante razones— areas dadas con areas buscadas o deseadas
para la resolucion de un problema. En la Geometria griega, los segmentos rectilineos no
tenian longitud ante la eventualidad de la inconmensurabilidad y como consecuencia las
«operaciones» con los segmentos daban rectangulos y paralelepipedos, que eran objetos
de naturaleza estrictamente geométrica imposibles de confundir con el producto de las
longitudes de sus lados, ya que, hasta Diofanto, estaba ausente el sentido aritmético de las
operaciones. De ahi las limitaciones del respeto a la homogeneidad y de la acotacién
tridimensional.

La gran innovacion de Descartes es la asignacion de una longitud a los segmentos («y yo no
temeré introducir estos términos de aritmética en la geometria, a fin de hacerme mas
inteligible») lo que permite su manipulacion algebraica operacional:
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«[...] es de sefalar que para a’> o b® u otras expresiones semejantes, yo no concibo
ordinariamente mas que lineas simples, aunque para servirme de los nombres usados
en algebra, los designe por cuadrados, cubos, etc.» (G.AT,VI, 371),

con base en lo cual Descartes no tiene ningun prejuicio geométrico en hablar en el Problema
de Pappus del «producto de cuatro lineas rectas, de cinco o de mas», es decir, el
instrumental cartesiano no soélo permitira resolver de forma brillante el problema clasico, sino
que ademas propicia su mas amplia generalizacion.

Contintia Descartes escribiendo su propio enunciado del Problema de Pappus:

«Asi pues, la cuestion que Euclides habia empezado a resolver y que Apolonio habia
proseguido sin que nadie la hubiera terminado, era ésta: Dadas tres, cuatro o mas
rectas, se trata de encontrar un punto del que se puedan trazar otras tantas lineas
rectas, una sobre cada una de las dadas, y haciendo con ellas angulos dados, y que el
rectangulo formado por dos de esas asi frazadas desde el punto, tenga una proporcion
dada con el cuadrado de la tercera, si no hay mas que tres; o bien con el rectangulo de
las otras dos, si hubiera cuatro; o bien si hay cinco que el paralelepipedo compuesto
por tres tenga la proporciéon dada con el paralelepipedo formado por las dos que
restan y por ofra linea dada. O bien si hay seis, que el paralelepipedo formado por tres
tenga una proporcién dada con el paralelepipedo de las otras tres. O bien si hay siete,
que lo que se produce multiplicando cuatro la una por la otra, tenga la razén dada con
lo que se produce por la multiplicacion de las otras tres y ademas por otra linea dada.
O si hay ocho, que el producto de la multiplicacién de cuatro tenga la proporcion dada
con el producto de las otras cuatro. Y asi este problema se puede extender a todo
numero de lineas. Pero, a causa de que hay siempre una infinidad de diversos puntos
que pueden satisfacer lo que aqui se pide, se requiere también conocer y trazar la
linea sobre la cual deben todos ellos encontrarse; y Pappus dice que cuando no hay
mas que tres o cuatro lineas rectas dadas, es en una de las tres secciones cénicas,
pero él no trata de determinarla ni describirla; ni explicar la linea en que los puntos
deben encontrarse cuando el problema esta propuesto para un mayor numero de
lineas. Solamente agrega que los antiguos habian imaginado una, que mostraban ser
util [para la resolucion del problemal, y aunque parecia la mas manifiesta, sin embargo
no era la primera. Lo que me ha dado ocasion para ensayar si, por el método de que
me valgo, se puede ir tan lejos como ellos fueron.»

Respuesta al problema de Pappus
(G.AT,VI, 380-382)

«He comprendido ante todo, que planteado el problema para tres, cuatro o cinco
lineas, se puede siempre encontrar los puntos buscados, por la geometria simple, es
decir sin servirse mas que de la regla y el compas, ni hacer otra cosa que lo ya dicho;
excepto solamente cuando, siendo cinco las lineas, ellas son todas paralelas. ...

Y he encontrado que cuando no hay mas que tres o cuatro lineas dadas, los puntos
buscados se encuentran todos no solamente en una de las tres conicas sino a veces
en la circunferencia de un circulo o en una linea recta. ...

De modo que pienso haber satisfecho enteramente lo que Pappus nos dice haber sido
buscado por los antiguos, trataré de dar la demostracion en pocas palabras: pues ya
me cansa tanto escribir.
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Sean AB, AD, EF, GH, eftc., varias lineas dadas y debe encontrarse un punto, como C,
del cual trazando oftras lineas a las dadas, como CB, CD, CF y CH, de manera que los
angulos CBA, CDA, CFE, CHG, etc. Sean dados, y que el producto de la multiplicaciéon
de una parte de estas lineas, sea igual al producto de la multiplicacién de las otras; o
bien que ellas tengan otra proporcion dada, lo que no hace, en modo alguno, mas
dificil el problema.»

Como deben ponerse los términos para llegar a la ecuacion de este
ejemplo

(G.AT,VI, 382-385)

«Primeramente yo supongo la cosa como ya hecha y para salir de la confusién de
todas esas lineas, considero una de las dadas y una de las que hay que encontrar, por
ejemplo AB y CB como las principales y a las cuales trato de referir todas las otras.
Sea designado x el segmento de la linea AB comprendido entre los puntos Ay B; y CB
sea designado y; y todas las demas lineas se prolonguen hasta que corten a estas dos
también prolongadas, si es necesario y si no le son paralelas; como se ve cortan la
linea AB en los puntos A, E, G y la linea BC en los puntos R, S, T.»

He aqui uno de los puntos de mayor interés de La Geometria de Descartes. Empieza el

analisis:

a) se supone el problema resuelto,

b) se da nombre a todos los segmentos necesarios para representarlos, tanto los
conocidos como los desconocidos,

c) se reconstruye algebraicamente el problema hasta obtener una ecuacion que permitira

alcanzar la sintesis.

Pero para facilitar el proceso Analisis-Sintesis Descartes introduce el primer sistema de
coordenadas de La Geometria (G.AT,VI, 383):

«[...] Considero una de las dadas y una de las que hay que encontrar, por ejemplo AB
y CB como las principales y a las cuales trato de referir todas las otras.»
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Los segmentos x = AB , yzﬁ son las «coordenadas» del punto C en el sistema de
referencia establecido.

A continuacion del texto (G.AT,VI, 383-385), Descartes utiliza el sistema de referencia
introducido para obtener, mediante una serie de célculos elementales aunque prolijos, la
expresion de cada uno de los segmentos que dan las distancias (CB, CD, CF, CH). Resultan
ser todas ellas ser combinaciones afines (diriamos hoy) de «las coordenadas» (x.,y) del
punto C, es decir, de la forma Ax+By+C, donde A, B, C, son cantidades no nulas, salvo
cuando hay relaciones de paralelismo:

«Se ve asi que cualquiera que sea el numero de lineas dadas, todas las lineas
trazadas desde C, que forman angulos dados, conforme al enunciado, se pueden
siempre expresar, cada una por tres términos de los que uno esta compuesto por la
cantidad desconocida y multiplicada o dividida por alguna otra conocida, y la otra, de la
cantidad desconocida x, también multiplicada o dividida por alguna otra conocida y la
tercera, de una cantidad toda conocida.

Ademas se ve que multiplicando varias de estas lineas entre si, las cantidades x e y
que se encuentran en el producto, no pueden tener cada una mas que tantas
dimensiones como lineas haya.»

Asi pues, aunque Descartes no lo explicita, en el caso de tres o cuatro rectas el problema
equivaldria a una ecuacién cuadratica de la forma: Ax?+Bxy+Cy?+dx+ey+f=0. De esta forma
aparecerian por primera vez las curvas como lugares geométricos definidos por ecuaciones,
en el umbral del Libro 1l de La Geometria.

Utilizando métodos de la Geometria Analitica moderna, en particular la forma normal de la
ecuacioén de la recta, podemos resolver facilmente el problema de tres lineas, por ejemplo,
encontrando que el lugar geométrico es una cénica. Sean a;x+biy+c,=0, axx+byy+c,=0,
aszx+bsy+c;=0 las ecuaciones de las rectas, y a4, ay, as, los angulos que dan las direcciones
sobre las que se deben medir las distancias. El lugar geométrico del punto C(x,y) viene dado
por la ecuacion:

(ax+b,y+c, ) ~ (a x+b2y+02) ~(agx+b,y+c, )

2
(a?+b?)sen’a, / as+b3)sena, ,/(a5+b3)sena,

Sigue el texto de Descartes demostrando que si lo que buscamos es un solo punto (para el
problema de menos de cinco rectas) el problema es plano, ya casi al final del Libro I:

Coémo se encuentra que este problema es plano cuando no esta
propuesto para mas de cinco lineas

(G.AT,VI, 385-387)

«Ademas, a causa de que para determinar el punto C no hay mas que una sola
condiciéon requerida [la de la igualdad de las multiplicaciones de lineas], puede
tomarse a discrecion una de estas cantidades desconocidas x o y, y buscar la otra por
la ecuacion, en la cual es evidente que cuando el problema no esta propuesto para
mas de cinco lineas, la cantidad x que no es utilizada para la expresion de la primera
de las lineas nunca puede tener mas de dos dimensiones. De modo que tomando y
como una cantidad conocida tendremos

XX=+0-ax+0-bb [x¥*=+ax+b?
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y asi se podra encontrar la cantidad x con la regla y el compas de la manera ya
explicada. Lo mismo tomando sucesivamente infinitos valores para la linea y, podemos
hallar otros tantos para la linea x; y asi se tendra una infinidad de diversos puntos tales
como el que se ha sefialado con C, por medio de los cuales se describira la linea
curva pedida.»

Nuevamente debemos sefalar aqui otro de los puntos de mayor interés, para nosotros, de
La Geometria de Descartes: una aproximacion al concepto de funcion a través de la
expresion analitica de una ecuacion. Por ejemplo para cuatro rectas la consideracion de las
coordenadas del punto C=(x,y), nos lleva a una ecuacion polindmica de segundo grado
F(x,y)=0, que representa una infinidad de pares (x,y) que satisfacen el problema de las
cuatro rectas. Tal ecuacion es una expresion matematica bien definida que depende de dos
variables x, y, de modo que conociendo una de ellas se puede hallar rigurosamente la otra
(tras la resolucién algebraica de una ecuacion de lo que Descartes se ocupara, en el Libro
lll de La Geometria, para grados superiores), lo que equivale a la determinacién geométrica
del punto C. Asi pues, el conocimiento de la ecuacién permite conocer los puntos de la
curva. Todavia no hay una identificacion de la curva con la ecuacion, Descartes sélo ha
introducido el concepto de curva definida por puntos y esperara al Libro Il de La Geometria
para estudiar ampliamente el problema y establecer cuales son las razones geométricas que
permiten considerar una expresion como una representacion de una curva.

EL PROBLEMA DE PAPPUS
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V i — 75, quando quafica linea eft Circulus,

auc

punétum L, habebitur punétum N pro vertice ipfius
diamerri. Vade porré facilé eft ditam feftionem inve-
nire, per yde= & jom= Problema 1= Libri Conicorum
Apollonii.

Sed fi, (e&tione Hyperboli exiftente, habeatur - ws;
& quidem quantitas ## nulla fit, aue minor quim 4 2 ms
oportebit ex centro M lineam docere M O P paralle-
lamipfi LC, nccnon CP ipfi LM, arque MO xqua-
lem facere  mm— “L:; aut criam rqualem m , finon
reperiatur quantitas ¢ x. Deinde confiderare oportebic
punétum O ranquam verticem H: bolx, canyus diz-
meter fit OP, & linea C P, qua ad illam fit ordi
adplicaca, cujiique I.:_nu rc_&m-n fic v ':;:' — &;;7,

tranfverfum verd V' 4 m» s-.-—.-.!;'-'. Excepeo tantim

cim ¢ x nulls cft : fiquidem co cafis laros -rc&uﬁl.:ﬁ

El Problema de Pappus. Edicién latina de van Schooten de La Geometria de Descartes, 1659.

El Problema de Pappus -1lamado en su enunciado mas sencillo lugar de tres o cuatro rectas-, es
una de las cuestiones mas importantes de toda la Historia de la Geometria, por ser la piedra de
toque de aplicacion de los diversos métodos y técnicas geométricas. Planteado por los geémetras
griegos a partir de Euclides, estudiado por Apolonio y Pappus, su dificultad desbordaba, siglo tras
siglo, las posibilidades del Anilisis geométrico griego. Campeando a lo largo de La Geometria,
como si fuera su punto de inspiracion, casi como un reto a alcanzar, serd Descartes quien lo
resuelva de forma brillante y general poniendo de manifiesto la potencia de unos métodos
analiticos, que en el curso de los afios se convertiran en la esencia de la Geometria Analitica.
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Las rectas normales a una curva. El Método del circulo

Descartes desarrolla en el Libro Il de La Geometria (G.AT,VI, 412-423) un método para el
trazado de las tangentes a las lineas curvas —el llamado «método del circulo»—, mediante la
construccion previa de la recta normal. Es sin duda uno de los mas significativos problemas
de aplicacién del método cartesiano, con el que, ademas, Descartes participa e interviene, a
través de su celebre polémica con Fermat, en el ambito matematico de la primera parte del
siglo XVII, muy ocupado en la resolucion del problema del trazado de las tangentes a las
lineas curvas.

Una vez concebida y definida en la primera parte del Libro I, de forma clara y distinta, /a
naturaleza geométrica de las lineas curvas, Descartes introduce uno de los principios
basicos de su método ponderando su importancia en la resolucion de los problemas sobre
curvas:

Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la
relacién que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, y la manera de
trazar otras lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto.

(G.AT,VI, 412-413)

«Luego con sélo saber la relacion que tienen todos los puntos de una linea curva con
todos los de una linea recta, en la forma que he explicado, es facil también conocer la
relacion que ellos tienen con todos los otros puntos y lineas dadas; y, por lo tanto,
conocer los diametros, los gjes, los centros, y otras lineas o puntos que tengan con la
linea curva alguna relacion particular, o0 mas simple que otros; y, de ahi imaginar
diversos modos de describirlas, y elegir los mas faciles. Y también, con sélo esto, se
puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado respecto a la medida
del espacio que abarcan, sin que haya necesidad de que yo me extienda mas. Y, por
ultimo, en lo que respecta a todas las otras propiedades que pueden atribuirse a las
lineas curvas, ellas no dependen mas que de la magnitud de los angulos que ellas
forman con ofras lineas. Pero, cuando puedan trazarse lineas rectas que las cortan
en angulo recto [normales], en los puntos en que se encuentran con aquéllas con las
que forman los angulos que se quieren medir, o, lo que aqui tomo como igual, en que
ellas cortan sus contingentes [tangentes], la magnitud de esos angulos no es mas
dificil de encontrar que si ellos estuvieran comprendidos entre dos lineas rectas. Creo
por esto haber dado aqui todo lo que se requiere para los elementos de la lineas
curvas, cuando haya expuesto la manera general de trazar lineas rectas que las
corten en angulos rectos en los puntos [de las curvas] que de ellas se elijan. Y me
atrevo a decir que éste es el problema mas util y mas general no sélo que yo
conozca, sino aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria.»

Descartes determina que «para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta
con saber la relacion que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas», descrita por
medio de una expresion —que es la ecuacién de la curva—, y establece como se puede
utilizar esta expresién algebraica para encontrar los elementos geométricos mas notables de
las curvas (diametros, ejes, centros, etc.) y, en particular, las normales y tangentes. Con
ello, Descartes enuncia uno de los principios fundamentales de la llamada Geometria
Analitica: el conocimiento de la relacidon que liga las coordenadas de los puntos —los
segmentos o «las lineas rectas» a las que alude— de una curva, es decir, la ecuacién de la
curva, es un elemento esencial para dilucidar y desentrafiar las propiedades y elementos de
la curva. La ecuacién de la curva realiza un transito de la Geometria al Algebra, que, por su
caracter operacional, permite, realizando calculos y en particular resolviendo ecuaciones,
regresar a la Geometria, para encontrar y solucionar cuestiones geométricas, de modo que
se fija una correspondencia entre las propiedades algebraicas de la ecuaciéon y las
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propiedades geométricas de la curva asociada. Como consecuencia, la tarea de probar un
teorema en Geometria se traslada de forma muy eficiente a probarlo en Algebra y, ademas,
ésta se convierte en un poderoso instrumento de investigacion geométrica. Pues bien, en
este lugar, Descartes aplica toda esta filosofia geométrico-algebraica a encontrar las rectas
normales de las lineas curvas.

De pasada Descartes define el angulo entre dos curvas en un punto como el angulo que
forman las normales en ese punto, ademas, anade de soslayo la frase (G.AT,VI, 413):

«[...] Con sdlo esto, se puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado
respecto a la medida del espacio que abarcan»,

de modo que el asunto se podria aplicar al calculo de areas determinadas por curvas de las
que se conoce la ecuacion, es decir, al otro problema candente en los circulos matematicos
de la primera parte del siglo XVII, el calculo de cuadraturas, problema al que Descartes no
presta atencion alguna en su obra matematica.

ESCENAS DE LA VIDA DE DESCARTES
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Escenas de la vida de Descartes, de C.P.Marillier. Grabado del siglo XVIII.

Este grabado muestra algunos hechos importantes de la vida de Descartes:
1. Izquierda-arriba: muerte de la hija ilegitima del fil6sofo, Francine, el 7 de setiembre de 1640.

2. Izquierda-abajo: episodio de la esgrima con los marineros del rio Elba que querian desvalijarle
(1621).

3. Arriba-derecha: Descartes imparte lecciones de Filosofia a la reina Cristina de Suecia (1649).

4. Abajo-derecha: Contemplando un cartel con un problema en Breda (Holanda). Encuentro con
Beeckman (1618).
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A continuacién, Descartes entra directamente en el problema. Curiosamente utiliza la
notacién anterior xx para indicar x2, en cambio adopta la notacién potencial x" para el resto
de las potencias. Transcribiremos el texto de Descartes utilizando una notacion uniforme x"
para todas las potencias:

Manera general de encontrar lineas rectas que corten las curvas dadas o sus
tangentes, formando angulos rectos.

(G.AT,VI, 413-414).

«Sea CE la linea curva y que deba trazarse una recta por el punto C que forma con
ella angulos rectos.

B
F A M P G

Supongamos que la cosa esta hecha y que la linea buscada es CP, que prolongo
hasta el punto P en que encuentra a la linea recta GA que supongo ser aquella a
cuyos puntos se refieren todos los de la linea CE;de manera que haciendo
MA o CB=y, y CM o BA=x, hay alguna ecuaciéon que explica la relacion que existe
entre x e y [el punto B no figura en el dibujo; guiandose por las siguientes figuras, se
obtendria como interseccion de la perpendicular a AM por Ay la paralela a AM por C].

Luego haciendo PC=s, PA=v, o bien PM=v-y, por el triangulo rectangulo PMC
obtengo s? que es el cuadrado de la base, igual a X*+V—2vy+y? que son los
cuadrados de los dos lados; es decir que tengo

x:\/s2 —v +2vy -y’

o bien

y=v+ils’ —x’

y por medio de esta ecuacion, saco de la otra ecuacion que da la relacion que tienen
todos los puntos de la curva CE con los de la recta GA [la ecuacién de la curval, una
de las dos cantidades indeterminadas x o y;lo que es facil de hacer poniendo

\/52 —Vv? +2vy—y’ en lugar de x, y el cuadrado de esta suma en lugar de x°, y su
cubo en lugar de x°; y asi los otros términos si es x que yo deseo sacar;: o bien, si es

y, poniendo en su lugar v++/s* —x* ;y el cuadrado o el cubo, etc. De modo que

quede siempre segun esto, una ecuacion en la cual no hay mas que una sola cantidad
indeterminada x o y.
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EL METODO DEL CIRCULO EN
LA GEOMETRIA DE DESCARTES

La GEOMETRIE.
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Pagina de la edicién de 1637 de La Geometria de Descartes relativa al trazado de rectas
normales a las curva -método del circulo- donde Descartes aplica uno de los Principios
fundamentales de la Geometria Analitica (G.AT,VI, 412):

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la
relacién que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas»

Esta frase contiene uno de los principios mas importantes de la Historia de la
Matematica, que instaura los fundamentos de la Geometria Analitica. La relacién que
liga los segmentos o «las lineas rectas» que hacen la funcién de «coordenadas» de los
puntos de una curva, es decir, la ecuacion de la curva, permite conocer las propiedades y
los elementos caracteristicos de la curva. La ecuaciéon de la curva establece, pues, una
correspondencia entre las propiedades algebraicas de la ecuacién y las propiedades
geométricas de la curva asociada. De esta forma la resolucién de un problema de
Geometria se traslada de forma muy eficaz a resolverlo en Algebra y, ademas, ésta se
convierte en un poderoso instrumento de investigacion geométrica.
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A continuacién, Descartes aplica el método desarrollado a la elipse (G.AT,VI, 414):

Si fuese CE una elipse y MA el segmento de su diametro [eje] al cual corresponde

CM, y siendo r su lado recto y q el transverso se tiene, por el teorema 13 del Libro | de
Apolonio:

Xz :ry_iyza
q

[ecuacion de la elipse referida a ejes oblicuos, siendo uno de ellos el diametro y el otro
la tangente en su extremo]

C

LRI R 1Y

Tapuwida®ise

G P M A
de donde sustituyendo x°, queda:
2 -V 4 2vy -yt =ry— Ly
q
o bien

z+qry—2qV:>'+qvv—qs2
q—I'

y

igual a cero.

pues mejor, en este lugar, considerar asi en conjunto toda la suma que hacer una
parte igual a otra.»

Dada la curva CE de eje AG y vértice A, Descartes se plantea trazar la normal en el punto C,
para lo cual debe encontrar un punto P sobre el eje AG que al trazar el segmento PC nos de
la normal. De acuerdo con la metodologia cartesiana, comienza el andlisis del problema:

a) se considera resuelto, y b) se da nombre a los todos los segmentos que parecen
necesarios: MA =y, CM=x, PC=s, PA=v.

En la sintesis se indica que «[...] Hay alguna ecuacién que explica la relacién que existe
entre x e y», es decir, la ecuacién de la curva.

E/f i R4
F A M P

G

Ahora Descartes considera la circunferencia de centro el punto P y radio el segmento PC,
que cortara a la curva en algunos puntos segun la naturaleza de la curva. Todavia en el

ambito geométrico del problema, Descartes intuye que el segmento PC sera la normal si la
circunferencia es tangente a la curva en el punto C.
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Descartes prosigue realizando para la parabola calculos analogos a los de la elipse, tras lo
cual vuelve al problema general en una forma que justifica que a su regla se le denomine
«método del circulo» (G.AT,VI, 417):

«Ahora, después de encontrada una ecuacion asi, en lugar de utilizarla para conocer
las otras cantidades x o y, que son ya dadas, puesto que el punto C es dado, se la
debe emplear para encontrar v 0 s que determinan el punto P pedido. Y, a este efecto
se debe considerar que si ese punto P es el punto que deseamos encontrar, el circulo
del cual es centro y que pasa por el punto C, tocard a la linea curva CE sin
cortarla; pero si el punto P esta ya sea mas proximo o mas alejado del punto A de lo
debido, ese circulo cortara a la curva no sélo en el punto C, sino necesariamente en
algun otro. Debe también considerarse que cuando este circulo corta la linea curva
CE,la ecuacion por la cual se busca Ila -cantidad xoy, o alguna
semejante, suponiendo PA y PC conocidas, contiene necesariamente dos raices, que

son desiguales. Pues por ejemplo, si este circulo corta a la curva en los puntos C y
E, trazando EQ paralela a CM, los nombres de las cantidades indeterminadas x e y
convendran igualmente a las lineas EQ y QA que a CM y MA, pues PE es igual a PC
por ser del circulo; si bien, buscando las lineas EQ y QA por PE y PA que se suponen
dadas, se tendra la misma ecuaciéon que si se buscara CM y MA por PC y PA, de lo
que se deduce, evidentemente, que el valor de x o de y, o de cualquier otra cantidad
que se suponga, sera doble en esta ecuacion, es decir que habra dos raices
desiguales entre si, de las que una sera CM y la otra EQ), si es x que se busca; o bien
una sera MA y la otra QA, si es y; y asi las otras. Es cierto que si el punto E no se
encuentra del mismo lado de la curva que el punto C, no habra mas que una de estas
raices que sea verdadera y la ofra sera opuesta o menor que cero; pero cuanto mas
proximos estén estos dos puntos el uno del otro, tanto menor diferencia habra entre
las dos raices; y, ellas seran enteramente iguales, si ellos estan juntos en uno, es decir
si el circulo que pasa por C toca la curva CE sin llegar a cortarla.

Ademas, debe considerarse que cuando hay dos raices iguales en una ecuacion, ella
tiene necesariamente la misma forma que si se multiplica por si misma la cantidad que
se supone ser desconocida menos la cantidad conocida que le es igual; después de lo
cual si esta ultima expresion tiene dimension inferior a la de la ecuacion precedente,
se la multiplica por otra suma que tenga tanta dimensién como la que le falta, de modo
que pueda haber ecuacion separadamente entre cada uno de los términos de la una y
cada uno de los de la otra.»

Para cada punto C de la curva hay que determinar el punto P —problema geométrico— que
permite trazar el segmento PC, normal a la curva en C, es decir, hay que poner vy s en
funcién de x e y —problema algebraico—. Suponer el problema resuelto permite determinar en
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un terreno algebraico la ecuacion de un circulo. Regresando a la Geometria, si la recta
trazada por P es la normal «el circulo del cual es centro y que pasa por el punto C, tocara a
la linea curva CE sin cortarla», es decir, sera tangente, cortara a la curva en un solo punto,
un punto doble (en sentido actual). Ahora, volviendo al Algebra, para que el circulo «toque»
(sea tangente) a la curva es preciso que la ecuacion resultante tenga una raiz doble. Esta
ecuacion resultante proviene del sistema de ecuaciones formado por la ecuacién de la curva
y la ecuacién del circulo.

Aqui aparece otro principio fundamental de la Geometria Analitica: «la intersecciéon de
curvas —que es un problema geométrico— se reconduce a la resolucién de sistemas de
ecuaciones — que es un problema algebraico—.

Descartes resolvera el problema algebraico final que se plantea mediante el método de
coeficientes indeterminados, y en este tema, asi como en el asunto paralelo de las raices
dobles, también es un pionero.

Continta Descartes aplicando el método a la elipse (G.AT,VI, 419):
Asi, por ejemplo, digo que la primera ecuacion encontrada mas arriba [la de la
elipse], a saber

g2+ Y- 2qvy +qv’ —qs’

q—-r

debe tener la misma forma que la que se
obtiene haciendo e igual a y, y multiplicando
y—e por si misma: de lo que resulta

E 2
G PM A Yo2rre
de manera que se pueden comparar

separadamente cada uno de sus términos y decir que, puesto que el primero, que es
y* es el mismo en la una y en la otra; el segundo que en una expresion es:

qry — 2qvy
q—-r
es igual al segundo de la otra que es —2ey.

De donde, buscando la cantidad v que es la linea PA, se tiene

r 1
v=e——e+—r,
2

q
o bien, por haber nosotros supuesto e=y, se tiene
v=y-L +lr
y y o

y también podria encontrarse s por el tercer término:
2 2
o? = qv- —gs
q-r

pero, puesto que la cantidad v determina bien el punto P, que es el unico que
buscamos, no hay necesidad de proseguir.»

De forma analoga Descartes realiza la argumentacién y el calculo para la parabola y la
Concoide de Nicomedes (G.AT,VI, 420-424).
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DESCARTES EN LA PRENSA
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Caricatura de Descartes que publicé el 23 de marzo de 1996 la seccion de PENSAMIENTO de
la revista LA ESFERA del Diario EL MUNDO de Madrid, con motivo del cuarto centenario de
su nacimiento.

A Descartes se le considera, junto con Fermat, el fundador de la Geometria Analitica. En el
propio ambito de La Geometria, Descartes hizo trascendentales contribuciones a la Teoria de
Ecuaciones, donde vislumbr6é importantes cuestiones como la regla de los signos para
descifrar el nmero de raices negativas y positivas de cualquier ecuacion algebraica, la Regla
de Ruffini y el Teorema Fundamental del Algebra. Ademas en sus estudios sobre poliedros,
parece ser que Descartes llegé a conocer la conocida Formula de Euler que relaciona aristas,
caras y vértices de un poliedro.

Al inicio del Libro II de La Geometria Descartes introduce los llamados compases
cartesianos, ingenios que tienen la misma precisiéon que los instrumentos platéonicos y que
utilizara para la construccién de diversas curvas geométricas de gran importancia en la
resolucién de ecuaciones correspondientes a problemas geométricos.
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Para mayor comprension del método del circulo de Descartes, interpretemos la técnica
cartesiana para una funcién algebraica general, de forma deliberadamente anacrénica en
términos del lenguaje moderno. Tendriamos lo siguiente:

Sea la curva y=f(x), y P un punto cualquiera de ella de abscisa x, donde queremos trazar la
normal. Descartes supone como siempre el problema resuelto y la soluciéon dada por la recta
CP, siendo C=(v,0) la interseccién de la normal con el eje de abscisas.

En general un circulo con centro en un punto D proximo a C y que pase por P, cortara a la
curva y=f(x), no solo en P, sino en otro punto Q, cercano a P, pero si CP es la normal a la
curva en el punto P, este punto sera un punto doble de la interseccién de la curva y=f(x) y el
circulo (x—Vv)? + y?=r2,

A
y=f(x)
P
[AY
1\
AT
fx) !\ D
L >
V=X

Eliminando la y de ambas ecuaciones resulta que la ecuacion
[FO)) + (v—x) =2 (1)

donde v,r, son fijos, debe tener la abscisa x de P como raiz doble.
Pero una funcién algebraica con una raiz doble x=e, debe ser de la forma: (x—e)*Zbx",
de modo que se puede imponer la condicidn de raiz doble anterior en la forma:

[FX)]? + (v—x)* — I? = (x—e)*Zb,x" (2).

Identificando coeficientes se encuentra el valor de v, en términos de la raiz doble e.

En general mediante el método de Descartes lo que se halla es la «subnormal» v—x, que
permite hallar la pendiente de la normal: —f(x)/(v—x) y de ésta la pendiente de la tangente, es
decir, nuestra derivada: (v—x)/f(x).

La condicion de raiz doble sobre (1) hoy la impondriamos (utilizando las derivadas formales
de una curva algebraica), aplicando que «toda raiz doble de una funcién es raiz de su
derivaday, por tanto de (1) se deduce:

2f(x)-f'(x) — 2(v—x) = 0,
y de aqui f'(x)=(v—x)/f(x), obteniéndose el mismo valor que antes para la pendiente de la

tangente.
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Apliquemos la técnica de Descartes, con lenguaje actual, a diversos casos sencillos.
A1.- La parabola y=x2.
La ecuacion (2) ahora se escribe: x* + (v—x)* — r? = (x—)*(x2 + bx + c).

Identificando coeficientes se obtiene: v=2¢> + e, sustituyendo e=x, la «subnormal» vendra
dada por: v—x=2x>, y la pendiente de la tangente en el punto (x,x2) de la curva sera:

(v—x)/f(x) = 2x3/x2 = 2x.

A.- La parabola y*=2px.

La ecuacion (2) ahora se escribe: 2px + (v—x)* — r? = (x—e).

Identificando coeficientes se obtiene v=e+p, sustituyendo e=x, la «subnormal» vendra dada
por v—x=p, y la pendiente de la tangente en el punto (x, \/E ) de la curva sera:

vV—X |y P

fx) J2px v

La ecuacion de la tangente a la parabola y?=2px en el punto (XoY,) Sera pues:

Y=Y, = L(x —-X,), de donde haciendo operaciones resulta:

o

YYo = P(X+X,), expresion habitual de la tangente a la parabola.

2 2
B.- La elipse X—2+y—2 =1.
a

2
La ecuacién (2) ahora se escribe: b’ {1 —~ Z—zJ +(v—x)" -1’ =(x—¢)’c

Identificando coeficientes resulta: —(b%a?) + 1 = ¢, —2v = —2ec.
Despejando v se tiene: v = e:[1—(b%a?)].

Sustituyendo e=x, la «subnormal» vendra dada por v—x=(—b?x)/a?, de modo que la pendiente
de la recta tangente en el punto (x,y) sera:

V—X b’x

f(x)  a’y’

De aqui resulta que la ecuacién de la recta tangente a la elipse en el punto (X,,Yo) se

2
o

expresara:y—y,6 =— (x —x,), de donde haciendo operaciones resulta:

Y,

XX
o szo _
a b

1 , expresion habitual de la tangente a la elipse.

Hemos visto que la técnica cartesiana, bajo un punto de vista de Geometria Algebraica
(diriamos hoy), encuentra las tangentes a las curvas —via la normal—, mediante la técnica de
considerar el doble contacto del circulo osculador como una caracteristica de la normal. De
este modo, Descartes obtiene un método de tratar el problema, que al intuir que sera el
germen de una ciencia futura, le concede una importancia capital, al reconocer que las
tangentes y normales a las curvas son rectas que, de alguna forma, imponen sus leyes a las
curvas.
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El problema del trazado de las normales a una curva en un punto, es considerado el mayor
éxito del método cartesiano, marcando una impronta en la génesis de la Geometria Analitica
por la capacidad que desarrolla Descartes de establecer puentes de ida y vuelta entre el
Algebra y la Geometria: anélisis geométrico de los problemas, sintesis del analisis en el
Algebra de ecuaciones y traduccién geométrica de los resultados algebraicos, un magnifico
y poderoso diccionario reversible entre dos lenguajes, el geométrico y el algebraico, con la
posibilidad de traducir no sélo en el ambito gramatical —puntos por coordenadas, curvas por
ecuaciones—, sino también en el dominio sintactico —las relaciones entre los elementos
geomeétricos, por ejemplo intersecciones de curvas, se traducen en relaciones entre los
correspondientes elementos algebraicos, por ejemplo mediante sistemas de ecuaciones-.

Con un énfasis inusitado Descartes considera que este problema es el mas importante, no
s6lo de cuantos ha resuelto sino de cuantos anhelara descubrir en Geometria (G.AT,VI1,413):

«[...] Y me atrevo a decir que éste es el problema mas util y mas general no sélo que
yo conozca, Sino aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria».

Con estos antecedentes, se comprende la sorprendente acritud con que se desarrolld su
polémica con Fermat, a partir de la difusion de los métodos de maximos y minimos ideados
por este «aficionado» ya que se aplicaban también al trazado de tangentes. El desarrollo de
la controversia, en el que participaron casi todos los matematicos del circulo de Mersenne,
tuvo la feliz virtualidad de ir obligando progresivamente a Fermat a aclarar la naturaleza de
sus procedimientos, en el curso de lo cual nuevas curvas nacieron para la Geometria
Analitica y para el Calculo Infinitesimal, que simultdneamente estaba eclosionando gracias a
toda la parafernalia analitica que ofrecian los métodos de Fermat y Descartes.

EL CARTESIANISMO
_ #,.‘-’P ; S O = Estatua de Descartes. Palacio de

Versalles.

El término latinizado del
apellido de Descartes ha dado
nombre tanto a su doctrina
filosofica: el cartesianismo,
basada en el método de la razon
matematica, como a las
aplicaciones geométricas de La
Geometria: la Geometria
cartesiana, llamada en su forma
académica Geometria Analitica.

Pocos sabios han dejado su
nombre a una doctrina
filos6fica o a wuna teoria
matematica, pero todavia menos
han tenido la gloria de verlo
adjetivado en el lenguaje
coloquial. Cartesiano ha pasado
a ser sinénimo de racional y
metodico en el sentido de
analista y riguroso. Asi se
reconoce cuando se habla, por
ejemplo, de wuna mente
cartesiana .
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DESCARTES SEGUN SPINOZA: GEOMETRIA Y FILOSOFIiA

El método de la Filosofia cartesiana basado en
la razén matematica impacté en sus
contemporaneos, como los filésofos
Malebranche y Spinoza, quien en el prélogo
de su obra Los Principios de la Filosofia
cartesiana escribe el siguiente panegirico de
Descartes:

«Se alzo al fin este astro, el mds
destellante de nuestro siglo, René
Descartes, quien, en primer lugar, mediante
un método nuevo, hizo pasar de las
tinieblas a la luz cuanto en las
Matemidticas habia permanecido
inaccesible a los antiguos y todo cuanto
los contempordneos habian sido incapaces
de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los
cuales es posible asentar la mayor parte de
las verdades en el orden y con la
certidumbre de las Matemiiticas, tal como
él mismo lo demostré realmente y como
aparece mds claro que la luz del dia a
todos cuantos han estudiado atentamente
sus escritos, cuya alabanza nunca serd tan
alta como merece.»

Detalle del cuadro Cristina de Suecia y su corte, de P.Dumesnil. Descartes aparece haciendo una
demostracién geométrica.

Descartes, tomando una decision excepcionalmente poco cartesiana, acepta la invitaciéon de Cristina de
Suecia, que deseaba «intruirse en Filosofia», y se desplaza en setiembre de 1649 a Suecia, «el pais de los
osos, entre rocas y hielos». La reina le cita «en la biblioteca, todas las maiianas, a las cinco», «en Suecia se
hielan hasta los pensamientos». Descartes, que tenia la costumbre de levantarse tarde desde la época de
estudiante en La Fléche, enferma gravemente y muere el 11 de febrero de 1650, oficialmente de una
pulmonia, pero tal vez tuvo que ver la afioranza, los caprichos de la reina y los celos de los cortesanos. A
pesar de las disputas ente la reina y el embajador de Francia, el cuerpo de Descartes permanecié en
Suecia y no fue repatriado hasta 1666. No obstante, el craneo se quedd en Estocolmo hasta 1822, cuando
el quimico sueco Berzelius lo regalé a Cuvier. En la actualidad el cuerpo de Descartes descansa en Paris,
en la Iglesia de Saint-Germain-des-Prés, aunque el craneo se exhibe en el Museo del Hombre.
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La Geometria de Descartes y la Geometria Analitica

Descartes participé de los objetivos y propodsitos reformadores de Vieta al realizar la
construccion geométrica de las raices de las ecuaciones algebraicas, que empieza, una vez
fijlada una unidad, por la asignacion a cada segmento de una longitud, facilita la asociacion
implicita del sistema de numeros reales con los puntos de una linea recta —origen de las
coordenadas— y proporciona con esta base un substrato geométrico a las operaciones
aritméticas. Después muestra como se pueden construir —con instrumentos euclidianos pero
con el concurso del Algebra— las soluciones de las ecuaciones algebraicas, soslayando la
necesidad que habia en el Algebra Geométrica griega de conservar la homogeneidad y
eliminando la barrera dimensional. Todo ello son ingredientes de o que mucho despueés de
Descartes se llamaria la Geometria Analitica.

Portada de la primera edicion de Opera

- mathematica de Vieta. Fue editada por Van
OPERA Schooten, en Leyden, en 1646, justo tres afios antes
de que el propio Van Schooten, y también en
MATHEMATICA, Leyden, publicara La Geometria de Descartes. Se
cree que esta edicion de Van Schooten contiene la
In unum Volumen congelta, mayor parte de lo escrito por Vieta, con notaciones

ac recognita, nuevas introducidas por el editor.

FRANCISCI VIETX

Operd atgue frudio Con su Arte Analitica, Vieta habia ya establecido
i 10O TEN Leydenfis, una conexién entre Algebra y Geometria, al obtener
oE RS las ecuaciones que corresponden a diversas
construcciones geométricas, en el caso de problemas
geométricos determinados, es decir manejando sélo
ecuaciones determinadas, en las que la variable
aunque es una incégnita, es una constante fija a
encontrar. Descartes, en La Geometria desarrolla
esta idea para problemas geométricos
indeterminados mediante la consideracion de
ecuaciones indeterminadas en variables continuas
que representan segmentos geométricos. En un
sentido general, se puede decir que la invencién de
la Geometria Analitica por Descartes consiste en la
Lv \ extension del Arte Analitica de Vieta a la
Ex Officini Bonsventure & Abrahami Elzcvirioram. construccién geométrica de las soluciones de
o © xivi ecuaciones indeterminadas.

Al partir del rastro de Vieta, Descartes alcanza el principio fundamental de la Geometria
Analitica, que expresado en lenguaje moderno, consiste en el descubrimiento de que las
ecuaciones indeterminadas en dos incognitas, f(x,y)=0, se corresponden con lugares
geomeétricos, en general curvas, determinadas por todos los puntos cuyas coordenadas
relativas a dos ejes satisfacen la ecuacién. Un aspecto de esta idea es anunciado por
Descartes en un enunciado basico que viene a decir: «una ecuacion en dos cantidades
indeterminadas determina, con respecto a un sistema dado de coordenadas, una curva»,
expresado como vimos, en el Libro Il de La Geometria de la siguiente forma (G.AT,VI, 412):

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion
que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas [la ecuacion de la curval]»,

La relacion a la que alude Descartes es la ecuacion de la curva en un sistema de
coordenadas, una expresion algebraica que permite estudiar las propiedades y encontrar los
elementos caracteristicos de la curva —diametros, ejes, centros, normales, tangentes, etc.—
como asegura Descartes (G.AT,VI, 412—-413):

«Luego con sblo saber la relaciéon que tienen todos los puntos de una linea curva con
todos los de una linea recta [la ecuacion], en la forma que he explicado, es facil
también conocer la relacion que ellos tienen con todos los otros puntos y lineas dadas;
y, por lo tanto, conocer los diametros, los ejes, los centros, [...]. Y también, con sélo
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esto, se puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado respecto a la
medida del espacio que abarcan, [cuadratura].»

He aqui pues una correspondencia entre las propiedades geométricas de la curva y las
propiedades algebraicas de la ecuacion asociada que anuncia la esencia de la Geometria
Analitica como puente entre el Algebra y la Geometria y poderoso instrumento de solucién
de problemas geométricos mediante la intervencion del Algebra, una vez se ha definido un
sistema de coordenadas, mediante el que se obtiene la ecuacion de la curva como relaciéon
algebraica que liga las coordenadas de los puntos de la curva. El caracter algoritmico y
operacional del Algebra convierte a ésta en una potente herramienta no sélo de resolucién
de problemas geométricos concretos sino también en un magnifico Util de exploracion e
investigacion geométrica, que en esto estriba realmente la eficiencia de la Geometria
Analitica.

De esta forma se comprende que a la Geometria Analitica, la « Geometria de coordenadas»
se le llame Geometria cartesiana. Aunque a tenor de lo que hizo Descartes mas bien habria
que llamarle « Geometria de ordenadas», ya que fijadas las dos incégnitas que componen la
ecuacion, los segmentos de la primera se miden a partir de un punto inicial —origen de
coordenadas—, a lo largo de un eje dado y los segmentos de la segunda —que son
determinados por la ecuacién— se elevan como «ordenadas» formando un angulo con el eje.
Asi resultan lo que Descartes llama por primera vez en el Problema de Pappus «lineas
principales de referencia» (G.AT,VI,383). No hay, pues, una identidad entre la Geometria
Analitica moderna y la de Descartes, incluso son un cierto anacronismo las expresiones
actuales como «sistema de coordenadas cartesianas». De hecho, Descartes pocas veces
utiliza ejes perpendiculares, conocidos como cartesianos, sino que emplea diferentes
sistemas de coordenadas, en general oblicuos.

Descartes tenia una opinion muy negativa sobre los métodos sintéticos de los antiguos
griegos, por la ocultacién del proceso inventivo y la excesiva particularidad, y en
consecuencia no participé como hicieron muchos matematicos coetaneos en el movimiento
de restauracion de los trabajos perdidos de Apolonio. Descartes era consciente de que su
método estaba suplantando a los antiguos. De hecho ése era su proposito desde el
principio: no solo rehacer la Geometria griega, sino crear un nuevo método para la
resolucién de antiguos y nuevos problemas que rompiera de forma definitiva con la tradicion
griega y llega incluso a reemplazarla.

Como consecuencia de la aparicién de los inconmensurables, el Algebra Geométrica de los
griegos estructura casi toda la Matematica griega, con una rigidez que obliga a un
tratamiento sintético de los problemas, esclaviza a depender de la naturaleza geométrica
intrinseca de las figuras, de modo que cada problema exige un tratamiento local que
atomiza la casuistica de los casos especificos y precisa de sutiles construcciones
geométricas para cada caso particular. Es decir, cada demostracion de la Geometria
euclidea exigia nuevos e ingeniosos argumentos originales y estaba tan ligada a las figuras
que «que no puede egjercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacién», como diria
Descartes (DM.AT,VI,17-18). Pero lo mas grave era la ocultaciéon del procedimiento y el
método de descubrimiento como manifiesta en la Regla IV de las Regulae (RIV.AT.X.376-
377). Incluso Descartes llega a decir que «[...] los antiguos no poseian un verdadero
método, ...,» sino «ellos no hubieran escrito libros tan voluminosos [para resolver las
cuestiones geométricas],» (G.AT,VI,376).

Las Geometria Analitica de Descartes nace, precisamente, de su interés por la metodologia.
Como escribe Kline (1985, p.51):

«Las contribuciones de Descartes a las Matematicas propiamente dichas no
ofrecieron nuevas verdades, sino, mas bien, una soélida metodologia que ahora
llamamos Geometria Analitica.»

La Geometria de Descartes tienen su anclaje en la Geometria Griega, pero se plantea como
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tarea esencial encontrar nuevos métodos mas simples, mas operativos, mas resolutivos,
mas heuristicos y sobre todo mas generales. La intencionalidad de Descartes es palmaria
hasta en el propio titulo de la obra de la que es tributaria La Geometria, que con titulo
abreviado se llama Discours sur la Méthode, en la que Descartes plasma, de forma clara y
distinta, «el método para dirigir correctamente la razén y buscar la verdad en las ciencias»,
es decir, primero el método, después la ciencia que resulta de su fiel aplicacion.

Bajo esta filosofia de trabajo Descartes es uno de los principales artifices de la inflexién
radical que presenta la Matematica del siglo XVII respecto a la clasica griega, que es
ponderada y es la fuente de formacion y de inspiraciéon de los matematicos, pero se
abandonan y critican sus métodos porque no son heuristicos. Con un nuevo enfoque se
trata ante todo de crear y descubrir, mas que de expresar demostrativamente o
axiomaticamente. Es mas relevante la forma de resolucion de los problemas que el estilo de
la presentacion. Lo que importa es la obtencion de métodos que permitan resolver de forma
directa y operativa los problemas y escribirlos formalmente siguiendo la linea de la propia
investigacion geométrica, es decir, métodos que al describir el proceso inventivo ensefien a
descubrir y rompan la clasica dualidad helénica invencién-demostracién que tiene lugar en
dos estadios de tiempo y espacio diferentes. Se pondera la heuristica y se busca
afanosamente la fusién, en un solo acto matematico, del descubrimiento y de la
demostracion. Esto es lo que ante todo persigue Descartes en El Discurso del Método la
busqueda de un «ars inveniendi», es decir, un método que sirva para descubrir nuevas
verdades mas que para probar lo que ya se ha hallado. Pues bien, aqui es donde interviene
el Algebra como instrumento inherente a la Geometria Analitica.

En efecto, el Algebra mecaniza la Matematica de forma que el pensamiento se simplifica y
disminuye el esfuerzo de la mente ante la automatizacion de los procesos. Para Descartes
el Algebra debe preceder a las demas ramas de la Matematica y en cierto modo es una
extension de la Légica, como motor del razonamiento, en la linea de lo que llamaba
Matematica universal (la Mathesis de las Regulae, RIV.AT.X.376). El Algebra es la ciencia
universal del razonamiento. Y al concretar sobre el &mbito geométrico, el Algebra es la clave
para reconocer los problemas de la Geometria y unificar cuestiones cuya forma geométrica
no parece guardar a priori relacién alguna. Es decir, el Algebra aporta los principios de
clasificacién y jerarquia de los problemas y es el instrumento fundamental para discutir con
agilidad y generalidad las cuestiones geométricas. El Algebra simbolica literal, con
incégnitas, variables y parametros, libera de la necesidad de tratar casos especificos y
ejemplos concretos y permite formulaciones generales y desarrollos de procedimientos de
resolucion independientes de la estructura geométrica particular, que posibilita la aplicacion
de las mismas técnicas a situaciones analogas.

Concretemos ain mas qué funcién cumple el Algebra en la Geometria Analitica desde el
punto de vista del Analisis griego, con el fin de justificar el propio nombre de Geometria
Analitica, que algunos consideran inapropiado. El término Andlisis se aplica desde Platén y
Pappus para describir el proceso de remontarse desde lo que se desea demostrar hasta
llegar a alguna verdad conocida —admitida o probada anteriormente—. En este sentido es lo
opuesto a la Sintesis, que es la presentacion deductiva de lo que se hallé mediante el
Andlisis. Es bajo estas concepciones que todavia Vieta y Descartes consideraban el Analisis
para describir la aplicacién del Algebra a la Geometria, puesto que el Algebra era el
instrumento adecuado para analizar el problema de construccidon geométrica. En efecto,
Vieta habia definido el Analisis como «doctrina bene inveniendi in mathematica». Para Vieta
el Arte Analitica constaba de tres partes: zetetic donde se determinan las propiedades de los
elementos que pide el problema a partir de las propiedades de los datos, poristic que es el
proceso de verificacion y exegetic que es la demostracion de la proposicién. Tal como habia
sido usado por Platén y Pappus, la palabra Analisis hacia referencia al orden de las ideas en
una demostracion. El Analisis es la descomposicién en elementos mas simples que se hace
en el camino de la investigacion, la Sintesis es la composicion o reordenacion que se hace
en la exposicion. Vieta aplicara la palabra Anélisis en la Geometria algebraica, a la que mira
como una nueva forma de Analisis matematico y usa el término bajo el significado de los
griegos, pero remarca que en la fase zetética de ataque algebraico del problema se procede
indirectamente a base de asumir lo que se quiere probar o construir y se maneja y se opera
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con las cantidades incégnitas como si fueran conocidas.

Descartes reproducira, en el segundo epigrafe del Libro | de La Geometria titulado «como se
llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas», estas ideas en torno a la
aplicacién del Andlisis: (G.AT,VI1,372):

«Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
resuelto, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo,
tanto a las que son desconocidas como a las otras. Luego, sin considerar ninguna
diferencia entre estas lineas conocidas y desconocidas, se debe examinar la dificultad
segun el orden que se presente como mas natural de todos, en la forma como
aquellas lineas dependen mutuamente las unas de las otras, hasta que se haya
encontrado la manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: lo que se
denomina una ecuacion, pues [el resultado de] los términos de una de esas dos
formas son iguales a los de la ofra.»

Asi pues, tanto para Vieta como para Descartes, el Algebra se convierte en el instrumento
adecuado para emprender el camino analitico en Geometria, que de acuerdo con las
palabras mencionadas de Descartes, debe seguir un protocolo de actuacion. Senalemos,
punto por punto, los pasos a seguir, segun Descartes, para resolver cualquier problema
geomeétrico, que en esencia son casi los mismos que realizamos de forma académica
cuando resolvemos actualmente cualquier problema de Geometria Analitica:

a) se da nombre a todos los segmentos que parecen necesarios;

b) se supone el problema resuelto, es decir, se supone conocida la longitud
buscada;

c) se plantea la ecuacion entre las longitudes conocidas y desconocidas;
d) se resuelve esta ecuacion;
e) se concluye con la construccion geométricamente de la solucién.

Este es el camino que sigue el método cartesiano en el que el estudio analitico se funde con
la sintesis algebraica en transicion de la Geometria al Algebra y del Algebra a la Geometria.
El Analisis mediante el Algebra traduce los datos geométricos de forma que sean tratables
por medio del automatismo del calculo algebraico, esto es el Analisis Algebraico. Se
comprende, pues, el nombre de Geometria Analitica que en el curso de la Historia se le dio
al instrumento desarrollado por Descartes, aunque tal vez hubiera sido mas descriptivo el de
Geometria Algebraica —que curiosamente resultaria de la permutacion de los términos de
Algebra Geométrica con que se nombra buena parte de la Matematica de Los Elementos de
Euclides—, aunque este nombre también seria deficiente, toda vez que la Geometria
Analitica es mucho mas que una mera aplicacién del Algebra a la Geometria, ya que
requiere el uso de coordenadas. En suma, la Geometria Analitica seria el Analisis moderno,
siendo el Algebra por su caracter algoritmico el principal instrumento de la aplicacion de ese
Analisis, por eso también se podria definir con mayor precision como la aplicacion del
Andlisis Algebraico a la Geometria. Histéricamente, hasta muy tarde se han utilizado los
términos Algebra y Analisis como sinénimos. Asi aparecen, por ejemplo, en la famosa
Encyclopédie, donde D’Alembert escribe:

«El Analisis es propiamente el método de resolver los problemas matematicos,
reduciéndolos a las ecuaciones. El Analisis para resolver problemas, emplea el
recurso del Algebra, o célculo de las magnitudes en general: estas dos palabras,
Anélisis y Algebra, son a menudo miradas como sinénimas [...] Algunos autores
definen el Algebra (como siendo) el arte de resolver los problemas matematicos: pero
ésta es la idea del Anélisis o del arte analitico mas bien que del Algebra.»

Cuestiones nominalistas aparte, volvamos a los origenes para reiterar que la Geometria
Analitica recibe su nombre y sus procedimientos del método de Anélisis de los griegos y
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permite recuperar el Analisis Geométrico de los antiguos mediante la accién del Algebra, ya
que el caracter algoritmico de ésta promociona y acentua las aptitudes heuristicas del
Andlisis. Asi lo observamos claramente en La Geometria, donde uno se convence de la
posibilidad cartesiana de reconstruir toda la Geometria con una simplicidad sorprendente
como el propio Descartes asegura (G.AT,VI,376):

«[...] Se pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria, sin hacer mas
que lo poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado»,

y con unos instrumentos francamente modestos, sélo los Teoremas de Tales y de Pitagoras,
como indica a la Princesa Elisabeth en la comunicacion epistolar de noviembre de 1643:

«Yo no considero otros teoremas que los lados de los triangulos semejantes estan en
proporcion, y que, en los triangulos rectangulos, el cuadrado de la base es igual al
cuadrado de los dos lados».

Descartes hace esta observacién respecto de la resolucion del problema de Apolonio, pero
lo mismo se puede decir de La Geometria en general.

Es asombroso jcomo se puede hacer tanto con tan poco! Y es que el enfoque analitico,
siempre con el recurso algoritmico del Algebra simbdlica, permite la generalizacién de los
meétodos y la aplicacion uniforme de los mismos procedimientos a cuestiones similares.

Durante algunos afios después de 1637, la Geometria Analitica fue considerada como la
invencion de un solo hombre —Descartes—, debido a que los trabajos de Fermat sobre
Geometria Analitica —la Introduccién a los Lugares Planos y Sélidos—, conocida como
Isagoge, no fueron publicados en vida del autor. Por ello es dificil aquilatar el grado de
influencia que tuvo sobre sus contemporaneos. No obstante, tanto la Isagoge como los
trabajos de Fermat sobre maximos y minimos y su aplicacién a las tangentes fueron
conocidos —por voluntad de Fermat a través de manuscritos que acompafiaban a su
correspondencia con Mersenne—, por el circulo de matematicos de Paris, incluso antes de la
aparicion de La Geometria de Descartes, pero asi como las tangentes de Fermat causaron
una gran impresion sobre todo en Descartes, la Isagoge parece que fue rapidamente
eclipsada por el trabajo de Descartes. Mientras algunos aspectos de los maximos y minimos
y las tangentes de Fermat fueron incorporados a algunas publicaciones de otros
matematicos, la Isagoge no aparece en imprenta hasta la publicacion de Varia Opera
Mathematica de Fermat por parte de su hijo Samuel en 1679, catorce afos después de la
muerte de su autor, cuarenta y dos anos después de la publicacion de La Geometria de
Descartes y casi cincuenta anos después de ser escrito el tratado, en unos momentos en
que la influencia cartesiana se habia extendido notablemente, de modo que la memoria de
Fermat sobre Geometria Analitica, ya incluso con una notacion obsoleta, tenia simplemente
un valor histérico para atestiguar (debido a la fecha de composicién y a su contenido) la
independencia de la Geometria Analitica de Fermat respecto de la de Descartes. Asi pues,
el nombre de Geometria cartesiana con que se denomina a veces a la Geometria Analitica
no hace justicia a ambos fundadores, incluso entre profesionales de la Matematicas se
desconoce, a veces, la copaternidad de Fermat, pero es bien cierto que fue bajo la forma
cartesiana como este magnifico instrumento se impuso y echo raices en la Matematica.

Al contrario que la Isagoge, La Geometria de Descartes tuvo una rapida difusion, de modo
que por la importancia que se dio a la obra, enseguida aparecieron nuevas ediciones que
recibieron infinidad de comentarios por parte de matematicos coetaneos. Ademas, no todo el
mundo entendia la obra de Descartes, de modo que incluso algunos eruditos solicitaron
aclaraciones para poderla seguir. Estas preocupaciones latentes en los ambitos
matematicos propiciaron el que van Schooten —que habia sido el disefiador de las figuras de
la primera edicion— anadiera, a su traduccion latina de 1649, toda una serie de comentarios
propios, las Notas Breves de F. de Beaune y aportaciones de Witt, de Hudde, de van
Heuraet y otros, que contribuyeron a extender su difusion e incrementar su inteligibilidad.
Tanto éxito tuvo la publicacién de van Schooten que se reedité en 1659 y 1695.
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LA GEOMETRIA ANALITICA DE FERMAT DE LA
INTRODUCCCION A LOS LUGARES PLANOS Y SOLIDOS

VARIA OPERA

MATHEMATICA

D- PETRI DE FERMAT,
SENATORIS TOLOSANIL

Accellerunt fele@x tiu.l.'dam ejuldem Eplﬂu].r. vel
ad ipfuma plerifque doétifsimis viris Gallice , Latine,
vel Italice, de rebus ad Mathematicas difciplinas,
aut Phyficam pertinentibus f{cripee.

TOLOS &,

Aped JOANNEM PECH, Comiti I

Typographum , juxta

Collegium PP. Socictatis JESU.

M. DC LXXIX

1. Retrato de Fermat como consejero del parlamento de Toulouse (atribuido a Antoine Durand).
Académie des Sciences et Belles Lettres de Toulouse.

2. Edicién de Samuel de Fermat de VARIA OPERA MATHEMATICA de D. PETRI DE FERMAT. Tolosa, 1679.

La particular forma que tenia Fermat de trabajar en Matematicas, asi como de comunicar sus descubrimientos,
unida a la despreocupacion por la conservacion de sus papeles y la constante reticencia en torno a su eventual
publicacién -Fermat no escribié grandes tratados, sino apuntes episddicos y notas marginales-, supuso que a su
muerte en 1665 gran parte de su trabajo quedara desperdigado en numerosos ambientes cientificos de toda
Europa. Por esta razén su influencia directa no tuvo la envergadura y la inmediatez de la de Descartes.

Catorce afios después de la muerte de su padre, habiendo reunido la mayor parte de los escritos latinos, asi
como un numero suficiente de cartas inéditas, Samuel de Fermat hizo imprimir en 1679 Varia Opera
Mathematica, que a pesar de las lagunas de importantes desarrollos de Fermat y de las excesivas incorrecciones
-Samuel no era matematico-, constituy6é hasta finales del siglo XIX -se reimprimié en 1861- la tnica
publicacién donde se podian estudiar los trabajos de Fermat

La Geometria Analitica de Fermat tiene su origen en su profundo conocimiento de la Geometria de Apolonio y
Pappus y del Arte Analitica de Vieta. Fermat se dio cuenta de que las relaciones de areas, expresadas segtin el
Algebra Geométrica de los griegos en forma de proporcion, mediante las que Apolonio escribia las
propiedades intrinsecas de las conicas se prestaban con gran facilidad a ser traducidas en el lenguaje de
ecuaciones del Algebra simbdlica de Vieta. De esta forma el symptoma de la curva de Las Cénicas de
Apolonio, forma retérica de la expresion de la curva en el lenguaje pitagorico de la Aplicacién de las Areas,
evolucionaba hacia la ecuacion caracteristica de la curva de la Introducccion a los Lugares Planos y Sélidos (Ad
Locos Planos et Solidos Isagoge) de Fermat, memoria que contiene la llamada Geometria Analitica de Fermat .

Al vincular los trabajos matematicos de Vieta y Apolonio, Fermat alumbra su Geometria Analitica que
establece un efectivo puente entre la Geometria y el Algebra, lo que le permitira la asociacion de curvas y
ecuaciones, a base de aplicar el Andlisis algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de
Apolonio y Pappus, definidos, en un sistema de coordenadas, por una ecuacion indeterminada en dos
incégnitas. De este modo Fermat resolvera los problemas del Analisis Geométrico de los antiguos mediante la
mecanica operatoria del Algebra simbélica.

Con la Geometria Analitica de Fermat se alcanzaba el maximo grado de consumacién en la aplicacién a los
problemas geométricos del antiguo método de Andlisis (de ahi procede el adjetivo Analitica que acompaiia al
sustantivo Geometria), siendo el Algebra por su caracter algoritmico el principal instrumento de la aplicacion
de ese Analisis.

La Geometria Analitica se convierte enseguida, en la mente de Fermat, en una poderosa herramienta heuristica
de investigacion, mediante la cual él mismo resolvera de forma prodigiosa y brillante, numerosos problemas,
antiguos y nuevos, en particular numerosas cuestiones de lugares geométricos, maximos y minimos, tangentes,
cuadraturas y cubaturas, centros de gravedad y problemas de rectificacion de curvas.
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NUEVAS EDICIONES DE
LA GEOMETRIA DE DESCARTES

RENATI DES CARTES

GEOMETRIA,
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GEOMETRIE

D E

M- DESCARTES

DIVISE'E EN TROIS LIVERES.

Le premier. Des Problemes qu'on peut conftruire
n'y employant que des cercles & des
l:gncs droires.

Le fecond. De la narure des lignes courbes,

Le troificme. De la conftruétion des Problémes
qui font Solides, ou plus que Solides.

APARIS, “~—

Chez CHRI1tToPHE Davip, prés des Au-
gultins, 3 I'Tmage Giot Chriftophe.

M. DCCyv.
Avec Approbation & Pn'vi(cg.- du Roy.

1. Edicion latina de 1695 de van Schooten de La Geometria de Descartes.

2. Edicion francesa de 1705 de La Geometria de Descartes.

A diferencia de las obras de Fermat, La Geometria de Descartes tuvo numerosas ediciones, tanto
en latin como en francés, algunas de ellas con prolijos comentarios para hacerla mas inteligible,
es decir, que eran auténticas ediciones criticas. Por ello los rudimentos de Geometria Analitica
de La Geometria de Descartes recibieron una amplia difusién.

La Edicion latina de 1695 de van Schooten contiene entre otros elementos los siguientes:

e Geometria, una cum notis Florimondi De Beaune.

e Francisci a Schooten In Geometriam Renati Des Cartes Commentarii.

¢ Johannis Huddenii Epistola prima de Reductione quationum.

¢ Johannis Huddenii Epistola secunda de maximis et minimis.

e Renati Des Cartes Principia Matheseos Universalis seu Introductio ad Geometria

Methodum

e conscripta ab. Er. Bartholino. De Aquationum Natura, Constitutione, et Limitibus

Opuscula Duo.

e Incepta a Florimondo De Beaune ab Erasmio Bartholino.

¢ Johannis De Witt Elementa Curvarum Linearum edita opera Francisci a Schooten.

e Francisci a Schooten Tractatus de Concinnandis Demonstrationibus Geometricis ex

Calculo Algebraico.
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La proyeccién histérica de la Geometria Analitica cartesiana

Al partir del Analisis Geométrico griego como trampolin y punto de arranque y al utilizar el
Arte Analitica de Vieta como instrumento algoritmico basico, Descartes conduce el Analisis a
su maximo poder heuristico para la resolucion de los problemas geométricos, a base de
aunar el estudio analitico con la sintesis algebraica, lo que permitira, mediante las
ecuaciones, transitar de la Geometria al Algebra y del Algebra a la Geometria. La Geometria
Analitica resultante, dotada del simbolismo literal, con todo el potencial de la mecanica
algoritmica operatoria de célculo, manipulaciéon y simplificaciéon propias de las ecuaciones
del Algebra, reemplaza las ingeniosas construcciones geométricas de la rigida, farragosa y
retérica Algebra Geométrica de los griegos por sistematicas operaciones algebraicas que
permiten mediante un proceso analitico-sintético de resolucién de los problemas, no sélo
reconstruir la Geometria clasica con mas claridad, flexibilidad, operatividad y versatilidad,
sino crear, ademas, una potente heuristica geométrica mediante la cual Descartes pudo
plantear y resolver de forma admirable, brillante y prodigiosa problemas dificiles, algunos
clasicos —el Problema de Pappus y el Problema de Apolonio, entre otros—, y otros nuevos
como la determinacion de las rectas normales a las curvas.

Descartes creara, ademas, las herramientas geométrico-algebraicas para resolver con
eficacia otros muchos problemas como los de lugares geométricos, el estudio de elementos
notables de las curvas y los problemas infinitesimales —extremos, tangentes, cuadraturas y
cubaturas, centros de gravedad, rectificacién, etc.— de gran interés e importancia en los
ambientes cientificos de la primera mitad del siglo XVIl. En este sentido, la Geometria
Analitica cartesiana tuvo una decisiva influencia, segun veremos, como instrumento clave de
la eclosién de multitud de métodos y técnicas infinitesimales, que convergen en la invencion
del Calculo Infinitesimal.

Una de estas herramientas fundamentales es precisamente la nueva notacion cartesiana.
Descartes aplica a los problemas y a las ecuaciones un nuevo y potente simbolismo
simplificador, explicativo y resolutivo, que va mucho mas alla de la abreviatura césica
iniciada por Diofanto y desarrollada por los algebristas italianos e incluso allende la escritura
simbdlica de Vieta. Los simbolos y términos de la matematica son el soporte de sus
conceptos y métodos, por tanto tienen una gran importancia, y a pesar de la arbitrariedad en
la eleccion de los signos, conviene adoptar un criterio unificador, que al ser adoptado
universalmente, facilita la interpretacién y la comprension, ahorra tiempo y espacio, entrafa
economia de pensamiento y permite una mayor y mas rapida difusion. Esto es precisamente
lo que consiguié Descartes con los convenios notacionales fijados en La Geometria, que
han tenido la virtualidad de convertirse en algo poderosamente definitivo, de modo que La
Geometria, es el primer texto matematico en el que un lector actual no encontraria
dificultades con la notacion.

Como escribe E.Colerus, en un lenguaje casi mistico, en su Breve Historia de la Matematica
(Vol. Il, pag.17, Doncel, Madrid, 1973):

«La Matematica no es sino una obra magica del pensamiento, y los espiritus aparecen
cuando se les invoca con las formulas adecuadas.»

La notacién de Descartes fue la formula oportuna para su magno proyecto de reforma que
alcanzé a una completa reconstruccién de la Matematica sobre premisas muy sencillas, no
geométricas como en Euclides, sino algebraicas. La Geometria de Descartes elimina toda
una serie de limitaciones que encorsetaban a la Geometria griega:

e Limitacién pitagorica de la inconmensurabilidad.

e Limitacién platénica de los instrumentos geométricos —regla y compas—.

e Limitacién euclidea de la homogeneidad dimensional.

e Limitacién tridimensional.

e Limitacién de la dependencia de las figuras geométricas.

e Limitacién de la imposibilidad de asignar nimeros a las figuras geométricas.
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A titulo de ejemplo sobre lo que introduce la Geometria Analitica en el panorama
matematico pensemos en el estudio de las curvas, un tema de importancia esencial en la
Geometria de toda época y en particular en los estudios infinitesimales. Las limitaciones
algebraicas del Algebra Geométrica de los griegos, consecuencia de los inconmensurables,
hizo imposible la introduccidon en el mundo griego de nuevas curvas por medio de
ecuaciones. Las curvas se obtenian constructivamente mediante interseccion de superficies
y lugares geométricos y también a través de relaciones de areas o longitudes, que daban la
propiedad de definicion de la curva, De esta forma, el elenco de curvas que manejaron los
griegos hubo de ser necesariamente muy limitado —/as conicas de Menecmo y Apolonio, /la
espiral de Arquimedes, la cuadratriz de Hipias o Dinéstrato, la cisoide de Diocles, /a
hipopede de Eudoxo, la concoide de Nicomedes, y pocas mas—.

La investigacion infinitesimal en los albores del siglo XVII tiene lugar con el planteamiento y
resolucion de problemas de cuadraturas y tangentes sobre curvas. Cabe decir que pioneros
de los métodos y técnicas del Calculo del siglo XVII, como Kepler e incluso Cavalieri, no
tuvieron a su disposicion los desarrollos geométricos de Descartes, de modo que el numero
de curvas que manejaron y a las que podian aplicar las técnicas algoritmicas del Calculo
que iban descubriendo era muy limitado, practicamente las mismas que conocieron los
griegos. Ademas, todavia manejaron las curvas en el farragoso lenguaje del Algebra
Geométrica griega mediante relaciones de areas y proporciones. El trabajo de Descartes en
La Geometria abre el camino a la introduccion sistematica de nuevas curvas y a un manejo
mas util, sencillo y operativo, mediante las ecuaciones de las curvas. En efecto, de acuerdo
con el Principio Fundamental de la Geometria Analitica las curvas planas estan
determinadas por la ecuacion candnica asociada, y por tanto, por el simple hecho de escribir
una ecuacion una nueva curva queda definida en el ambiente geométrico para la indagacion
de problemas infinitesimales vinculados a ella, de modo que aparece en el ambiente
matematico de los dos primeros tercios del siglo XVII una ingente cantidad de nuevas curvas
que se definen a propésito de la introduccion de la Geometria Analitica, entre las que
sobresalen: el caracol de Pascal, el folium de Descartes o galande de Barrow, la curva de
Lamé, la espiral logaritmica, la kappa-curva, la curva tangentoidal, pero sobre todo las
parabolas, hipérbolas y espirales generalizadas o de orden superior —llamadas de Fermat
por ser él quien las introdujo— y por encima de todas ellas, en cuanto a importancia, la
cicloide, la reina de todas las curvas, llamada la Helena de la Discordia, por las polémicas
que surgieron sobre cuestiones de prioridad y acusaciones de plagio acerca de la resolucion
de problemas vinculados a ella. El vasto conjunto de nuevas curvas promueve la aparicion
de multitud de variadas técnicas algoritmicas infinitesimales al disponer de un amplio
material geométrico al que aplicarlas. Se comprende, pues, la amplitud panoramica que
sobreviene en el ambito matematico con la emergencia de la Geometria Analitica.

La propia Geometria Analitica en si misma era un instrumental algoritmico de primer orden,
por eso jugd un papel decisivo en la investigacion Infinitesimal. Las Geometria Analitica de
Descartes permite utilizar la expresion algebraica de la ecuacion de una curva para
encontrar sus elementos geomeétricos mas notables —diametros, ejes, centros, etc.— vy, en
particular, en el terreno infinitesimal resolver los problemas de cuadraturas y tangentes
relacionadas con la curva. Es decir, la ecuacion de la curva es un elemento esencial para
esclarecer las propiedades y encontrar los elementos relevantes de la curva. La Geometria
Analitica traslada los problemas infinitesimales de la Geometria al Algebra, la cual por su
caracter operacional, permite, tras la realizacion de calculos y en particular la resolucion de
ecuaciones, regresar a la geometria del problema, para encontrar y solucionar cuestiones
geométricas. Como consecuencia, la tarea de probar un teorema o resolver un problema
geomeétrico de indole infinitesimal se conduce de forma muy eficiente a probarlo o resolverlo
mediante el Algebra, de modo que la aplicacién de la Geometria Analitica proporciona una
potente técnica de resolucién de problemas infinitesimales, y algo que es todavia mas
importante, un poderoso instrumento de investigacién geométrica en el ambito infinitesimal.

La Geometria Analitica desarrollada por Descartes tuvo, pues, un papel decisivo en todo
este proceso de alumbramiento de las técnicas del Calculo del siglo XVII . El impacto del
Algebra tiene lugar no sélo sobre la Geometria sino también sobre el Calculo Infinitesimal a
través de la propia Geometria Analitica, apareciendo como resultados positivos los intentos
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de aritmetizacion del método de exhaucion de los griegos, que conducira a la utilizaciéon
incipiente y subrepticia de los limites. Se comprende entonces por qué la aparicion de la
Geometria Analitica en el horizonte matematico del siglo XVII tuvo una incidencia capital en
la aparicion de multitud de métodos y técnicas infinitesimales que condujeron al
descubrimiento del Analisis Infinitesimal por parte de Newton y Leibniz.

Puede decirse que el Calculo anterior a Newton y Leibniz es una ingente casuistica de
métodos heuristicos, aplicados a problemas geométricos especificos, que se resuelven
mediante técnicas ad hoc vinculadas a las correspondientes figuras geométricas, que
desarrollan multitud de resultados particulares que, al traducirlos al lenguaje moderno,
muestran los conceptos esenciales del Calculo, que de alguna manera yacian en ellos, pero
de forma tan fragmentaria que soélo se referian a problemas individuales y no a teorias
generales, aunque la perspectiva de generalizacion estaba implicita en esos métodos. Es
precisamente la Geometria Analitica de Descartes la que favorece este proceso de
busqueda del algoritmo valido en general e independiente de la estructura geométrica
intrinseca de cada problema. La generalidad del Algebra frente a la especificidad de la
Geometria, permite, por ejemplo, que en la traduccion geométrico-algebraica en que
consiste la Geometria Analitica, cada caso particular del trazado geométrico de la tangente,
que es diferente y especifico para cada curva, de acuerdo con su naturaleza geométrica,
deje de serlo y se pueda aplicar, mediante un proceso analitico, el mismo procedimiento a
todas las curvas de las que se conozca su expresion analitica —su ecuacion—, es decir, el
proceso algoritmico de calculo de una derivada. He aqui una muestra muy significativa de la
trascendencia de la Geometria Analitica como herramienta que simplifica y reduce una
extensa tipologia de problemas geométricos —el trazado de las tangentes de las diversas
curvas— a un unico y concreto problema analitico —el calculo de la derivada-—.

COMMENTARTIT 1N Lirxuwn IL

: A NT 167
Quibus fic explicatis, ur ad |

catis. propofitum redeamus, atque re-
{tam , que Trnchciucm in dato puno tangat, ducamus: (tiene
dum eft, lineam re@tam , tranfeuntem per punftum ditum, &
punltum, in quo rota bafin , dum pun&tum in Trochoide datum
deleribitur , contingic , fecare femper tangentem quaficam ad an-
gulos reftos,
Ut §i invenienda Gt lines re-
¢ Oa,tangens in B curvam  [i-
ve Trochoidem ABC , de
{criptam fuper bafin AD per
punftam aliqguod  circumfe-
rentiz rote DNC, fuper ba-
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A ) D refam Imur_n ducere I \I \
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ND; tumque ¢idem parallelam BO 3 ac denique huic perpen-
dicularem B L: Que erit tangens quafica,

Pagina de la edicién de van Schooten de 1695 de La Geometria de Descartes.

Se trata de un apunte de van Schooten donde se explica el calculo cartesiano de la tangente
a la cicloide, sin duda la curva mas importante sobre la que se ensayaron los métodos y
técnicas infinitesimales que aparecieron a lo largo del siglo XVII como consecuencia del
desarrollo de la Geometria Analitica de Descartes.
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LA GEOMETRIA ANALITICA Y EL
DESCUBRIMIENTO DEL CALCULO INFITESIMAL

144  Of the Method of Fruxtons MENSISOCTOBRISA.MDCLXXXIV, 467
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ExameLe 1. Let QER be a Conchoidal of grr.\xi‘AX.&:un': lures, ur VV, WW, YY, ZZ, quarcm ordi-
fuch a kind that the femicircle QHA being de A ot b=t AR
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. quod pofterins cum fir, tunc tangens ZE ducitura puncto Z non ver-

Now {us A, fed in partes contrarias fen infra X,id eft tunccum ipfz ordinatz

1. Pagina de The Metod of Fluxions de Newton (Londres, 1737), con el trazado de la tangente a la
concoide. En esta obra Newton unifica la mayor parte de resultados sobre tangentes y cuadraturas
que ocuparon a buena parte de los matematicos del siglo XVII.

2. Pagina de Nova Methodus pro Maximis et Minimis de Leibniz (Leipzig, 1684), donde aparecen las
reglas para derivar sumas, productos y cocientes. Esta obra es considerada como la primera
publicaciéon sobre Cilculo Infinitesimal de la historia.

«Apoydndose en hombros de gigantes» como Fermat y Descartes, apurando y exprimiendo la capacidad
de unificacién y generalizacion que permitian los procedimientos del Algebra y de la Geometria
Analitica, bajo concepciones y métodos infinitesimales diferentes, Newton y Leibniz fueron capaces
de separar la ganga geométrica de los resultados de sus antecesores y encontrar el principio general
que les permitiria reducir las operaciones fundamentales del Calculo Infinitesimal a una operativa
universalmente valida, concibiendo la idea de sustituir todas las operaciones de caracter geométrico
involucradas en el calculo de tangentes, por una tinica operacion analitica, la derivacion del Calculo
Diferencial, que resolveria, ademas por inversiéon -calculo de la antiderivada o primitiva- los
problemas de cuadraturas del Calculo Integral, a través del Teorema Fundamental del Cdlculo, que
vincula ambos problemas y permite la obtencion de cuadraturas mediante la resolucién del problema

inverso de la tangente.

En la brillante operacion realizada por Newton y Leibniz, que se ha venido en llamar el
descubrimiento del Calculo Infinitesimal, y que es sin lugar a dudas, uno de los logros mas
importantes en la Historia del Pensamiento matematico, coadyuvé de forma decisiva la creacién y
aplicacién de un simbolismo que propiciara traducir en férmulas los resultados y en algoritmos los
métodos, a base de utilizar los recursos algebraicos de la Geometria Analitica para independizar el
discurso matematico de las figuras geométricas y con todo ello reconocer y aislar los conceptos
fundamentales del Calculo Infinitesimal y crear un cuerpo de doctrina dotado de algoritmos eficaces,
es decir, funcionando como un Cilculo operacional que resuelve todos los problemas planteados
anteriormente, mediante procedimientos uniformes y con una proyeccion a nuevos y mas compli-
cados problemas, como un potente instrumento de investigacion. En palabras del propio Leibniz, se
trataba de hacer con las técnicas del Calculo lo mismo que habia hecho Vieta con la Teoria de

Ecuaciones y Descartes con la Geometria.
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Con la fusion del Analisis Geométrico griego y la sintesis algebraica de Vieta, Descartes da
a luz la Geometria Analitica, algo auténticamente revolucionario que consigue aniquilar, en
gran parte, su raiz primigenia: la propia Geometria griega. Es la primera vez en la Historia
moderna que se tiene el convencimiento de haber superado a los antiguos en algun
aspecto. A este respecto, pueden ser muy oportuno recordar las reflexiones de O.Spengler,
matematico y ensayista de éxito, de los afios 20 del siglo pasado, en su libro La decadencia
de Occidente donde desarrolla su teoria de la Historia como una sucesién de ciclos
culturales. Para Spengler, no hay una Matematica que se desarrolle linealmente y cuyo
contenido vaya acumulandose a través de los siglos, sino que hay tantas Matematicas como
culturas, como ciclos histéricos y cabria distinguir entre otras, «la Matematica antigua», de la
cultura griega y la «Matematica moderna» de la cultura occidental y cristiana, esencialmente
distintas y que serian fruto y consecuencia de los componentes culturales de cada época y
al mismo tiempo un factor decisivo en la configuracion global de las mismas. En el capitulo |
de la citada obra, titulado «El sentido de los numeros», Spengler (1998, p.144): escribe:

«No hay una Matematica, hay muchas Matematicas. [...] El espiritu antiguo creo su
Matematica casi de la nada. El espiritu occidental, histérico, habia aprendido la
Matematica antigua, y la poseia, aunque sdélo exteriormente y sin incorporarla a su
intimidad; hubo, pues, de crear la suya modificando y mejorando, al parecer, pero en
realidad aniquilando la matematica euclidiana, que no le era adecuada. Pitagoras llevo
acabo lo primero; Descartes lo segundo. Pero los dos actos son, en lo profundo,
idénticos.»

En efecto, Descartes parte de la Geometria griega para construir algo completamente
nuevo, que se convertira en una Matematica universal, que, en particular apartara a la
Geometria del eje central de la Matematica y la destrona de forma definitiva de su rango de
reina de la Matematica de modo que la Matematica algebrizada de Descartes desplazara y
ocupara el lugar de la Matematica geometrizada de los griegos. Descartes trastoca
completamente la jerarquia de las diversas partes de la Matematica, de modo que en su
pensamiento la Aritmética y el Algebra no sélo preceden légicamente a la Geometria, sino
que, ademas, son superiores en esencia, porque al ser las ciencias de las magnitudes, son
mucho mas generales y aplicables, entre otros ambitos al de la Geometria. Es mas con
Descartes el Algebra figura en primera linea como técnica, como método de combinacién y
construccion, de tal modo que es el calculo algebraico el que legitima los resultados de la
nueva Geometria Analitica, que destruye los escrupulos de los griegos relativos a la
definicion de las curvas y hace inutil la teoria de la construccidn geométrica, que queda
sustituida por la sintesis de la construccién algebraica. Asi pues, Descartes, con su
Geometria Analitica, otorga al Algebra el gobierno soberano de las Matematicas, hasta que
en el siglo XIX Gauss afirme que es la Aritmética quien debe ocupar el trono de esta ciencia.

La importancia que la posteridad ha concedido a La Geometria de Descartes no coincide
con los aspectos que interesaban a su autor, porque la idea esencial de futuro de la
Geometria Analitica es la tan reiteradamente apuntada de la asociacion de ecuaciones y
curvas en un sistema de coordenadas, pero como bien sefiala Kline (1992, vol.1. p.419):

«Para Descartes esto [asociar ecuacion y curva] no era mas que un medio para un fin,
a saber la resolucion de problemas de construcciones geométricas.»

De hecho las construcciones geométricas que con tanto esmero describe Descartes en La
Geometria desde el mismo comienzo de la obra han ido perdiendo importancia, porque a
diferencia de lo que sucede en la Matematica griega y en la del siglo XVII, la
constructibilidad ha dejado de ser una condicidon necesaria para la existencia. No obstante,
mas alla del acento en la construccién geométrica de las soluciones de las ecuaciones, por
fortuna, Descartes también dio unos usos alternativos a las ecuaciones de las curvas, como
en la resolucion del Problema de Pappus (G.AT,VI,377-387) y en la determinacion de las
normales a las curvas (G.AT,VI,412-423), donde se sirve de las propiedades geométricas de
las curvas para «construir» las raices comunes de las ecuaciones determinando los puntos
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de encuentro de las curvas correspondientes; y a la inversa, partir de las ecuaciones y de
sus raices para obtener los puntos de interseccion de las curvas correspondientes. Por eso
estos dos problemas han ocupado siempre un lugar distinguido en todo estudio de La
Geometria de Descartes. De hecho aqui emerge el segundo Principio fundamental de la
Geometria Analitica, que al sintetizar los desarrollos de Descartes (G.AT,VI, 417), se
expresaria en la forma:

«El problema geomeétrico de la interseccion de curvas se reconduce al problema
algebraico de resolucion de sistemas de ecuaciones.».

La solucién de Descartes al problema del trazado de las normales a una curva en un punto
se considera uno de los mas brillantes logros del método cartesiano, y es, sin duda, uno de
los mas conocidos y apreciados. Descartes despliega una eficaz alfombra que enlaza la
Geometria y el Algebra —analisis geométrico de los problemas, sintesis algebraica del
analisis mediante las ecuaciones y finalmente y traduccién geométrica de los resultados
algebraicos—. Descartes va escribiendo un verdadero diccionario reversible entre los dos
lenguajes, el geométrico y el algebraico, que traduce no solo lo gramatical —puntos por
coordenadas, curvas por ecuaciones—, sino que va mucho mas alla al alcanzar el dominio
sintactico —relaciones entre los elementos geométricos, por ejemplo, intersecciones de
curvas, se traducen en relaciones entre los correspondientes elementos algebraicos,
mediante sistemas de ecuaciones—. No es extraio que, con una retérica altisonante,
Descartes considere que el problema del trazado de las normales a una curva en un punto
es el mas importante, no sélo de cuantos ha resuelto sino de cuantos aspirara a descubrir
en Geometria (G.AT,VI, 413). Realmente es una de las muestras mas representativas de las
raices cartesianas de la Geometria Analitica por la inmensa capacidad que desarrolla
Descartes para establecer caminos reversibles que conectan una y otra vez el Algebra y la
Geometria, mediante los que Descartes aplica toda la potencia algoritmica del Algebra para
resolver problemas geométricos, que en ello consiste la virtualidad de la Geometria
Analitica.

A pesar de ciertas reticencias por parte de Pascal, Barrow, Hobbes, e incluso Newton en la
aceptacion de los nuevos métodos de la Geometria Analitica de Descartes, la extension de
sus aplicaciones a todos los ambitos de la Matematica fue cada vez mas inexorable. A ello
contribuyé sobremanera la difusion de las diversas ediciones criticas de van Schooten,
plenas de comentarios explicativos, aclaraciones complementarias y apostillas extensivas de
los métodos cartesianos del propio editor y de otros matematicos.

En una de las entradas de la Enciclopedia, la que define el concepto de Curva, D’Alembert
expresa la idea basica de la asociacién de curvas y ecuaciones de la Geometria Analitica de
Descartes en relacion con los lugares geométricos de los antiguos:

«Descartes es el primero que haya pensado en expresar las lineas curvas por medio
de ecuaciones. Esta idea sobre la que se funda la aplicacién del Algebra a la
Geometria ha sido muy feliz y fecunda. Esta claro que al resolver la ecuacién de una
curva se obtiene uno o varios valores de la ordenada y para una misma abscisa x, y
que, en consecuencia, una curva trazada no es otra cosa que la solucién geomeétrica
de un problema indeterminado, es decir, que tiene una infinidad de soluciones: es lo
que los antiguos llamaban lugar geométrico. Asi pues, aunque ellos no pudieron tener
la idea de expresar las curvas por medio de ecuaciones, habian visto, sin embargo,
que las curvas geométricas no eran otra cosa que el lugar, es decir la sucesion de una
infinidad de puntos que satisfacian a la misma cuestién. Por ejemplo, que el circulo era
el lugar de todos los puntos que describen los vértices de los angulos rectos, que se
pueden formar sobre una misma base dada tomada como diametro del circulo, y asi
para las demas curvas.»

Aunque la referencia de D’Alembert no hace ningun honor a su compatriota Fermat, tiene el
interés de conocer el concepto que se tenia de La Geometria de Descartes, ciento treinta
afos después de su publicacion.
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En las dos centurias siguientes a la de Fermat y Descartes, matematicos de la talla de Euler,
Monge, Lagrange, Lacroix, etc. imprimiran a la Geometria Analitica un ingente desarrollo
hasta situarla en el umbral de la Geometria Analitica moderna —la que se imparte hoy
académicamente—, salvo en lo que se refiere al instrumento vectorial, que la convertira en
una de las vetas mas fructiferas del pensamiento matematico, en un instrumento
responsable de la increible pujanza y del impresionante progreso que ha desarrollado la
Matematica desde entonces. Por ejemplo, mas alla del Analisis Matematico, del encuentro
de esta materia con la Geometria Analitica aplicada al estudio de curvas y superficies surge,
sobre todo tras los trabajos de Euler y Monge, la Geometria Diferencial.

La Geometria Analitica goza de una serie de virtudes que hacen de ella una comoda y
didactica herramienta matematica para el abordaje de los problemas geométricos. Por una
parte permite que las cuestiones geométricas puedan formularse algebraicamente y que los
objetivos geométricos puedan alcanzarse por medio del Algebra, e inversamente, facilita la
interpretacion geométrica de los enunciados algebraicos, lo que propicia una percepcion
mas intuitiva de su significado, con la posible apertura a la vision de nuevos problemas y
conclusiones. Asi lo ve Lagrange cuando escribe en sus Legons élémentaires de
mathématiques (1795):

«Mientras el Algebra y la Geometria han estado separadas, su progreso ha sido
lento y sus aplicaciones limitadas;, pero cuando estas dos ciencias han sido
vinculadas, se han prestado su fuerza mutuamente y han caminado juntas hacia la
perfeccion.»

llustremos estas ideas de Lagrange mediante las originales motivaciones de Descartes, es
decir, la asociacion de curvas y ecuaciones. Toda curva construida segun una regla
geomeétrica se puede representar mediante su propia ecuacién, que caracteriza a la curva y
por ello es diferente de la que corresponde a otra curva distinta. De este modo, las
propiedades geométricas de una curva pueden ser descubiertas sin mas que examinar el
comportamiento algebraico de su ecuacién. Los vinculos entre curvas, por ejemplo, si se
cortan o si son tangentes, se pueden predecir estudiando las relaciones algebraicas que
existen entre sus ecuaciones. Por tanto, una vez que de la definicibn geométrica o
cinematica de una curva hayamos derivado la ecuacion algebraica que tiene asociada, el
establecimiento de las propiedades geométricas restantes de la curva es una cuestién de
célculo algebraico. El poder algoritmico de la maquina simbdlica creada por el Algebra
aplicado a la Geometria convierte a la Geometria Analitica en un magnifico instrumento de
investigacion. Asi lo describe de forma magistral el historiador y filésofo de la ciencia Hull
(1981, p.268):

«Su mérito consiste en que capacita para hallar resultados geométricos mediante un
procedimiento sistematico que, si se aplica bien, no puede practicamente fallar. El
descubrimiento de nuevos teoremas particulares que en el caso de los métodos
griegos, dependia siempre de la llama genial de la imaginacion [que se fatiga segun
Descartes] o bien de la buena suerte [de la idea feliz], pasa a la esfera de la
competencia profesional ordinaria. El progreso de la Geometria, esencial para el de la
ciencia, se hace ahora mucho menos romantico, pero mucho mas rapido de lo que fue.
La Geometria Analitica ha afectado probablemente a la vida humana mas
profundamente, aunque menos violentamente, que la maquina de vapor o el
aeroplano. La creacion de nuevos métodos generales es de mucha mayor importancia
que el descubrimiento de conocimientos particulares, por interesantes o utiles que
éstos sean.»
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EULER, EL SHAKESPEARE DE LAS MATEMATICAS
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Portada de Introductio in Analysin infinitorum (1748) de Euler.

En la Introductio Euler trata sistematicamente la Geometria con coordenadas Euler da un paso de
gigante en la sistematizacién de la Geometria Analitica de dos y de tres dimensiones y es el
introductor como Descartes de nuevas y definitivas notaciones.

De acuerdo con Descartes, Euler reconoce que «La naturaleza de una curva cualquiera viene dada por una
ecuacion en dos variables, x,y». Euler sustituyo el término cartesiano de construccion por el de grafico. La
Introductio es uno de los primeros tratados donde se dan numerosos graficos de curvas especificas
dadas por sus ecuaciones indicando claramente las unidades utilizadas en el eje de abscisas. Quiza lo
mas sobresaliente de la Introductio, desde el punto de vista del desarrollo de la Geometria Analitica, sea
el tratamiento general de los problemas. A partir de Euler surge una de las grandes ventajas de los
métodos analiticos modernos frente al enfoque sintético de los antiguos: muchos casos especificos de
las cuestiones geomeétricas pueden ser incluidos en una formulacién global. Este aspecto de generalidad
que permitia el Algebra frente a la singularidad de cada problema en la Geometria de los griegos era
uno de los rasgos mas relevantes sefialados por Descartes, pero habia sido en parte pasado por alto
durante la siguiente centuria, incluso en cuestiones muy basicas como por ejemplo en el estudio de la
ecuacion de la recta, que se subdividia en numerosos casos diferentes. Euler manej6 ya una tnica forma
general: ax+Py-a=0. Euler realizé un estudio exhaustivo de las cénicas y las cuadricas que alcanzé a su
clasificacion.

En Geometria elemental el resultado mas famoso de Euler es la conocida Recta de Euler, sobre la que
se sitdan tres de los puntos notables de un triangulo, el Ortocentro, el Baricentro y el Circuncentro,
resultado de la mas bella Geometria, que ignorado por todas las generaciones anteriores de ge6metras,
de Euclides a Descartes, de Apolonio a Fermat y de Arquimedes a Newton, fue obtenido por Euler como
magistral aplicacion de la Geometria Analitica.

La Introductio de Euler es una de las tratados mas importantes de toda la Historia de la Matematica.
C.B.Boyer dice sobre ella en su obra History of Analytic Geometry (Scripta Mathematica, New
York,1956), p.180:
«La Introductio es probablemente el libro de texto mds influyente de los tiempos modernos. Es el
trabajo que convirtié el concepto de funcion en bdsico para las Matemdticas |...]. La Introductio es
para el Anilisis elemental lo que Los Elementos de Euclides es para la Geometria.»

W.Dunham escribe: «Euler es el Shakespeare de las Matemdticas» (El Universo de las Matemiticas,
Piramide, Madrid, 1995, p.103).
Decia Euler: «Mejor que de nuestro juicio, debemos fiarnos del cilculo algebraico».

367



LOS ARTIFICES DE LA GEOMETRIA ANALITICA MODERNA
MONGE Y LAGRANGE

Monge y Lagrange son dos de los matematicos mas importantes de la época de la Revolucion francesa. Ambos
dieron un impulso inusitado a la Geometria Analitica.

Monge escribe algunas memorias, a modo de libros de texto para los cursos que se imparten en la Escuela
Politécnica, que son auténticos manuales de Geometria Analitica. Sobresalen Feuilles d'analyse apliquée a la
géométrie (1795) y Application de I'algébre a la géométrie (1802), donde da una forma bastante definitiva a la
Geometria Analitica. Ademas de generalizaciones de teoremas elementales como el Teorema de Pitagoras,
aparecen las formulas de traslacion y rotacion de ejes para las ecuaciones del cambio de ejes de coordenadas, el
tratamiento habitual de rectas y planos, la determinacién del plano que pasa por tres puntos mediante
coeficientes indeterminados, los cosenos directores, las condiciones de paralelismo y perpendicularidad, los
angulos entre rectas y planos, la determinacién de los planos principales de una cuadrica, etc. Monge extendio
para el tetraedro ortocéntrico el resultado de la Recta de Euler demostrando que el Baricentro esta a doble
distancia del Ortocentro que del Circuncentro. Ante la impresionante profusion de importantes resultados
sobre Geometria Analitica obtenidos por Monge, no es extrafio que Lagrange asombrado exclamara:

«Con sus aplicaciones del Andlisis a la Geometria este demonio de hombre [Monge] conseguird hacerse
inmortal».

Lagrange también realizé importantes contribuciones a la Geometria Analitica, siempre bajo la filosofia de
aplicar el caracter algoritmico del Algebra para superar toda representacion concreta. En sus desarrollos
analiticos, su formulacién, de una brillante elegancia, ya estda muy préxima a la escritura del Algebra Lineal,
por ejemplo en cilculos que se asemejan a aspectos matriciales y determinantes. En el articulo Solutions
analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires (1775), Lagrange resolvio, de forma
puramente analitica, diversas cuestiones ya conocidas sobre la geometria del tetraedro: las férmulas, en
funcién de las coordenadas de los vértices, del drea, centro de gravedad y volumen, asi como los centros y
radios de las esferas inscrita y circunscrita. Al desconocer la ecuaciéon normal del plano, Lagrange obtiene
las alturas como problemas de minima distancia mediante los recursos del Calculo Infinitesimal. Estos
resultados estan redactados de tal forma analitica que pueden ser entendidos sin aludir a figura alguna,
como el propio Lagrange escribe en el articulo:

«Me siento halagado por el hecho de que las soluciones que voy a dar serdn ciertamente de interés para
los geémetras tanto por los métodos como por los resultados. Estas soluciones son puramente
analiticas y pueden entenderse incluso sin figuras.»

Y efectivamente, no hay ni una figura a lo largo de este trabajo, lo que prefigura la ulterior concepcién y
estructura de la Geometria Analitica.

Con los trabajos mencionados de Monge y Lagrange, que para algunos historiadores representan una
auténtica «Revoluciéon analitica», la Geometria Analitica se convirti6 en una rama de las Matematicas
independiente y cerrada, muy proxima al enfoque actual en cuanto a los métodos y la notacion, salvo en lo que
se refiere a las cuestiones vectoriales.
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A partir de Descartes habra dos tipos de tratamiento de los problemas geométricos que
daran lugar a dos Geometrias, la Analitica, que aplicara el nuevo lenguaje algebraico y la
Sintética, que prescindira del mismo. Gracias al lenguaje analitico podran resolverse
problemas para los que el lenguaje geométrico puro era impotente, como hallar la normal o
la tangente a una curva, calcular el area encerrada por una curva, maximos y minimos, y
demas problemas infinitesimales, cuya resolucién se inicia en simultaneidad con el trabajo
cartesiano. Pero aunque un problema pueda ser tratado de las dos formas, la analitica
dependera menos de la geometria de la figura y por tanto sera mas simple y mas general.
Por ejemplo, para demostrar que las alturas o mediatrices de un triangulo se cortan en un
punto, en Geometria Sintética hay que considerar por separado la forma del triangulo segun
los angulos, porque ello condiciona si la interseccion tiene lugar en el interior o en el exterior
del triangulo. En Geometria Analitica, los dos casos se consideran de consuno.

Las maravillosas virtudes de la Geometria Analitica, ponderadas por todos los grandes
matematicos a partir de Descartes, no suponen ni obligan a abandonar la Geometria
Sintética, simplemente el profesional sabe que hay dos métodos geométricos y utilizara uno
u otro segun el objetivo del problema o segun el gusto y el sentido estético.

¢, Por qué renunciar a las diversas herramientas del taller geométrico?

Por ejemplo, el gran maestro Euler, en un pequefio articulo de 1747 que lleva el poco
original titulo de Variae demostrationes geometricae, aplica Geometria Sintética pura para
demostrar, con una elegancia incomparable, la clasica y famosa Férmula de Herén para el
area del triangulo en funcién de los lados (Dunham, 2000, p.215). Pero en otro articulo de
1767, haciendo gala de una increible intuicion geométrica y de una audaz perseverancia
algebraica, Euler descubre y demuestra, con la mas bella y brillante aplicaciéon de Geometria
Analitica, el resultado que ha pasado a los manuales de Geometria con el nombre de Recta
de Euler:

«En cualquier triangulo el Ortocentro, el Baricentro y el Circuncentro estan sobre la
misma recta. Ademas, el Baricentro esta dos veces mas lejos del Ortocentro que del
Circuncentro.»

Conocidos ambos ejemplos, podemos decir que la versatilidad analitica, sintética algebraica,
geomeétrica, tedrica y practica de Euler no tiene limites. Las dos demostraciones eulerianas
podrian representar en su propia persona a los dos bandos, el analitico y el sintético,
enfrentados en una controversia que se remonta al umbral de la aplicacién de los métodos
cartesianos. Por fortuna, para los grandes artifices de la Matematica, como el propio Euler o
Monge, la polémica es de lo mas estéril y debe ceiirse a cuestiones de tipo exclusivamente
estético, sin elevarla a juicios de valor acerca de cual de las dos Geometrias es superior,
aunque se esté de acuerdo en que, ciertamente, por el automatismo del Algebra Simbodlica
que se aplica en la Geometria Analitica, la Geometria Sintética, como dice W.Dunham
(Euler, el maestro de todos los matematicos. Nivola, Madrid, 2000. Cap.7. pp.229-230):

«requiere a menudo un punto de intuicion, que habitualmente se conoce como
inspiracion. [...] Coémo sabia Euler qué hacer [en uno y otro problema)]. En ditima
instancia, la respuesta a esta pregunta se halla en el misterioso territorio de la
imaginacion humana. [..] Por supuesto, uno puede preguntarse si la Geometria
Analitica es realmente Geometria. Carente de gracia y elegancia, dependiente de lo
que Carnot llamé ‘los jeroglificos del Andlisis”, ;no es una mera aplicacion de una
fuerza algebraica inexorable?»

La fuerza incuestionable de la Geometria Analitica y su generalidad e independencia de la
«idea feliz que trae la divina inspiracién», permite entender que, por ejemplo, el discipulo de
Monge, Poncelet, uno de los artifices de la Geometria Proyectiva moderna, autor de la
importante obra Traité des propriétés projectives des figures (1822), y no precisamente un
gran admirador de la Geometria Analitica, escribiera:
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«Mientras la Geometria Analitica ofrece su caracteristico método general y uniforme
como forma de proceder en la resolucién de problemas [...], la otra [la Geometria
Sintética clasica] actua al azar y depende completamente de la sagacidad de los que
la emplean.»

Por la misma época, Lacroix, el matematico y profesor que mas contribuy6é a difundir la
Geometria Analitica, formula, en su Traité de calcul (1810), un punto de vista proximo al actual:

«Obviando todas las construcciones geométricas se hara ver al lector que existe una
manera de considerar la geometria que se podria llamar geometria analitica, y que
consiste en deducir las propiedades de la extensiéon del minimo numero posible de
principios por métodos puramente analiticos, de la misma manera que ha hecho
Lagrange en su mecanica con respecto a las propiedades del equilibrio y del
movimiento.»

Aun asi, Lacroix fue algo reacio a titular sus obras con el nombre de «Geometria Analitica».
Aunque este nombre habia ido apareciendo subrepticiamente a lo largo del siglo XVIII, parece
que el primero que lo utiliza como titulo es Lefrancais en una edicion de sus Essais
de géométrie de 1804 y Biot en la edicion de 1805 de sus Essais de géométrie analytique.

La Geometria Analitica se ha convertido en una poderosa herramienta de investigacion y
exploracién cientifica, en el mas util instrumento para resolver con elegancia, rapidez y
plenitud heuristica las cuestiones geométricas. Al fundir en un Unico acto intelectual el
descubrimiento y la demostracion —el ars inveniendi y el ars disserendi— la Geometria
Analitica permite alcanzar un objetivo basico que se habia propuesto su fundador,
Descartes:

«Ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacién» (DM.AT,VI,17-18).

La Geometria Analitica, de origen remoto en el Analisis Geométrico de los griegos con su
incipiente uso retérico de coordenadas en Apolonio y Pappus y su apoyo en la mecanica
algoritmica del Algebra simbdlica de Vieta, domina el pensamiento matematico desde la
época de Descartes hasta nuestros dias. El empleo sistematico de las coordenadas tratadas
con el célculo algebraico, es una potente herramienta algoritmica de resolucién de
problemas geométricos, un método de un poder y una universalidad tan eficientes en la
Matematica, que supera cualquier otro instrumento anterior, y mas alla de la Geometria y de
la Matematica, la Geometria Analitica ha revolucionado todas las ciencias relacionadas con
el tiempo y el espacio, a través del concepto de funcion, la herramienta mas importante para
el conocimiento y dominio de la naturaleza. Como escribe Kline (1992, vol.1, p.425):

«La Geometria Analitica cambio6 la faz de las Matematicas».

La fuerza algebraica inexorable de la Geometria Analitica, su universalidad y su autonomia
de la «fortuna de la inspiracién», democratiza la Geometria y la Matematica en general y
pone al servicio de la Humanidad, es decir, de cualquier persona normal, de todo escolar
que tenga pequefios rudimentos de Algebra, un eficaz instrumento que potencia la intuicion,
facilita la investigacién y promueve que no sea imprescindible un gran talento y una gran
sagacidad y sutileza intelectual en la resolucion de los problemas geométricos. Por eso nos
permitimos completar la frase anterior de Kline para sentenciar:

«La Geometria Analitica cambié la faz de las Matematicas y de la Educacion
matematica.»
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