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NOMBRES NATURALS. DIVISIBILITAT

1. NOMBRES NATURALS. DIVISIBILITAT

Nombres naturals

Els nombres naturals son els que fem servir per comptar.

El conjunt dels nombres naturals es representa amb la lletra IN:
N={1,2,3,4,5,6...}

Es un conjunt il-limitat (t& un nombre infinit d’elements).

Divisibilitat

Multiples

Donats dos nombres naturals, ai b, diem que a és multiple de bsi a=nb, en que n és

un altre nombre natural.

Exemples:
1. 12 és multiple de 3, ja que 12 = 4-3.

2. 40 és multiple de 8, ja que 40 = 5-8.

Aixi, per trobar els multiples d’un nombre anem multiplicant aquest nombre pels

nombres naturals.

Cada nombre té infinits multiples.

Exemples:
Multiples de 2 - 2, 4, 6, 8, 10...

Mdltiples de 5 - 5, 10, 15, 20, 25...

Exercici: Calcula cinc multiples de 4i de 7.

Mdltiples de 4 -

Mdltiples de 7 -
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Divisors

Donats dos nombres naturals, a i b, diem que b és divisor de asi a=n[b, en que n és

un altre nombre natural.

Exemples:
1. 3 és divisor de 12, ja que 12 = 4-3.

2. 8 és divisor de 40, ja que 40 = 5-8.

Si la divisio a:b és exacta, a és multiple de b i b és divisor de a. També diem que a és

divisible per b.

a ésmultiplede b

b s
o~ b és divisor de &

a és divisible per b

a
0

Exemple: Nota:
5 també és divisor de 15
15 és multiple de 3 15 |5
15 |3
l— - 4 3ésdivisor de15 0 3
0 5
15és divisible per 3

Exemples:
Divisorsde 12 - 1, 2, 3, 4, 6, 12.

Divisors de 15 - 1, 3, 5, 15.

Exercici: Calcula els divisors de 8 i de 20.

Divisors de 8 -

Divisors de 20 -
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Criteris de divisibilitat

Els criteris de divisibilitat son regles senzilles que ens permeten saber si un nombre és

divisible per un altre. Vegem els més utilitzats:
Un nombre natural és:

- Divisible per 2 si acaba en 0 0 nhombre parell.

- Divisible per 3 si la suma de les seves xifres és multiple de 3.

- Divisible per 4 si les dues ultimes xifres, o bé sén dos zeros, o bé formen un

nombre multiple de 4.

- Divisible per 9 si la suma de les seves xifres és multiple de 9.

- Divisible per 5 si acaba en 0 0 5.

Divisible per 6 si és divisible per 2 i per 3.

- Divisible per 10 si acaba en 0.

Exemple: Calcula tots els divisors de 60.

- Es divisible per 1:  60:1 =60 - 1 i 60 son divisors de 60.
- Es divisible per 2 perqué acaba en 0: 60:2 = 30 > 2 i 30 sén divisors de 60.
- Es divisible per 3 perqué 6+0 = 6 és multiple de 3: 60:3 =20 > 3 i 20 s6n

divisors de 60.
- Es divisible per 4: 60:4=15 > 4i 15 son divisors de 60.
- Es divisible per 5 perqué acaba en 0:  60:5 =12 > 5 i 12 sén divisors de 60.
- Es divisible per 6 perqué és divisible per 2 i per 3: 60:6 = 10 > 6 i 10 s6n

divisors de 60.
- No és divisible per 7, per 8 i per 9.

Divisors de 60 - 1,2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 i 60.

Exercici: Calcula tots els divisors de 150.
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Nombres primers i compostos

Un nombre natural més gran que 1 és primer si només és divisible per ell mateix i pel

nombre 1 (I’1 no es considera nombre primer).

Exemples:
Nombres primers - 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29...

Exercici: Troba tots els nombres primers més petits que 100.

Un nombre natural és compost si té altres divisors a més d’ell mateix i el nombre 1.

Factoritzacié d’un nombre compost

Factoritzar un nombre és descompondre’l en poténcies de factors primers, és a dir,

expressar-lo com un producte de potencies de nombres primers.

Exemple: Factoritza els nombres 60 i 72.

60 | 2 72 2
302 60 = 22:3-5 = 2-3-5 % 2 72 = 22233 =
153 18 2 2%
55 9 3
1 3 3

1

Exercici: Factoritza els nombres 84 i 450.

Sol.: 84 = 22.3-7; 450 = 2-3%.5?




NOMBRES NATURALS. DIVISIBILITAT

Maxim comu divisor (m.c.d.) i minim com multiple (M.c.m.)

El maxim comu divisor de dos o més nombres és el més gran dels divisors comuns a tots

ells.

Exemple: Calcula el maxim comu divisor de 12 i 28.

El maxim comu divisor de 12 i 28 es representa amb m.c.d. (12, 28).

Calculem-lo:

Divisorsde 12 - 1, 2, 3, 4, 6, 12.

Divisors de 28 - 1, 2, 4, 7, 14, 28.

Dels divisors comuns, el més gran és el 4: | m.c.d. (12, 28) = 4 |

El minim comd multiple de dos o més nombres és el més petit dels multiples comuns

tots ells.

Exemple: Calcula el minim comu multiple de 4 6.

El minim comu multiple de 4 i 6 es representa amb m.c.m (4, 6).
Calculem-lo:
Multiples de 4 - 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36...

Multiples de 6 - 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42...

Dels divisors comuns, el més gran és el 4: | m.c.m (4, 6) = 12|

Per calcular el m.c.d. i el m.c.m. de dos o més nombres, es pot utilitzar la seglient regla

practica:
m.c.d. m.c.m.
Factoritzem els nombres. - Factoritzem els nombres.
Triem els factors primers comuns |- Triem els factors primers comuns i
elevats a I’exponent més petit i els no comuns elevats a |’exponent
multipliquem. més gran i els multipliquem.
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Exemples:

1. Calcula el m.c.d.i el m.c.m. de 60 72.

602 72|2
0123612 ¢5-.2.2.35-223.5  72=22.2.33=2%3
153 182
55 913 m.c.d.(60,72) = 2%-3 =
1 3|3 m.c.m. (60,72) = 2°-3%.5 =
1

2. Calculael m.cd.iel m.cm. de 61 4.
62 6=23 4=22=22
303
’ m.c.m. (6,4) = 2%-3 =[12]. m.c.d. (6,4) =
3. Calcula el m.c.d.i el m.cm. de 12 56.
122 5612
2 B2 45_92.3-223  56=2227=27
3 142
' 2|7 med (12,56) = 2= m.c.m. (12,56) = 2°-3-7 <[ 168 |
1

4. Calcula el m.c.d. i el m.cm. de 12, 20 50.

12 |2 20 |2 50 | 2 12=2-2-3=2%3

2 10| 2 255 20 =2-2-5=2%5

303 5|5 5|5 50 = 2-5-5 = 2-52
1 111 1 m.c.d. (12,20,50) =
m.c.d. (12,20,50) =

10
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Exercicis:

a) Calcula el m.c.d. i el mc.m. de 84 i 14.

b) Calcula el m.c.d. i el mc.m. de 75 i 45.

c) Calcula el mc.d. i el m.c.m. de 9 70.
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d) Calcula el m.c.d. i el m.c.m. de 90, 12 i 10.

e) Calcula el m.c.d. i el mc.mde 5, 151 13.

f) Calcula el m.c.d. i el m.c.mde 150, 90 i 70.

Sol.: a)mc.d. =14; mcm. =84 b) m.c.d. = 15; m.c.m. = 225
c) mc.d. = 1*; mc.m. =630 d) mc.d. =2; mcm. =180
e) mc.d. = 1*; mc.m. =195 f) m.c.d. = 10; m.c.m. = 3.150

*Nota: Si no hi ha cap divisor comu, el m.c.d. és 1.

12



EXERCICIS: DIVISIBILITAT.

Exercicis

1.

Calcula cinc multiples dels nombres segiients:

6 - 25 - 8 -
12 > 15 - 9 -
4 - 1M1 - 20 -
7 - 30 - 45 -

Calcula tots els divisors dels nombres segiients:

6 - 25 - 4
8 - 12 - 1 -
15 = 9 o 20
7 - 30 - 45 -

Encercla els nombres divisibles pel nombre donat a l’esquerra, usant els criteris de
divisibilitat:

2 - 41, 32, 20, 153, 25, 48, 91, 92, 1220. 3 - 285,93, 352, 318, 225, 491, 5411, 31242.

5 - 31, 36, 20, 350, 355, 32, 35, 81, 89, 10. 10 - 35, 200, 350, 8001, 8005, 70, 425, 53, 110.
9 - 28, 585, 95, 504, 9756, 321, 921, 594, 9. 6 - 36, 28, 335, 333, 336, 422, 84, 1352, 552.

4 -, 36, 424, 586, 1.200, 1.336, 4.252, 1.340.

Encercla els nombres primers:
35, 41, 39, 12, 25, 96, 97, 51, 2, 63, 5, 81, 7, 61.

Si un nombre és multiple de 3 i de 5, també ho és de 15? Per que?

Calcula el m.c.d. i el m.c.m dels nombres seglients:
a)54i72. c) 10, 4i6. e) 14, 351 49.
b) 70i 245. d) 20, 120 i 240. f) 120, 700 i 180.

En una parada d’autobus, hi paren autobusos de tres linies diferents. L’autobUs de la linia 1
passa cada 15 minuts; el de la linia 2, cada 25 minuts, i el de la linia 3, cada 10 minuts. Si
tots paren a les vuit del mati i compleixen puntualment ’horari, cada quants minuts
tornaran a coincidir tots tres a la parada?

L’encarregat de cuina d’un hotel vol preparar bosses de picnic per als seus clients. Disposa
de 378 entrepans, 252 peces de fruita i 630 caramels. Vol que totes les bosses siguin iguals,
que li surtin el maxim nombre de bosses possible i que no li sobri menjar. Quantes bosses
fara? Quants entrepans, peces de fruita i caramels posara a cada bossa?
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SOLUCIONS: DIVISIBILITAT
Solucions

1. La solucio no és Unica:

6 - 6,12, 18, 24, 30. 25 - 25,50, 75, 100, 125. 8 — 8,16, 24, 32, 40.

12 > 12, 24, 36, 48, 60. 15 - 15, 30, 45, 60, 75. 9 - 9,18, 27, 36, 45.

4 - 4,8, 12, 16, 20. 11 - 11, 22, 33, 44, 55. 20 - 20, 40, 60, 80, 100.

7 - 7,14, 21, 28, 35. 30 - 30, 60, 90, 120, 150. 45 — 45, 90, 135, 180, 225.
2. 6 - 1,2,3,6. 25 - 1,5, 25. 4 > 1,2,4.

8 - 1,2,4,8. 12 - 1,2,3,4,6,12. 11 - 1, 11.

15 - 1, 3,5, 15. 9 - 1,39 20 - 1,2,4,5, 10, 20.

7 - 1,7. 30 - 1,2,3,5,6, 10, 15, 30. 45 - 1,3,5,9, 15, 45.
3.

2 > 32, 20, 48, 92, 1220. 3 > 285, 93, 318, 225, 31242.

5 > 20, 350, 355, 35, 10. 10 - 200, 350, 70, 110.

9 > 585, 504, 9756, 594, 9. 6 > 36, 336, 84, 552.

4 > 36, 424, 1200, 1336, 4252, 1340.
4. 41,97,2,5,7, 61.

5. Si. Si un nombre és multiple de 5 i de 3, aquests dos factors apareixen en la seva
descomposicio factorial:

El nombre es pot descompondre com n-3-5 = n-15 (on n és un nombre natural); llavors és un multiple de 15.
Exemple: 90 és mdltiple de 3 i de 5 < 90 és multiple de 15:  90=2-3-3-5 =6-3-5 =6-15

n n n
6.
a) m.c.d. =18; m.c.m. = 216 d) m.c.d. =20; m.c.m. = 240
b) m.c.d. =35; m.c.m. = 490 e)m.c.d. =7; m.c.m. =490
cymc.d. =2; mc.m. =60 fy m.c.d. =20; m.c.m. = 12.600

7. Coincidiran cada 150 minuts, és a dir, cada dues hores i mitja.

8. Fara 126 bosses. A cada bossa hi haura: 2 peces de fruita, 3 entrepans i 5 caramels.

Solucions dels exercicis de la teoria
Multiples de 4 - 4, 8, 12, 16, 20.

Multiples de 7 - 7, 14, 21, 28, 35.

Divisors de 8 - 1, 2, 4, 8.

Divisors de 20 - 1, 2, 4, 5, 10, 20.

Divisors de 150 - 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 25, 30, 50, 75, 150.

Nombres primers fins al 100 - 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89, 97.

14



NOMBRES ENTERS

2. NOMBRES ENTERS.

Nombres enters.
Els nombres enters varen sorgir de la necessitat de resoldre operacions matematiques

que no tenen solucié en el conjunt dels nombres naturals (per exemple, la resta 3-10) i

d’expressar numericament situacions que no es poden expressar amb nombres naturals.

El conjunt dels nombres enters esta format per:

Els nombres enters positius (= els nombres naturals).

Els nombres enters negatius.
El nombre 0.
Representem el conjunt dels nombres enters amb 7 :

Z

{...-6,-5, -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6..} =2 U{0}UZ" N=Z"07
El conjunt dels nombres naturals esta inclos en el conjunt dels nombres enters.

Representem graficament els nombres enters ordenats en una recta numeérica:

Exemples: Vegem exemples de U’Us de nombres enters negatius en la vida

quotidiana:

Per expressar la temperatura sota 0: -5°C

- Per expressar la profunditat: -300 m (sota el nivell del mar)
- Per expressar deutes: -100 €

- Per expressar nivells per sota de la planta baixa en un ascensor: planta -2

Valor absolut | oposat
El valor absolut d’un nombre enter és el nombre natural que obtenim en prescindir del

seu signe. El valor absolut es representa ambO | .

Exemples: Exercicis:

-4=3 [|+3=3 [-§=5 [+1p=1C | [+g= |

I
e
DN

I
¥
ek

I
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NOMBRES ENTERS

L’oposat d’un nombre enter és un altre nombre enter que té el mateix valor absolut,

pero signe diferent.

Exemgl_es: Exercicis:
Op(-3)=+3 Op(+3)=-3  Op(-5)=+5  Op(+10) | @) Op(+8) = b) Op(-9) =
=-10
Comparacio de nombres enters
Nota: Vegem el significat dels simbols <, >, < i2>.

a<b - aés més petit que b.

a>b - aés mésgran que b.

as<sb - aés més petit o igual que b.

a=b - aés més gran o igual que b.

Donats dos nombres enters, el més petit és el que esta situat més a l’esquerra en la

recta numerica:

Tots els nombres negatius son més petits que 0 i que qualsevol nombre positiu.

Donats dos nombres enters negatius, el més gran és el que té el valor absolut

més petit.
Exemples:
-3<+2 -8<-5 -1<0
+7 >-10 -6 >-10 +1>0
Exercici: Completa amb < 0 >
a)+3 ... +2 c)+8...... -5 e) -1.... +5
b)-7 ......-10 d)-6...-1 f)+1 ... -3

Operacions amb nombres enters
Suma i resta de dos nombres enters

Per sumar o restar dos nombres enters, seguim els passos seguents:

Traiem paréntesis fent servir la regla segiient:

+(+=+
-(-=+

+(—-=-
~(+=-

16
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Si obtenim dos nombres amb el mateix signe, sumem els seus valors absoluts i hi

escrivim aquest mateix signe.

Si obtenim dos nombres de signe diferent, restem els seus valors absoluts i hi

escrivim el signe del que té el valor absolut més gran.

Exemples:
1(3)+(2=-32=5 5.(+3) + (-2) =+3-2=+1
2. (+2) - (+10) = +2-10 = -8 6.(-2) = (-9) =-2+9 = +7
3.(-3)+(+2)=-3+2=-1 7.(-5) = (-7) = -5 +7 = +2
4. (-4) - (+6) =-4 -6 = -10 8. (+8) + (+2) = +8+2 = +10
Exercici:
a) (-5) + (+6) = c) (-5) + (-6) =
b) (+5) - (-6) = d) (+5) - (+6) =
Sol.: 1; 11; -11; -1

Propietats de la suma d’enters

Propietat commutativa: a+b=b+a - Exemple: (-3)+ (+5)= (+5)+ (-3)=-2

Propietat associativa: (a+b)+c=a+(b+c)

Exemple:
(+3)+ (-5)+ (-2)=(+3)+ €5)+ € 2= ¢ 3 ( £ 5F € 2)=—4
(-2)+(-2) *3FET)

Element neutre (0): a+0=0+a=a

Element simétric (I’oposat): a+(-a) =(-a)+a=0 - Exemple: (-3)+(+3)=0

Suma i resta de més de dos hombres enters

Per sumar o restar més de dos nombres enters, podem procedir de la manera seglient:

Traiem paréentesis fent servir la mateixa regla que en l’apartat anterior.

Si, després de treure parentesis, tots els nombres son del mateix signe, sumem

els seus valors absoluts i hi escrivim el mateix signe.

Si obtenim nombres de signes diferents:

o Sumem els valors absoluts dels positius i els negatius per separat. El

resultat seran dos nombres enters de signe diferent.

17
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o Restem els seus valors absoluts i hi escrivim el signe del que té el valor

absolut més gran.

Exemples:
1. (-3)+(-2) +(+10) - (+5) = (-8) +(-1) =-3-2+10-5+8-1 =+18 - 11 = +7

2. (-6) + (-11) — (+10) + (-2) = -6 — 11-10 -2 = -29

3. (+5) = (+5) = (-13) + (-20) = (+7) =+5-5+13-20-7=+18-32=-14

Exercici:

3) (8) = (1) + (-12) + (+5) - (+8) - (-4) =
b) (+3) - (-2) + (+11) - (-7) =
€) (+8) - (+6) - (5) + (-7) =

d) (+7) — (+16) + (-15) — (-20) + (+9) =
Sol.:a)-18 b)+23 )0 d)+5

Multiplicacioé i divisidé exacta de dos nombres enters

Per multiplicar o dividir dos nombres enters, seguim els passos seglients:

Multipliguem o dividim el seus valors absoluts per calcular el valor absolut del

resultat.

El signe del resultat el calculem aplicant la regla del producte de signes:
o Elresultat és positiu si els dos nombres tenen el mateix signe.

o Elresultat és negatiu si son nombres de signes diferents.

+3=+ +B=-
-F=+ -E=-
Exemples:
1. (-3)- (-2)=+6 4. (+4): (-2)=-2
2. (-6) - (+5)=-30 5. (-5): (-5)=+1
3. (+5) - (+5) = +25 6. (-15) : (-5) =+3

18
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Exercici:
a) (-10) - (+2) = d) (-36) : (-9) =
b) (-6) - (-4) = e) (-5) : (+5) =
c)(+3) - (-7) = f) (+6) : (-3) =
Nota:

- Per multiplicar i dividir, apliquem la regla del producte de signes.

- Per sumar i restar, escrivim el signe del que té el valor absolut més gran.

Compara els signes: Producte i divisié Suma i resta
(-3)- (-2)=+6 -3-2=-5
(-5) - (+7) =-35 5+7=42
(+40) : (+8) =+5 +40 +8 = + 48
(-5:(+1)=-5 5+1=-4

Propietats de la multiplicacid

Commutativa: l’ordre dels factors no altera el producte:
alb=blA - Exemple: (+3)-(-2) = (-2)-(+3) = -6
Associativa: la manera en qué agrupem els factors no altera el producte:

(alb)@=allble) — Exemple: [(+3)-(-2)] 0 4)= ¢ 3)] (-2)-(-4)

(-6)(-4) = (+3)U+8)
+24 = + 24

Distributiva de la multiplicacio respecte de la suma:
allb+c)=alb+alt — Exemple: (-3)[ -2)+ ¢-5)]= ¢ 3)-¢ 2F ¢ )« &
(-3):(¢+3) = 6y € 15)

-9 = -9
Element neutre (1): all=1[A=a

Treure factor comu

Quan en una serie de sumands hi ha un factor comi a tots ells, podem treure factor

comu, aplicant la propietat distributiva:
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Exemples:

(+10) + (=30 =(-5){+9
-20 = -20
2. -6+9-15= 31—2-*- 3 5
-21+9 = 3(-7+3
-12 = -12
Tots els sumands son multiples de 3.

1. (-5)4-2) +(-5)4+6) =(-5) }(-2) +(+8)]

Exercicis: Treu factor comlU i fes les

operacions per comprovar que es verifica

la igualtat.

a) 3(~1)+ 3~ + I(+9 =

b) -5+10- 15+ 25=

Multiplicacié de més de dos hombres enters

Per multiplicar més de dos nombres enters:

Multipliqguem els seus valors absoluts per calcular el valor absolut del resultat.

El signe del resultat esta en funcié del nombre de factors negatius:

o El resultat és positiu si hi ha un nombre parell de factors negatius.

o El resultat és negatiu si hi ha un nombre imparell de factors negatius.

Exemples:
1. (-3)(-2):(-6)-(+5) = -180
2. (-4)(+2)-(-2):(+2):(+3) = +96
3. (-5):(-2)-(-7)-(+1)+(-10) = +700

4. ()-(-)-¢(D-(D-(H=-1

Exercici:

a) (-3):(-3)-(+5)-(+5) =

b) (-1)-(+2)-(-8)-(+2)-(-10) =
c) (-7)-(-2)-(-7)-(-1)-(-10) =
d) (-10)-(-10)-(-10)-(-10) =

Sol.: a) +225; b) -320; c) -980; d) +10.000

Operacions combinades

Quan treballem amb operacions combinades, cal seguir l’ordre seglient:

Resolem els paréntesis i claudators.

Fem els productes i les divisions en l’ordre en qué es presentin.

Fem les sumes i restes.
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NOMBRES ENTERS

Exemples:

1. (3):(:2) + (-5)-(+6) + (+3)-(-4) =
+6 + (-30) + (-12)=
+6-30-12 = +6 - 42 = -36

2. 3+2(-5)—4{4-8(+3-5-5] =

3+2:(-5)— 4[4 -8:(-2)- 5] =
3+2:(5)—4[4+4-5]=
3+ 2:(-5)— 4:(+3) = 3-10 -12 =3 — 22 = -19

3. 5-[(:3+(E2(N+(H]+10=
5-[(+(-2+(-5)]+10=
5-[-3-2-5]+10=
5-(-10) +10 =5 +10 +10 = +25

4., 4-12: [ (-3) + (+2)-(-1 + 10:(-2):(-5) ) + (-3) ] + 10 =
4-12:[(-3)+ (+2)-(~11+1)+(-3)]+10=
4-12:[(-3)+(+2).0+(-3)]+10=
4-12:[(-3)+0+(-3)]+10=
4-12:[-3-3]+10=

4-12:(-6) +10=4+2 +10 = +16

Exercicis:

a)5+2:(-3) - (2- 4):(+2) =

Sol.:0

b) 8-5- [(+4) + (-7)-( -1 + (- 8):(+4))] =

Sol.: -117
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Nota: Si entre un nombre i un paréntesi o entre dos paréntesis no hi ha cap signe, se
sobreentén que hi ha un signe de multiplicacié (-) :

3(2+5) = 3-(2+5) (5+2-10)(4+5)= (5+2-10)- (4+5)

Multiples i divisors en el conjunt dels nombres ent ers
Les definicions de multiple i divisor que hem donat en ’apartat de Nombres naturals

s’amplien al conjunt dels nombres enters:

Donats dos nombres enters, ai b (amb b#0), diem que a és multiple de bi b és divisor

de asi a=nlb, en qué n és un altre nombre enter.

Aixi, per calcular multiples i divisors de nombres enters hem de tenir en compte els

multiples i divisors negatius:

Exemples:

1. Mlltiples de 2 - +2, -2, +4, -4, +6, -6, +8, -8...

2. Divisorsde 12 - +1, -1, +2, -2, +3, -3, +4, -4, +6, -6, +12, -12.
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EXERCICIS: NOMBRES ENTERS

6. Dibuixa una recta numerica i representa-hi els nombres enters segiients:
-5, +7, +2, -7, +3, -2, -10

7. Ordena de menor a major els nombres seguents:
+3, -4, -3, -1, +9, -6, +1, -8, -21

8. Comprova graficament (representant els nombres en la recta numerica) exercici
anterior.

9. Completaamb < o >:

a)-1.. +2 b) +8 ...... +5 c)-6 ... +5 d) +8 ...... 0

e) +7 ...... -12 f)-1... -5 g) -10 ...... -4 h) -9... 0
10. Calcula:

a) [F2] = b)(+8| = )7 = d)12| =

e) op(-2) = f) op(+8)= g) op(+7) = h) op(-12) =

11. Calcula el valor de x. Déna tots els resultats possibles:
a) (x|=3 X = b)[X|=5 X =

c)x-5/=3 X = d)x+2|=10 X =
23



EXERCICIS: SUMA | RESTA DE NOMBRES ENTERS

Efectua les sumes i restes seguents:
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EXERCICIS: OPERACIONS AMB NOMBRES ENTERS

Operacions amb enters 1
Efectua les operacions seguents:

1. a) (-3)+(-5)=-3-5=-8 2. a) (-3)+(-11)=
b) (-3)-(-10)= b) (-9)+(+11)=
c) (-11)-(+6)= c) (+7)-(+3)=
d) (+11)-(+16)= d) (+6)+(-10)=
e) (+3)+(+3)= e) (-17)+(-15)=

f) (+8)+(-10)= f) (-21)-(+3)=
g) (-8)-(-15)= g) (-3)+(-4)=
h) (+6)-(+12)= h) (+8)-(-2)=
i) (-13)+(-18)= i) (-10)+(-6)=
) (-3)+(-3)= 3) (-10)-(-1)=
k) (-3)+(+5)= k) (-1)+(-5)=
) (+9)+(-7)= ) (-3)+(+1)=
m) (-2)+(+2)= m) (+4)+(+5)=
n) (-4)+(+7)= n) (-12)+(-5)=
0) (+3)+(-9)= 0) (-12)-(-3)=

3. a) (-3)+(-5)—(-2)+(+10 - (+ 1§+(- 3=

b) (1) +(+9)-(+6)+(-9 =

4. a)(-8){-8)= b) (-1)1{-8)=
d) (-2){f+9) = e) (-7){+4)=
g) (-5){+7)= h) (+5) (-1 =
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EXERCICIS: OPERACIONS AMB NOMBRES ENTERS

. a)-5+(-3)-2)- 2 8- 512+ )+

b)(-5)({+8)~(-3 -9~ (+ 4+ §-(+ 13 (- =

c) 2-(2-50+&f+ 6(- )=

d) 5-20B+(-60 (+9=

e) 2-(-3+4-1+ 2+ 3 2[ ¥ 2- §]=
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EXERCICIS: OPERACIONS AMB NOMBRES ENTERS 2

Operacions amb enters 2

Efectua les operacions seguents:

1. a) (+16)+(-4) - (-3 -(+19-(+ 15+ (- 1=

b (+12)+(+)~(+9+(-9 =

2. &) (-7)(+9)= b) (-2)({-21) =
@) (-1)(+9)= o) (-7){-9)=
3. &) (-8) -9 (-1 (-2 =

5. a) 5+(-3)[{+2)- 28+ 51 )~ B5

b) (+5)({+9)~(-2) (-2~ (+4HU-9-(- 13 (- §=

c) 2-(2-15:3- 4{ 16- 5- P =
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EXERCICIS: OPERACIONS AMB NOMBRES ENTERS 2

6. a)-3+26- 2A]-5 3(-3- ¢ 10)(- 2|=

o)-4fs-4+)- af-2 ] 20 o 2 pr 1=

c) [(-18):(~6)J w12+ [ (- 9~ 3~ }] €+ 1p=

d)-30(-8)-(-39-(-9+(-9] {+3=

e) 2[7-10+ 4[@— 513~ 7{- ﬂ:

f) —(-4+2-10+ 25- §- 6@ 2 15(- 2 34~ W )§:
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SOLUCIONS: NOMBRES ENTERS

Nombres enters

1.

-10 -7 -5 -2 0 +2 +3 +7

2. 21<-8<-6<-4<-3<-1<+1<+3<49

3.

-21... -8 -6 -4 0 +1 +3 +9

4, a)< b)> ¢)< d)> 5.a)2 b) 8 c)7 d) 12

e)> f)> ¢g)< h)< e) +2 f) -8 g) -7 h) +12
6. a)3i-3 b)5i-5
c)8i2 d)8i-12

Suma i resta de nombres enters
1.-4-5=-9 18.-31-5=-36 34.+10- 4=+6 51.-14+3=-11
2.-8+5=-3 19.-25+5=-20 35. +34-5=+29 52.-19-6=-25
3.-14+5=-9 20.-12-16=-28 36.-9-3=-12 53.-8 + 25 = +17
4.-10-6=-16 21.+8-10=-2 37.+8-15=-7 54.+3+5=+8
5.-24-5=-29 22.-3+7=+4 38. +16 + 5= +21 55.+3-5=-2
6.+20-5=+15 23.-11-9=-20 39. +16 - 5= +11 56.-3-5=-8
7.+4+5=+9 24.-2-5=-7 40.-16-5=-21 57.-3+5=+2
8.-13-5=-18 25.+13 -6 = +7 41.-16 +5=-11 58. +6 + 26 = 32
9.+4-15=-11 26.-15-17 =-32 42. 421 -25=-4 59. +19 + 35 = +54
10. +4 -12 = -8 27.+36-5=+31 43. +36 + 8 = +44 60. +13 - 45 =-32
11.-9+5=-4 28.-8+5=-3 44, -12 -7 =-19 61.-41-51=-92
12.-10-5=-15 29.-4-2=-6 45, +4 - 11=-7 62. +41 -51 = -10
13. 46 -1 = +5 30. +17 - 16 = +11 46.+6 -5=+1 63.-41+5=-36
14, -14 +21 = +7 31.-15-18=-33 47. -10-5=-15 64.+10-10=0
15. +24 - 15 = +9 32.+24 - 11= +13 48. +23 - 11 = +12 65.+10-10=0
16. -7 +12 = +5 33.-3-19=-22 49.-13 + 25 = +12 66.-14 - 5=-19
17. -4 +18 = +14 50.4+9-15=-6
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SOLUCIONS: NOMBRES ENTERS

Operacions amb nombres enters

1.
a) -8
b) +7
c) -17
d) -5
e) +8
f) -2
g) +7
h) -6

4. a)+64
d) -18
g) -35

5. a)+5
d) -30
g) -3

i) -31
j) -6
k) +2
1) +2
m) 0
n) +3
0) -6

b) +8
e) -28
h) -55

b) +3
e)+3
h) -11

2.

c) +20
f) -63
i) -48

c)-5
f) -8
i) +4

a) -14
b) +2
c) +2
d) -4
e)-32
f) -24
g) -9
h) +10

Operacions amb nombres enters 2

6.
a) -24
b) -2
c) +8
d) -16

a) +176
b) -120
c) +144
d) -216

5.

a)-54  b) +66

c) -79

2.

a) -56

d) -9

a) +5
d) -20

a) +15

30

i) -16
j) -9
k) -6
1) -2
m) +9
n) -17
o) -7

5. a) -160

b) +180
c) -126

7. a) +6
b) -66
c) +43

b) +42 c) +54
e) +63 f) -48

b) +1 c) -50
e) -6 f) +14

b)-20 c¢)-1  d)+1

a) -15
b) -3

c) +16
d) -19
e) -26

d) -125
e) +27

d) -23
e) -94

e)0

f) -38



SOLUCIONS: NOMBRES ENTERS

Solucions dels exercicis de teoria

Valor absolut

0=6 1= 4= |rg= <

Oposat

a) Op(+8) = -8 b) Op(-9)=+9

Comparacio de nombres enters

a) +3>+2 c)+8>-5 e) -1<+5

b) -7 >-10 d)-6<-1 f) +1>-3

Multiplicacions i divisions

a)-20  b)+24 c) -21 d)+4 e)-1 f)-2

Treure factor comu

a) 3f(-1)+(-3+(+4]= ¢ b) 5f-1+2-3+§=C
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NOMBRES RACIONALS.

3. NOMBRES RACIONALS

Fraccions

o . . a s s
Una fraccié es una expressio del tipus E’ en que ai b son nombres enters, amb b#0,

anomenats numerador i denominador respectivament (a = numerador i

denominador).
numerador

denominadol

Concepte de fraccio

Una fracci6 pot representar:

- El quocient entre dos nombres enters:

a . s
E expressa el quocient o divisio de aentreb - a:b

b:

Exemples:
1=O,5 §= 0,75 —5= 1,25 ——5=— 1,666... iZ
2 4 4 3 3

El resultat del quocient s’anomena expressio decimal de la fraccidé i pot ser un

nombre enter o un nombre decimal.

Si el numerador és més petit que el denominador, el quocient és més petit que 11 la

fraccié s’anomena propia.

Si el numerador és més gran que el denominador, el quocient és més gran que 1 la

fraccio s’anomena impropia.
- Una part de la unitat:

a .
— pot representar una part de la unitat.

El denominador indica el nombre de parts iguals en que dividim la unitat, i el

numerador indica el nombre de parts que volem destacar.
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NOMBRES RACIONALS.

Exemples: (Completa els dos Gltims)

Fraccio Part de la unitat Expressié decimal | Propia o impropia
1 0,5 propia
2
3 0,75 propia
4
5 . <
e 1,25 impropia
4
9 3 impropia
3
2
5
!
3

- L’operador d’un nombre:
Per calcular % d’un nombre, dividim

multipliquem per a.

el nombre entre b i el

resultat el

Exemples:

1. %de 24 - 2414=6 6-3=18 - (%de 24) =18

2. 2de12 - 12:3=4 4.5=20 - (2de12j=20

Exercici: Calcula:

Ede24 5
3

Ede16 N
2
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NOMBRES RACIONALS.

Nombre mixt

Si descomponem una fraccioé impropia en la suma d’una part entera i una fraccio propia,

obtenim un nombre mixt. S’expressa com c+% 0 com c%, en que c és la part entera i

% és la fraccio propia.

Per calcular el nombre mixt, fem la divisio de la fraccié impropia; el quocient sera la

part entera del nombre mixt i el residu sera el numerador de la seva part fraccionaria.

Per transformar un nombre mixt en una fraccié impropia, multipliquem Uenter pel

denominador i sumem el resultat al numerador. El nombre obtingut sera el numerador

de la fraccio impropia.

Exemples:
1_ 5-3:3_2 23 |7 32:21-'-2:&:
- 7 7 2 3 7
25 | 4
L Bogl B (1 21 2
4 4 4 4 4

Exercici: Passa de fraccié a nombre mixt i viceversa:

a)gz b)2§=
4 5

Representacié d’una fraccio sobre la recta numeérica

Per representar una fraccié sobre una recta numeérica, procedim com s’indica en

’exemple segiient. Si la fraccid és impropia, U’expressem previament com un nombre

mixt per representar-la facilment.

3.5 ..
Exemples: Representa -— i — sobre la recta numeérica.
4

3

1

'—\
Nlw ¢

o

H

1
[
w
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NOMBRES RACIONALS.

Fraccions equivalents

. a.c , . .
Dues fraccions B i a son equivalents si ald =b[¢.

Si dues fraccions son equivalents, els resultats dels seus quocients son iguals (tenen la

mateixa expressio decimal) i representen la mateixa part de la unitat.

Exemples: Les fraccions segiients son equivalents:
Fraccié Parts de la unitat Expressio decimal ald =bl¢

1

- 9 = 1 2

> 1:2=0,5 2% 1=
2 4

2 24=0,5 1:3’_,1[5:352

4 2 6
2 3

3 3:6=05 —=— - 206=34

6 ’ 4 6

Per trobar fraccions equivalents a una fraccioé donada, es pot fer:

Per amplificacié: multiplicant el numerador i el denominador de la fracci6é per

un mateix nombre enter. Es poden calcular infinites fraccions equivalents.

Per simplificacio: dividint el numerador i el denominador de la fraccié per un

mateix nombre enter, que sigui divisor com( de tots dos.

Exemples: Calcula fraccions equivalents a la donada:

13 6 9 12 15 18 260 30 20 15 10 ¢t
4 812 16 20 24~ 24 128 6 4 2
(per amplificacio) (per simplificacio)

Exercici: Calcula 5 fraccions equivalents a la donada:

a)— -

(per amplificacio)

120
b) == -
180

(per simplificacio)

Nota:

Donada una fraccio, podem trobar infinites fraccions equivalents a aquesta.
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NOMBRES RACIONALS.

Reduccié a denominador comu

Reduir a denominador comi dues o més fraccions és trobar fraccions equivalents a

aquestes que tinguin el mateix denominador. Per fer-ho, seguim els passos seglients:

- Calculem el minim comi mdultiple dels denominadors, el qual sera el
denominador comu.

- Calculem els numeradors perque les fraccions siguin equivalents, és a dir,
multipliquem el numerador de cada fraccio pel nombre pel qual es multiplicaria
el denominador per trobar el denominador com( (perque siguin equivalents s’ha

de multiplicar el numerador i el denominador pel mateix nombre).

Exemples: Redueix a denominador comu:

1.

Alw
o|r

9 2 {4 [(B= 12 - multipliqguem el numerador i denominador de la primera fracci6 per 3.

12" 12 |6 [2 = 12 — multipliqguem el numerador i denominador de la segona fraccié per 2.

mc.m.(4,6)= 12

[ad

5015= 75— multipliquem el num. i denom. de la primera fracci6 per 15.
4 2 45 20 6

- — — —

3
-, , y 150b= 75— multipliquem el num. i denom. de la segona fraccio per 5.
5 15 25 75 75 75

25[B= 75— multipliquem el num.idenom. de la tercera fraccio per 3.

mc.m.(5,15, 25)= 7t

Exercici: Redueix a denominador comu:
7
0

a)

G

| o

b) Lk

"1
3
8

N

4 2

12 24

<)

Slew =

Fraccio irreductible i simplificacié de fraccions:

Una fraccio és irreductible quan el numerador i el denominador no tenen cap divisor
comu (son primers entre ells).
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NOMBRES RACIONALS.

Simplificar una fraccié és trobar la fraccié equivalent irreductible. Es pot fer de tres

maneres:

Dividint el numerador i el denominador per divisors comuns fins que ja no

tinguin cap divisor comda.

Dividint el numerador i el denominador pel maxim comu divisor d’ells.

Factoritzant el numerador i el denominador i eliminant els factors comuns.

Exemples:

1. Simplifica =22
36

45_9_3

270 54 Ts_g

270= 213
45

~ 270 270:45 |6

EB} mcd. (45,270 305 4

45:45 |1

1r metode: 2n metode: 3r metode:
120= 2 031
- = = =|— 36:22[[§ on ZDéDé@_S_E
3% 18 9 | 3 36
120 _ 120:12 .
T 36 36:12 | 3
2. Simplifica —
270
1r métode: 2n metode: 3r metode:
45=FH

45 BREE
270 2088 BB

6

Sol.; 12
7

e e 120 _ .
Exercici: Simplifica ?) fent servir els tres metodes.
- 4

Comparacio de fraccions

En general, si una fraccio és posi

tiva:

- Com més gran és el seu numerador, més gran és la fraccio.

- Com més gran és el seu denominador, més petita és la fraccio.

Per comparar dues fraccions positives:

Si tenen el mateix denominador, sera més gran la que tingui el numerador més

gran.
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NOMBRES RACIONALS.

Si tenen el mateix numerador, sera més gran la que tingui el denominador més

petit.

Si tenen denominador i numerador diferents, les reduim a denominador comu

per comparar-les, o bé fem el quocient:

Si les fraccions no son totes dues positives, les comparem de la mateixa manera que

comparem nombres enters.

Exemples:

. . 3 7
1. Mateix denominador: —<—
4 4

. 3 3
2. Mateix numerador: —<—

5 2

3. Numerador i denominador diferents:

34 15 16 15 16 3 4
S - L=, =5 <= Z=0,75< —=0,¢
4’5 20020 20 20 4 5

Operacions amb fraccions
Suma i resta de fraccions

Per sumar o restar fraccions amb el mateix denominador, sumem o restem els seus

numeradors i deixem invariant el denominador. Si el resultat obtingut no és

irreductible, el simplifiquem.

Exemples:
1, 3,124 2, 3,7-10.5 3, 8.2.6.3
5 5 5 4 4 4 2 4 4 4 2

Per sumar o restar fraccions amb diferent denominador, reduim les fraccions a
denominador comU i les sumem o restem com en el cas anterior. Finalment,

simplifiquem el resultat obtingut.

Exemples:

3 1_27_2_|25
1, =-—= =] mcm.(4,18)= 3¢
4 18 36 36 |36

1,7 _2 1,7 _30, 5, 7 _ 42 | 14
2. 2+ —+—=—+ = +—_—+—+—:—: m.c.m.(1, 3,15)= 1t

- 3 15 1 3 15 15 15 15 15

2
Nota: Tot nombre enter el podem expressar com una fracciéo de denominador 1: 2=—
1
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NOMBRES RACIONALS.

Exercicis:
1 3 1_

a) —+——-—-=
8 4 6

1 2 5

—_——— -t —=

10 15 9

11, 19 13
c)—+t———=

12 45 18

17 47 37
Sol.:a)— b)— «¢)—
24 90 60

Multiplicacié de fraccions

El producte de dues o més fraccions és una altra fraccié que té per numerador el

producte dels numeradors i per denominador el producte dels denominadors. Per

calcular el signe de la fraccié resultant, apliquem la regla del producte de signes.

ac_al

bd b

Exemples:
1 52.52_10_5 2 5f-9). %5_3

4 3 4B 12 6 3 10 30 2
Nota: El resultat final s’ha de simplificar sempre que no sigui irreductible.
Exercici:
a) ZB?: b) EGZ =

23 3 6

Sol.: a)Ag b)3—5
3 18

Divisié de fraccions

El quocient de dues fraccions és una altra fraccio que té per numerador el producte

del numerador de la primera fraccio pel denominador de la segona, i per denominador,

el producte del denominador de la primera pel numerador de la segona. A la practica
diem que multipliquem en creu:

a.c_ad a x c_al
b d bl b d ble
Exemples:
1.5.13_3 ,, 8.3_80_16
— 4'3 4 20 = 510 15 3
Nota: El resultat final s’ha de simplificar sempre que no sigui irreductible.
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NOMBRES RACIONALS.

Exercicis:

e b
R )

1
9

Wl

sol.: a)20 b)3
63

A vegades, quan fem un producte o divisi6 de diverses fraccions, és convenient
simplificar abans de multiplicar.

Exemples:

4.16_405 ZHAEE 5

915 on6 dBA A 12

5 7 18 518 A A RBRE
e ngﬂsgh_ 12715114 208 B K ef

Exercicis:

28 21
a) —I—=
5 25

1
4

18
b _B4_2|32_5:
10 45 27

20 14
Sol: a)— b)—

3 9
Si tenim el quocient de dues fraccions expressat com una fraccié en que el numerador i

el denominador son alhora dues fraccions, podem expressar-ho com un quocient i
procedir com abans, o aplicar la segiient regla practica:
—»> a

b:l _ald _productedels extrems
c bl¢ producte dels mitjans

L » d
Exemples:

2 3
§ 2612 4 3_1_3]2_6
§ 36 15 5 § E 15 ¢t
6 2 2

Operacions combinades

Quan fem operacions combinades amb fraccions, cal respectar la jerarquia de les
operacions:

Resolem els paréntesis i claudators (es comenca pels que hi ha més endins i es
continua cap a fora).
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NOMBRES RACIONALS.

Fem els productes i les divisions en l’ordre en quée es presentin.

Fem les sumes i restes.

Convé anar fent les operacions a banda i simplificar cada resultat parcial.

Quan hi ha operacions en el numerador i en el denominador d’una fraccio, les resolem

per separat i fem el quocient de les dues fraccions resultants.

Exemples:
1. Operacions:
3 8 3 5 12 3 1
1[6 3) 1p 1 2-—=—-—=— PO
“g2-2 i 2 4 4 4 4 6 3 12 ¢
S 4)_54_4_4_1 1 4 1 5
1.2 1 5 20 5 l+—=—+—=—
I+—:1—  1+— — 4 4 4 4
6 3 4 4
2. Operacions:
2.10_18_3 I
2:10+8[€1_1)_1 3,831 3,51 3’9 30 5 4 4 4 ¢
3 9 3\ 4 _5 34 _5 - 13 3 1 6 2 18 9
1.3.6.2 1.9 SE=—=- i =T=s
-2 =2 35 15 5 53 10 5
35 53 5 5
8 3 24 1 9
—F=—=2 —_——_— = -
34 12 5 5
3 3 3 8
SH2-1="41="4 "=
5 5 5 5 5
Exercici:
(3_4j[2_3:
2 5 5 4_
i+1
10
6
Sol: —
11
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Nombres decimals

Quan calculem Uexpressié decimal d’una fraccid, el resultat pot ser un nombre enter o

un nombre decimal. Si el resultat és un nombre decimal, es poden donar tres casos:

Que sigui un nombre decimal exacte, és a dir, que tingui un nombre limitat de

xifres decimals.

Que sigui un nombre decimal periodic pur, és a dir, que tingui un nombre

il-limitat de xifres decimals que es van repetint periodicament. El grup de xifres

decimals que es repeteix s’anomena periode.

Que sigui un nombre decimal periodic mixt, és a dir, que tingui un nombre

il-limitat de xifres decimals, algunes de les quals (no totes) es van repetint

periodicament. El grup de xifres decimals que no es repeteix s’anomenen

anteperiode i esta situat davant del periode.

Exemples:

1 . 3 .

Z =0, 25 - Decimal exacte. g =0, 375 - Decimal exacte.

3 ) 2 < 3 . .

E =1,5 - Decimal exacte. ; = 0,285714- Decimal periodic pur.

10 - . s 15 . o

E =3,33333..= 3,3- Decimal periodic pur. E = 1,363636..." 1, 36Decimal periodic pur.
1 > . N 13 -~ . e

E =0,16666..= 0.16- Decimal periodic mixt. E = 1,08333=. 1,08Pecimal periodic mixt.

Fraccio generatriu (pas de nhombre decimal a fraccié)

Tot nombre decimal exacte o periodic el podem expressar per mitja d’una fraccid

irreductible que anomenem fraccié generatriu.

Calcul de la fracci6é generatriu d’un nombre decimal exacte

La fraccio generatriu d’un nombre decimal exacte és equivalent a una fraccio que té

per numerador el hombre decimal sense la coma i per denominador un 1 seguit de tants

zeros com xifres decimals tingui el nombre.

Exemples:
75 3 18 9 123
1. 0,75=—=— 2.18=—=— 3. 0.123=——
100 4 10 5 1000

Nota: Hem de simplificar, sempre que sigui possible, ates que la fraccio

generatriu és irreductible.
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Calcul de la fraccié generatriu d’un nombre decimal periodic pur

Per calcular la fraccié generatriu d’un nombre decimal periodic pur, procedim com

en els exemples:

—

Exemple: Calcula la fraccio generatriu de 1,§ ide 0,123:

Passos a seguir

1,3

0,123

Anomenem X el nombre decimal

x=1,3=1,3333333...

x=0,123= 0,123123...

Multipliquem X per un 1 seguit de tants
zeros com xifres té el periode, per obtenir
un nombre amb la mateixa part decimal

que X.

10x =13,333333...

1000 x =123,123123...

Restem els dos nombres anteriors. Com

que tots dos nombres tenen la mateixa

10X =13,3333333...

1000 x =123,123123...

- X =1,33333333... - x=0,123123...

part decimal, el resultat sera un nombre
enter. 9Xx =12 999 x =123

12 4 123 41
Aillem la x i simplifiquem. X=—=— X=——=

9 3 999 332
Fem el quocient per comprovar que es . 41:333= 0,123
correcte. 4:3=13

Calcul de la fraccié generatriu d’un nombre decimal periodic mixt:

Per calcular la fraccié generatriu d’un nombre decimal peridodic mixt, procedim com

en els exemples:

Exemple: Calcula la fraccio generatriu de 1,1% i de 1,254

Passos a seguir

1,16

1,254

Anomenem X el nombre decimal

X =1,16= 1,1666666...

X =1,25454545454...

Multipliqguem X per un 1 seguit de tants
zeros com xifres té l’anteperiode, per
obtenir un nombre decimal periodic

pur.

10X = 11,666666...

10X = 12,545454...
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Multipliquem X per un 1 seguit de tants
zeros com xifres tenen el periode i
’anteperiode junts, per obtenir un
altre nombre amb la mateixa part

decimal que ’anterior.

100 X = 116,66666...

1000 X = 1254,545454...

Restem els dos nombres anteriors. Com

que tots dos nombres tenen la mateixa

100 X = 116,666666...

1000 X = 1254,545454...

- 10X = 11,6666... - 10x = 12,545454...
part decimal, el resultat sera un
90x =105 990 X = 1242
nombre enter.
Aillem la x i simplifiquem. X :£5:_7 X =&42:E3
0 6 990 55
Fem el quocient per comprovar que és ~
correcte. 7:6 = 1,16 69:55=1,254
Exercicis: Calcula la fraccio generatriu de:
a) 25,5 b) 1,8 c) 0,72
d)0,416 e) 1,185 £)0,159C
51 17 8 5 32 7
Sol: a)— b)— ¢)— d)— e)— fH—
2 9 11 12 27 44
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Nombres racionals

Un nombre racional és el conjunt format per una fraccid i totes les seves fraccions

equivalents. Per tant, diverses fraccions equivalents representen el mateix nombre
racional. Se sol prendre com a representant del nombre racional la fraccié irreductible

o la seva expressio decimal:

Exemple:
= £, = = =, } és el nombre racional representat per 1 d’expressio decimal 0,25.
4 8 12 16 20 4

Per simplificar, diem el nombre racional % o el nombre racional 0,25.

Aixi doncs, tot nombre racional es pot expressar en forma de fraccio.

El conjunt de tots els nombres racionals el simbolitzem amb la lletra Q.

Nota:
Classificacié dels nhombres racionals

La calculadora arrodoneix
’Gltima xifra dels nombres

Naturals (N)ex. 5; 2; 15) periodics que li cap a la
Enters (2) EIO pantalla. Exemple:

Enters negatiugx. -5; -10; -8)

Decimal exactéex. 3,5; 1,261; 2,1)

=16

w o

Racionals (Q)
El resultat que doéna la

(fraccions) Decimal _ ... |pur(ex. 3,2: 2,/55) calculadora és:
Decimal periodie” — = _ ~
mixt (ex. 8,51; 0,2532 1,666666667
Exemple: Classifica els nombres segiients:

a) ig" — Racional, decimal periodic pur. g) 3, 35- Racional, decimal periodic mixt.
b) —% — Racional, decimal periodic mixt. h) 9,161616- Racional, decimal exacte.
c) 1—5"‘)’ - Racional, decimal exacte. i) 3,212121.. Racional, decimal periodic pur.
d) —% — Racional, enter negatiu. j) %5 — Racional, enter, natural.
e) 9,25356284542, Racional, decimal exacte.
f) 3,1256256256. - Racional, decimal periodic mixt.
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Exercici: Classifica els nombres segluients:
4
a) ——
) 5

b) 2
11

c) 1—61

d) 3,8546953215
e) 3,3

f) 4,555

g) 9,253

h) 3,111...

m) 541,35222.
n) 8,45

/N
0) 3,521

10
p)2
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EXERCICIS: NOMBRES RACIONALS

1.

Completa el quadre:

Fraccio Parts de la unitat Expressio decimal | Propia o impropia

3
5
8
3

Calcula:

a)§de25= b)§de15= c)Ede16=
5 3 4

Passa de fraccié a nombre mixt o viceversa:

a) 32= b) 6= =
5 11

d)1_2= e)2_5:
5 6

Representa els nombres segiients en la recta numerica:

_5.3._.10 9
4’2" 3’2

Calcula 5 fraccions equivalents a la donada:

a) 4 - b) 150 -
7 360
(per amplificacio) (per simplificacid)
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EXERCICIS: NOMBRES RACIONALS

6.

7.

Redueix a denominador comu:

Simplifica les fraccions segiients, fent servir els tres métodes que coneixes:

Fraccioé 1r métode 2n meétode

3r métode

150
60

16
80

252
70

8. Compara les fraccions seglients, sense fer el quocient:
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EXERCICIS: NOMBRES RACIONALS

9. Efectua les sumes i restes seguents. Simplifica el resultat:

a)l—}: b)}+§:
4 8 3 2
1 4 1 4
) (o d) -2 - =
40 35 2 3
25 3 3_2_
R ) =
6 2 10 15
3 5 4 3 2
g) ——— = hy—-—+=-=
20 12 5 10 15
5 3 1 7
iy———+———=
2 4 6 8
4 2 1
) =t——=2=
25 15 2
9. Efectua els productes seglents. Simplifica el resultat:
a) §|£: b) Eﬁ:
4 5 6 5

C) —§ +—2 = d) —l —E =
4 15 7 2
10. Efectua els productes seguents. Simplifica abans de fer el producte:

o 3815
45 9

by 25:20014

6 77 15

(DD
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EXERCICIS: NOMBRES RACIONALS

11. Efectua les divisions seguents. Si ho creus convenient simplifica abans de fer la
divisio:

a) §:2_5: b) E:
4 2 3

o[£ o[22

12. Calcula i simplifica:

wg‘\l#
I
K2

c) 3:(-E+Ej+(-_1j:(+_7j-_7@3@_4—
4 8 5 15/ 2 2 2

=
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SOLUCIONS: NOMBRES RACIONALS

a)

4 8 12 16 2«

7 14" 21 28 3¢

51

Solucions
1.
Fraccio Parts de la unitat Expressio decimal Propia o
impropia
3 0,6 Propia
5
5 0,714285 Propia
7
7 -
— 1,75 Impropia
4
§ 2,% Impropia
3
2. a)15 b) 40 c) 20
3. a)l—7 b)@ c)f’ d)2Z e)41 f)4§
5 11 8 5 6 8
4,
101 51 3,1 9,1
3 3 4 4 2 2 2 2
| _—" | - . -
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

75 50 25 30 5

180" 120 60 72 1.



SOLUCIONS: NOMBRES RACIONALS

8 5 21 2 45 270 48 17¢
6. a) o b) R R T C) ’ )
30 30 18 18 18 300 300 30(
, 150_5 16_1 252 1t
60 2 80 5 70 5
8 a)g<—5 b)§>—5 C)E<§ d)§>f
3 3 3 4 5 3 3 5
1 17 5 11
9. a) - b) — c) —— d) —— e) ——
) ) 6 ) 56 ) 6 ) 3
4 19 25 31
-— h) — i) — -—
) 15 ) 30 ) 24 ) 150
10. a) b) = A d) +>
5 2 10 14
11. a) 2 b)5—O c)i d)E
33 18 45
12. a) 1 b) 16 ) +1—5 d) 1
10 21 11 16
13. a) 4 b) 5 ) 2
5 35 3
14. a) 3 b) 3 C) 520 d) i
2 5 21 40
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SOLUCIONS: NOMBRES RACIONALS

Solucions dels exercicis de la teoria
Concepte de fraccié

2 0,4 | Ppropia
5
7 . -
7 23 impropi
3 a
Ede24_.16 Ede16_.40
3 2

Nombre mixt

a) —=41 b)2§=E
4 5 5

Fraccions equivalents

a)z 4 6 8 10 12 120 60 40 30 24 1
5 10 15 20 25 30 180 90 60 45 36 1

Reduccié a denominador comu

2 7 4 21 5
)=, — - — b) =,
15 10 30 30 4

10 3 4 3 4 2 18 40 10

- ___—)_’_

8' 8 8 20" 12 24 120 120 12

o lw
N

Classificaciéo de nombres racionals

a) Racional, decimal exacte.

b) Racional, decimal periodic pur.
c) Racional, decimal periodic mixt.
d) Racional, decimal exacte.

e) Racional, decimal periodic pur.
f) Racional, decimal exacte.

g) Racional, decimal periodic mixt.
h) Racional, decimal periodic pur.
i) Racional,enter negatiu.

j) Racional, decimal periodic pur.
k) Racional, decimal periodic mixt.
) Racional, decimal periodic pur.
m) Racional, decimal exacte.

n) Racional, decimal periodic pur.
0) Racional, decimal periodic pur.
p) Racional, enter, natural.
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4. NOMBRES REALS

Nombres irracionals

Diem que un nombre és irracional si no es pot expressar en forma de fraccid.

Els nombres irracionals son nombres decimals il-limitats (amb infinites xifres decimals)

no periodics.

El conjunt dels nombres irracionals es representa amb la lletra I.

limitats
. .. ..|Purs —————» Racionals
Nombres decimals. . . Periodics
il-limitats Mixtos
No periodics » lrracional

Exemples de nombres irracionals

* Qualsevol arrel no exacta (el resultat de la qual no sigui un nombre enter):

Exemples:
1. a) V2 =1,414213562. b)~/3 = 1,73205808. c)
J5 = 2,236067977.

2. La diagonal d’un quadrat de costat 1 és J2 (aplicant el teorema de Pitagores:

d=+1+2 =\/_2). Per tant, la longitud de la diagonal d’un quadrat és un
nombre irracional.

V2

e El nombre 1T
7T=3,141592654.

El nombre 1 és la rao entre el diametre d’una circumferéncia i la seva longitud:

=1
d

54



NOMBRES REALS.

* El nombre d’or (0o nombre auri):

1++/5

2

b =

=1,618033989...

e El nombre e:
e=2,718281...
* Qualsevol nombre il:-limitat no periodic:
Exemples: 0,01001000100001...

5,23655258913125...

Nombres reals

El conjunt dels nombres reals esta format per la unié dels nombres racionals i els

irracionals. El representem amb la lletra R.

El conjunt dels nombres reals inclou tots els conjunts que hem estudiat fins ara: els

racionals, enters i naturals: NOZOQOR

R

I Q

Classificacié dels nombres reals

Naturals (N) (exemples=+3; +10
Enters(Z)<EIO

Enters negatiusekemples: -3; -10)

Nombresreals (R) Racionals(Q) Exactes €xemples: 3,51; 0,6)

~ ™~
Decimal Purs éxemples: 3,5; 0,63
Periodic ¢ P _ ])/\
Mixtos (exenples:3,51; 0,162

Irracionals(l) (exemplesr, 0,623544582..5/ 7; e)
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Exercici: Classifica els nombres seglients:
- o -2
a) —-3,5231... i)
11
b) 5,21111... i) %
1
c)= k) 7+3
) 5 )
d) 5,1549122136 ) &+
e) 1,2 m) -5
f) —/3+1 n) 24
4
g) V9 0) 2
4
h) 1,333... p) V10

Nota: En llenguatge matematic escrivim:
o XQ - x pertany al conjunt dels nombres racionals — Xés un nombre racional.

o XQ - xno pertany al conjunt dels nombres racionals — Xés unnombre irracional.

La recta real

La recta real és una recta on estan representats tots els nombres reals. El conjunt dels
nombres reals es correspon amb els punts de la recta, de manera que a cada punt de la

recta li correspon un nombre real i a ’inrevés.

Representacid en la recta de nombres irracionals

Els nombres irracionals també els podem representar sobre la recta real.

Els nombres irracionals que son radicals quadratics es poden representar sobre la recta

utilitzant metodes geometrics.

Per representar una arrel quadrada no exacta, construim un triangle rectangle de
manera que la longitud de la seva hipotenusa sigui igual al nombre que volem

representar.
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Exemples:

1. \/§= /12+12 2. \/gz /12+22

-
-
+
-

0 1 3 2

Un nombre irracional que no és una arrel quadrada es pot representar sobre la recta
real de manera aproximada, a partir d’una aproximacio de la seva expressié decimal.
Com més xifres decimals utilitzem per representar el nombre, més precisa sera la

representacio.

Ordre en el conjunt dels nombres reals

Els nombres reals s’ordenen a partir de la seva representacioé en la recta real. Donats

dos nombres reals, el més petit és el que esta situat més a l’esquerra en la recta real.

Exercici: Ordena de menor a major els seglients nombres reals:

3,14; 5,3852...: 5,3; 5,36; 5,36 1—37; 5,365; 1T; €; /29
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Intervals

Un interval és un conjunt de nombres reals que es corresponen amb els punts d’un

segment o una semirecta de la recta real. Els intervals que es corresponen amb una

semirecta s’anomenen intervals infinits o semirectes.

Els intervals poden ser oberts, si els punts extrems no s'inclouen en linterval,

semioberts, si només un dels punts extrems s'inclou en linterval, o tancats, si tots dos

punts extrems s'inclouen en l'interval.

En el quadre seguent es mostren els diferents tipus d’intervals:

(o
o

Conjunt format per tots els

Interval obert { x[OR/a< x< b} a b nombres reals compresos
(a,b) entre @i b, excloent-ne @i b
Interval tancat Conjunt format per tots els
v {xOR/a<x<b} ¢
b nombres reals compresos
[a.b] 2
entre ai b, incloent-hi @i b.
o Conjunt format per tots els
Interval { x[OR/a<x< b} a b nombres reals compresos entre
semiobert (&, b] aib, excloent-ne ai incloent-
hi b.
o Conjunt format per tots els
Interval { x[OR/a< x< b} b nombres reals compresos entre
semiobert [a, b) aib, incloent-hi @i excloent-
ne b.
Semirecta oberta o > Conjunt format per tots els
{X OR/x> a} nombres reals més grans que
(a,+) a
a.
Semirecta > Conjunt format per tots els
{X OR/x= a} nombres reals més grans o
tancada [a, +00) a
iguals que a.
Semirecta oberta < o Conjunt format per tots els
{XD R/x< b} nombres reals més petits que
(~0,b) b X
Semirecta {XD R/x< b} < A Conjunt format per tots els
tancada (—oo, b] b nombres reals més petits o
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iguals que b.

Exemples: Completa les dues Ultimes files.

p

p

Conjunt format per

tots els nombres

Interval obert {XD]R/2<X<4} 1 0 1 3 2 5
54 reals compresos
(2,4) entre 2 i 4,
excloent-ne 2i 4.
Conjunt format per
Interval . ° o — | tots els nombres
. -2 -1 0 1 3 4
semiobert {xOR/-1=sx<3 reals compresos
entre -1 3,
[_1, 3) incloent-hi -1
excloent-ne 3.
Semirecta j . Conjunt format per
3 2 -1 0 2
tancada {XDR/ < 2} to?s els nombres
més petits o iguals
(-0, 2] que 2.
Interval
semiobert
(-3,

Semirecta oberta

(5.4)

Quan un nombre és dintre d’un interval donat, diem que pertany a linterval i ho

escrivim:

xO(a,b) > Exemple: ZD(l,q

Si el nombre no és dintre de ’interval, diem que no pertany a U'interval i ho escrivim:

xO(a,b) > Exemple: 20 (3,+)

La recta real també la podem representar en forma d’interval infinit (—00,+00) .

59




NOMBRES REALS.

Valor absolut d’un nombre real.

El valor absolut d’un nombre real X es representa amb |x| i es defineix de la manera
seguent:

X s x=0
4= -x s x<0

Aixi, per obtenir el valor absolut d’un nombre real el deixem invariant si és positiu i el

canviem de signe si és negatiu. El valor absolut d’un nombre sempre és positiu.

Exemple:

|-5]=5i|+4]|=-4.

Aproximacions i errors

Aproximacions

Per treballar amb nombres decimals que tenen moltes xifres decimals, o infinites xifres

decimals, fem aproximacions.

Diem que una aproximacié d’un nombre és per defecte quan és més petita que el valor

exacte i per excés, quan és més gran.

Exemples: Completa [’Gltima fila

Aproximacioé per
Valor exacte Aproximacié per excés
defecte
7T=3,14159265358.
3,14 3,15
e=2,718182... 2,718 2,719
5,856712...

Podem aproximar un nombre real per truncament o per arrodoniment:

- Per aproximar un nombre per truncament, prenem el nombre de xifres

decimals que necessitem i eliminem la resta.
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- Per aproximar un nombre per arrodoniment, prenem el nombre de xifres
decimals que necessitem, eliminem la resta i modifiquem, si cal, l’tltima xifra

decimal de I’aproximacio6 en funcio de la regla segiient:

o Si la primera xifra que eliminem és més petita que 5, deixem igual les

xifres anteriors (en aquest cas, el resultat coincideix amb el truncament).

o Si la primera xifra que eliminem és més gran o igual que 5, sumem 1 a la

xifra anterior (I’Ultima xifra de |’aproximacio).

Exemples: Completa les dues Ultimes files.

. ) Aproximacio Aproximacio6 per
Valor exacte | Nombre de xifres decimals .
per truncament arrodoniment

321,548752... | Dos (fins a les centésimes) 321,54 321,55

-1,52338... Tres (fins a les mil-lesimes) -1,523 -1,523

~ Quatre (fins a les
0,25 . 0,2555 0,2556
deumil-lesimes)

1,349612 Tres (fins a les mil-lesimes)

9,2548 Dues (fins a les centésimes)

L’arrodoniment és la millor aproximacié6 amb un nombre determinat de xifres

decimals. Per tant, a partir d’ara utilitzarem [’arrodoniment per aproximar un nombre.

Errors en |I’aproximacioé

Error absolut i relatiu

Cada vegada que fem una aproximacié cometem un error, ja que no estem considerant

el valor exacte.

L’error absolut (E;) d’una aproximacio és la diferéncia, en valor absolut, entre el valor

exacte i el valor aproximat.

L’error relatiu (E;) d’una aproximaci6 és el gquocient entre U’error absolut i el valor

absolut del valor exacte, i ens indica quin és l’error comeés per unitat.

L’error relatiu es pot expressar en tant per cent (error comés per cada 100 unitats).

Aquest error s’anomena percentatge d'error i es calcula multiplicant per 100 error

relatiu.
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E,=|V

aproximat ~ Vexacte‘

E, =

Percentatge d'error =&, 010!

Eq

‘VexactJ

Exemples: Completa U’Gltima fila

Percentatge
Valor exacte | Aproximacio Error absolut Error relatiu
d’error
0,0134 0,0261 2,61
0,5134 0,5
(|o,5134— 0,#5) (0,0134:0,5134) (0,0134-100)
0,002 0,0002337 0,023
- 8,558 - 8,56
(|-8,56~ (-8,55d) (0,002:8,558) (0,0002337-100)
52,36 52,4

L’error relatiu ens dona informacié sobre Uerror comeés en comparacido amb el valor

exacte. Ens serveix per comparar diverses aproximacions i indicar quina és més precisa.

Com més gran és 'error relatiu menys precisa és |’aproximacio:

Exemple: Troba ’error absolut i el relatiu de les aproximacions segiients i indica quina
aproximacio és més precisa:
a) Prenem 8,2 m? com I’area d’una habitacié que en realitat fa 8,27 m?.

b) Prenem 120 m com la distancia d’una pista de coérrer que fa 120,5 m.

0,07

a) E, =|8,27-8,2= 0,07 E =——= 0,00846 0,846
8,27
0,5

b) E, =[120,5- 120= 0,5 E =——= 0,00415 0,415
120,5

L’error absolut de U’apartat a) és més petit que el de ’apartat b); tanmateix !"error
relatiu és més gran. Aixo vol dir que l’aproximacié de ’apartat b) és més precisa que

la de ’apartat a).
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Exercici: Completa el quadre.

Nombre de Aproximacié | Aproximaci6
Valor Error Error Percentatge
xifres per per defecte
exacte absolut |relatiu |d’error
decimals arrodoniment |o per excés?

50,32561 Una xifra

50,32561 Dues xifres

50,32561 Tres xifres

-11,345 Una xifra

-11,345 Dues xifres

Fita d’error absolut

Si un nombre és irracional, no coneixem el seu valor exacte i, per tant, no podem trobar
Uerror absolut comes quan fem una aproximacié d’aquest nombre. Tanmateix, si que
podem acotar U’error, és a dir, donar un valor més gran o igual que U’error comés.
Aquest valor s’anomena una fita d’error absolut (hi ha moltes possibles fites d’error

absolut, la solucid no és Unica).

Si aproximem fins a les décimes, una fita d’error absolut sera 0,1. Si aproximem fins a
les centesimes, una fita d’error absolut sera 0,01. Si aproximem fins a les mil-lesimes,

una fita d’error absolut sera 0,001 i aixi, successivament.

Exemple:
Donat el nombre \/1_% =1,732050808... :

- Si aproximem fins a les decimes, el valor aproximat és 1,7 i una fita de valor absolut és
0,1:

E.=11,732050808...- 1,7 | = 0,032050808... < 0,1 - Una fita d’error absolut és 0,1.

- Si ’aproximem fins a les centésimes, el valor aproximat és 1,73 i una fita de valor absolut
és 0,01:

E.=11,732050808... - 1,73 | = 0,002050808...< 0,01 > Una fita d’error absolut és 0,01.
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Exercici: Completa el quadre.

Valor exacte

Nombre de
xifres decimals
de

Aproximacio6 per

arrodoniment

Aproximacio per

defecte o per

Fita d’error

absolut

[’aproximacio exces?
T Dues xifres
T Tres xifres
-3,25667... Tres xifres
V3 Una xifra

NE

Quatre xifres
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EXERCICIS: NOMBRES REALS

1. Classifica els nombres seguents:

a) -3,5231111...

b) —/16

C) i
12

d) 5,15151515...

e) 1,38

f)~/8++/4
g)-/15

h) 1,312534...

2. Representa en la recta real \/ﬂ) i —\/1_3

3. Ordena de menor a major:

2,45; 2,99; 2,9; —/2

4, Completa el quadre:

3 -1,42; 0; —
2

17
i)——
12
57
V5
k)r—-1

e+l
m)—8
n)—51,324

11
0)—
3

p)5,211

Interval tancat

[-11

{xOR/-1<x<1

Conjunt format per tots
els nombres reals

compresos _entre -1 1,
incloent -1 1.

Semirecta
oberta (~e,0)

Interval
semiobert

(5.9

Conjunt format per tots
els nombres reals més
grans que -5 i més petits
que -3.

{xOR/x=-4}
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5.

Completa el quadre:

Valor exacte

Aproximacié per defecte

(fins a les centésimes)

Aproximacio6 per excés

(fins a les centésimes)

4,2852614

e=2,718182...

5,38

5,9

3,1237

6. Completa el quadre:

Valor exacte

Aproximaci6 per truncament

Aproximacio6 per arrodoniment

2 xifres decimals | 3 xifres decimals |2 xifres decimals | 3 xifres decimals

4,2852614

e=2,718182...

5,38

5,9

3,1237

7. Completa el quadre:

Valor
exacte |de

Nombre de
xifres decimals

I’aproximacioé

Aproximacioé Aproximacioé
per per defecte o
arrodoniment | per excés?

Error Error Percentatge
absolut |relatiu d’error

2,115 Una xifra

2,115 Dues xifres

- 0,984 Una xifra

- 0,984 | Dues xifres

Quina de les aproximacions anteriors és més precisa? Quina ho és menys?

8. Completa el quadre:

Nombre de xifres Aproximacié | Aproximacio . ,
Valor . Fita d’error
decimals de per per defecte o
exacte R . ., . . absolut
I’aproximacio arrodoniment | per excés?
3,555... Dues xifres
40,3232... Tres xifres
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Solucions

1. a) Racional, decimal periodic mixt. i) Racional, decimal periodic mixt.

b) Racional, enter negatiu. j) Racional, decimal exacte.
c) Racional, decimal periodic mixt. k) Irracional.
d) Racional, decimal, periodic pur. l) Irracional.
e) Racional, decimal exacte. m) Racional,enter negatiu.
f) Irracional. n) Racional, decimal exacte.
g) Irracional. 0) Racional, decimal, periodic pur.

h) Irracional. p) Racional, decimal exacte.

2.
/
/ NE
I o m
! \
! gl
i3 3 2 1 0 1 2 3N
i

3. -1,42< -2 <0< 2,45< §< 2,99 < 2,9

4.
Interval tancat Conjunt format per
. ° ° . . tots els nombres reals
[—1,]] {XD R/-1<x< ]} 3 -2 -1 0 1 2 3 compresos entre -1 i
1, incloent-hi -1 1.
Semirecta oberta N , R Conjunt format per
(_2 +oo) {XD R/x> _2} 3 2 A1 0 1 2 tots els nombres reals
! més grans que -2.
Semirecta oberta < _ Conjunt format per
( O) { xOR/x< 0} 4 23 -2 -1 0 1 tots els nombres més
—00
' petits que 0.
Interval
~ Conjunt format per
semiobert 6 5 -4 -3 -2 -1 tots els nombres reals
{XD]R/—5< X< q compresos entre -5 i
(—5, O] 0, incloent-hi 0 i
excloent-ne -5.
Interval obert {XD]R/ —5<x< _% Conjunt format per
] ~ ~ ] ] tots els nombres reals
(-5,-3) 6 -5 -4 3 2 1 més grans que -5 i més
petits que -3.
Semirecta -— ?
tancada _ -5 -4 -3 -2 - 0 Conjunt format per.
{XD R/xz 4} tots els nombres més
[_4’+oo) grans o iguals que -4.
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5. Completa el quadre:

Aproximacié per defecte Aproximaci6 per excés
Valor exacte . . . . .
(fins a les centesimes) (fins a les centesimes)
4,2852614 4,28 4,29
€=2,718182... 2,71 2,72
5,38 5,38 5,39
5,9 5,99 6
3,1237 3,12 3,13

6. Completa el quadre:

Aproximacio6 per truncament | Aproximacié per arrodoniment
Valor exacte 2 xifres 3 xifres 2 xifres 3 xifres
decimals decimals decimals decimals

4,2852614 4,28 4,285 4,29 4,285
€=2,718182... 2,71 2,718 2,72 2,718
5,323 5,38 5,388 5,39 5,389

5,9 5,99 5,999 6 6
3,1237 3,12 3,123 3,12 3,124

7. Completa el quadre:

Nombre de Aproximacié | Aproximacié
Valor xifres decimals | P P Error Error Percentatge
per per defecte o - ,
exacte |de . 22 absolut |relatiu d’error
I’ aproximacié arrodoniment | per excés?
2,115 Una xifra 2,1 Defecte 0,015 | 0,0071 0,717%
2,115 Dues xifres 2,12 Exces 0,005 0,0024 0,24 %
- 0,984 Dues xifres -0,98 Excés 0,004 0,0041 0,41 %

L'aproximacié més precisa és 2,12 , ja que té l'error relatiu més petit. La menys

precisa és -1, perque té l'error relatiu més gran.

8. Completa el quadre:

Nombre de xifres Aproximacié | Aproximacio - ,
Valor . Fita d’error
decimals de per per defecte o
exacte R . . . i absolut
I’aproximacioé arrodoniment | per excés?
3,555... Dues xifres 3,56 Excés 0,01
40,3232... Tres xifres 40,323 Defecte 0,001
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Solucions dels exercicis de la teoria

Classificacio de nombres reals

a) Irracional.

b) Racional, decimal periodic mixt.
c) Racional, decimal exacte.
d) Racional, decimal exacte.

e) Racional, decimal periodic pur.

f) Irracional.

g) Racional, enter, natural.

j) Racional, decimal periodic mixt.

k) Irracional.

l) Irracional.

m) Racional, enter negatiu.

n) Racional, enter, natural.

0) Racional, decimal exacte.

h) Racional, decimal periodic pur.

i) Racional, decimal periodic pur.

p) Irracional.

Ordre e< 3,14 <r< 53 <536 < 5,365 5,36< \/2_9<1—37

Intervals
Conjunt format per tots
Interval semiobert els nombres reals
(_3 0] {XD]R/—3< X< q S 5 o & 7 | compresos entre -3 0,
! excloent-ne el -3 i
incloent-hi el 0.
Semirecta oberta . Oy —>» | Conjunt format per tots
(5 +oo) {XD]R/ x> 5} 4 5 6 7 8 9 | elsnombresreals més
' | grans que 5.
Aproximacions

Valor exacte

Aproximacié per defecte

Aproximacié per excés

5,856712... 5,8 5,9
Vv Nombre de xifres decimals de Aproximacié per | Aproximacio6 per
alor exacte , . e .
I’aproximacio truncament arrodoniment
1,349612 Tres (fins a les mil:lésimes) 1,349 1,350
9,2548 Dues (fins a les centésimes) 9,25 9,25
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Errors en I’aproximacio

70

Vexacte Nre. xifres Arrodon. dE:f(;e;:i:? E. E, Pe‘rjc’::rtg:ge
50,32561 Una xifra 50,3 Defecte 0,02561 0,0005089 0,05089
50,32561 Dues xifres 50,33 Excés 0,00439 0,0000872 0,00872
50,32561 Tres xifres 50,326 Excés 0,00039 0,00000775 | 0,000775
- 11,345 Una xifra -11,3 Excés 0,045 0,0039665 0,39665
- 11,345 Dues xifres -11,35 Defecte 0,005 0,00044072 | 0,044072
Veyacte Nre. xifres Arrodon. dEexfceiSt:? Fitad’ E,

T Dues xifres 3,14 Defecte 0,01
/4 Tres xifres 3,142 Excés 0,001
-3,25667... Tres xifres -3,257 Defecte 0,001
\/5 Una xifra 1,7 Defecte o,1
\/5 Quatre xifres 1,7321 Excés 0,0001




POTENCIES | RADICALS.

5. POTENCIES | RADICALS

Poténcies
Poténcia d’exponent natural

Si a és un nombre real i N un nombre natural, anomenem poténcia de base a i

exponent n el resultat de multiplicar a per ell mateix n vegades:

Cal multiplicar la base per ella mateixa

tantes vegades com indiqui l'exponent.

a"=—al@@O. @& (nvegades{

an <+— exponent

T

base
Exemples:
1. 3¥=33B=9 2. 2°=2[P[P= ¢ 3. 2°=2[2@2= 3.
base: 3 base: 2 base: 2
exponent: 2 exponent: 3 exponent: 5
2 22 4
4. (-2) =(-2){-2)= 4 5. (—J ==O-=-—
4. (-2)' =(-21-2) 5. (2] =2&=2
base: -2 base: 2/3
exponent: 2 exponent: 2
Signe d’una poténcia d’exponent natural (+a)" = +
Si la base és positiva, la potencia té signe positiu ( a)” _ [+ sin parell
Si la base és negativa: - sin imparell
a>0

0 La potencia té signe positiu si ’exponent és parell.

o La potencia té signe negatiu si l’exponent és imparell.

Exemples:

3. (9

L () =(-9-9-+s 2 (9 =(-94-9 -3 =27
(EIEIt-9=om 4 (2] <[-2)[-2)-2
5. (+2) =(+2) =9 (+3 8 6. (0 =(-9U-- -394

Nota:
(-2)° # —22{

(—2)2 = (—2) Eﬂ—Z) =+4 -, la base de la poténcia é&

-2 =-2[P=-4_ labase de la poténcia2s
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Exercici: Calcula:

(-5)'= -5

Poténcies i calculadora

Per fer poténcies amb la calculadora se sol utilitzar la tecla XY o la tecla amb el simbol

N

Resol les poténcies segilients fent servir la teva calculadora i apunta’t com es fa:

3= 5 = 2°=
Exercici: Resol fent servir la calculadora (si cal) i la regla dels signes d’una potencia:
a) (-5)" = d) (-9)' = g) (+6) =
b) (+4)’ = e) (-1)” = h) (-10)°’ =
c) (-8)° = f) —8° = i) (-2,5)" =
Propietats de les poténcies
Propietat Exemples Desenvolupament
Producte de
poténcies amb 22 =2%3= 25| 22[P=2[PI2A1A2= 2
an @Fﬂ — an+m ==
la mateixa 22 3
base
57 —_ 57—3 _ 54
5 5 _ 5B (B (550505 56b6[Bb= 5
Quocient de = = =
pcentde | 3 5T FEE
|l)o entaf:sam a_m:an_m 5_7:53-7:54 5 _ BEE 11
a mateixa a 5 5 K E®BH05 50655 5
base. &7 5
E - 57—7 - 50 ? :1
Poténcia d’un | . 306)° =15 = 225
(ad)'=a"®m" | (30B)°'=F[F (39)
producte F 5 = 9[(R5= 22¢
2 2
Poténcia d’un a n_a” 6\ & (Ej :Eg@:%:g;(_sj =3%=9
quocient b) b (E) 3 2 22 4 2
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3
) = P =
Poténcia d’una m 3 (3 ) - -
o (") =a"™ | () =g==2
potencia = 3[B[BB 3= 8
— ==
K N 2
Poténcia
, a=a =7
d’exponent 1

‘Nota: (a+b)"#a"+b" ~ ex(2+3)° 22+ 3

ol I3
Exercicis: Simplifica (escriu com una sola poténcia), aplicant les propietats de les
poténcies:

a) 2° = b) 25:2°= c) (208)’ =

d) (10:5° = e) (2°) =

Poténcia d’exponent 0

Qualsevol potencia d’exponent 0 es defineix com la unitat:

a’=1

Poténcia d’exponent enter negatiu

Qualsevol potencia que té exponent enter negatiu és igual a Uinvers de la mateixa

potencia en exponent positiu:

1
L1 (aj'“_ 13 b"_(b)n
a =— —_ = = =—=| —
an b (ajn an an a

a
— — éslainversa de—

Exemples:

2° 8 3 2) 8 (-2 -8 8

Exercicis:

a) 7%=

) (3) -
1y
2

o) (-8) " =
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Quadre resum

a"@" =amm" (ab)" =a" " (a")" =a"™
1 a" a) _a"

a‘n - = = an‘m - -
a" am (bj b"

b a

Radicals (arrels)
La radicacio és ’operacio inversa de la potenciacio.

Si a és un nombre real i n és un nombre natural, anomenem arrel enésima (o radical

d’index n) de a tot nombre real que elevat a n és igual a a. Es representa amb Ya. El

nombre a s’anomena radicand i el nombre ns’anome index y.

’ Vg +—— radicand

radical —

Si ’index és 2, no s’indica en Uarrel. Aixi Va, es llegeix arrel quadrada de a.

Ya=b - Db'=a

De la definicio d’arrel podem deduir que:

L’arrel d’index parell d’un _nombre positiu té dues solucions, que son dos

nombres reals oposats:

Z2=16
(-2)* = 1€

5°=25
(-5)° =25

mzizﬁ{

Exemples: \/2_5215—> {

Pero si no escrivim cap signe davant de U'arrel considerem que estem prenent
el valor positiu (per prendre el negatiu s’escriu el signe - davant de arrel). A

partir d’ara considerarem:
J25=5 ~J2B=-5 £ 25+ ¢

L’arrel quadrada d’un nombre negatiu no existeix (no és un nombre real), ja que

no hi ha cap nombre real que elevat al quadrat sigui igual a un nombre negatiu.

En general, podem dir que 'arrel d’index parell d’un nombre negatiu no

existeix (no és un nombre real), perqué qualsevol nombre negatiu elevat a

exponent parell és positiu.

L’arrel d’index imparell d’un hombre negatiu existeix, és Unica i negativa.
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Exemples:
a)/9=3.3=9

radicand: 9

index: 2
d)v-90R - {

F=9

(-3 =

radicand: -9 (negatiu)
index: 2 (parell)

b)¥8=2_ =38
radicand: 8

index: 3

e) ¥-8=-2- (-2’ =-8

radicand: -8 (negatiu)
index: 3 (imparell)

c)4/625=5_ 8 = 62¢
radicand: 625
index: 4
5' =625
f) J-6250R - .
(-5)" =625

radicand: -625 (negatiu)
index: 4 (parell)

Exercici: Resol:

a)\3/2_7:
d) 4-81=

b) ¥-27 =
e) —x/8_1=

c)<‘/8_1:
f) V-81=

Radicals i calculadora

1

Per fer radicals amb la calculadora se solen utilitzar les tecles ¥ o X’
Resol els radicals seguents fent servir la teva calculadora i apunta’t com es fa:

Y64 =

J2401=

10

centesimes.

a)§/2_7=

b) 1024=

Exercici: Resol fent servir la calculadora. Si no és exacta, arrodoneix fins a les

c) 9=

El radical com a poténcia d’exponent fraccionari

Un radical és una poténcia en la qual U'exponent és una fraccio. El numerador de

’exponent és la potencia del radicand i el denominador de !’exponent és ’index del

radical:
m 1
Yam =an Ya=ar
Exemples:

a)\/9 =92

2
d)¥5* =5°

1. Expressa en forma de poténcia:

1
b)¥/5 =53

e)-f/?z—

3
o)¥f2° =24

8

5 =-5
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2. Expressa en forma de radical:

a)§/_=
d) §/5° =

1. Expressa en forma de poténcia:
b) ¥-4=
e) 3[5—1 -

2. Expressa en forma de radical:

1
a) 52=+/5 b) 124 =12 c) (-2)s =¥-2
1 7 1
d) -20?2 =—/20 e)6°=
%
Exercicis:

c)§/§=

3 1 1
a) 7° = b) 114 = c) (-9)2 =
2 1
d) -6°= e)23=
Propietats dels radicals
Propietat Exemple Demostracio passant a poténcies
1 11
Arrel d’un " — n/ — " = an [Hn
Va =Yab VI4 \/_QB/_4 alb (a[ﬂ)) a" [
producte J36=6 32=6 =\/a@/6
Arrel &’ oo,
rrel d’un Q/E:E \/E:E:_?’ nE:En:a_:\/a
quocient b b 4 Ja 2 b b ERS
bn
1
\/, ( 1]m 1
n i —_
Arrel d’una 3/aa =6 a=/a"| =a""
Wa=rga |V64=J64
arrel N 2 1
=anh ="Ya
m
Poténcia m (%)z =g = Ye6a m 1 m
n — nfAam A n - n —Aan =0/am
d’una arrel (\/a) a ?: 4 (\/a) a a a
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_ 42 — sfp —
Arrels o = " [g_i_g; B \/j T, = %‘_ T—%’_ NP/l
equivalents ¥81=3 §729=3 a’ =a"=a "= +va
Arrel com 2
. n \/?:(\/é) =3
ainversa | " =(¥a) =a _ n_on
de la ( ) 33 _[3/5)° _ Q/a__({]/a) -at=a=a
7 =(32) =2
poténcia
"Nota: Ya+bzYa+Ub - ex/O+16#~/9++/16
\/2_5:5 3+4=7
Quadre resum
Yalb=Yawb Ya = "Ya Yam = "Yam®
a_ Ya 05\ — n/am nfan — (n/a\" =
%—% (\/5) =va \/a_—(\/a) =a

Exercicis:

1. Aplica les propietats de les arrels per resoldre:

a) 327(8= b) ;—2: c) Y4310 =
o5 -

2. Calcula 3 arrels equivalents a 5’/?:

Introduccioé de factors en un radical

Per introduir un factor dintre d’un radical, elevem el factor a ’index de 'arrel:

b@a=Yb" & ( Demostracié: b@a = Yo" Wa=Yb" @ )

Exemples:
a)53/2=v5 =50 b)2®/3=Y 2 B=324 c)3F/2=YF = 48¢
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Exercici: Introdueix el factor dintre del radical:

a) 10Q/3= b) 3%/3=

Extraccio de factors d’un radical

Per extreure factors d’un radical, actuem de manera inversa al cas anterior.

Factoritzem el radicand i quan U’exponent d’un factor del radicand és més gran que

Uindex del radical, extraiem aquest factor fora del radical, tal com s’indica en

’exemple segiient:
h'a=bla - e {°=IFEF=J5d 5 5= 55 5= 287 12

Una altra manera de fer-ho és dividir ’exponent del factor entre l’index del radical:

El quocient de la divisio ens indica el nombre de factors que hem d’extreure.

El residu de la divisid ens indica el nombre de factors que hem de deixar dins

del radical.

Aixi ’exemple anterior quedaria:

12 \2_ ?/@ - 52 [{,%5—3 . Extraiem 2 cincs i en

T deixem 3 a dins.
| |

Exemples:

V2 B=\2mB= 1/ 23
1_x/2_4 =J2B= 23/ 203= 1/ E extraiem 1 factor i en deixem 1 ad

11

J2°2° 0B = 202053/ 2
2. ¥16000=Y 208 = 205 2= 20Y |7 3 [3 3- Extraiem 2 dosos i en deixem 1 a dins

12 01 Extraiem 1 cinc i no en deixem cap ac

3. Y2PHFEHROI = 209078 20307
4, 1 =1Pd/17
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Exercici: Extreu factors:

a)\/g=
by /3 5 =

Simplificacié de radicals
Per simplificar radicals, dividim [’index del radical i l’exponent del radicand pel maxim

comu divisor de tots dos, aplicant la propietat:

Yam ="Yam

Exemples: Simplifica:
a) ¥3 =3 b) I7° =37

Exercici: Simplifica:

a) 1 325 =

b) 4712 =

Reduccié a index comu
Reduir dos o més radicals a index comu és trobar radicals equivalents a aquests amb el

mateix _index. L’index comu sera el m.c.m. dels indexs i per calcular els radicals

equivalents usarem la propietat:

n/am - nm/amm
També podem passar els radicals a potencia d’exponent fraccionari i reduir a

denominador comu els exponents.

Exemples: Redueix a index comu (‘/? i 9/7 :
3 9 1 2
Jp=5i=52=5 | Yr=P=7r=47

mcm(4,6)= 12

Exercici: Redueix a index comu Q/E i 1\7?:
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Operacions amb radicals
Suma i resta de radicals

Només podem sumar o restar radicals si, després de simplificar-los i extreure’n els

factors, tenen el mateix index i el mateix radicand, és a dir, si sobn semblants.

Per sumar o restar radicals semblants, sumem o restem els nombres que multipliquen

els radicals (els que hi ha davant dels radicals) i deixem invariant el radical.

Exemples:

1. 7W2+42-3J2=5/2

2. /32+18-4200 =2 +\2B - 25 = 2/ 2+ ¥ 2> 2d
=4J2+3/2-16/2=|- 3/ 2

3. 3J5 + 5J20 + V125 = 3J5+5/2 B+ 5= 3/5 10 5 & 5| 18

Producte i divisié de radicals

Per multiplicar i dividir radicals amb el mateix index, multipliquem i dividim els

radicands, aplicant les propietats:

=l o n Ya_ [a
Yamb=yamb %_\fb

Si no tenen el mateix index, cal reduir-les a index comu (el m.c.m. dels indexs) i després

realitzar |’operacio.

Exemples:

1.37 -6 = a2 3. V35=YF 5 =935 =967

S & h

Exercicis: Realitza les operacions seguents:

a) 5/5-10/5- 2/ 2=

b) 227+ 48+/147- § 2
c) 3J/12- 2/45- 5/ 75
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d) ¥4310=
e) J8r¥/5=

).

Sol.:

a) -5/5-2/2 b) 174/3- 10/ 5 ) -19/3-6/5

d) ¥/40 e) 4/320= 2/ 20 f) 3 1926;383

Productes notables

Els productes notables son multiplicacions de binomis que es poden realitzar utilitzant

formules que faciliten molts calculs. Vegem els més importants:

Quadrat de la suma

(a+b)’ =(a+b)fa+b)=a’+alb+bla+b*=a’+2@b+b’

Quadrat de la resta

(a-b)*=(a-b){fa-b)=a’-alb-bla+b?=a>-2[alb+b?

Suma per diferéncia

(a+b)’ =a’+2@Mb+b?
(a+b){a-b)=a’+alb-ba-b’=a’-b’ (a-b)* =a?-2[alb+b?

+ _h) = a2 _p2
Nota: a—b s’anomena conjugat de a+b (a b)[@a b) a-b

Exemples: Desenvolupa:

L (5+V3) =5+ B33+ (V3 = 25 103 3[ 28 10

2. (\/g—\/é)2=(\/_5)2—251/_5[«l/_3+(\/_§)2: 5 215 3| 8 & 1
s (S - - & 0T
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Exercicis: Desenvolupa:

a) (17 -
o) -

o) (1+47)(1-V7) =

d) (vV3+v5) =

o (o1 -
f)(V10+3)(v10-V3=

Sol.:
a) 8+ 27 b) 8-2/7 ¢) -6 d) 8+2/15 e 15-6/6 )7

Racionalitzacio
Racionalitzar una fraccié que tingui radicals en el denominador és trobar una fraccio

equivalent a aquesta que no n’hi tingui. A la practica, diem que suprimim els radicals

del denominador. Estudiarem els casos més freqiients de racionalitzacio:

Racionalitzacié d’una fraccié amb una arrel quadrada en el denominador

Per suprimir una arrel quadrada del denominador, multipliguem numerador i

denominador per la mateixa arrel , operem i simplifiquem el resultat.

Exemples: Racionalitza:

5+/2 _|5/2

1. i: N £

— 2 242 [ 2

, 8 _ 8J6 _8/6_8/6_|46
= 3J/6 3/646 3B 18 | 9

Racionalitzacié d’una fraccié amb una arrel enésima en el denominador

m

Per suprimir una arrel enésima del denominador del tipus va™ , multipliquem

numerador i denominador per va" ™ . Aixi obtenim una poténcia enésima en el

radicand de ’arrel del denominador.
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Exemples: Racionalitza:

25

w
9

T s
%ﬁ

3/ 4
"7 1s |2

1 _
Ls_\/g_
\/_

Racionalitzacié d’una fraccié amb un binomi en el denominador, en qué almenys un dels dos
termes és una arrel quadrada

Per suprimir les arrels quadrades d’una suma o resta de dos termes (binomi) en

el denominador, multipliqguem numerador i denominador pel conjugat del

denominador:

o Si el denominador és del tipus a+b, multipliquem per a-b.

o Si el denominador és del tipus a—b, multipliquem per a+b.

Exemples: Racionalitza:

s _ 3419 qd4V1_ ¢4V g
4+/10 (4+\ﬁ))(4—f® 4 (Vo) 6 2

Exercicis: Racionalitza:

2
b) %:

4
T

2
d =
INCENE
e) > =

% b) 2%/32_7 o, /4096 3+47 e 5025
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EXERCICIS: POTENCIES

1. Calcula:
a) 72 = g) 7%= m) 7°= s)-(-7) =
b) (=7)" = hy (=7)" = n) (-7)"= t -(+7' =
c)-7°= iy -7°%= o) -7= u)—(+7)3:
d) (-7)°= ) 7= p) 7= V) =(+7) =
&) 7= k) (-7)°= 9 =(-7)°= w -(-7"
f) (+7)° = )-7°%= r) -(-7)°= x) —(-79)7° =
2. Calcula:
2’ _5) 47
V3T f)(e_ k)@_

3. Simplifica usant les propietats de les poténcies (donant el resultat com una sola

potencia) i calcula:

a) 55[53= g) sﬁmmz m) (_‘93[6_‘)2:
b) (-4)’[{-4)’({-4)° = h)y 303°= n) 407=
c) 5-3)° = i) 246 = 0) 205=

117 L6 20202
d) 7 j) e P) e

& (BB 072 _ (-3)°f-3)° _ 18 _
€ F TR - k) (_3)10 - q) P -

n (&) = o ()] = 0 ((-27) -
4. Treu els paréntesis:

a) (8yx)’ = c) (X b°e)
b) (ij - ) (az Dg(j -
11 yZ
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SOLUCIONS: POTENCIES

1.

a) 49 g) 7—12=4—19 m) 1 s) -1
1 1
b) 49 h) 7y =9 n) 1 t) -1
1 1
c) -49 i) _?:_4_9 o) -1 u) -343
11
d) -343 j) ;zga p) 7 v) -49
343 k S 49) =- 49 1
e) - ) (_7)3 343 q) - (+ ) - W) - 4_9
1 1 1 1
f) 343 ) -—=-— r) - (-343) = +343 X) ———=—
7 343 -343 343
2.
a)ﬂ f) 1 k) (ZJZ 49
3 4) 16
4 5 7\’ 343
b) = -= =] ===
) 9 2 6 ) (4) 64
4 25 7
c) — -— m) —
) 9 ) 36 ) 4
125\ 125 2
g -2 " _(__jz_ 0 (zj _49
27 216) 216 4) 16
.. 125 7 343
e) — ) —— 0) | ——| =——
27 216 4 64
3.
a) 5° = 390.625 g) 3°=14.348.907 m) (-4)°=-1.024
b) (-4)° =65.536 hy =27 n) 28 =784
c) (-30)’ =-27.000 i) 22ff{2?)'f{2') =2 =524.288 ©0) 8:25=200*
1 1
d) 114 = j) 62 =—=— 2 =
) 11" =14.641 j) & 36 P) 2°=4
2 i So01 1 :
e) £B _1728 k) (-3)" ===-= q) (53) =6° =216
7 7 -3 3 3
f) 6" =60.466.176 ) (-5)"" =244.140.625 n (-2)°= Lo Lo
* Els apartats e) i 0) no es poden posar com una sola poténcia.
2° 32 a’x’® i} 43’
4. a) 64y°x® b) —= c) x’b*c® d e) 160*°c™ f
) o4y ) 17 16105: ) ) Vi ) ) 4%’
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1. Calcula les arrels segients, en cas que sigui possible:

a) /60 = c) V-49= e) ¥-729=
1
b) —~/64= d) ¥/1000= f) 5- =
) ) ) 100000
2. Expressa en forma d’arrel:
1 1 1 1
a) 54 e) (-3)5 = i) 62 = m) (-6)z =
3 2 3 4
b) 5¢ = f) (=3)s = j) 67 = n) (-6)> =
1 2 1 5
c) 5% = g) —(-3)5 = k) 62= o) (-6) 2=
3 1 2 _3 2
4 2)\s 2\ 2 6 )3
d|—| = h)y|=1| = ) | = -—| =
’(4) ’(sj )@ p’( 5)
3. Expressa en forma de poténcia:
a) ¥3° = d) V8= g) 5=
b)346: e) 54: h)ﬁ/__:
c) J(-6)" = f) V2° = i) -5 =
4, Aplicant les propietats de les arrels, posa el resultat com una sola arrel:
V15 V3
a \/g B/E = C %/_3@/—_4: e) —= — =
) ) ) NG g) NG
56 _ o [oE — _ ?_
b) e = d) V35 = f) V7 = hy (V2) =
5. Simplifica aplicant les propietats de les arrels i calcula:
169 8
a - = c) 3— = 4 2 -
) 64 ) 175 e) V' BB
15 6
b) v25[144= d) 3% =
6. Simplifica els radicals seguents:
a) 4= c) ¥243= e) ¥1024=
b) $/625= d) 964 = f) V/81=
7. Redueix els radicals segiients a index comu:
a) #5235 b) ¥/5° 7 X 3 o e ¥7 47
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8. Extreu fora del radical els factors que sigui possible:

a) 5V/32= d) /384 =
b) S = e) 3 2 _ =
20 250
c) 53128= f) J7° B P =
9. Introdueix els factors sota el signe radical:
a) 5/3= c) 3¥2= e) 5¢Y3=
b) 1 J2= d) 2 i/i =
4 5V4
10. Efectua els productes segiients, simplificant el resultat si és possible:
a) V2[¥/4= c) ¥3-97

b) v2-¥4-42= d)\qu

11. Efectua les sumes i restes seguents:

a) 2J/54-/ 216+ 5 24
b)5v/3+12- 2/ 75+ &/ 2

c) ¥40- 2¥135+ 3§/ 5=

d) 3v/50- 2/98+/ 32=

e) ¥250- 2/16+3 81=

f) \/08++/300- 2/ 72/ 56- § &

12. Desenvolupa i digues si el resultat és racional o irracional.

a) (\/5 +\/§)2 =

b) (v3-2) =

c) (\/§+\/§) Eﬁx/?i—\/_Z) =

d) (277) =
13. Racionalitza:

a2 2. g Ll. g Bl o2 _

V2 3Y2 2 J3-1 N7-4/5
14. Realitza les operacions segiients, racionalitzant les expressions previament:
a)%+§: b) %%: 0) 3+1ﬁ+3-1f7: d) £1+1+£1_1:
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SOLUCIONS: RADICALS

1. a) 7,746

2

a)(‘/g
b) ¥/5° = 4125

c) —(‘/E

3
d) 4=
)4

a)\/g)

[30 _ .-
b) _15-J_2
5.

a)g

b) 5112= 6C

6

a)(‘/?=x/§
b) /5 =¥/25

a) ¥5, ¥, ¥

b) -8

c) V-490R

e) ¥-3
f) 9

g) -9

1
d) 82

4
e) 52=%

NN

f) 22 =2

c) ¥-12

d) %5

2
c p—
) 5

2°[B

V5

C)%;/é
d) ¥2° =94

1
d) 10 e) -9 015
i) V6 m) V-6 OR
j) V6 =216 n) /(-6)" =(-6)’
1 1
K) —— 0)
' T Jor
3 27 _6) _ /36
) (Ej 8 P) ( 5) \/;5
g) 5°
h) (-2)
1 2
i) (-5°)=-5°
3
e) V3 g) \E

f) 47

b) stz 3\?(%, @
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SOLUCIONS: RADICALS

8.
a) 20v/2 d) 2¥/12
31 2 [9
") 2\ ® 512
c) 20¥2 f) 72 [(2245°2° = 196/ 1.00!
9.
a) V52 [B=+/75 c) Y32 =54 e) {5 (B=41.875
1 20 _ [2
b) .|— 3 -3
) \g D {zm 128
10.
a) ¥2° c) ¥151.26:
1 17 — »l i
b) ¥217 = 2 d) {5
11. 12.
a) 10/6 a) 5+ 26
b) 63 b) 5-2J6
c) -5 c)1
d) 52 d) 56
e) ¥2+3¥3
f) 5v3
13.
a) 6v2 b) 2 c) 3—\/2 d) 2++/3 e) V14+4/10
3 2 2
14.
a)%:zﬁ b)‘?’\/_ZT"'Z c) 3 d)g
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SOLUCIONS: EXERCICIS DE LA TEORIA

Solucions dels exercicis de la teoria

Potencies
Signe d’una poténcia d’exponent natural
(-5)" = 625 - 8=-625 (-¥5=-125 - B- 1z
Calculadora
3*'=81 5 =15.625 2= 1.02

a) 625 d) -243 g) 279.936

b) 64 e) 1 h) -1.000.000.000

C) 262.144 f) -262.144 i) 59.604,64

Propietats de les poténcies
a) 2 b) 2° c) 10° d) 2° e) 2°
Poténcia d’exponent enter negatiu

1_1 4 1
a) o> =—— b)5'=625 c) =
)72 ) )64

49
Radicals
a) 3 b) -3 )3 d) OR e) -9 f) OR
Calculadora
$/64=2 {2401= 7 sf16= 1,5
a) 3 b) 2 c) —2,08

L’arrel com a poténcia d’exponent fraccionari

1 1 3 1

1. a)2s b)(-4)s c)5° d)53 e)5
2. a7 b) 411 c)v-9 d)—3/6? e)%

Propietats dels radicals

1. a)32=6 b)g c) ¥10=1,08  d)+/125= 11,1¢

)32 ¥z
Introduccioé de factors en un radical

a) v/300 b) &3
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SOLUCIONS: EXERCICIS DE LA TEORIA

Extraccio de factors d’un radical

a)12J6 b) FERFE

Simplificacio de radicals Reduccié a index comu
a)dF b7 a) Y55 a) Y2¢
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6. NOTACIO CIENTIFICA

Notacio cientifica

Els nombres molt grans o molt petits se solen escriure en notacioé cientifica, és a dir,

com un nombre decimal més gran o igual que 1 i més petit que 10 multiplicat per una

potéencia de 10:

all0" on all [1,10) I NOZ (nésunnombre enter)
Si el nombre és gran, ’exponent és positiu i si és petit ’exponent és negatiu.

Per passar de notaci6 cientifica a la forma decimal habitual, fem servir la regla
practica segilient:
all0" - fem correr la coma del nombre a n llocs cap a la dreta.

allO™ - fem correr la coma del nombre a n llocs cap a l’esquerra.

Per escriure un nombre en notacié cientifica, posem la coma darrere de la primera

xifra diferent de 0 i escrivim una potencia de 10 d’exponent igual al nhombre de llocs

que hem fet correr la coma.

Exemples:

1. 5.250.000.000.008 5,25 i

2. 0,000000000035 35 10

3. 8010°=0,00¢

4. 1,54831¢ = 15.483.000.0!

5. Massa del Sol: 2[10* kg = 2.000.000.000.000.000.000.000.000.000kg

6. Carrega d’un electré: 1,610 coulombs= 0,0000000000000000001&oulomk

7. Nombre d’estrelles que hi ha en una galaxia: 10" = 100.000.000.00

8. Nre. d’atoms que conté un mol (Nre. d’Avogadro):

6,02[1L.G° = 602.000.000.000.000.000.000.C

Exercici:
1. Passa de forma decimal habitual a notacié cientifica:
a) 27.500.000.000 =

b) 0,0000000000000000000081=
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¢) 1.000.000 =
d) 0,0032 =

2. Passa de notacio cientifica a forma decimal habitual:

a) 8,12316'=
b) 300%°=
c) 2,15010°=

d) 10°=

Notacio cientifica i calculadora

Quan operem amb una calculadora cientifica i el resultat té més xifres de les que caben

en la pantalla o hi ha molts zeros a la dreta de la coma, la calculadora expressa aquest
resultat directament en notacio cientifica.

Exemple: Efectua [’operacid 2'® amb la teva calculadora i apunta el que surt a

la pantalla:

=1,267650611Y

Nota: En moltes calculadores no apareix el 10. No t’oblides d’escriure’l tu.

També podem introduir a la calculadora valors en notacié cientifica i operar amb ells.

Per fer aquesta operacio s’utilitza, en la majoria de calculadores, la tecla EXP.

Exemples: Introdueix a la calculadora i apunta com es fa:

1. 6,02016° =

2.1,6000% =

Operacions en notacio cientifica

Suma i resta en notacié cientifica

Per sumar i resta nombres en notacié cientifica, aquests han de tenir la mateixa

potencia de 10 (els exponents de les potéencies de 10 han de ser iguals).

Si els nombres que volem sumar o restar tenen la mateixa poténcia de 10,

sumem o restem els nombres i deixem invariant la poténcia de 10.
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Si els nombres que volem sumar o restar no tenen la mateixa poténcia de 10,

els haurem d’expressar préviament com a nombres amb la mateixa potencia de
10.

Exemples: Efectua les operacions segiients:

1. 6,5[10°-3[10° +9,25[10° = (6,5— 3+ 9,25)D1@= 12,78 f6=| 1,275 1

2. 1,6010™ +2,23010" =|3,8310"

3. 3,210 +1,2[10% =3,210°+ 1207018 = 1232 10=| 1,282

4.1,600°-2,23010™" =1,6010°% - 0,002281 16 =| 1,59777 TO

Exercicis: Efectua les operacions seglients:
a) 3,810 -1,5110=
b) 8,02110 -1,53810+ 23 16

c) 8[10* -9,15110°+ 6,2110=

Sol: a) 2,310 b) -7,28516 c) 7,14710"

Multiplicacioé i divisidé en notacié cientifica

Per multiplicar i dividir nombres en notacié cientifica, apliquem les propietats de les

potencies.

Exemples: Efectua les operacions segiients:

1. (6,5010°) (f-31107) = 6,50-3)6"" = - 19,5118 =|- 1,95 1

2. 500" BM0° =2500%° = 250110° =| 2,5110

3,210
= 1,200%

=(3,2:1,2m&*?=| 2,617

310°2,500° _ 32,5

4. - [10%°3=|1,510°
5010 5

Exercicis: Efectua les operacions seguents:

a) (-500°)f-316) =
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b) 8,210 _
210°

3,47016° 0210° _

1,400

Sol: a) 1,5(1G b) 4,10510° c) 4,957(16
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1. Escriu els nombres segiients en notacio decimal habitual:

a) 3010 = c) 8,31710° = e) 5218 = g) 35 1=
b) 1,32518 = d) 6,345821 0= fy 7,75 To= h)y [ie

2. Escriu els nombres segiients en notacio cientifica:

a) 3.526.498.889.500 = d) 350.000.000.000 =
b) 0,0005 = e) 0,0000000000000000000025 =
c) 0,01= f) 453.000 =

3. Calcula Uexpressio decimal de:

a) 10° = c) 10° = e) 10° =
b) 10" = d) 16° = f) 10°=

4. Expressa en notacio cientifica:

a) 100.000.006 c) 10.009
b) 0,001= d) 0,00000%

5. Calcula usant la calculadora i expressa el resultat en notacié cientifica:
a) = b) 12°= c) 2:5°=

6. Efectua les operacions segiients (comprova el resultat amb la calculadora):

4,3M10°
15016°- 9,518 = d) o0 =
2 ) 3ae
b) 2,5016° + 311 = o) L25HL0° - 5110 _
3010°

c) 2,5016° 03110° =

7. Calcula quants quilometres equivalen a un any llum (distancia que recorre la llum
en un any) i expressa el resultat en notacio cientifica (la velocitat de la llum és de
300.000 km/s).
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a) 300.000.000 e) 0,000052
b) 1.325.000.000 f) 0,000725
¢) 0,000000000831 g) 3.500.000.000.000

d) 63.458.210.000.000.000.000.000.000 h) 0,6

2.
a) 3,5264988895- 19 d) 3,5-16"
b) 5-10* e) 2,5-10%
c) 102 f) 4,53-16
3.
a) 1.000.000 d) 10.000.000.000
b) 0,1 e) 0,01
c) 0,001 f) 0,000001
4,
a) 10° c) 10°
b) 103 d) 10°
5. 6.
a) 8,47-10" a) -8:10°
c) 3,83-16" b) 3,025-16’
d)2,1-10* c)7,5-16°
d) 1,43-10"
e)41,5
7. 9,46-10" km

Solucions dels exercicis de la teoria

1. a) 2,75010° c) 10°
b) 8,110% d) 3,2010°

2. a) 812.300.000.000.000.000 c) 0,00000215
b) 0,0000000003 d) 0,001
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7. LOGARITMES

Si a és un nombre real positiu i diferent de 1 (a>0ia= 1), el logaritme en base a d'un

nombre b és l'exponent al qual s’ha d’elevar a per obtenir b. Es designa amb log,b i el

nombre b rep el nom d’argument del logaritme.

log.b=x « a“=b

T

base argument

X = I’ exponent al qual elevem la base per obtenir I’argument

a'°9a'° =D “La base elevada al logaritme és igual a ’argument”

De la definicio es dedueix que l’argument no pot ser zero ni negatiu, ja que qualsevol
potéencia d’un nombre positiu és positiva:

a>0- a>0 - b>0

Exemples:
1. Calcula:
a) log,9=2 - ¥=[¢ e) log,1=0 - 7° =[]
1 1 1
b) log,32=5 . 2° =|32 f) lo _:-4_,g4=_=
) log, ) log, = ==l
1
) log,8=1- 8 =[g ) l0g./3=> - 3 =[3

5
d) |09227:7—> 27: h) |og7{’/;:g_,79:{’/¥
2. Calcula la x:
a) log,8=3 - xX*=8 -,

b) log,x =2 - =X - [x=9

Apliqguem la definicié de logaritme: “La base elevada al logaritme és igual a

I’argument”
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Exercicis:
1. Calcula:
a) log, 27= d) log, & = g) log, 1=
1
b) log, 625= e) log, 316= h) 100, —— =
) 1095 ) log, ) log, NG
©) |0923/§= f) log, 4=

2

2. Calcula el valor de x:

a) log, 81= 2
b) log, x=3
c) log,x=-1

Logaritmes decimals i neperians

Els logaritmes decimals i neperians son casos particulars de logaritmes:

El logaritme decimal és el logaritme en base 10 i es representa amb log.

El logaritme neperia és el logaritme en base e i representa amb In.

Exemples:

1. log1000= 3- 16= 100
1_ 1 .
2. log0,1=-1- 10'=== 0,
10
3.Inee=5.¢e=¢
4. Ine=1

Logaritmes i calculadora

Amb les tecles log i In es poden calcular els logaritmes amb la calculadora.

Exemples: Calcula els logaritmes seguents amb la calculadora i escriu com es fa:

1. log5=

2. In10=
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Propietats dels logaritmes

El logaritme d’un producte és igual a la suma dels loga(® -9 =logab+logac
logaritmes dels factors.

El logaritme d’un quocient és igual al logaritme del log a 9 =logab-logac
numerador menys el logaritme del denominador. C

El logaritme d’una poténcia és igual al producte de log b"=n loga b
’exponent pel logaritme de la base de la poténcia.

El logaritme d’una arrel és igual al logaritme del lo Q/B _ IOgEl b :1 loa. b
radicand dividit per l’index de Uarrel. Ya n Y%a
No existeix el logaritme de 0 o d’un nombre negatiu b>0

El logaritme de la base és 1 logaa=1

El logaritme d’1 és zero, sigui quina sigui la base. loga1=0

Exemples:

1. Desenvolupa, aplicant les propietats:

4 4
log 3/a7Eb :élog( aYEb] :—z(log(a4 [b) - Iog7) =—;( loga’ + logb- Iog7=

=1 4loga+ logb—log 7
3

2. Expressa com un sol logaritme:

XZ

3
50{3Inx+ Inx~ 2Inx) = 5[@ INX + Inx=In )5): Ejlr(x D(j:

=50nx* = In(xz)5 =In x°

Exercicis:

a) Desenvolupa, aplicant les propietats:

(48]
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b) Expressa com un sol logaritme:

2[€3Iog2 x+% log, y— 2log xj =

Canvi de base

Es pot calcular el logaritme d’un nombre en una base a, coneixent el logaritme d’aquest

nombre en una altra base, C, utilitzant la formula del canvi de base seglient:

logab=m . sic=10 oc=e - |log,b=129P - Inb

log, a ® loga Ina

Com que amb la calculadora podem obtenir els logaritmes decimals i neperians, usarem
la formula del canvi de base amb aquests logaritmes per calcular logaritmes en base
qualsevol.

Exemples: Calcula els segiients logaritmes amb la calculadora usant la formula del
canvi de base. Arrodoneix el resultat fins a les centesimes. Fes els
apartats b) i ¢):

a) lo 25:'0_95:|L5_ 2,32
log2 In2

b) log, 10=

c) log,, 50=
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Exercicis

1. Calcula els seglients logaritmes sense fer servir la calculadora:

a) log, 25= f) log, 216= K) |n(l):
e
b) log, 8= log 1000 = 1) lo (A)=
) log, g) log ) log, 256
5

9 log, 1024= h) .og(ﬁ) - m) log,12- log, 6=
d) log, 0,5= i) Ineg’ = n) log,,1=

e) log, 0= j) log,(-4)= 0) log,~/8=

2. Calcula x:
1
a) log,5=-1 c) Inx:E

b) logx=3 d) log, 216= &

3. Calcula amb la calculadora els segiients logaritmes (hauras de fer un canvi de base):

a) log,35= ¢) log,,, 70= e) logp2 =
b) log, 6= d) logs 50 = f) logs25 =

4. Desenvolupa aplicant les propietats dels logaritmes:

3 8 4
a) In(\/ae[bj = b) Iog{asg[jz
c
5. Expressa com un sol logaritme aplicant les propietats dels logaritmes i
simplifica:
1 4 8 1
a) g(logsa +log, b° - log, a- log, bz): b) 2 EInx—ZIny =
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1.

a) 2 f) 3 k) -1
b) 3 g) 3 ) -8
¢) -10 h) -5 m) Iogzl—ezzlogzzzl
d -1 i) 2 n) 0
>3
e) [ i A 0) IogZZZ:E
2. a) x:% b) x=1000 c) x=+Je d) x=6
3.
a) 3,24 d) 2,43
b) 2,58 e) 0,23
c) 0,92 f) 0,82
1 2
4. a) Ina+3Inb-3 b) 4Ioga+7logb—§logc
» X
5. a) log;(ald”) b) InF
Solucions dels exercicis de la teoria
Logaritmes
1. a) log, 27=3 e) Iog4\3/1_6:%
b) log, 625=4 f) log, 4=-2
2
) Iogz§/§::—13 g) log,1=0
d) log, 8 =3 h) Ioggi: -1
J3 2
2. a)log, 81=2- x=¢ b) log, x=3 > x=5 =12¢ c)

1
log.x=-1- Xx==
O 3
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Propietats dels logaritmes

a) 3(2Ioga+ 5Iogb—% Iogc)

Canvi de base
b) 1,43 c) 1,57

b) Iog3(x2 y)

104



TEMA 2: EQUACIONS

o voA W N

. Equacions de primer grau amb una incognita.

. Sistemes d’equacions.

Equacions de segon grau amb una incognita.
Equacions irracionals.
Equacions exponencials i logaritmiques.

Interes simple i compost.
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EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA.

1. EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA

Expressions algebraigues
Una expressio algebraica (o algebrica) és una combinacié de nombres i lletres units

entre ells pels signes de les operacions aritmetiques.

Exemples:
1. 2ab+ y+3z 2. X*+y? 3. 4a+2b
4. 7xX*+1 5. 5x

Nota: Si entre dues lletres o una lletra i un nombre no hi ha cap signe, es considera

que és un producte. Per exemple: 2ab= 2[&alb

Les expressions algebraiques sén molt Gtils a ’hora de resoldre problemes, ja que ens
permeten expressar una part de ’enunciat en llenguatge algebraic (o simbolic), que és

breu i precis, i que ens permet operar.

Exemples: Si X representa |’edat de la Marta, tradueix al llenguatge algebraic

les frases segiients:
1. La germana de la Marta té tres anys més que ella: x+3
2. La mare de la Marta té el triple d’edat que ella: 3x

3. El pare de la Marta té el doble d’edat que ella: 2x
4. El germa de la Marta té la meitat d’anys que ella: g

5. La cosina de la Marta té 4 anys menys que ella: x—4

Exercici Tradueix al llenguatge algebraic les frases segiients::
a) El doble d’un nombre:
b) El triple d’un nombre:
c) La meitat d’un nombre:
d) La cinquena part d’un nombre:
e) La meitat d’un nombre més una unitat:
f) El nombre de dies de X setmanes:

g) El triple d’un nombre menys la seva meitat:
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h) Dues cinquenes parts d’un nombre:

i) Repartir una quantitat de diners entre sis germanes:

j) Dos nombres consecutius:

Valor numeéric d’una expressio algebraica

El valor numeéric d’una expressio algebraica és el nombre que s’obté en substituir les

lletres per nombres determinats i efectuar les operacions indicades.

Exemples: Calcula el valor numeéric de:

1. 4x pera xX=5 5 4E5=

2. x’+1pera x=-5 _ (-57+1= 25+ 1=| 26
3.-a’+3bperaa=-2ib=-3 - —(-2+30-3)=-4- 9=[-13

Exercicis: Calcula el valor numeric de:

a) -3x°+1pera x=-1 -
b) 4x-y pera x=-2iy=-1-

c) x*+3yperax=-1iy=0-

Sol.:a)4 b)-7 c)-1

|lqualtats: identitats i equacions
Quan igualem dues expressions algebraiques, utilitzant el signe igual ( = ), obtenim una

igualtat algebraica .

Identitat

Igualtat{ .
Equacio

Una igualtat pot ser una identitat o una equacio:

Una identitat és una igualtat algebraica que es verifica sempre, per a qualsevol

valor que prenguin les lletres.

Una equacio és una igualtat algebraica que només es verifica per a algun o alguns

valors de les lletres.
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Exemples:

1. 6X —2x = 4x és una identitat. La igualtat es verifica sempre, per a qualsevol

valor que prengui X:
Pera x=1 - 6:1-21=41-6-2=4 - 4=4
Pera x=2 - 6:2-2.2=4.2, 12-4=8-8=8

Pera x=3 - 6-3-2:3=4.3- 18-6=12 - 12=12

2. (a+ b)2 = & +2ab+ I és una identitat. La igualtat es verifica sempre, per a
qualsevol valor que prenguin a i b.

3. 2x—5=1 és una equacid. La igualtat només es verifica per a x=3. Si x#3,
la igualtat no és certa.
3. 2x—5=1 és una equacié. La igualtat només es verifica pera x=3. Si X#3,

la igualtat no és certa.
? ?
Pera x=3 - 2[B-5=1- 65 1. F

? ?
Pera x=1 - 2[1-5=1-. 2-51. - 3%

Nomenclatura d’'una equacio

L’expressid que hi ha a I’esquerra del signe igual s’anomena primer membre i la que hi ha

a la dreta s’anomena segon membre. Els sumands que componen les expressions

algebraiques s’anomenen termes.

Exemple:

Termes

1r membre 2n membre

3X+ 5= 6 +X — 6&X 3X+5x = 6+ x— 6X

Les incognites d’una equacio son les lletres (se solen utilitzar les lletres x, vy, z...)

Tipus d’equacions
Les equacions es classifiquen:

Segons el nombre d’incognites:
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Exemples: 3x+ x= x+5+ 7x—1- equacié amb una incognita
5x+2y=-4_, equacio amb dues incognites
3x+ x= y+5+ 7z-1- equacié amb tres incognites
- Segons el grau (maxim exponent a qué esta elevada la incognita):
Exemples: 3x+ x= x+5+ 7x—1 - equacioé de primer grau
5x* + 2x=—4_ equaci6 de segon grau
3x*+ X = x+1 - equaci6 de grau 3

Solucié d'una equacio
La solucié d’una equacié de primer grau és el valor de la incognita que fa que es

verifiqui la igualtat.

Per saber si un nombre donat és solucié d’una equacio, substituim el nombre per la

incognita (X) i comprovem si es verifica la igualtat.

Exemple: Digues si X =1, x =-3 i X =0 s6n solucions de I’equacié 3x - X =4x + 6.

x=1 31-1=41+6 X=-3 3.(3)—(3)=4(3)+6 | x=0 30-0=40+6
3-1=4+6 9+3=-12+6 0=0+6
210 -6=-6 & +6
No és solucid Si que és solucio No és solucid

Exercici: Digues si x=-1, x=-3 i X =0 son solucions de ’equacié 5x -4 =2+ X —6

Sol.: Només x =0 és solucio.

Equacions equivalents. Principis d’equivaléncia

Dues equacions son equivalents si tenen les mateixes solucions.

Principis d’equivaléencia:
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- Si sumem o restem als dos membres d’una equacié el mateix nombre o expressio,

obtenim una equacio6 equivalent a la primera.

- Si multipliquem o dividim els dos membres d’una equacié pel mateix nombre o

expressio (diferent de zero), obtenim una equaci6 equivalent a la primera.

Per trobar la solucié d’una equacid, anem convertint-la en altres d’equivalents més

senzilles, aplicant els principis d’equivaléncia.

Exemple: Aplica els principis d’equivaléncia a I’equacié 7x — 5 = X + 3i troba’n la

solucio:
- Sumem 5 a ambdds membres - 7Xx—5+5=%+3+5 . 7X=3X+3+5 _ 7x =X +8

"(a la practica és el mateix que passar el 5 sumant a |’altre membre)

- Restem 3x a ambdds membres — 7x— X =2 +8-& - Tx-% =+8_ 4x =+8

"(a la practica és el mateix que passar el 3x restant a ’altre membre)

- Dividim ambdo6s membres per 4 - 7)( :% - xzji > x=2

"(a la practica és el mateix que passar el 4 dividint a [’altre membre)

Aixi doncs, per aplicar els principis d’equivalencia, fem servir la regla practica

seglient:

Podem canviar un terme de membre modificant-ne el signe (si esta sumant, hi

passa restant, i si esta restant, hi passa sumant).

Si un nombre o una expressio diferent de zero esta multiplicant tot un membre,
pot passar a l’altre membre dividint-lo. Si esta dividint tot un membre, pot

passar a l’altre membre multiplicant-lo.

Resolucio d’equacions de primer grau amb una incogn ita

Resolucidé d’equacions senzilles

Resoldre una equacié és trobar-ne la solucid.

Per resoldre una equacié de primer grau senzilla (sense parentesis ni denominadors),

seguim els passos seglients:

- Transposem els termes: Agrupem els termes que tenen X en un membre i els
termes numerics (sense X) en l’altre, modificant el signe d’aquells termes que

canviem de membre.
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- Reduim els termes semblants: Sumem o restem (en funci6 dels signes) els termes

que tenen X i els termes numerics per separat.

- Aillem la incognita: El coeficient de la X passa dividint a l’altre membre (o

multiplicant, si estigués dividint).

- Fem la prova: Substituim la solucio per la incognita en ’equacié de Uenunciat i

comprovem que es verifica la igualtat.

Exemples: Resol les equacions segiients:

1. X+X+2=X-x+10+7 2, 4x-2-x -5=1K+ 28
- Transposem els termes: - Transposem els termes:
2X+5X—3x+ x= 10+ 7~ = 4x—-Xx—-10x= 28+ 2+ ¢
- Reduim els termes semblants: - Reduim els termes semblants:
8x—-3x=17- 2 4x—-11x=+35
5x=15 -7x=35
- Aillem la incognita: - Aillem la incognita:
x=1—55=3—>x=3 X=?=—5—>X:—5
- Fem la prova: - Fem la prova:
23+53+2=33-3+10+7 4.(-5) — 2 — (5) —5=10-{5) + 28
6+15+2=9-3+10+V -20-2+5+-5=-50 + 28
23=23 -22=-22

Exercicis: Resol les equacions seguents i fes-ne la prova:

a) X+2X-10+5=%-1 Sol.: -4
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b) -8+x-6x-1=-%X-6-10 Sol.: —

N

€) 2-X+2X=-3X+4-x-2 Sol.: 0

Casos especials. Discussio de les solucions d’una equacié de primer grau amb

una incognita

Resol les equacions dels exemples segiients i digues que tenen d’especial.

Exemples:

1. X+ X+2=4+10-5

2. 8+ X+2=4&+10-x
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1. Quan resolem ’equacio de U’exemple 1, obtenim U'expressio Ox = 3. En aquest cas,
’equacio no té solucio, ates que no hi ha cap nombre que en multiplicar-lo per 0

sigui igual a 3. Tampoc podem aillar la X, ja que no es pot dividir per 0:

_3_
x=2= 4

2. Quan resolem l’equaci6 de ’exemple 2, obtenim U'expressio 0x = 0. En aquest cas,

hi ha infinites solucions, ja que en multiplicar qualsevol nombre per 0 el resultat és

0. En realitat, aquesta igualtat no és una equacio, sin6 una identitat, ja que es

verifica sempre.

En general, quan resolem una equacié de primer grau amb una incognita:

- Si obtenim ax = b, amb a # 0 (b pot ser 0) , ’equaci6 té una solucié.
- Si obtenim Ox = b, amb b # 0, l’equacio6 no té solucio.

- Si obtenim Ox = 0, hi ha infinites solucions i la igualtat no és una equacio, sin6é

una identitat.

Nota: Si obtenim ax =0 amb a # 0, si que té solucio, i aquesta es 0: x=—=0.
a

Resolucié d’equacions amb paréntesis

Per resoldre una equacié6 amb paréntesis, traiem els parentesis aplicant la propietat

distributiva i després procedim com en el cas anterior.

Exemple: Resol I’equacioé segiient i fes-ne la prova:

2K +5)+x=-3(6-%) + 16

- Traiem els paréntesis: - Fem la prova:

2x+10+ x=-18+ 15+ 1¢ 2(1+5)+=-3(6-51)+16
- Resolem ’equaci6é com en el cas 26+1=-31+16
anterior: . 13=13

2X+ Xx—-15x=-18+ 16- 10

-12x=-12
_T12_ _
X—T2—1—> x=1
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Exercici: Resol l’equacio segiient i fes-ne la prova: -4(x-2) — X - (3- %) =-3

Resolucié d’equacions amb denominadors

Per resoldre una equacié de primer grau amb denominadors, hem de treure els

denominadors. Per fer-ho, multipliquem els dos membres de |’equacio pel m.c.m.dels

nombres que hi ha en els denominadors.

X-4 x+6_ x+4
6 4

Exemple: Resol I’equacioé segiient i fes-ne la prova:

mcm(6,4,2)= 1z

- Multipliquem tots els termes per
12:

12@%5—11129:1zi%;f

- Fem les divisions i traiem els

denominadors:
2(x—=4)- 3(x+ 6)= 6 x+ 4
- Traiem els parentesis i resolem:

2X—8—-3x—18=-6x+ 24
2X—3X+ 6X=+24+ 8+ 1t
5x =50

=210 [x=14

Prova:

10-4 10+ 6_— 10 4

6 4 2

_16_-6
T2

olo
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Exercici: Resol ’equacio segiient i fes-ne la prova:

X-4 x+11_ 3x+5
5 10 2

3

Sol.: -1

En general, per resoldre una equacié de primer grau amb una incognita, seguim els

passos seglients:

Traiem els denominadors.
Traiem els paréntesis.
Transposem els termes.

Aillem la incognita.

Equacions en forma de proporcié

Per resoldre una equacié en forma de proporcié (igualtat entre dues raons), n’hi ha

prou de multiplicar en creu (els denominadors passen multiplicant a l’altre membre).

Exemple: Resol I’equacié segiient i fes-ne la prova:
x-4 _7
x+1 2

2(x—4)=7(x+1)
2X—-8=T7x+ 7~ 2X— 7x= #* 8

—5x=15_, x:f—gz—sﬁ 341 2 -2 2
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Exercici: Resol ’equacio segiient i fes-ne la prova:

x-14 5

X 2

Sol.: 4

Resolucié de problemes

Per resoldre un problema fent servir equacions de primer grau amb una incognita,

podem seguir els passos seglients:

Llegim atentament ’enunciat i diferenciem les dades que ens donen de les que ens

demanen.

Utilitzem la lletra X per representar la incognita, és a dir, allo que ens demana el

problema. Si el problema ens demana més d’una dada, representem amb X una de

les dades i les altres les expressem en funcio de Xx.

Si cal, fem dibuixos, taules, esquemes...

Plantegem |’equacio, traduint al llenguatge algebraic les parts de |’enunciat que

relacionin la incognita amb les dades.

Resolem [’equacio plantejada.

Expressem la solucié adequadament.

Comprovem que la solucié obtinguda verifica les condicions de U’enunciat del

problema.
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Exemples de problemes

1. Si la meva mare em donés un ter¢ dels diners que tinc ara i el meu pare em

donés 100 €, tindria 160 €. Quants diners tinc ara?
- Anomenem X a allo que ens demana el problema (la incognita):

X = diners que tinc ara

- Expressem la solucié adequadament:
Ara tinc 45 €

- Comprovem la solucio:
45 + 15 +100 = 160

- Plantegem ’equacio:

x+§+100= 16C

- Resolem ’equacio:

3x+ 3—;( +30100= 3116

3x+ x+ 300= 480
3x+ x=480- 300

4x =180
x=2=45. [x= 48

2. La Marina té el doble d’edat que en Joan. Entre tots dos tenen 21 anys. Quants
any té cadascu?

- Anomenem x l’edat d’en Joan i expressem la de la Marina en funcio de la
d’en Joan:

x = edat d’en Joan
2x = edat de la Marina (“té el doble d’edat que en Joan”)

Plantegem ’equacid: x + 2x = 21
Resolem l’equaci6: 3x=21- X 2%1: 7>

Expressem la solucié adequadament:
En Joan té 7 anys i la Marina té 14 anys
Comprovem la solucio:

14 és el doble de 7; 7 i 14 sumen 21.
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3. Al congelador tenim gelats de maduixa, de xocolata i de torré. Sabem que hi ha
el triple de gelats de xocolata que de maduixa i dos gelats més de maduixa que

de torr6. També sabem que en total hi ha 23 gelats. Quants gelats tenim de
cada?

- Anomenem x el nombre de gelats de torrd i expressem la resta en funcié de x.

Per fer-ho, traduim a llenguatge algebraic el que diu el problema:
x = gelats de torro
X + 2 = gelats de maduixa (“dos més de maduixa que de torrd”)

3.(x+ 2) = gelats de xocolata (“el triple de xocolata que de maduixa”)
"(Nota: Compte amb el paréntesi!! - 3x + 2 seria incorrecte!)
- Plantegem ’equacio:

X+ X+2+3(x+ 2)= 2%

Resolem ’equacio:

X+ X+2+3(x+ 2)= 23
X+ X+2+3x+ 6= 23
X+ X+3x=23-2-6

5x =15 x=1—55: 3. [x=3

Expressem la soluci6 adequadament:
3 gelats de torro
5 gelats de maduixa

15 gelats de xocolata

Comprovem la solucio:
5=3+2
15 =3-5

3+5+15=23
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4. Troba tres nombres consecutius que sumen 39.

- Anomenem x el més petit dels tres nombres que ens demanen i expressem els

altres dos nombres en funcio de x:

X = primer nombre
X + 1= segon nombre

X + 2 = tercer nombre
- Plantegem 'equacié: x +x+ 1+ x+2 =39

- Resolem l’equacio:

X+ X+ x=39-1- 2
3x=36- =%6= 12
- Expressem la solucio adequadament:

Els tres nombres sén:
12, 13 i 14

- Comprovem la solucio:

12, 13 i 14 son consecutius i sumen 39: 12 + 13 + 14 = 39

|«

Una mare i una filla tenen 42 i 17 anys, respectivament. Quants anys han de

passar perqueé |’edat de la mare sigui el doble de I’edat de la filla?

- Fem un quadre: x = anys que han de passar

Ara D’aqui a x anys
Edat de la mare 42 42 + X
Edat de la filla 17 17 + X

- Plantegem Uequacié: 42+ x=2(17+x)
- Resolem l’equacio:

42+ x = 34+ X

42-34= X-x »|x= 8

- Expressem la soluci6 adequadament:

Hauran de passar 8 anys

- Comprovem la solucio:
D’aqui a 8 anys la mare tindra 50 anys i la filla en tindra 25.
50 és el doble de 25.
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EXERCICIS: EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA.

1. Resol les equacions senzilles seguents i fes-ne la prova:

a) 2x—5-x+ 2= 5x-11 j)— 2 X+ & &+ 2

b) Xx—5+9=5x— 2x+ 2 k) 40= X—- & x

c) 4x— x+ 2+ 5=10x- 28 -3+ 5 & & x=- 5 1&
d) 5x—4-x=-3+ 2x+1 m) 4x= 7x+ 10

e) X—-7x+11=-x-3x+10- 5 n) 2+ 5- 10

f) 2x+10- 5=- X o) =-&- ¥ 1%

g) Xx+2x-10+ 5= 5x-1 p) 4&- 3+10-1= 4x+ 10

h) 3x+5-x=2x+10- 5 q) x+ 16 X=-2¢ 18 5

i) 3X—2+x=4x+ 2 r) 8x- 3+ 5= 10t 5 X

2. Resol les equacions amb paréntesis seglients i fes-ne la prova:

a) 5(4x—3)— 2= x— 2(x- 2)+ 19 f) £ 83 B x 3% 2)

b) —3(1- )= 3- 2(t x ) 18 g) - 5K+ 1y =— f+ B 1
c) 2(x+3)=5- (X+ 1+ 6 h) - 6&- 1F 13 3@ 2
d) —(1-X)-5(3x+ 7)=- 36 )= 7k- 1 5 £x+ 2)

e) 3x—3(x+ 1)+ 2=- 15 X j) - 5&+ 1y 2-5x-3

3. Resol les equacions amb denominadors segients i fes-ne la prova:

X+3 X-=5 1 1
a)—-———=95 f) —(4x+ 2)+— (3- & )=1
) 5" ), (x+ 2+ (3 &)
b) 4x+10_ 2+ 1+1 2) 5_2(x+1):x_1
5 3 4 2
0 —x—2_6x—2:_3 h) X+ 1_)(:5
4 5 2
gAY _8X_pis P X0 2. XS
10 12 4 3 2
e) 2+ _Sx+1)_x_,, j) VR R S
3 2 5 5 15 3 5

4. Resol les equacions en forma de proporcié segients i fes-ne la prova:

Xx+3 bx+20 +3 1

a) = d) =—

3 10 2k+1) 2
b) 2(x+1):x+3 o 3_ 4
5 3 X X+1

0 2x—3:4x—1 f)_2:__4

2 4 X-3 X+ 6
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SOLUCIONS: EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA.

1. 2.
3) x=2 J) x=0 a) x=2 f)x=§
b) x=1 k) x=8 4
c) X=5 l) x=-3 b) x=-2 g) X=6
10 2
d) x=1 m) X=-—— = = ——
) ) 3 c) x=1 h) x -
-15 1
e) x=3 n) X=—— = i ==
) ) > d) x=0 i) x 5
4
f) x=-1 0) X=Z e) X= —% j) Ox = 0 Identitat
1
X=-2 X=—=
g) P) 3
h) Ox = 0 Identitat q) Ox=-5 No té soluci
i) Ox = 4 No té solucio r) Ox= 0 Identitat
3.
a) x=9 f) Ox= 0 Identitat
b) x=-5 g) x=0
c)x=2 h) 0x= 9 No té soluci
11
d) x=-4 i) Xx=——
) ) 3
1
e) X=5 j) X=—
) j) 2
4,
1
a) Xx=-6 d) Xx=——
) ) >
b) x=9 e) x=3
c) 0x =10 No té solucio fy x=0
Solucions dels exercicis de la teoria
Expressions algebraiques
a) 2x b) 3x c) X d) X e) X+1
) ) ) 2 ) 5 ) 5
f) 7x 3x-=X h) 2x i) X j) xix+1
) g) 2 ) 5 ) 5 j)
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PROBLEMES: EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA.

P

1.

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

roblemes

Si al triple d’un nombre li sumem 5 unitats, el resultat és 50. Quin és aquest
nombre?

. Si al quadruple d’un nombre li restem 30 unitats, el resultat és 78. Quin és aquest

nombre?

. Si a la meitat d’un nombre li sumem 8 unitats, el resultat és 70. Quin és aquest

nombre?

. Si a la tercera part d’un nombre li restem 6 unitats, el resultat és 25. Quin és aquest

nombre?

. Si a la quarta part d’un nombre li sumem 25 unitats, el resultat és 65. Troba aquest

nombre.

. Si a la meitat d’un nombre li sumem la seva cinquena part, el resultat és 91. Quin és

aquest nombre?

. Troba dos nombres consecutius que sumen 47.

. Si dupliquem la quantitat de diners que tenim ara i hi afegim 150 €, tindrem 400 €.

Quants diners tenim ara?

. Troba dos nombres que sumen 135 i que un sigui 25 unitats més petit que Ualtre.

. En una granja hi ha 800 animals entre porcs i gallines. Si hi ha el triple de gallines

que de porcs, quants porcs i quantes gallines hi ha a la granja?

En una classe de 24 alumnes hi ha cinc vegades més noies que nois. Quants nois hi
ha? Quantes noies hi ha?

En una escola treballen 35 professors/res. Si hi ha 15 professores més que
professors, quantes professores i quants professors hi ha?

La Carla i en Pere mengen 6 kg de fruita a la setmana entre tots dos. Si sabem que
la Carla menja la quarta part de fruita que en Pere, quants quilos de fruita menja
cadasc(?

En una caixa hi ha 21 iogurts. Si hi ha la meitat de iogurts de maduixa que de
platan, quants iogurts de maduixa hi ha? | de platan?

En Marc i la Martina tenen 24 anys entre tots dos. Si en Marc és sis anys més gran
que la Martina, quants anys té cadascu?

La germana d’en Marcel té 10 anys menys que ell, i la seva mare té el doble d’anys
que ell. Si les edats de tots tres sumen 90 anys, quants anys té cadasc(?
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PROBLEMES: EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

La Joana, la Marta i en Miquel tenen 80 anys entre tots tres. Si la Marta té nou
anys més que la Joana i en Miquel té 1 any menys que la Marta, quants anys té
cadasc(?

Tres germanes es reparteixen 200 €. La petita es queda el triple d’euros que la
mitjana i la gran se’n queda tants com les altres dues juntes. Quants diners es
queda cadascuna?

En Jofre, en Joan i l’Aina volen comprar un regal que val 120 € a un amic. L’Aina hi
posa 20 € més que en Joan i en Jofre hi posa la meitat del que posa en Joan.
Quants euros hi posa cadasc(?

Una noia fa cicloturisme durant tres dies. Si cada dia recorre 15 km més que el dia
anterior i en total recorre 228 km, quants quilometres recorre cada dia?

Tenim 19 kg de fruita entre taronges, platans i pomes. Si tenim 3 kg més de
taronges que de pomes i el doble de platans que de taronges, quants quilos de
cada classe de fruita tenim?

La Mariona s’ha llegit un llibre de 200 pagines en tres dies. El segon dia ha llegit 20
pagines més que el primer dia i el tercer dia n’ha llegit el triple que el segon dia.
Quantes pagines ha llegit cada dia?

Quatre amigues fan una obra de teatre i es reparteixen els diners que guanyen
amb ’actuacio en funcido del paper que interpreta cadascuna. La primera
s’emporta la meitat dels diners que guanyen, la segona se n’emporta una sisena
part, la tercera se nemporta una vuitena part i U’Gltima s’emporta 50 €. Quants
diners guanyen amb ’actuacio?

La Pepa té deu anys més que la Laura i fa cinc anys la seva edat era el doble de la
de la Laura. Quants anys té cadascuna?

La Noa té sis anys menys que en Ferran i d’aqui a dos anys ’edat d’en Ferran sera
el triple de la de la Noa. Quants anys té cadascu?

En Josep i ’Andrea tenen 17 i 11 anys, respectivament. Quants anys fa que l’edat
d’en Josep era el doble que la de I’Andrea?

124



PROBLEMES: EQUACIONS DE PRIMER GRAU AMB UNA INCOGNITA.

Solucions

. 15.

. 27.

. 124,

. 93.

. 160.

. 130.

.23iel 24.

. Tenim 125 €.

9. 801 55.

10. 200 porcs i 600 gallines.

11. 4 nois i 20 noies.

0 N O U A W N =

12. 10 professors i 25 professores.

13. Pere: 4,8 kg; Carla: 1,2 Kg

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

Hi ha 7 iogurts de maduixa i 14 iogurts de platan.
Marc: 15 anys; Martina: 9 anys.

Marcel: 25 anys; germana: 15 anys; mare: 50 anys.
Joana: 21 anys; Marta: 30 anys; Miquel: 29 anys.
Mitjana: 25 €; petita: 75 €; gran: 100 €.

Joan: 40 €; Aina: 60 €; Jofre: 20 €.

1r dia: 61 km; 2n dia: 76 km; 3r dia: 91 km.
Pomes: 2,5 kg; taronges: 5,5 kg; platans: 11 kg.
1r dia: 24 pag.; 2n dia: 44 pag.; 3r dia: 132 pag.
Guanyen 240 €..

La Pepa té 25 anys i la Laura en té 15.

La Noa té 1 any i en Ferran en té 7.

Fa 5 anys.
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2. SISTEMES D’EQUACIONS

Solucions d’equacions lineals amb dues incognites

Una equacio6 lineal (de primer grau) amb dues incognites té infinites solucions.

Exemples:

1. L’equacié amb dues incognites X + y =5 té per solucions:

X=0 |x=5 [x=1 [x=4 |[x=2 | x=3 | ¥x-1|x-2]| -5
y=5"|y=0 |y=4"|y=1 |y=3 |y=2 | y=6" | 7 | ¥ 10
Aixi podem continuar trobant més solucions. Té infinites solucions (la qual cosa no

vol dir que tot parell de nombres sigui solucio)

2. L’equacié amb dues incognites 2x + y =5 té per solucions:
X=0 |x=5 |x=1 |x=2 |x=3 |[x4 | x-1|%x-2|%x-3
y=5" |y=-5 |y=3" |y=1 |y=-1 |y==-3 | y=7" | ¥ 9 | ¥ 11

Aixi podem continuar trobant més solucions. Té infinites solucions.

Exercicis:

1. Troba cinc solucions de l’equacié 2x -y =2

2. Digues si el parell de valors x = 3 iy = 4 és solucio de les equacions segiients:

a)x+y=10 b)3x +y =13 c)x—-y=1 d) x—-y-=-

Solucions d'un sistema de dues equacions lineals am b dues
incognites

Dues equacions de primer grau amb dues incognites formen un sistema d’equacions

lineals.

Una solucié d’un sistema és una solucié comuna a totes les equacions del sistema. En el

cas d’un sistema amb dues equacions, ha de ser soluci6 de les dues equacions.

Exemples:
. : x+y=10 : : . :
1. La soluci6 del sistema 5 és x =61y =4, ja que verifica les dues equacions:
X-y=
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SISTEMES D’EQUACIONS

6+4=10
6-4=2

La solucid és Unica. No hi ha cap altre parell de nombres que verifiqui les dues equacions. Hi
ha infinits parells de nombres que verifiquen la primera equacié (que la seva suma sigui 10) i
infinits parells de nombres que verifiquen la segona equacié (que la seva resta sigui 2), pero

només hi ha un parell de nombres (6 i 4) que verifiquen les dues equacions a la vegada (que la

seva suma sigui 10 i la seva resta sigui 2).

x+y=10
2. Lasolucié del sistema Y és x =8iy =2, ja que verifica les dues equacions:
2x -3y =10
8+2=10
2[8-3[k=1C

En aquest cas, també la solucio és unica. Es !’Unic parell de nombres que verifica les dues

equacions.

x+y=10
2x+2y =20

|w

té infinites solucions, ja que son dues equacions equivalents (la

. El sistema {

segona equacio s’obté multiplicant la primera per 2). En aquest cas, tots els parells de

nombres que son solucidé de la primera equacio ho sén també de la segona.

x+y=10
. El sistema { N y 5 no té solucié, ja que no hi ha cap parell de nombres la suma dels
X+y=

|A

quals sigui 10 i 5 a la vegada.

Exercici: Digues si el parell de valors x = 3 iy = -2 és solucio dels sistemes segiients:

X+y=5 2x-y=8 X-y=5
a) _ b) _ c)
X-y=-1 -x-y=-1 2x+ y=1

Classificacio dels sistemes

Hem vist que un sistema de dues equacions amb dues incognites pot tenir una solucio,

pot tenir infinites solucions i pot no tenir solucio. En funcié del nombre de solucions, els

sistemes es classifiquen de la manera segiient:

DETERMINAT: té una Unicasoluci6
INDETERMINAT: té infinites solucions
INCOMPATIBLE: no té solucé

COMPATIBLE: té solucio
SISTEMA
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S D’EQUACIONS

Resoluci6 de sistemes de dues equacions lineals amb dues

incognites

Un sistema es pot resoldre algebraicament o graficament.

Per resoldre un sistema algebraicament, hi ha tres metodes:

Métode de reduccio.
Meétode de substitucio.

Métode d’igualacio.

Métode de reduccio

Per resoldre un sistema per reduccié, seguim els passos segiients:

Trobem un sistema equivalent al donat en el qual una incognita (que tant pot ser
la X com la y) tingui el mateix coeficient en les dues equacions, pero amb el

signe canviat, de manera que en sumar-les es redueixi aquesta incognita.

Per fer-ho, si cal, multipliquem una equacié per un nombre, o multipliquem les

dues equacions, cadascuna pel nombre que correspongui. El coeficient que

busquem sera el m.c.mdels dos coeficients.

A vegades, no és necessari fer aquest pas perque ja hi ha una incognita que té el

mateix coeficient en les dues equacions, pero amb el signe canviat.
Sumem les dues equacions per reduir una incognita.

Resolem |’equacié que en resulta, que té només una incognita. Ja tindrem el

valor d’una incognita.

Calculem el valor de l’altra incognita, substituint en qualsevol de les dues

equacions de [’enunciat la incognita que hem calculat pel seu valor.

Fem la prova, substituint els valors obtinguts en les dues equacions de [’enunciat

i comprovant que es verifiquin les dues igualtats.
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Exemples: Resol els sistemes seglients per reduccio:

1.

x+y=10
X-y=6

- Sumem les dues equacions:
x+y=10
X-y=6
2x / =16

- Resolem ’equacio:

- Calculem el valor de l’altra incognita:

{x+ y=10 0. 8+y=10- y=10- 8 2. [y= }

X-y=6
- Fem la prova:

Substituim x per 8 i y per 2 en el sistema de ’enunciat i comprovem
que es verifiquen les dues igualtats:

8+2=10- 10= 1(
8-2=6-6=6

|

x+y=10
2x-3y=-10

- Multipliquem la primera equacié per 3. Aixi, la y tindra el mateix
coeficient en les dues equacions, pero amb el signe canviat (3 i -3):
x+y=10 0 B 3x+ 3y= 30
2x-3y=-10 2x— 3y=- 1(
- Sumem les dues equacions i resolem ’equacio:

3x+3y=30
2x—-3y=-10

5x /=20 - :2—50:4q
- Calculem el valor de ’altra incognita:

{x+ y=10 08t 4+y=10- y=10- 4 6-[y= §

2x-3y=-10

- Fem la prova:

Substituim x per 4 iy per 6 en el sistema de |’enunciat i comprovem que

es verifiquen les dues igualtats:

4+6=10 10= 10
2(4-3B=-10 | & 18- 10. - 18- 1
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3.

3x-5y=7
2x-3y=4

- Multipliquem la primera equacio per 2 i la segona per -3. Aixi, la X
tindra el mateix coeficient en les dues equacions, pero amb el signe

canviat (6 i -6, que és el m.c.m(2,3)):

3x-5y=70 0% .  6x- 10y= 14
ox-3y=4 083 - 6x+ 9y=- 1
Sumem les dues equacions i resolem ’equacio:

6x—-10y=14
—6x+9y=-12

J —y=2 - y=2=-2_.[y=-7
-1

- Calculem el valor de ’altra incognita:

3x-5y=7 O TP 3x- 53 2)= 7
2x-3y=4

-3Xx+10=7 - X= 7- 106-- &x:?:a:— L | x=-1

Fem la prova:

- Substituim x per -1 i y per -2 en el sistema de Uenunciat i

comprovem que es verifiquen les dues igualtats:

3(-1)-50-2)=7 (-3+10= 7- E °
20-1)-31-2)= 4 |-2+ 6= 4. % 4

Exercicis: Resol els sistemes segiients per reduccio i fes-ne la prova:

2x+y=9
a
3x+y=14

Prova:

(Sol.: x=5;y=-1)
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b) 2x-5y=-14 Prova:
3X+2y=-2

(Sol.: x=-2;y=2)

-3x+3y=-9 Prova:
C
o9X—4y=15
(Sol.: x=3;y=0)
6x+5y=-28 Prova:
2x-3y=0

Sol.: x=-3;y=-2)

Métode de substitucio

Per resoldre un sistema per substitucié, seguim els passos seglients.

- Aillem una incognita d’una de les dues equacions (triem la que ens sembli més

facil d’aillar).

- Substituim en l'altra equacid la mateixa incognita que hem aillat per ’expressid
obtinguda.
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- Resolem I’equacié que en resulta, que té només una incognita. Ja tindrem el

valor d’una incognita.

- Calculem el valor de l’altra incognita, que és la mateixa que hem aillat en

primer lloc, substituint en la igualtat en la qual la tenim aillada el valor de la

incognita que ja hem calculat.

- Fem la prova, substituint els valors obtinguts en les dues equacions de

’enunciat i comprovant que es verifiquen les dues igualtats.

Exemples: Resol els sistemes seglients per substitucio:

1.

{

X-2y=3
2x-3y =7

- Resolem ’equacioé que en resulta: 2(3+ 2y)-3y=7

- Calculem el valor de ’altra incognita:

- Fem la prova:

Aillem una incognita d’una equacio6 i la substituim en Ualtra:

x-2y=3 [0OOWMoo *
2x—-3y=7 OMPSFMPXL 23 2y =7

6+4y-3y=7- 4y- 3y= 7- 6-[y= |
‘x=3+2y 0T, x=3+201= 3 2= 5. [x= §

Substituim x per 5 iy per 1 en el sistema de l’enunciat i comprovem
que es verifiquen les dues igualtats:

X-2y=3 5- 2= 3 5223 F 3
2x-3y=7 |2B-3%E=7 |16 3 - %

[

{

2x-y=5
5x -2y =11

- Aillem una incognita d’una equacio i la substituim en Ualtra:

|

- Resolem ’equacioé que en resulta: 5x—2(=5+ 2x)= 1:

2X-y=5 Dﬁ.ﬂﬁrﬁlﬁ@ - y=5— 2x_>*

5x—-2y=130 MM P Y1, sx- 2¢ 5 X 13

5x+10- 4x= 13- - &= 13 10. | x= [
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- Calculem el valor de ’altra incognita:
‘y=-5+2x 0¥ 8- y=-5+ 2(B=-5 6 1.

- Fem la prova:

Substituim x per 3 iy per 1 en el sistema de l’enunciat i comprovem que
es verifiquen les dues igualtats:

2x-y=5 20B-1=5 E5 55
5x-2y=13 | 503 Z0E 13 | 15 2 13 13

3. - Aillem una incognita d’una equacio i la substituim en Ualtra:
2x-5y =7 .
. "
3x+2y=1 |2x-5y=700MTOL 2x= 7+ By | x=— 25Y

3x+2y=110 PSR X, {7+25yj+ 2y=1

7+5y

- Resolem l’equacié que en resulta: 3( j+ 2y=1

21+215y+2y=1 . 29723215% oy= AT

21+15y+ dy= 2_. 15+ 4= 2 21

19y:_19—> y:_—19:_1—>

19
- Calculem el valor de ’altra incognita:

7+5[-1) _7-5
2

x=1" ¥t x= =221 [x=
2 2

- Fem la prova:
Substituim x per 1 iy per -1 en el sistema de ’enunciat i comprovem que

es verifiquen les dues igualtats:

2x-5y=7 (2517 (25 7. %
x+2y=1 |3+ 11 | 3F 21 £ 1
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Exercicis: Resol els sistemes segiients per substitucio:

a)

X-y=2
5x-3y=0

Sol.:

x=-3;y=-5

Prova:

b)

2x+3y=-5
-3x+5y=17

Sol.:

XxX=-4,y=1

Prova:

Métode d’igualacio

Per resoldre un sistema per igualacio, seguim els passos seguents.

Aillem la mateixa incognita de les dues equacions (triem la que ens sembli més
facil d’aillar).
Igualem les dues expressions que hem obtingut en el pas anterior.

Resolem |’equacié que en resulta, que té només una incognita. Ja tindrem el

valor d’una incognita.

Calculem el valor de l’altra incognita, que és la mateixa que hem aillat en
primer lloc, substituint en qualsevol de les dues igualtats on la tenim aillada el

valor de la incognita que hem calculat.
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- Fem la prova, substituint els valors obtinguts en les dues equacions de

’enunciat i comprovant que es verifiquen les dues igualtats.

Exemples: Resol els sistemes seglients per igualacio:

1 {X+ y=2 - Aillem la mateixa incognita de les dues equacions:

3x+y=-4 y .
x+y=2 0O
3x+y=-4 O M,

- Igualem: 2—x=-4-3x

- Resolem ’equaci6 que en resulta:
—X+3Xx=-4-2

2X=-6 x:_76:—3—>E

- Calculem el valor de ’altra incognita:

‘y=2-x 0¥ 0%, y=2-(3)= 2+ 3= 5. [y=

- Fem la prova:

Substituim x per -3 iy per 5 en el sistema de l’enunciat i comprovem

que es verifiquen les dues igualtats:

X+y=2 -3+5=2 2= 2
3x+y=-4 |3X-3+5=-4 |-% 5-4. - &-

2 2x=y=-1 | . Aillem la mateixa incognita de les dues equacions:
T 3x+2y=2

2x-y=-1 0 AEMIT. |x= —1;y

3x+2y=2 O Alemia, |x=2-2

-1+y 2-2y

- lgualem:
8 3

- Resolem l’equaci6 que en resulta:

-1+y  2-2y
S =

3(-1+y)=2(2- )

-3+3y=4-4y -, 3y+ 4y= 4 3

multipliguem en crel
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- Calculem el valor de ’altra incognita:

*x=_1+y Dﬁi x:_l+1=—0:0a x=0
2 2 2

- Fem la prova:

Substituim x per 0 i y per 1 en el sistema de lUenunciat i

comprovem que es verifiquen les dues igualtats:

2x-y=-1 [20-1=-1 [-E-1
x+2y=2 |3 TE2 |G = 2. 2

|~

{

5x-2y=15
-4x+3y=-19

- Aillem la mateixa incognita de les dues equacions:

1 15+ 2
sx-2y=15 MBI, sx=15+ 2y - [x=— 2

5
—4x+3y=-19 0 WD, -ax=-19-3y - 4x= 1%+ 3
19+ 3y
- [X=
4
+
- lgualem: 15+ 2% = 19; Y

- Resolem ’equacid que en resulta:

15+2y _ 19+ 3

= ——= multipliguem en cre!
5 4 Pid

4(15+ 2y )= 519+ ¥ )
60+8y = 05+ 15/ . 8- 1%= 95 60

-7y=35- y==2 - [y=—§

- Calculem el valor de ’altra incognita:

=10 npirh, (=129 18208,

- Fem la prova:

Substituim x per 1 i y per -5 en el sistema de U’enunciat i

comprovem que es verifiquen les dues igualtats:

5x—2y =15 5[1- 2(-5)= 15 5+ 10= 15 15 15
—4x+3y=-19 |-40+30-5)=-19 |-4-15--19 |- 1&- 1
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Exercicis: Resol els sistemes seglients per igualacio:

1 Prova:
2Xx-y=5

8x+y=-5

Sol.:

x=0;y=-5

2. Prova:
3x-2y=10

—5x+3y=-16

Sol.:

X=2;y=-2

Sistemes compatibles indeterminats i incompatibles

Fins ara tots els exemples que hem vist son sistemes compatibles determinats, ja que

tenen una Unica soluci6. Vegem ara dos exemples de sistemes que no son compatibles
determinats:

Exemples: Resol els sistemes segiients pel metode que vulguis.

’ 2x+6y=4
= |3x+9y=6
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5 X+2y=4
= |2x+4y=6

En ’exemple 1:
- Haurem obtingut:
o Ox + Oy =0 si has intentat resoldre el sistema per reduccio.
o Ox =0 o Oy = 0 si has intentat resoldre el sistema per substitucié o
igualacio.
- Tots aquests resultats indiquen que és un sistema compatible indeterminat, és a

dir, que té infinites solucions.

- En realitat, les dues equacions son equivalents. Si dividim la primera equaci6 per 2 i
la segona per 3, obtenim la mateixa equaci6. Llavors, han de tenir les mateixes
solucions; les solucions de la primera equacio son també solucions de la segona, i

viceversa.
ox+6y=4 OTF- x+ 3y= 2
{3x+9y: 6 OTP- x+ 3y=2
En ’exemple 2:
- Haurem obtingut:
o Ox + 0y =-2 sihas intentat resoldre el sistema per reduccié.
o Ox =-2 o 0Oy = -2si has intentat resoldre el sistema per substituci6 o
igualacio.
- Cap d’aquests resultats és possible, ja que 0 # -2. Aquests resultats indiquen que és

un sistema incompatible, és a dir, que no té solucié. No hi ha cap parell de

nombres que sigui solucio de les dues equacions.

- Si dividim la segona equacio entre 2, trobarem que els primers membres de les dues

equacions son iguals, pero els segons membres son diferents:
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X+ 2Y no pot ser a la vegada 3 i

X+2y=3 4 si substituim x i y per valors
determinats.

X+2y=4 X+2y=4 {x+2y:4
2x+4y=6 OTF- x+ 2y= 3

Podem concloure que:

Si quan resolem un sistema obtenim:

*»0X+0y =0 0c=0 o Oy =0 - El sistema és compatible indeterminat -

Infinites solucions
» OX+0y=Db, Ox=b o Oy=b amb bOR, b#0 - El sistema és incompatible -
No té solucio

= ax=boay=bamb ai bOR a#0- Elsistema és compatible determinat -

Solucio unica

Exercici: Classifica els sistemes seglents:

5x+2y=1 b 5x+2y=2 5x+2y=7
C
-10x—-4y=-2 15x+ 6y = 2 15x-10y= 5

Meétode grafic

Eixos cartesians o de coordenades

Els eixos cartesians estan formats per dues rectes perpendiculars graduades:

La recta horitzontal s’anomena eix de les abscisses o de les X (eix 0X).

La recta vertical s’anomena eix de les ordenades o de les y (eix 0Y).

El punt de tall dels eixos s’anomena origen de coordenades. Es el punt (0,0).

A la dreta de Uorigen de coordenades es representen els valors positius de la X i a

’esquerra es representen els valors negatius.
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- A la part superior de l’origen de coordenades es representen els valors positius de

layi a la part inferior es representen els valors negatius.

Per descriure la posicié de qualsevol punt del pla, s’utilitza un parell ordenat de nombres

(X,y) anomenats coordenades cartesianes del punt. La primera coordenada, X, rep el nom

d’abscissa del punt i la segona coordenada, Y, rep el nom d’ordenada del punt.

Exemple: Representa en uns eixos cartesians els punts:

A(-3,0); B(0,4); C(4,4); D(2,0); E(2, -3); F(-2, -2); G(-2,1); H(-1,1); 1(0,0).
i i i i 5[ Y :elxdie Iesiordeénadeés) i i
e AR
A ———
S S S S S S U S S SO S
S (< ) T O O S A
Y-V S ') KA N N R B
A ] A S A
I T B
e e e e
i i i UL i E i i i i
RN S s AR G M s S S
Lol o

Representacié grafica d’una equacié amb dues incognites

Una equacio lineal (de primer grau) amb dues incognites té infinites solucions. No

podem donar-les totes, pero podem representar-les graficament.

La representacio grafica en uns eixos cartesians de les solucions d’una equacio lineal

amb dues incognites és una recta.
Per fer aquesta representacio grafica, seguim els passos segiients:

- Calculem almenys tres solucions de ’equacié. Per facilitar el calcul, podem:

o Aillar la incognita y.

o Escollir valors qualssevol per a la incognita X i substituir-la per aquests

valors.
o Calcular el valor de y per a cada valor de x escollit.

0 Col-locar les solucions en una taula de valors.
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- Representem les solucions obtingudes en uns eixos cartesians. Cada solucio

correspon a un punt (X,y) en el grafic de coordenades.

- Unim els punts i obtenim una recta. Cadascun dels infinits punts de la recta és una

solucid de ’equacio. Aixi mateix, cada solucié de I’equacié sera un punt de la recta.

Exemples:
1. Representa graficament la recta x +y =4
Calculem solucions de ’equacié (com a minim 3):
- Podem buscar directament les solucions perqueé és facil trobar nombres que sumin 4:
X=0,y=4;,x=4y=0; x=1Ly= 3% 2, 2;%—- Ly 5x%x- 2,y C(etc.
(0,4) (4,0) (1,3) (2,2) (-1,5) 26)

- O bé podem aillar y - y =5 — X, anar donant valors a la X i calcular els valors

corresponents de la y:
Six=0 - y=4-0=4 - (0,4 Six=2 - y=4-2=2 5 (2,2
Six=1- y=4-1=3 -5 (1,3 Si x=-2 - y=4-(-2)=6 - 2,6
Six=-1 - y=4-(-1)=5- 1,5 Six=4 - y=4-4=0- (4,0

Aixi podriem continuar calculant solucions...

- Fem una taula de valors amb els resultats obtinguts, representem els punts

graficament i els unim:

b&:l\:l'—xl—xo‘x

141




SISTEMES D’EQUACIONS

Exercici: Representa graficament la recta X— y=2.

x|y OSSN N T Y R O SO N
RSN S 1 S S N
i
NN S | AN S
403 2 = o123
SR I Y N R A
SR T Y L S N
N A
o o
S S I N 3 NS A S I

Representaci6 grafica d’un sistema lineal de dues equacions amb dues incognites

Si representem graficament les dues equacions d’un sistema en uns mateixos eixos
cartesians, el punt o els punts que tinguin en comu les dues rectes seran la solucio o les

solucions del sistema. Ens podem trobar en aquests tres casos:

- Que les rectes siguin secants, és a dir, que es tallin en un punt. Aquest punt de tall

(o punt d’interseccid) sera la solucié Unica del sistema i, per tant, el sistema sera

compatible determinat.

- Que les rectes siguin paral-leles, és a dir, que no tinguin cap punt en comu. En

aquest cas, el sistema no té solucio i és incompatible.

- Que les rectes siguin coincidents, és a dir, que tinguin tots els punts en comu. En

aquest cas, el sistema té infinites solucions i és compatible indeterminat.

Compatible determinat: >< -~ secants
Incompatible: // - paral-leles
Compatible indeterminat: / - coincidents
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-1
—-2X+4
X+3

2y =-4x+8 - | y=—2x+ 4
y

=8
4., Yy

-3

0

4x + 2y

2xX+y
El sistema és compatible indeterminat.

Les rectes son coincidents.

Té infinites solucions.

|

La solucio és (3,-4).

Es compatible determinat.

2.

Exemples: Resol graficament els sistemes segiients.

SISTEMES D’EQUACIONS

0 -

X-y
X-y

el
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X+3

X

y

y
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-1-X

1__012

Sistema incompatible: No té solucié.
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Resoluci6 de sistemes lineals de tres equacions amb tres
incognites

Una solucié d’un sistema de tres equacions amb tres incognites és una terna de

nombres reals (un valor per incognita) que verifiquen totes les equacions del sistema.

Exemple:
X+2y-2z=6 La solucio del sistema és 1+202—( :i:: 6 o 1+ 4+ 1=
2x-y-z=1 X=1hy=2iz=-1 T j20-2-()=1-2-2+1=]
X+y+2z=2 ja que verifica les tres 142+( )=2 S 1+2-1=2
equacions

Per resoldre un sistema lineal de tres equacions amb tres incognites, hi ha diversos

metodes. Només estudiarem el metode de Gauss, que és molt semblant al métode de

reduccio que s’utilitza per resoldre sistemes de dues equacions amb dues incognites.

Sistemes equivalents

Donat un sistema d’equacions lineals, podem obtenir sistemes equivalents a aquest:
- Canviant les equacions d’ordre.

- Multiplicant o dividint els dos membres d’una equacié per un nombre diferent de

zZero.

- Sumant a una equacié una altra equacié multiplicada per un nombre.

Sistemes esglaonats

Un sistema esglaonat es caracteritza pel fet que cada equacié té menys incognites que

’equacid superior.

Vegem un exemple de sistema esglaonat:

Exemple:

z=-1,y=3 -
X+y-2z=0 4 x+3 —2[(_1) =0~ x+ 3+ 2= 0_’

2y-z=7 Z2=L, 2y- (-1 =7- 2y+ 1= 7~ | y= B
-3z=3 ——> z:i:—l_,*

A partir de la tercera equacié trobem z=-1. Substituint el valor de z en la segona
equacio, obtenim y = 3. Finalment, substituint y i zen la primera equacid, trobem

X =-5.
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Tal com hem vist en U’exemple anterior, els sistemes esglaonats son molt facils de

resoldre.

Métode de Gauss

Aquest meétode consisteix a anar trobant sistemes equivalents (aplicant les

transformacions indicades anteriorment) fins a arribar a un sistema esglaonat.

Vegem amb uns exemples de quina manera ho podem fer:

Exemples: Resol els sistemes segiients aplicant el métode de Gauss.

4x -6y +2z =20 X+4y-22=3 X+4y-22=3
1. {x-3y-2z=-6 2. {3x-2y+3z=1 3. {3x-2y+3z=1
-3x+3y+ 5z =1¢€ -2X +6y-52 =2 -2X +6y -5z =-2

1.

4x -6y +2z =20
X-3y-22=-6
-3x +3y+ 5z =16€
- Si és possible, col-loquem com a primera equacio la que tingui els coeficients més
senzills (per exemple, la que tingui un 1 com a coeficient de la X). A més,

simplifiquem les equacions sempre que sigui possible.

Intercanviem les

4x -6y +22 =20  duesprimeres x-3y-2z=-6 Dividim la segona X-3y-27 -6
x-3y-2z=-6 0O FPEH OO, {4x-6y+ 2z= 20 O B9EFEPHID 0L { 2x- 3y+ = 10
-3x+3y+ 52 =19 -3x+3y+ 5z=19 -3x+ 3y 52 1!

- Reduim la X de la segona i la tercera equacions. Per fer-ho, a la segona equacio li
sumem la primera multiplicada per -2 i a la tercera equacio li sumem la primera
multiplicada per 3.

- Després reduim la y de la tercera equacio, sumant a la tercera equacid la segona
multiplicada per 2.

Anomenem E;, E;, E; cadascuna de les tres equacions.

E;+ (-2)-E4
Es+ 3-E; X-3y-2z=-6 Ey+ 2°E, x-3y-2z=-6
g 3y+5z= 22 3y+5z= 22

-6y-z=1 9z=45
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- Ara ja tenim un sistema en forma esglaonada i el podem resoldre facilment:

Z=

5
x-3y-2z=-6 OYO . x 31y -2B=—6- x 3 16-6.[x |1
3y+5z=22 OffPL 3y+ 55 =22. 3+ 25 220 §=- 3[y=-]1
0z=45 000 z2=2=5.[=3

9
2.
X+4y-22=3 g4 (-3) X+4y-2z=3 X+ 4y-27= 3
3x-2y+3z=1 E,.2.E -14y+9z=-8 B3+ Ez -14y+ 9z=- 8
-2X +6y-52 =-2 14y-9z=4 Ox+ Oy+ Oz=- ¢

Com que Ox + Oy + 0z =0 Z- 4 _. El sistema no té solucié. Es incompatible.

En general, si una equacio és Ox + Oy + 0z =a amb allR a#0 - El sistema és

incompatible. No té solucié.

3.
E,+ (-3)-E
X+4y-2z=3 E2+;E) 1 X+4y-27=3 x+ 4y-27z 3
+ .
3x-2y+3z=1 . -14y+9z=-8 Es+ B -14y+ 97=- 8
-2X+6y-52=2 14y-9z=8 Ox+ Oy+ O0z= O

La tercera equacio ha quedat Ox+0y+ 0z= 0 i es verifica sempre. Aixi doncs, ens queda

un sistema amb dues equacions i tres incognites. Un sistema amb més incognites que

equacions té infinites solucions (menys equacions vol dir menys condicions que han de

verificar les incognites). Per tant, és un sistema compatible indeterminat.

En general, si una equacio és Ox + Oy + 0z =0 - El sistema és compatible

indeterminat. Té infinites solucions.

Podem expressar les solucions del sistema en funcié d’una de les incognites, per exemple,
la incognita z. Es diu que z és un parametre, perque la tractarem com si fos un nombre. Els
parametres es representen amb lletres gregues. Per exemple, representarem z per la

lletra A:
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-4 +5 91+8
Solucio: x= ;Y= ; Z2=A
7 14

91 +8
y= Z=A
X+4y-2z=3 = x+4(gii§)—2A:3 - X=3-
14
-4A+5
- [ X=
7

-14y + 92:—8L 1l4y= A+ 8- :91:1-8

Si anem donant valors a A obtindrem solucions del sistema:

117 54 3 13
/]=1—»(—,—,1j;/]=0—»(—,—,0j;/]=2—»(——,—,2j vee
7 14 7 7 7 7

Exercicis: Resol, si és possible, els sistemes segiients, aplicant el métode de Gauss.

S5x—-2y+ z=-8
a) {x-3y+2z=1
2X+2y—-3z=-6

Sol.: x=-2; y=-1; z=0

X—-2y+z=1
b) <« Xx+5y+2z=2
4x-y+5z=0

Sol.: Incompatible

148




SISTEMES D’EQUACIONS

c)

X+4y-3z=1
3x+10y+ z= 2
—2X—-6y—-4z=-1

Sol.:x=-171-1; y= s z=A

Resolucio de problemes

Molts dels problemes que podem resoldre amb una equacioé també els podem resoldre

plantejant un sistema. A vegades resulta més senzill plantejar un sistema que una sola

equacio.

Per resoldre un problema fent servir un sistema d’equacions, es procedeix de manera

molt semblant a com ho hem fet amb equacions:

Llegim atentament U’enunciat i diferenciem les dades que ens donen de les que ens

demanen.

Utilitzem les lletres (x, y, z) per representar les incognites (allo que ens demana el

problema).
Si cal, fem dibuixos, taules, esquemes...

Traduim al llenguatge algebraic les parts de ’enunciat que relacionin les incognites

amb les dades i plantegem un sistema d’equacions.

Resolem el sistema plantejat pel metode que ens sembli més adient.

Expressem la soluci6 adequadament.

Comprovem que la solucié obtinguda verifica les condicions de U’enunciat del

problema.
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Exemples de problemes

1. Troba dos nombres que sumen 11 i que la seva resta és igual a 7.

- Anomenem X iy els nombres que ens demana el problema (les incognites):
X = un nombre
y = l’altre nombre

- Plantegem el sistema d’equacions:

x+y=11
X—y=7

- Resolem el sistema per reduccio:

x+y=11
X=-y=7
2x /=18 - x=1—28:9—>

Calculem y substituint X =9en la primera equacio :

{x+ y=11- 9+y=11. y=1F &= 2.[y= P

X-y=7
- Expressem la solucié adequadament: Els nombres que ens demanen sén el 9 i el

- Comprovem la solucio: 9+2=11i 9-2=7

2. Fa dos anys ’edat d’un pare i la de la seva filla sumaven 38 anys i d’aqui a cinc anys
I’edat del pare sera el triple de I’edat de la filla. Quants anys té cadascu?

- Anomenem x = edat del pare actual i y = edat de la filla actual, i fem el

quadre:
Ara Fa dos anys D’aqui a cinc anys
Edat pare X X-2 X+5
Edat filla y y-2 y+5

- Plantegem el sistema:

X—2+y—-2=38 ~ Fadosanys
X+5=3(y+ 5) « Daqui a cinc anys
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Resolem el sistema per substitucio:
X—2+y-2=38- x+ y=42- * (aillem)
Xx+5=3(y+5) - 42— y+ 5= 3(y+ 5) (substituim)

-32
42-y+5=3y+ 15, —y- 3y= 15 5 42, - 4=- 32 y=— = 8| y= |8 (resole
Calculemx :

‘x=42-y . x= 42— 8= 34,

Expressem la soluci6 adequadament:
El pare té 34 anys i la filla té 8 anys.
Comprovem la solucid: 32 + 6 = 38 i 39 és el triple de 13

3. La suma dels diners que tenen la Mireia, la Laura i la Jordina és 210 €. La Mireia
té 30 € més que la Laura i la Jordina té el doble del que tenen la Mireia i la

Laura juntes. Quants diners té cadascu?

- Anomenem:
X = euros que té la Mireia.
y = euros que té la Laura.

z = euros que té la Jordina.

- Plantegem i resolem el sistema:

Passem les

X+ y+2z=210 incognites  al x+ yw z= 210 E.-E ¥ y z 210
— primer membre — = 2 -2y- 7=—

x=y+30 i les ordenem =y 30 E;+ 2- E4 2y- z=-18C

z=2[(x+Y) —-2x-2w z=0 3z= 420

X+y+z=210 o x+ 20+ 140 210. x= 216 20 140] x KO
2y+2=180 - 2y+140= 180- 3= 40.[y= 20

3z =420 - z:4—§0: 140

- Expressem degudament la solucio:
La Mireia té 50 €, la Laura té 20 € i la Jordina té 140 €.

- Comprovem la solucio: 50+ 20+ 140= 210; 56 26 30;140 [2 (50 =
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EXERCICIS: SISTEMES DE DUES EQUACIONS AMB DUES INCOGNITES

1. Resol els sistemes segiients pel metode de reduccié i fes-ne la prova:

) X+y=3 b) X-2y=8 3x-2y=5 d Sx 2y= - ¢
a c
x-y=-1 2x+ y=6 3x+ 5y=-2 154 3y= ¢

) Ax+7y=4 ; 3x+ 4y= 23 ) 5+ 2y= 4 h) 6 2= 0
e
-3x+2y=-3 2x—- 3y= 4 X+ 3y=-5 x y=-1

2. Resol els sistemes seglients pel metode de substitucio i fes-ne la prova:

X—-y=8 4x+ y=8 5x-2y=1
a) b) <)

3x+5y=16 X+ 3y=-6 X-y=1

5x+7y=-8 2X— 3y=-6 X- 4y= 20
d) e f)

-X+2y=5 5x— 4y= 20 2= 12y= 11

3. Resol els sistemes seglients pel métode d’igualacioé i fes-ne la prova:

X=-2y=7 6x— y=13 3x— 5y=-10
a) b) c
X+5y=-7 3x-y=4 x+ 2y= 37
q 6x-5y=1 2x+ 3y= 2 ; Ix— 6y=- 3
e
-3x+2y=-1 3x+ 2y= 8 8+ 3y= 4

4. Resol cadascun dels sistemes segiients pels tres metodes. Comprova que et dona el
mateix resultat. Quin metode t’agrada més? Quin creus que et costa menys?

) 3x+y=-3 b 5x— 3y= 30 x+ 4y=-10 d b A= —
a c
-8x+y=30 10x+ 7y= 125 X-y=-4 2y 1
5. Classifica els sistemes segiients. Fes-ho analiticament:
2x-7y=-5 10x— 6y=-2 x+ 3y=5
a) b) C
-3X+y=-2 -5x+3y=1 2x+ 6y= 7
2x-y=1 x-3y=0 2x— 4y= 10
d) e f)
-2x+y=-1 2x-6y=0 5x- 10y= 10
6. Resol graficament els sistemes segiients:
X+y=5 2x+ y=5 3x- 2y= 4
a) b) <)
2x-y=1 2x+ y=1 X+ y=-2

152



SOLUCIONS: SISTEMES DE DUES EQUACIONS AMB DUES INCOGNITES

1.

a) Xx=1Ly=2 b) X=4,y=-2 ¢ x=Ly=-1 d) x= 0, 2
e) x=1y=0 f) X=5y=2 g) Xx= 2,y=-3 h) xzé;yz—z
2,
a) X=7;y=-1 b) x=3,y=-4 c) x=Ly=2
d) x=-3;y=1 e) x=12;y= 10 f) x= 7;y:%
3.
a) Xx=3,y=-2 b) Xx=3;y=5 c) x=15y= 1:
d x=1Ly=1 e) Xx=4,y=-2 f) x=£;y=g
4 3
4,
1 1
a) X=-3;,y=6 b) x=9;,y=5 c) X=—2;,y=—-2 d) X:Z;y:__z
5.
a) Compatible determinat b) Compatible indeterminat c) Incompatible
d) Compatible indeterminat e) Compatible indeterminat f) Incompatible.
6.
a)x=2;y=3 b) Incompatible c) Xx=0,y=-2

Solucions dels exercicis de la teoria
Solucions d’equacions lineals amb dues incognites
1. La solucié no és Unica: (0,-2); (2,2); (3,4); (1,0); (4,6).

2.a)no b)si c)no d)si

Solucions d’un sistema de dues equacions amb dues incognites

Es solucié del sistema b)

Sistemes compatibles indeterminats i incompatibles

a) Compatible indeterminat b) Incompatible ¢) Compatible determinat.

Métode grafic
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PROBLEMES: SISTEMES DE DUES EQUACIONS AMB DUES INCOGNITES

Problemes

. Troba dos nombres sabent que sumen 27 i que un d’ells és el doble de ’altre.

. Troba dos nombres que es diferencien en cinc unitats i que sumen 29.

. Troba dos nombres consecutius sabent que el triple del petit és igual al gran més 9.

Volem repartir 19 caramels entre en Josep i la Mariona, de manera que a la Mariona

li donem 5 caramels més que a en Josep. Quants caramels donarem a cadascu.

. Volem preparar 3 litres d’una beguda barrejant taronjada amb ginebra, de manera

que hi hagi quatre vegades més de taronjada que de ginebra. Quants litres de

taronjada i de ginebra haurem de posar-hi?

. L’edat de la Laura és una tercera part de ’edat d’en Pere i si a ’edat d’en Pere li

restem ’edat de la Laura, obtenim ’edat de la Laura més quatre anys. Calcula les

edats de tots dos.

En un alberg hi ha habitacions per a 3 persones (amb 3 llits) i per a 4 persones (amb
4 llits). Si en total hi ha 7 habitacions i 26 llits, quantes habitacions hi ha de cada

tipus?

. En una granja hi ha gallines i vaques. Si en total hi ha 80 caps i 210 potes, quantes

gallines i quantes vaques hi ha?

. Un noia compra 5 caramels i 2 xocolatines per 4 €. En la mateixa botiga, la seva

germana compra 3 caramels i 3 xocolatines per 5,1 €. Calcula el preu dels caramels

i de les xocolatines.

10. La Claudia compra 5 kg de verdura, entre tomaquets i cebes, per 4,5 €. Calcula

11.

quants quilos de cada classe de verdura ha comprat, sabent que ha pagat els

tomaquets a 1,2 €/kg i les cebes a 0,7 €/kg.

Entre en Joan i la Paula tenen 500 €. Si en Joan es gastés 25 € i la Paula es gastés

75 €, la Paula tindria el triple de diners que en Joan. Quants diners té cadascu?
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PROBLEMES: SISTEMES DE DUES EQUACIONS AMB DUES INCOGNITES

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

L’Adela té el triple de diners que en Marti, pero si donés 100 € a en Marti, tindrien

la mateixa quantitat de diners. Quants diners té cadasc(?

L’Antoni i en Miquel col:-leccionen segells. Entre tots dos tenen 150 segells, pero si
UAntoni li donés 15 segells a en Miquel tindrien la mateixa quantitat de segells.

Quants segells té cadascu?

Si en una classe faltessin 4 noies, hi hauria el mateix nombre de noies que de nois.
Tanmateix, si faltessin 3 nois, hi hauria el doble de noies que de nois. Quantes

noies i quants nois hi ha a la classe?

El perimetre d’un rectangle fa 44 cm. Si la base mesura 8 cm menys que l’altura,

quines son les dimensions del rectangle?
El costat desigual d’un triangle isosceles mesura un terc del que mesuren els
costats iguals. Si el perimetre del triangle fa 42 cm, quant mesura cada costat del

triangle?

Una mare i una filla es porten 28 anys i d’aqui a tres anys ’edat de la mare sera

cinc vegades la de la filla. Quants anys té cadascuna?

La Carolina té nou anys més que la seva germana i fa tres anys la seva edat era

quatre vegades la de la seva germana. Quants anys té cadasc(?

En Raimon té el doble d’anys que el seu germa i fa sis anys la seva edat era cinc

vegades la del seu germa. Quants anys té cadasc(?
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PROBLEMES: SISTEMES DE DUES EQUACIONS AMB DUES INCOGNITES

Solucions dels problemes

1. Ens demanen els nombres 9 i 18. 11. Joan: 125 €; Paula: 375 €

2. Ens demanen els nombres 12 i 17. 12. Adela: 300 €; Marti: 100 €.

3. Ens demanen els nombres 5 i 6. 13. Antoni: 90 segells; Miquel: 60 segells
4, La Mariona: 12 caramels; en Josep: 7 caramels. 14. 10 nois i 14 noies.

5. 0,6 | de ginebra i 2,4 | de taronjada. 15. Base: 7 cm; altura: 15 cm.

6. Pere: 12 anys; Laura: 4 anys. 16. 6 cm, 18 cm i 18 cm.

7. 2 habitacions de 3 persones i 5 de 4 persones 17. Mare: 32 anys; filla: 4 anys.

8. 55 gallines i 25 vaques 18. Carolina: 15 anys; germana: 6 anys
9. Caramels: 0,20 €; xocolatines: 1,5 €. 19. Raimon: 16 anys; germa: 8 anys.

10. 2 kg de tomaquets i 3 kg de cebes
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EXERCICIS: SISTEMES DE TRES EQUACIONS AMB TRES INCOGNITES

Exercicis i problemes

1. Resol els sistemes segiients pel metode de Gauss:

-X+2y+2=3 2x+ 2w 521 x 3y 8z 2
a) «5x-y+4z=3 b) { x- w3z=-4 c): 3y z 8
-3x+3y—-5z=-2 3X— 4y z=-6 - % 2% Zz-
X+2y+z=1 xt y2z0 3y z5
d) {6x—-4y+7z=11 e)s—-x+y =0 fy« xSy 7z 1
—X+2y+3z=2 -2x+ 4y- 5z 0 - X yb5z=1

2. En una fabrica produeixen cotxes blancs, negres i vermells. Fabriquen 140 cotxes
diaris. El nombre de cotxes negres representa 3/5 del nombre de cotxes blancs, i el
nombre de cotxes vermells és 1/4 del nombre de cotxes negres. Quants cotxes de

cada color es fabriquen cada dia?

3. Els diners que porten en Pere, en Joan i [’Angel sumen 200 €. L’Angel porta la
mateixa quantitat de diners que en Pere i en Joan junts, i en Pere porta 3/2 dels

diners que porta en Joan. Quants diners porta cadasc(?

4. La Mariona va tres diumenges seguits a la pastisseria. El primer diumenge compra
tres pastissets de moniato, dos de nata i un de xocolata, i es gasta 15,75 €. El segon
diumenge compra dos pastissets de moniato, un de nata i un de xocolata, i es gasta
10 €. El tercer dia compra un pastisset de cada tipus i es gasta 7,5 €. Quin és el preu

de cada pastisset?

5. En una caixa hi ha pomes, peres i platans. En total sumen 12 peces de fruita. El
triple del nombre de pomes és igual a la suma del nombre de peres i platans i el
doble del nombre de peres és igual a la suma del nombre de pomes i platans. Troba

el nombre de pomes, peres, i platans.
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EXERCICIS: SISTEMES DE TRES EQUACIONS AMB TRES INCOGNITES

Solucions
1.
a) x=0;,y=1 z=1 b) x=1, y= 2, z-1 c) 5 ¥ 1 z (
d) x=%, y:—%; z=1 e) Compatible indeterminat f)  Incompatible
A 31
X=—;y=—; z=1
2 Y 2

2. 80 cotxes blancs, 48 cotxes negres i 12 cotxes vermells.
3. En Pere: 60 €, en Joan: 40 €, i ’Angel: 100 €.

4, Pastisset de moniato = 2,5 €, pastisset de nata = 3,25 €, pastisset de xocolata = 1,75
€.

5. Pomes: 3, peres: 4, platans: 5
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EQUACIONS DE SEGON GRAU

3. EQUACIONS DE SEGON GRAU

Equacions de segon grau

Una equaci6 és de segon grau si la poténcia maxima a que esta elevada la incognita o

incognites és 2. Només estudiarem equacions de segon grau amb una incognita.

Exemples

1. X*+25=0 2. X*+2x+5=x+1

Exercici: Digues si les equacions segilients son de segon grau:
a) X’ +2x=3xX+ x+1 c) xX*+1=0

b) —x*+2Xx°+5x= 2+ X d) 5x*=3

Forma general d’'una equacio de segon grau

Tota equacio de segon grau amb una incognita es pot expressar de la forma segiient:

ax?+bx+c=0

en que a, bi ¢ sén nombres reals i a # 0*.

Aquesta expressio s’anomena forma general de I’equacié de segon grau. Anomenem a

el coeficient que multiplica X2, b el coeficient que multiplica X i ¢ el terme sense X.

*Nota: Si a = 0no és una equaci6é de segon grau.

Exercici: Indica els valors de a, bi ¢ de les equacions de segon grau segiients:
a) 2x° +3x+10= 0- a= 2,b= 3,c= 10 fy X+ 2 0
by X¥*-x-3=0 - a=1 b=-1 ¢c=-3 g) 2¢— x= (
c) 3x*-2x+5=10 h) X+ 1= 0
d)-x*-x-2=0 i) =0
e) 2-x°+5x=0 j) 5%*-5= 0

Si una equacid de segon grau no esta expressada en la forma general, ’haurem de
passar nosaltres a la forma general per poder resoldre-la. Per fer-ho, seguim els passos

seguents:

- Transposem els termes que calgui per tenir tots els termes en el primer membre i

un 0 al segon membre.

- Reduim els termes semblants, sumant els termes amb x2, els termes amb X i els

nombres, per separat.
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EQUACIONS DE SEGON GRAU

Exemple: Expressa en la forma general ’equacié x°+2x -2x? =x +1-31i indica els

valors de a, bi c.

- Passem tots els termes al primer membre:
X +2x-2X - x-1+ 3= Q

- Reduim els termes semblants:

~

|l-x2+x+2=0 - a=-1, b=1,¢c= 2

Exercici 2: Expressa en la forma general les equacions de segon grau segients i indica

els valors de a, bi c.

a) 5x° — 2x— X+ 3= 5- 6X¥ — 4x

b) X* +5x+ 3= 2x+ 10+ 3x

c) 8x? —3x+ 5+ x= 2x+ 10+ B¢ + x+ 2%

Sol.: a) 11xX* +x-2=0- a=11,b= 1,c=- . b) X¥’-7=0- a=1,b=0,c=-7

c) 5x+5= 0 - Equacio de primer grau.

Equacions de segon grau completes i incompletes

Una equacio de segon grau expressada en forma general és completa si a, bi c son

diferents de 0, és a dir, si té els tres termes.

Una equacio de segon grau expressada en forma general és incompletasib=0 i/o c=

0, és a dir, si solament té dos termes o un terme.

Exercici: Indica si les equacions segilients son completes o incompletes:

a) X*+3x+1=0 c) x*+2=0
b) xX*+x=0 d)2x*=0
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EQUACIONS DE SEGON GRAU

Solucié d’'una eqguacid de segon grau

Un nombre és solucié d’una equacié de segon grau si en substituir-lo per X es verifica la

igualtat.

Exemple:
52-25=0

Les solucions de I’equacié x*-25=0s6n 51 -5, ja que ,
(-5)°-25=0

Exercici: Digues si X = 21 X = -2 son solucio de les equacions segiients:

a) X*+4x+4=0 b) x*+4=0 c) X*-2x=0

Resolucié d’equacions de seqgon grau completes

Per resoldre una equacio de segon grau completa, es fa servir la formula de I’equacio

de segon grau:

= -b+b? -47alt
- 2[a

Exemples: Resol les equacions seglients:

1. X*+5x+6=0

L (3P +5-3)+6=0- 9 15 & O-

St

(o 5tVE-406_-525 24 - &/1-5 1] 2 2

2 2 2 2 |-5-1_-6
— = =|-3
:

Prova:
~ (-2f+50-2+6=0- 416 & 0~ €
e |

Té dues
solucions.
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EQUACIONS DE SEGON GRAU

2. x*-8x+12=0

+8+4 12
. ~(-8)%+/(-8F - 402 +8++/64-48_ +8-/16 +& 4 | 2 2
20 2 2 2 +8—4:_4:
2 2
Prova: Té dues
solucions.
X=6 -~ 6#-8b+12=0- 36 48 12 0. O
[x=2] -~ 2-82+12=0- 4 16 12 0. 8 C
3. 2x*+x-3=0
—1+5_i1_
. -1+ [P -4020(-3 -1+1+24 -1J25 -k 5| 4 4
22 4 4 4 —1—5:—_6: __3
4 4 2
Prova: Té dues
solucions.
x=1 - 2F+1-3=0- 22+ 3 0- & O
2
x=-3 L ofi-3) +[-3)-3=0 L 2P-3-3 0. 18 012 18 18 O
2 2 2 4 2 4 4 4 4 4
4. -3x*+5x-1=0C
. 55 -4(-3[(-) -5+25-12_-5J13
2-3) -6 -6
_ -5+4/13 _|5-/13
= 5 = 5 =O,23\
Solucions
_E5_ aproximades
_-5-13 _ 5+\/T3:1,43/. P
-6 6
Té dues
solucions Solucions
irracionals. exactes

5. 2x°+x+3=0

X
22

4

_-1+NP 4B -V E 24 - 2- ZSD , .
= = = 4 R No té cap solucio real.
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6. X*-4x+4=0

+4+0_
Xz—(—4)i\/(—4)2—4DID4: +4+416-16_+4:J0_+4 0 | 2

201 2 2 2 +4—0:
2
Prova: , . .,
- Té una Unica solucio.
L 2-4R+4=0- & & & 0~ & Solucié doble.

Exercici: Resol les equacions seguents i fes-ne la prova:

a) X*-2x-15=0

(Sol.: x=5ix=-3)

b) —-x*+7x-10=0

Sol.: x=5ix=2

c) xX*—12x+36= 0

Sol.: x=6
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d) X*-2x+3=0

(No té solucio)

Nombre de solucions d’una equacio de segon grau com pleta.
Una equacio de segon grau amb una incognita pot tenir una solucié real, dues

solucions reals o cap solucio real.

Per saber quantes solucions té una equacio de segon grau completa sense haver-la de
resoldre, es calcula el discriminant de l’equacio, que és I’expressio que hi ha dintre de

’arrel quadrada de la formula de l’equacio de segon grau. El discriminant es representa

amb el simbol A:

Discriminant =A= b* -4[&lt

- Si el discriminant és positiu - |’equaci6 té dues solucions reals.
- Si el discriminant és negatiu - ’equacio no té solucions reals.

- Si el discriminant és 0 - ’equaci6 té una solucié real.

Exemples: Digues quantes solucions tenen les equacions segiients sense calcular-les:
x?-3x+1=0- A= (-3 -400= 9- 4= 5 0- Té dues solucions reals.

1.
2. X*>+3x+3=0- A= F-4[B= 9 12=- X 0- No té solucié reals.
3. x*-10x +25=0 —~ A= (-10f - 411125 106 108 0. Téunasoluci6real.

Exercici: Digues quantes solucions tenen les equacions seglients sense calcular-les:
a)X° +8x+16= 0
b) x>+ x+10=0 -

c) X*-5x+1=0-

Sol.: a) Una solucio. b) No té solucions reals.  c) Dues solucions.
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Resolucié d’'una equacid de segon grau incompleta
Equacié del tipus ax°+ ¢ =0 (b= 0)

Per resoldre una equacié del tipus ax*+c=0, n’hi ha prou d’aillar la incognita.

Vegem-ho en els exemples seguents:

Exemples: Resol les equacions segiients:

1. x?-25=0 - x*=25_ x=+/25=%5.[x= §i[x=-5%
Xx=5 . 5-25= 0. 25 25 0. G O
x=-5_ (-5 - 25= 0- 25 25 0. @& 0

Prova:

2. X*+25=0 - x*=-25- x=#*/-25- No té solucions reals.

3. 2x*-32=0 - 2x*=32- x2=3?2=16_> x=+/16=+ 4. [x= B[x=- 1

x=4 . 2[¥-32=0- 2116- 32= 0~ 32 32 6 0
X=-4 - 2[(-4f-32=0- 2]16- 32 O 32 32 0 9 0

Prova:

. 4x*-9=0 a4x2:9ax2:gax:t 9:t§a x:+—3ix:——3
4 4 2 2 2

|

2
x=§_.4[ﬁ§j -9=0-> 4G9—9= 0- 90 &+ 0
2 2 4

Prova:

2
x=—§ﬁ4[€—§j 1920 4P-9=0- 9 = 0. & O
2 2 4

(S,
N

5. X2-5=0 - X*=5_ x=+/5=42,24_, | x=+/ 5= 2,24 x=—/ 5~ 2,2

xzxfﬁ(ﬁ)z—5=oﬁ 5 5 0. 0= 0
Prova:

x=—/5 o (J-5¢-5=0- 5 5= 0~ 0= 0

Exercicis: Resol les equacions seglients i fes-ne la prova:
a)x*-4=0-
b)x*+1=0 -
c)3x*—-27=0-
d)x*-3=0-

e)16x° — 25= 0

Sol.: a) 2 b) No té solucié real c) =3 d) +/3 e) +2
4
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Equaci6 del tipus ax°+ bx =0 (c=0)

Per resoldre una equacié del tipus ax® +bx=0, seguim els passos segiients:

- Com que el factor X és a tots dos termes, traiem X factor comu:

x[ax+ =0

- lgualem a 0 cada factor, ja que perqué un producte de dos nombres sigui O,

necessariament algun dels factors ha de ser 0.
x=0
ax+b=0

xfax+bh=0 - {

- Obtenim una solucié directament, X = 0, i per calcular U’altra solucié resolem

’equacioé de primer grau que en resulta.

Aixi, una equacié d’aquest tipus sempre té dues solucions i una d’elles és 0.

Exemples: Resol les equacions segiients:

=0
1. x*+4x =0 - x[x+4)=0- {X . - [x=di[x=-4 (dues solucions

X+4=0- X=-

x=0_ 0 +4M=0- 0= 0
Prova: {x=-4 - (-4)" +4{-4)=0
5 16-16=0- 0= 0

4x—-12=0- x=

=0
2. 4x*-12x =0 - x[{4x-12)= 0 {X . i x= 3 (dues solucior)s

Xx=0 o 40 -12000= 0- 0=0
Prova :
Xx=3 5 4B -12003= 36- 36 0

x=0

. 1 .
3.5x*+x =0 - x[{5x+1)=0- 1 - i| Xx=—-= (dues solumor)s
5x+1=0- X:_E 5

X=0-500+0=0- 0= 0

1 i [ 1
Prova: {x=-— - 5[(——) (——) =0
5 5 5

1 1 1 1
L BE—-—==---=0-0=0
25 5 5 5
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Exercicis: Resol les equacions seglients i fes-ne la prova:

a) X*-5x=0

b) 3x* —9x=0

c) 2x*-x=0

d) 5x*+6x=0

Sol.:a) x=0ix=5 b) x=0ix=3 c)x=Oix=% d)x=Oix=—§
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EXERCICIS: EQUACIONS DE SEGON GRAU UNA INCOGNITA.

1. Indica quines de les equacions seglients son de segon grau:
a)x*+3x+1=0 c)X+x+ & 4AX e) X+ 4 0
b) x>+ X’ +2x+1=0 dyx+ 2+ 12 0 f) X+ X+ 3

2. Indica si els valors segiients son solucio de l’equacié x* - x-2=0:
a)x=0 b) x= 2 c) x=- 2 d) x=-1

3. Indica els valors de a, bi c:
a)2x*+3x+1=0 X+ B ¥ 0 e) X+ x 0
b)-x*-3x+1=0 d) X+ 18 0 f)— o+ x= =3

4, Resol les equacions seguents:

a)xX*+4x+3=0 dxX-x- 2 0 g) ¥- X 4 0
b) x> + 7x+10= 0 e) ¥+ 2 =4 0 h)- ¥+ 3¢ 2&
€)2x°+x-1=0 f) 18- 18+ 3 0 i)3¢¥-6x+1=0

5. Resol les equacions seguients:
a) x> +10x+ 25= 0 c) 2+ @& 3 0 e) X— 6+ &F (
b) x>+ x+5=0 d- 8- 2 ¥ 0 f) X+ 2¢ E O

6. Calcula el discriminant de cada equacié i digues si tenen una solucid, dues solucions
o cap solucio.

a)xX*+x+8=0 - B+x+ 2 0 e) X-4x+4=0
b) 2x* +14x+ 20= 0 d-xX+ 2 3 0 f)- X- 12 36 |

7. Resol les equacions seguents:

a)x*-9=0 fyx- 64 0 k) 4% - 25= 0
b)x*+9=0 g) X+ 64 0 h¥- =3 0
c)-x*+1=0 h)- ¥+ 2 0 m)xX- =2 0
d)5x% -125= 0 iy #- 18 0 n) - 2 + 32= (
e)x*+3=0 j)-xX¥- 6 0 0) 2¢+10= 0

8. Resol les equacions seguents:
a)x*-2x=0 )X+ 2= 0 e) X— 6 (
b) 3x* -5x=0 d 2- 6= 0 f) 2- 3 |

9. Resol les equacions seguents:

a)x’-x-2=0 g) X+ 1&+ 64 O m)- X—- ¥ 4860
b) 2x* + x=0 hyX+ £ 0 n)X- =8 0
c)-x*—-4x+5=0 i)— 5+ & 0 o) x*+x-12=0
d) X - x=12= 0 j) £- 12 0 p) ¥— =0 0
e)2x*+x+3=0 k) £- 3= 0 q) ¥ - 20x+ 100= 0
f) X2 —3x+10=0 ) ¥+ 16 0 r) £+ 12- 15 0
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SOLUCIONS: EQUACIONS DE SEGON GRAU AMB UNA INCOGNITA.

1. a)ie)

3.

a)a=2; b=3; c=1
b) a=-1, b=-3; c=1
4,

a)x=-1ix=-3
b)x=-2 i x=-5

c)x=-1i le
2

5.
a) x=-5 (unasolucid)

b) No té solucions reals

6.
a) Disc. =

b) Disc.=36 >0 - Té dues solucions reals

c) Disc.=25>0 - Té dues solucions reals

7.

a)x=+3 i x=-3

b) No té solucions reals
c) x=+1ix=-1

d) x=45 i x=-5

e) No té solucions reals

8.
a)x=0ix=2
b)x=0 ix=E
3
9.

a)x=-1ix=2

b)x=0 i x=-

¢)x=-5ix=1
d) x=4ix=-3
e) No té solucions reals

f) No té solucions reals

-31<0 - No té solucions reals

2. b) i d) son solucié

c)a=1 b=3, =-10
d)a=1 b=0; c= 10

d)x=-1ix=2
e)x=1ix=-2
f) x=§ [ x=—1

4 4

¢) No té solucions reals
d) No té solucionsreals

d) Disc. =

fy x=+8 i x=-8

g) No té solucions reals
h) x=+3 i x=-3

. 4 . 4
i) x=+— i x=-—
3 3

j) No té solucions reals

¢)x=0ix=-2
d)x=0ix=5

g) x=-8

h) No té solucions reals

j) x= +\/?3 |x——
k) x=0 ix:§
4

[) No té solucions reals
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e)albxL&0
faa-5bF 1 -

g) x=—-1ix=2
h) x=-4ix=7
. 3+J6. 36
i) x= I X=
3 3

€) x =3 (unasolucio)
f) x=-1 (unasolucio)

-8 <0 - No té solucions reals
e)Disc.=0 - Téuna solucioreal

f) Disc.=0 - Té una solucio real

k) x= +E |x——E
) x= +\/§|x——\/§
m) x—+\/_2 [ x——x/_2

n) x=+4 i x=-4

0) No té solucions reals

e)x=0ix=¢

f) x=Oix=§
2

m) x=-8
n)x=+\/_8x=—\/_8
0) X=—41 x=3

P) x=+\/TO [ x=—\/TO

q) x=10

-12++/ 444 -G+ 111

ryx=

10 5

i

0,91
-3,31



SOLUCIONS: EQUACIONS DE SEGON GRAU AMB UNA INCOGNITA.

Solucions dels exercicis de la teoria

Equacions de segon grau

a)id)

Forma general d’una equacio de segon grau

c)a=3, b=-2,c¢c=5 f) a=1, b=0, c=2 i)ya=2,b=0,¢c=0
d)a=-1 b=-1¢c=-2 g)a=2,b=-1c¢=0 j) a=5, b=0, c=-5

e) a=-1 b=5,¢c=2 h) Equacié de primer grau.

Equacions de segon grau completes i incompletes

Completes: a) Incompletes: b), c), d).

Solucions d’una equaci6 de segon grau

a) x=-2si, Xx=2 no. b) x=-2si, x=2 si. c) X=-2no, x=2 si.
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5. EQUACIONS IRRACIONALS

Una equaci6 és irracional quan la incognita es troba sota el signe del radical.

Exemples:

1. Jax+3=x 2. 3x+1-x=1

En aquest curs només estudiarem equacions irracionals amb un sol radical quadratic.

Per resoldre una equaci6 irracional amb un sol radical quadratic, seguim els passos

seguents:

- Aillem el radical (de manera que quedi sol en un membre).

- Eliminem el radical, elevant al quadrat els dos membres de I’equacié* (ja que si

dues expressions son iguals també ho seran els seus quadrats: si a=Db, llavors
a’=b?).

- Resolem ’equaci6 que en resulta, que ja no és irracional.

- Comprovem les solucions, ates que no totes les solucions de |’equacié que resulta

d’elevar al quadrat els dos membres han de ser necessariament solucions de
’equacio inicial:

Si a? =b? no sempre és cert que a=b (ex. 3= (—3)2 i 32-3)

*Nota: Recorda les formules dels productes notables:

(a+b)’ = & +20ab+ B (a-b)’ =& -20ab+ B

Exemples: Resol les equacions irracionals seguents:

1. J4x +3 =X
- Aillem el radical:

Jax=x-3

- Traiem el radical elevant al quadrat els dos membres de |’equacio:

(\/&)Z:(x—3)2 L 4x= X - 6x+ 9. | R— 10% & (
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- Resolem l’equacié que en resulta:

+10+8_ 18_
= (C10)(-10f - 41M19_ +10+100- 36_+1& 8 | 2 2
201 2 2 |+10-8_2

=—=|1

2 2

- Comprovem les solucions:

Xx=9| - 4P+ 3= 9. 6+ 3= 9. & 9. Sique éssolucié de l'equacié inicial.
- NVAd+3=1- 2 F 1- ¥ 1. Noéssolucié de l'equacio inicial.

- Soluci():
2. JY3x+1l-x=1

- Aillem el radical:

V3x+1=x+1

- Traiem el radical elevant al quadrat els dos membres de ’equacio:

(VBx+1) =(x+1)" ~ 3+ 1= ¥+ 2x+ 1 0=+ 26 3¢ & L[ %- x |

- Resolem ’equaci6 que en resulta:

[¥=x=0 - x{x-1)=0-

- Comprovem les solucions:
x=0 - /3M+1-0=1-V1+ 0 1L £ L Si que és solucid de l'equaci6 inicia
x=1]J/30+1-1=1-J4 E 1 2 £ L Si que és solucié de I'equacid inic

- Solucions

Exercicis: Resol les equacions irracionals segiients:

a) JBx =10~ x

Sol. x=5 (x=20 No)
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b) x+/3x-6=8

Sol. x=5 (x=14 No)

c) V5x+6-x=0

Sol. x=6 (x=-1 No)
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6. EQUACIONS EXPONENCIALS | LOGARITMIQUES

Equacions exponencials

Una equacié exponencial és una equacioé en qué la incognita es troba en ’exponent.

Per resoldre una equacié exponencial, hem d’intentar posar els dos membres com a

potencies de la mateixa base, de manera que puguem igualar els exponents.

Exemples: Resol les equacions exponencials segiients:

1. P =9
FX=F L, 5+x=2.,

Prova: 3°=9_. F=9

2 32X-5 — 3X+2

2X-5=x+2->

Prova: 3*°=3"2_, 3°=3°

i 53X+l - 1

53X+1=50 - X+1=0- | Xx=-

1
3

1

Prova: 53[6_3]+ =1.5"=1.,8=1

4. 5%*1 =125
521=5° . 2x+1= 3-

Prova: 5°%'=125_, 5= 12!

5 2X2+l — 4X+2

o+ :(22)X+2 L, %o Zle2)
S XeH1=2(x+2) o X+ 1= 2x+ 4

L X -2x-3=0 - {

=-1

Prova:
. 232+1=43+2 R, S
EEIE S P S Sy

1024 102

i 42X+1 :(0’5)3X+5

(22)2x+1:(2_1)3x+5 . 24x+2: 23(_5

> 4x+2=-3x-5-

Prova: 4209 = (0,5)3[(1_1)+5 - 4'=0,5

1:(3)2 1_1
4 2 4 4

Exercicis: Resol les equacions exponencials segients:

a) 3 =27

b) 25+5X = 83X—l

Sol.: a) Xx=-2 b) x=2
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Moltes vegades, no podem posar els dos membres com a potencies de la mateixa base.

Si tenim una equaci6é exponencial del tipus a* =b i no podem posar els dos membres

com a poténcies de la mateixa base, procedim de la manera seglient:

Apliquem logaritmes (en base 10 o neperians) als dos membres de |’equacio:

loga* = logh

Apliquem la propietat dels logaritmes: loga" = nllog a:

loga® =logb - xOoga= logb

Aillem la incognita i calculem la solucié aproximada amb la calculadora:

y = logb
loga

Farem el mateix si, en comptes de tenir la X en ’exponent, tenim una expressido on

apareix la X.

Exemples: Resol les equacions exponencials segiients:

1. 3 =10 2. 5%1=8
log 3 = log10 log5”* = log8- ( 4&«- }0log5 log8
- X[[bg3: |0910—> XZI:)Og—g:LSO:F;: 2,. Iog8+1
(Soluci6 - 4X_1:|o—98 - X:|0L = (0,57
aproximada) Iog 5 4
1Y 4
3.|=| =7 4, X =
(3] osie:
2 4
1) 1 log5¢ = log3- —og5= log3
Iog(zj =log7 - x[log(—zj: log 7 I X
- ﬂzlo—g: - 4og5=x[og:
x lo
—»X[@B)Q{L—|092)=|Og7—> x:—:o% ;
0
g N X:4—og5 ::5,86
~-2,81 log3

Exercicis: Resol les equacions exponencials seguents:

a) 8=3
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b) 23X+l - 5

[EEN

c) € == (pren ln)

1

d) e =5 (pren ln)

Sol.: a) x=0,53 b) x=0,44 c) x=-In2=-0,69 d) x:izo,ez
n

Equacions logaritmigues
Una equacio logaritmica és una equacio en qué la incognita es troba en ’argument

d’un logaritme.

Només estudiarem els casos segiients:

Igualtat entre dos logaritmes de la mateixa base

Per resoldre una igualtat entre dos logaritmes de la mateixa base, seguim els passos

seguents:

- lgualem els arguments i resolem ’equacio que en resulta.

- Comprovem si les solucions obtingudes verifiquen I’equacio logaritmica, ja que és

possible que en substituir una solucio en l’equacié inicial aparegui algun
argument negatiu. En aquest cas, la solucid no seria valida, atés que no existeix

el logaritme d’un nombre negatiu.
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Exemples: Resol les equacions logaritmiques segiients:

1. log, (x* - 3) =log, ()

- Igualem els arguments i resolem ’equacio que en resulta:

2+4/(-2)° - amr(-
x*-3=2x > ¥-2x-3=0- x= +\/( ) 49 244 2
201 2 |2-4_77

- Comprovem si les solucions verifiquen I’equacio logaritmica:
- log, (% -3)= log, (213)~ log 6 log ISi que és solucio.

N |og2((_1)2_3: |ng( il 1) -~ log £ 2F log € 2)» No és solucio, ja
que log, (-2)//
La soluci6 de ’equacio de I’enunciat és

2. In(5x-7)=In(x+1)
- Igualem els arguments i resolem l’equacié que en resulta:

5x—7=x+1- 4x= 8-

- Comprovem si la solucio verifica |’equacio logaritmica:

INn(52-7)=In(2+1)-» In3= In:

Exercicis: Resol les equacions logaritmiques segiients:

a) log. (x2 - x) =log, 6

b) log(x—12)= log (5«)

Sol.: a) x=3i x=-2 b) No té solucio

177



EQUACIONS EXPONENCIALS | LOGARITMIQUES.

Igualtat entre un logaritme i un nombre

Per resoldre una igualtat entre un logaritme i un nombre, seguim els passos seguents:

- Apliqguem la definicié de logaritme (la base elevada al logaritme és igual a

’argument) i resolem ’equacio que en resulta.

- Comprovem si les solucions obtingudes verifiquen ’equacio logaritmica.

Exemples: Resol les equacions logaritmiques segiients:

1. log;(3x +1)=2

- Apliquem la definicid de logaritme i resolem ’equacio que en resulta:

52=3x+1- 25= X+ 1- 24 I |x= f

- Comprovem si les solucions obtingudes verifiquen ’equacio logaritmica.

log, (3[B+ 1)= 2- log 25 2 5= 2 Sique és solucid.

1. In(4x+5)=0

- Apliqguem la definicié de logaritme (la base elevada al logaritme és igual a

’argument):
e =4x+5 1= 4x+ 5. — 4= 4x- [ x=— |

- Comprovem si les solucions obtingudes verifiquen |’equacio logaritmica.

In (4[{—1)+ 5) = 0- In1= C Si que és solucio.

Exercicis: Resol les equacions logaritmiques segiients:

a) Inx=5

b) log,(x+1)= 2

Sol.: a) x=€ b) x=24
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1.

Resol les equacions exponencials seglients:

a) 3" =81 g) 10°=5
b) 2% =128 h) e =3
c) 4% =16 i) =2
d) 5>° —12% jer=2

4
e) 77?2 =1 k) 2>°4=3
f) 5 =2 ) 4° =5

Resol les equacions logaritmiques segiients:

a) In(x*-5) =In(x-3) f) In(2x+1)= 2
b) log,(x+ 4)= log, (2x) g) log(5x)= 2

c) log; x=3 h) log(x-3)=0
d) log,(x—4)=2 i) logg(2x)=0

e) log, (4x+20) =5
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1.

a) x=3

b) x=9

c) Xx=2

a) No té solucio.

b) x=4

) x=125

g) x=log5= 0,7

h) x=In3=1,1

iy x=iN2=1< g1
3
j) X=-In4=-1,3¢

k) x=£(|n_3+4j=1,12

5\In2
hnN5S_5~-384
In4
d) x=13
e) x=3
f) X=—— =318
)25
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8. INTERES SIMPLE | COMPOST

En aquest apartat utilitzarem la nomenclatura indicada en el quadre segiient:

Nomenclatura:
r = taxa d’interes anual en tant per cent.
i =r/100 = taxa d’interes anual en tant per 1.
t = temps expressat en anys.
| = interessos produits durant t anys.
Co = capital inicial.

C = capital final.

Interes simple
Un capital esta invertit a interés simple quan els interessos produits al final de cada

periode de temps es retiren i, per tant, no se sumen al capital inicial per generar més

interessos.

Per calcular Uinteres produit per un capital invertit a interés simple i el capital final

obtingut, utilitzem les formules segiients:

Férmules:

| =C, I C=C,+I

Exemple:
En quina quantitat es transformaran 15.000 € invertits a un interés simple

del 2,5% anual durant 8 anys? Quins interessos generara aquesta operacié?

| =15.00010,0251& 3.000%£ Interessos que genera l'operacio
C =15.000+ 3.00G= 18.000€ Capital final

Es transformaran en 18.000 € i l’operacio generara 3.000 € d’interessos.

Exercicis:

1. Quin capital final s’obtindra d’una imposicid6 en una entitat financera de

1.250 € a un tipus d’interes simple del 2% anual durant dos anys?
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2. Quin tipus d’interes es necessita per duplicar en 8 anys un capital a interes

simple i venciment anual?

Sol.: 1. 1.300 € 2. 25%

Interes compost

Un capital esta invertit a interés compost si els interessos produits al final de cada

periode de temps no es retiren, es reinverteixen, i per tant, se sumen al capital inicial

per generar més interessos.

Per calcular interes produit per un capital invertit a interes compost i el capital final

obtingut, utilitzem les formules segiients:

Férmules:
C=C, [{u+i) | =C-C,
Exemple:

En quina quantitat es transformaran 15.000 € invertits a un interés compost

del 2,5% anual durant 8 anys? Quins interessos generara aquesta operaci6?

C =15.0001,025= 18.276,04 £ Capital final
| =18.276,04 15.006 3.276,04-£€ Interessos que genera l'operacio

Es transformaran en 18.276,04 € i ’operaci6 generara 3.276 € d’interessos.

Exercicis:

1. Quin capital final s’obtindra d’una imposicié en una entitat financera de

1.250 € a un tipus d’interés compost del 2% anual durant dos anys?
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2. Quin tipus d’interes es necessita per duplicar en 8 anys un capital a interes

compost i venciment anual?

3. Durant quants anys he d’invertir un capital a un tipus d’interes compost

del 4% anual perqué es dupliqui?

Sol.: 1.1.300,5 € 2.9,05% 3. 17,67 anys
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TEMA 3: POLINOMIS

N o U M W N

Polinomis

Operacions amb polinomis
Teorema del residu

Arrels d’un polinomi
Factoritzacio

Divisibilitat de polinomis

Fraccions algebraiques
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1. POLINOMIS
Monomis

Un monomi és una expressio algebraica formada pel producte d’un nombre real,

anomenat coeficient, i una o diverses variables (o indeterminades) elevades a un

exponent natural o zero. La part del monomi formada per les variables i els seus

exponents s’anomena part literal.

Exemples:
1. 23 2. 3ab 3. 5¢° 4. 31Xz
Coeficient: 2 Coeficient: 3 Coeficient: 5 Coeficient: 37
Part literal: x3y2 Part literal: ab Part literal: °
Part literal: X’z

Estudiarem només monomis amb una sola variable o indeterminada (que normalment

sera X).

Grau d’un monomi

El grau d’un monomi amb una indeterminada és ’exponent al qual esta elevada la

variable.

Exemple: Indica el coeficient, la part literal i el grau del monomi 5x°:

Grau

Coeficient <——— Part literal

Un nombre real a diferent de zero es considera un monomi de grau zero:

a=a¥=al (X=1)
3=3x°=31

Exercici: Completa la taula:

Monomi Coeficient Part literal Variable Grau

3y’

10 4

3

3z

-0,25°
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Monomis semblants
Dos o més monomis son semblants si tenen la mateixa part literal.

Exemples:
1. 2x%, 5% i -3x 2 son semblants

2. 5xi 3%* no son semblants
3. 3Xi 2y no son semblants

Si treballem amb una sola variable o indeterminada, X, els monomis semblants son

aquells que tenen el mateix grau.

Polinomis
Un polinomi és una expressio algebraica formada per la suma de diversos monomis no

semblants.

Només estudiarem polinomis amb una indeterminada.

Els polinomis se solen representar amb una lletra majlscula i la indeterminada, X, entre

parentesis: P(X), Q(x), A(X), etc.

Exemples:
- Son polinomis:

1. P(X)=8xX —-3X+ 2x+1C

2. Q(x)=—5x5—§ X—X+9%X- %6

- No son polinomis:

3. 2x2+5x- 3 > ’exponent del primer terme és negatiu. Nota:

4. §+ 2x+1 - U’exponent del primer terme és negatiu. 3 — 3yt
X X

5. 6X° ~Ix+2%+ 7> ’exponent del segon terme és una fraccio. Jx = xé

6. 5"+ 2x+ 6> la indeterminada és en l’exponent.

Els monomis d’un polinomi s’anomenen també termes del polinomi.

El grau d’un polinomi és el més gran dels graus de tots els seus monomis.

El terme independent d’un polinomi és el monomi de grau 0, és a dir, el monomi

format per un nombre real (sense variable).

Un binomi és un polinomi format per dos monomis no semblants (Exemple: 2x° + X).
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Un trinomi és un polinomi format per tres monomis no semblants (Exemple:

2x3 + x+1).

Escrivim els termes dels polinomis ordenats de major a menor grau. Si un grau no

apareix, es diu que el seu coeficient és 0 i que el polinomi és incomplet.

Exemple:

x® +3x3 - 5x2+ 2x+ 9> és un polinomi incomplet (no apareixen els termes de grau 5 i
4), format per 5 termes, de grau 6 i de terme independent 9.

Grau %)@4_ 3(3_ 5X2+ 2X + 9 > Terme independent

P(X) = anX"+ an X"+ ... + a X + &g en

nésel grau.
que:ia, @ ... ,q , 8, son els coeficients.

a, és el terme independent.

En general, un polinomi en la indeterminada X és de la forma:

Exercicis: Completa la taula:

Nombre Coeficient
Terme Complet o

Polinomi Grau de del terme
independent incomplet?

termes de grau 3

P(X)=5X —3X+ 2x+ 10

Q(x)=—5x5—§>(‘— X+9%-6

R(Y)=4X+ x+1

S(N=5X+2X+9)>

T(X)=3x-2

UX) =x-4X+ x+1
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Valor numeéric d’'un polinomi

El valor numeéric d’un polinomi P(X) per a X = a (on a és un nombre real) és el nhombre

que s’obté en substituir la variable X per a i fer les operacions. Es representa amb P(a).

Exemples: Donat el polinomi:
P(x)=-3x"-2x>-x*-1
Calcula el valor numeéric de P(x) en x =2 i x =-2, és a dir, calcula P(2) i P(-2).
P(2)=-3'-2%- - - 316 16 4 3[- 6
(Nota: -2°=-4 # (-2f =+4)

P(-2)=-30-2)f - 2062} - ¢ 2f- E- 3116 2 8)  4) 2- 48 16 4=|- [

Exercicis:
1. Donat el polinomi:

P()=-xX'+2X-5X+ x+ 3

Calcula el valor numeric de P(x) pera x=2 i x=-1, és a dir, calcula P(2) i P(-1).

2. Calcula el valor numeric dels polinomis seglients per a x=3, x=-1 i x=0:

a) P(X)=6¥ - ¥-3

b) Q(X)=-3X +2X+7X - x5
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c) R(XY =8
d) S(Y=xX-1

Sol:

1. P(2)=-15 i P(1)=-6

2. a) P(3)=150;P1)=-10i P (O - : b)Q(3)=-124:QF1)= 8i Q (Ox ©
c) RB)=8; R-1)=8 i R(0)= ¢ d) S(3)=26; S-1)=-2 i S(0)=-":
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1. Indica quines de les segiients expressions algebraiques son polinomis:

a) 72 +4,9x b) 4/% +¥-5 o) V2R +x+
3
d Lx+lx ) 2432 -1 pX*1L
4 2 X x-1

2. Completa el quadre:

Nombre Coeficient
Polinomi Grau | | Terme de Fomplet o | del terme
independent | termes o | incomplet? | de grau 3

monomis

P(x)=5xX - X+ x+9

Q(X) = x5—% x“—% X+3X%+ %7

R(X = X +1

S(y=X+ X-5

T(X)=X+3X—-2X

U(X)=-5x+x-x-1

3. Calcula el valor numeric dels polinomis segilients per ax=3, x=-2 i x=0:
a) P(X)=xX-x+1 b) Q(X)=-3X+ x-1 c) R(Y=x-3

d) S(X=-2 e) T(Y=xX-5X- ¥X+10
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Solucions:
1.a)c)id)

2. P(X) - 5; 9; 4; incomplet; -1 // Q(X) - 5; 7; 6; complet; -2/3// R(X) - 2; 1; 2;
incomplet; 0// S( X — 4; -5; 3; incomplet; 0 //T(X) - 3; 0; 3; incomplet; 1
/1U(X) - 3; -1; 4; complet; -5.

3. a) P(3)=55,PF2)=25i P (0F :

b)Q(3)=-25Q(-2)=-151 Q(OF -
c) RB)=24;R2)=-11i R(OE - : d)

S(3)=-2; S(-2)=-2 i 0)=-2

e) T(3)=-53T(2)=62i T (OF 1(

Solucions dels exercicis de la teoria

Monomis

35> 3 VY 57/ _%)Xg N %’ i x: 37/ 32> 3 2 2211/ -0,2505 -0,25; p°;

p; 8.
Polinomis
a) P(X) - 4; 10; 4; incomplet; -3 // Q(X) - 5; -6; 5; incomplet; -1// R(X) - 2; 1; 3;
complet;
0//S(X - 5; 0; 3; incomplet; 0 //T(X) - 1; -2; 2; complet; 0 //U(X) - 3; 1; 4;
complet; 1.
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2. OPERACIONS AMB POLINOMIS

Suma i resta de polinomis
Suma i resta de monomis

Dos monomis es poden sumar o restar si son semblants.

Per sumar o restar monomis, sumem o restem els coeficients i deixem invariant la part

literal:

Exemple:

ax'+bx =(ar ) X [%fjgk3=@f

Si hi ha coeficients amb signe negatiu, apliquem les regles de la suma i la resta de

nombres enters.

Exemples:
1. 7x%-5x° =2x° 2. x*-3x*=-2x 3. -2x°%-8x° =-10x°

Exercici: Fes les sumes de monomis seguents:
a) 7x'—-8x" = b) —9X + 5X = c)-10X - X =

Suma de polinomis

Per sumar dos polinomis, sumem els seus termes semblants (del mateix grau).

Exemple: Suma els polinomis segiients:

P(x)=5x"-2x° +x?-8x +6 Qx)=x® -3% -5 -¢

PO+ QR =(5%-2%+ X-8x 6)+( - 3%~ 5x 3=[5% ¥ 2% 13x |

.

Exercici: Suma els polinomis seglents:

P(X)=X-X-9X+5X- x4 QY= %X-3% %+ 3%+ %7
P(x)+Q(X =

Sol.: P(X)+Q(R=x"-2x-2x"-9x’+ 8xX - &

Resta de polinomis

Donats dos polinomis P i Q, per trobar el polinomi resta P—Q, sumem al polinomi P el

polinomi -Q, que és el que s’obté en canviar de signe tots els termes de Q:

P-Q=P+(-Q.
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Exemple: Efectua la resta P(x)-Q(X):

P(x)=5x"-2x* +x*-8x +6 Qx)=x® -3 -5 -¢

P()- QR =(5%-2X+ X-8x 6-( - 3%-5x 3=

=5x* = 2%+ X2 — 8x+ 6- X+ 3%+ 5x+ 3=| 5¥— 3%+ 4%— 3x [

Exercici: Efectua la resta P(X)— Q(X:

P(¥)- QX =

P(X)=X-X-9X+5X- x4 QY= %X-3% %+ 3%+ %7

Sol.: P(X) - QX =-x"+4x -9X + 2X - 2x- 3

Multiplicacio de polinomis

Multiplicacié6 de monomis

Per multiplicar dos monomis, multipliquem els seus coeficients i sumem els exponents:

Exemple:

ax" cox" = ( ey X @gi@;z - [10¢

X

Exemples:
(+7x°) f-5%) =-35x° (+x?)f-3¢?) 5 4 =20¢
(-2x*){-8x) =16x° (-5¢) I +) Ak =3¢
Exercici: Fes les multiplicacions de monomis segiients:
a) (-7x°) f-2x°) = o) (+2¢){-5% = e) 2% 8%
b) (-2x¢) {-6) = d) - 5X(BX = f % 2 (-9 =

Multiplicacié de polinomis

Per multiplicar dos polinomis P i Q, multipliquem cada monomi de P per tots els de Qi

simplifiquem el resultat (sumant els monomis semblants).
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Exemple: Multiplica els polinomis segiients:

P(x)=-2x>+x*+6 Q(Xx) =-3x* -5x -2

POIRH=(-22+ %+6)[-3%- 5% 3=
=(-2¢) {-3x) +(-2%) (f-5% + (- 2¢) {- 3+ (+ *) {- 3%) +(+ X) (- 5¥+(+ R){- 3+
+(+6) (f-3¢") +(+6) (-5 +(+§ (- § =

=6X° +10x* + 6x°— 3x* - 5¢— - 18¢— 30 18|6X°+ B+ ¥— 23— 3¢ 18

Exercici: Multiplica els polinomis seguents:

P(X=-X'+5X-4 QRN=+3%x+ x1

Sol.: -3x° = x> +16X'+ 5X— 17X - 4x+ <

Divisi6 de polinomis
Divisio de monomis

Per dividir dos monomis, dividim els seus coeficients i restem els exponents:

Exemple:

ax b= (a ) X @c{'I_EQZ:@XQ’

Per dividir dos monomis, cal que el grau del dividend sigui més gran que el grau del

divisor (n>m); altrament, la resta dels exponents seria un nombre negatiu i el resultat

no seria un monomi.

Si la divisio dels coeficients no és exacta, es deixa el resultat en forma de fraccio

irreductible (simplificada).

Exemples:
(+15x°) :(-5x?) =-3x (+ox?) :(-3x?)=-3x¢ = -3 20k% 4= 5%
(-16x4) ((-8x) =2x° (-5x5) :(+3x3):-§x2 x? :2(=—2x

Nota: 10x* : 2x°> — no es pot fer la divisid perqué 2 < 3 i el resultat (5x™') no seria un monomi.
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Exercici: Fes les divisions de monomis seguents:
a) (—10x6) :(—2x3) = c) (+29 (=59 = e) — 8% :4x=
b) (-6x°):(-2) = d) - 5% 3¢ = f) 18 (- %)=

Divisié de polinomis
Per dividir un polinomi P(x) (polinomi dividend) entre un altre D(x) (polinomi divisor),

essent grau RAx) > grau D(x), hem de trobar dos polinomis Q(X) (polinomi quocient) i

R(x) (polinomi residu) que verifiquin que:

| P(x) = Q(X)-D(x) + R(X) | , amb grau R(x) < grau D(x).

( Dividend = Quocient - divisor + residu)

Analogia amb nombres:

9 2
En format de divisié ho escriuriem aixi: 1 4 1< 2
PK) | DX Dividend | Divisor Prova: 4[2+1=9
R(X) Q(X) Residu Quocient

Per fer una divisio de dos polinomis, seguim els passos indicats en l’exemple segiient:

Exemple: Fes la divisio segiient: (2x3 -x%+ 2) :(2x2 +x)

Escrivim els polinomis en forma de divisid 2x° = X +2 |23+ x
ordenant els seus monomis de major a menor dividend

grau i deixant un espai en blanc per cada divsor

grau que no apareix del polinomi dividend .

Dividim el primer terme del dividend pel | 2X°—X* +2 | 2%+ X
primer terme del divisor. El resultat sera el

- - X
primer terme del quocient:
2x° 12X = X
Multipliquem aquest primer terme del| 2X -X +2 | 2¢+ X
quocient per tots els termes del divisor i | —-2x°*-x? X
restem el resultat al dividend (col-locant els —22 42

resultats del producte canviats de signe sota
el dividend i fent la suma):

x[(2X+X)=2xX+ ¥

Canviem de signe per restar: —2x° — X

Sumem: 2xX° =X +2-2X - X =-2X+2
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sigui m

divisio.

Si el grau del residu obtingut en el pas
anterior és més gran o igual que el grau del
divisor, aquest residu passara a ser el nou
dividend.

Repetim el procés fins que el grau del residu

enor que el del divisor.

L’3ltim residu obtingut sera el residu de la

Dividim: -2x*:2x* = -1
Multipliquem: —1[(2x* + X)=—2X — X
Canviem de signe: +2x* + X

Sumem: —2x° + 2+ 2% + X = X+2

2x° =X +2 |2+ X
-2 =X x—1
-2 +2 Quocient
+2X° + X

X+ Residu

gr(x+2) < gr(2x + X)> S’ha acabat la
divisio

Fem la prova comprovant que es verifica:
Quocient - divisor + residu = Dividend

(Xx=1) 2% + X)+ x+ 2

=2xX° + X — 2% — x+ x+2:

Exemples: Fes les divisions seglients:

1. (2x3+3x2 -Bx +19 :(x2 - X +E)

2 +3° —5x+ 4 | X - 2x+ =

- 2x3 + 4x* - 6X 2x+ 7

/ +TR-11x+ 4
=7x*+14x- 21

J 4317

Aixi tenim que el quocient és
Q(X)=2x+7

i el residu és |R(X) =3x- 17]

Prova: Es verifica 2X°+ 3x% — 5x+ 4:( X — 2x+ 3( 2+ -)+ I 17
(¥*—2x+3)(2x+ )+ 3x-17= R+ - &K- 14¢ 6¢ 24 ¥ 17

=[2x% + 32 - 5x+ 4
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2. (4x4 -3x? +5) :(2)(2 -3x)

4x* - 3% +5 [ 2¢- 3x

—Ax + B nC+ 3xt 3 Aixi tenim que el quocient és
+6x° = 3%° +5 Q(X) =2X +3x+ 3
—6X* +9x°

62 +5 i el residu és
—6X° + 9x

/  +9x+5

Prova: Es verifica 4X4—3X2+5=(2X2+ 3x+ :)( 28— 3)+ O 1?7

(2 +3x+ 3 (20~ 3+ O+ 5= 4¢— B+ 61~ %+ B % O B=| & e |

Exercici: Fes les divisions seglients i les proves corresponents:

a) (x4—2x2+6x) :(x2— X+ 3)

b) (6x*—2x*+7) 3¢+ 24

Sol.:a) Q(X) = ¥ +X—-4; R N=— %12 b) Q(X) =2Xx-2;R(A=4x7
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Si el quocient dels coeficients no és un nombre enter treballem amb fraccions.

Exemple: Fes la divisié segiient: (2x3 -3x + 5) ((2x +1)

23 -3x+5 | 2x+ 1
1 5
_2X3_X2 Xz__ X——
; 2 4
/ —X —fx‘*‘ S Aixi tenim que el quocient és
x2 +—X
—5— Q) = X2 =2 x-=
/ -2x+5 i 2 4
2
5 5
—X+—
2 4 i el residu és R(x)= —
/ =
4

Prova: Es verifica 2x° —3x+ 5= (xz -= X_:SJ[GZH ])+§
., 1 5 1
X —=x—-— [ﬂ2x+1)+—= 2+ X=X == = ¥ —+—=2%—— —-=
4 4 2 2 4 2 4

2
ST

Exercici: Fes les divisions seglients i les proves corresponents:

a) (x2—5x+1):(3x—3 b) (3x3—x+8) :(2x2+ x)

41 3 3
ol.: a) Q(X)——x—— Ry=-— b) Q(¥) =—x-—; R}=-—x+8
9 2 4
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Reqgla de Ruffini

La regla de Ruffini és un procediment senzill per a dividir polinomis quan el divisor és

del tipus X—a o X+ a, en que a és un nombre real.

Exemple: Podem utilitzar la regla de Ruffini en els casos segiients?:

(x2 +3x+ 5) {(x—4) > Si, perqué el divisor és del tipus X—a en qué a=4.
(x2 +3x+ 5) {(x+ 4) > Si, perqué el divisor és del tipus X+a amb a=4.

(x2 +3x+ 5) :( X — 4) - No, perqueé el divisor és del tipus X*- a.

Per aplicar la regla de Ruffini, seguim els passos indicats en l’exemple seglient:

Exemple: Fes la divisio segiient aplicant la regla de Ruffini: (—2x3 + X - 3) :( X— 2)

Anotem els coeficients del polinomi
dividend, ordenats de major a menor grau, i
tenint en compte que si un grau no apareix
el coeficient és 0. Els col-loquem com en
’exemple.

A baix i a Uesquerra escrivim el terme
independent del polinomi divisor canviat de

signe: si el divisor és x—2, escrivim 2. 2

Si el polinomi divisor fos X+2 escriuriem
=2.

Baixem el primer coeficient del dividend )
(en aquest exemple, -2). l

Multipliguem aquest coeficient pel terme
independent del divisor canviat de signe i
escrivim el resultat a sota del seguent 7 4
coeficient del dividend: g X -

2:(-2) = -4

Sumem el segon coeficient del dividend al
resultat del producte del pas anterior:

1+(-4)=1-4=-3 2 -4
3
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Procedim de la mateixa manera per calcular
la resta de resultats:

2:(3)=-6 0-6=-6 21 44 -6
2:(-6)=-12 -3-12=-15 237 -6

L’altim resultat obtingut és el residu de la
divisio i els altres resultats son els
coeficients del quocient de la divisio (el

grau del quocient és un menys que el 2 5 ;‘ 6 '12
nombre de coeficients): | - - -6 -15
\ﬁr—/
QX =-2X-3x-6 R(X=-15 coef. quocient residu

(3 coeficients >grau 2)

Fem la divisid anterior sense aplicar la regla de Ruffini i comprovem que obtenim el

mateix resultat:

-2+ X -3 | x-2
2x° = 4% -2X-3x-6
-3x -3
+3x% - 6x Q(XY)=-2X-3x-6 R(X=-15
/  —6x-3
+6x —12

/ -15

Nota: Quan apliquem la regla de Ruffini, el residu és sempre un nombre real, ja que el
divisor, del tipus Xx—a o x+a, és de grau 1 i el grau del residu ha de ser més
petit que el del divisor. Per tant, el grau del residu ha de ser 0.

Exercici: Fes les divisions seglients aplicant la regla de Ruffini i sense aplicar-la, i

comprova que et surt el mateix resultat. Quin métode t’és més senzill?

a) (x3—3x+ 6) {(x-5) b) (x5+2x3— x2—10) (x+ 1)

Sol.: a) Q(X) = X +5x+22 R(X=116

b) Q(X) =X - X+3X-4x+ 4 R »=-14
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Productes notables
Repassem els productes notables que varem estudiar en el tema 1 i que es fan servir

molt per fer calculs amb polinomis:

Quadrat de la suma

(a+b)’=(a+bfar Y= 4+ dlr W& b= &20@H 3

Quadrat de la resta

(a-b)’=(a-bla-P= §d- dlb- la b= &-20@b 3

Suma per diferéncia

(a+b){fa-b =&+ alb- la b= & E (a-b s’anomena conjugat de a+b)

(a+b)’ =& +20ab+ B
(a-b)’ =& -20ab+ B
(a+b)ffa-b=&- 5

Exemples: Desenvolupa:

1. (2x+3)" =(2x)" + 2[2x[B+ 3 = 4¢ + 1+ ¢

(
(

4. (5x4 +x3)[@5x4 -x3) =(5x“)2 —(x3)2 =25 - x°
(

5x* +x3)2 = (5x“)2 + 2[5x4D<3+( x3)2 = 25X+ 10X+ ¥

Exercicis: Desenvolupa:

a) (1+3x)° =

b) (1-3x)° =

c) (1+3x)(1- X) =

d) (x+5)fx-5)=
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2

e) (4x-6x)
f) (X3 + 2x2)2 =

g)(7x3+x)[@7x3—x)=

h) (7x3 - x)2 =
i)(2x+3y") =
Solucions:
a) 9x° +6x+1 b) 9x* - 6x+1 c) -9x* +1
d) X’ -25 e) 36x° - 48°+ 16¢° f) x°+4x°+ 4%
g) 49x° - X h) 49x° - 14x* + X i) 4x° +12xy* + 9y
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1.

Calcula les operacions seguents:

a) (5X° = 2x* + x— 4)+ (3X+ 4X - 10x+ 9F

b) (7x° —2x>— X’ — 6x+ 8)+ 15X — X' — 9¥+ »x 1F
c) (2x° = x+7)- (3X' - 2X - 2X¥+ x+ 8F

d) (6x* — x> +5x+1)- (5X' - 4X— 3X¥+ 2% 5F

e) (X +3x'=2x+ X)— (2X-5X+ X- 7Tx 4F

Calcula els productes i les divisions de monomis seglients:

a) 3xBX’ = b) —%x[—lgx“ = c) 6x° [{(-5x)= d) - 2X' [I-5)=
e) 6x°:(-2x)= f) —8x :(4xX)= g)—2¢X 65X )= h) X:5¥X=
Calcula els productes seguents:

a) (X*+x-3)(¥-1)= d) X+ 7x-DAX- x 6)=
b)(x3+2x2—§jﬂ6x2+3): e) ¥+ 2x- 3(X— 5X+ 8F

c) (2 +x* = X+ 5x+ )7X - X)=

Efectua les divisions segients i comprova el resultat fent la prova:

a) (6x3 - 2X°+ x+ 4):(2X) d) (X-3X+ 2% 9):(X- » 1)

b) (-2X° +8X°+ 7TX’— 4x+ 2):(X— x+ 1) e) (X- 3X+ 2% 9):(X- 5% 1

c) (x*-3x+5x — x-10): (¥ - 2x+ 2)

Calcula el quocient i el residu de les divisions seguents aplicant la regla de Ruffini.
Després fes la divisid i comprova que et surt el mateix resultat:

a) (X°+ X' =15x+ 5x - 10) : (x+ 5) c) E3R+ 7X— 2%— 4):0¢ 1

b) (5x° - 2X* + x+ 3): (x- 1) d) (X-X+3%-2%:(¢ 3

Fes les divisions seglients. Si pots aplica la regla de Ruffini.

a) (4x° - 2x"+ 23+ X+ 3): (2¢- 3¢+ x 1) d) (X- 2%+ 10):(¢ 4)

b) (9x* - 6x° — 2x+ 1): (3¢ - x— 4) e) (3%+ x 10%— 1):(5¢ 1
c) (X* -8x°-11x- 6):(x+ 3)

Desenvolupa les igualtats notables seguents:

a) (4x-3yy = d) (3x- 2y = g) (n+ 3m)(n- 3mE=
b) (2a+ 30 = e) (2x- 7} = h) (5+ &)(5- &)
c) (5x3+3y*) = f) (8X°+ 2y’ = i) (6x— 1)(6x+ 1F
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1.
a) 8X° +2x2 - 9x+5 b) - 8% — ¥ — 28— 10%- 5% 7 c) - 3%+ 28— 2%
d) X*+4x+2x%+3x+ 6 e)- X+ 3X¥+ 3X- X+ 8x 4

2. a) 9x° b)—éxS c)-30xX d)10x' e)-3x f) 2¥ g)é h)—é)

3.
a) X+ x'=3xX - X¥- x+3 b) 6 X+12X+ 3X+ 4%X-1
c) -14x" +9x° - 8+ X'+ 35¢+ 2¥X- X d) - X+ 7X+ 6X— 7¥- 41x

e) - xX>+7x' -13¢+ 73X+ 16x- 24

4,

a) Q(¥) = 3x-1 R(X)= x+4

b) Q(x) = —2x° —2x%+ 8x+ 17; R(X)= 5% 15
c) Q¥ = x'+2x°+2x° - 3x- 5, R(¥= - 5x

d) Q) =xX+x'-3xX-4X- x+3; RY= 6% 6
e) Q(X) = x*-3x+5; R(XY)=— X-15X+ 30% 4
5.

a) Q(X) =x* —4x3+5x° - 20x+ 100; R ¥ = — 51
b) Q(X) =5x°+5x*+5X°+ 3¢+ 3x+ 4R =7
c) Q(x) =—3x*+3x°+ 4x° - 6x+ 6;R( Y =— 10
d) Q(X) =x>+2X°+ 9x+ 25R ) = 75

6.

a) Q(X) =2x* +2x+3; R(X)=10X - x+ 6

b)Q(x) =3x-2; R(x)= 3¥ + 8x- 7

c) QX =x"-3x+x*—3x—2; RY=0 (divisi6 exact)
d) Q(¥X) =X +2x*+8x+32; RX =138

2 3
= 2X2 + X+—; = ——
e) Q(X 5 R(X) 5
7.
a) 16x° — 24xy+ 9y d)9xX-12x+ 4 g) A- 9M
b) 4a’ +12ab+ 91 e) 4 — 28x+ 49 h) 25 64

c) 25x° +30x°y* + 9y* f) 64X+ 32¥+ 4 i)36xX- 1
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Solucions dels exercicis de la teoria
Suma i resta de monomis

a) -x* b) —-4x° c) 11X’
Multiplicaci6 de monomis
a) 14x° b) 12x° c) -10x° d) -15x* e) 16x° f) —-6x°

Divisio de monomis

a) 5x° b) 3x° c) - X e) -2x* f) No

alNo

d) -

w o

€s un monomi.
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3. TEOREMA DEL RESIDU

El valor numeéric d’un polinomi P(x) per a x = a, P(a), coincideix amb el residu de la
divisio P(X):(x— 9.

P(x) | x-a R=P(9g

—

Aquest resultat rep el nom del teorema del residu i s’obté en substituir X per a en la
igualtat P(X) = QY x- g+ F:

P(@=Q3dfa 9+ R Q30+ R R [ P)= |

Exemple: Considerem la divisido de ’exemple de ’apartat anterior, de residu -15:

(-2x + % -3) :(x- 2) {P(X) =X A3

a=2
-2 + ¥ -3 | X— 2
2x° — 4% -2X - 3x- 6 -2 1 0 -3
-3% -3
+3x% - 6x
2 -4 -6 -12
; -6x-3
+6Xx —12 -2 -3 -6 -15
-15
/ —
coef. quocient residu

Calculem P(2) i comprovem que també és -15:

P(2)=—2F+2-3=-28 4 - 16 4 3[- ]

Aixi doncs, el teorema del residu permet calcular el valor numeric d’un polinomi usant
la regla de Ruffini.

Exemple: Sigui P(x) = x* + 2x* — 1Q Calcula P(2) aplicant el teorema del residu i sense

aplicar-lo, i comprova que et surt el mateix resultat:

Calculem el quocient P(x) : (x - 2) pel metode de Ruffini:
1 2 0 -10

2 8 16 P(2)=|6]

1 4 8 |6=R=P(2)
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Calculem P(2) i comprovem que és 6:
P(2=22+2-10= & 214 1& & 8 1@D

Exercici:

a) Sigui P(x) =x% + 2¢ —x + 5. Calcula P(-3) aplicant el teorema del residu i sense aplicar-
lo, i comprova que et surt el mateix resultat. Que t’és més senzill?
(Sol.: -1)

b) Fes Uexercici 3 de U'apartat “Polinomis” (pag 192) aplicant el teorema del residu i

comprova que et surt el mateix resultat.
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4. ARRELS D’UN POLINOMI

Un nombre real a és una arrel del polinomi P(x) si el valor numeric de P per a X = a és
zero, és a dir, si P(a) = 0.

Aixi, les arrels d’un polinomi son les solucions de ’equacio que resulta d’igualar el
polinomi a 0: P(x) =0

Exemple: Digues si 2 i -1 sén arrels del polinomi P(x) = X° - X* —4x +4.
Calculem P(2) i P(-1):
P2)=2-2-42+ 4= 8 4 & & > 2siqueésarrel, P(2)=0

P-1)=(-2)"-(-)°-4(-+ 4-+ % 4 & >-1__no _és _arrel,
P(-1)#0

També ho podem calcular per la regla de Ruffini:

1 -1 -4 +4 1 -1 -4 +4
2 2 2 4 -1 4 2 2
| 1 1 2 [0=P(2) ‘ 1 2 2 |[6=P(-Dz0
2 és arrel

-1 no és arrel

Nota: Normalment, resulta més senzill utilitzar la regla de Ruffini per esbrinar si un
nombre és arrel d’un polinomi.

Exercici: Digues si 3 i -2 sén arrels del polinomi anterior.

Sol.: 3 no és arrel i -2 si que ho és.
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Calcul de les arrels d’'un polinomi

Calcular les arrels d’un polinomi P(x) és resoldre ’equaci6 P(x) = O.

Polinomis de primer i segon grau

Si el polinomi és de grau 1 o de grau 2, hem de resoldre una equacié de 1r o 2n grau.

Exemples: Calcula les arrels dels polinomis segiients:
1. P(x)=5x-1

, 1 , 1
Resolem l’equaciéo 5x-1=0- 5x=1- X:E —>Té una sola arrel: E

P(x)= x*+3x-10 Resolem l’equacié x*+3x-10= 0

N

Apliquem la férmula de |’equacio de 2n grau:

‘3+7_i‘—
3+, F-40010) -3:/9+40 -3J49 -3 7 | 2 2
on 2

2 2 -3-7 -10 .
— =——=|-5
2 2

- Té dues arrels: 21 -5

Polinomis de grau superior a dos
No hi ha un metode general per calcular totes les arrels d’un polinomi qualsevol de grau

superior a 4 i la formula per calcular les arrels d’un polinomi de grau 3 o 4 és massa

complicada i no forma part dels interessos d’aquest curs.

Tanmateix, si que hi ha un metode per calcular les arrels enteres (si en té) de qualsevol

polinomi. Per fer-ho ens basem en les propietats seguents:

Si un polinomi té arrels enteres, aquestes son divisors del terme independent.

Un polinomi pot tenir com a maxim tantes arrels reals com el seu grau (no totes

necessariament enteres)

Aixi, podem provar, usant la regla de Ruffini, quins divisors del terme independent son

arrels.
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Exemple: Calcula les arrels enteres del polinomi P(x) = x*- x*-4x +4.

Escrivim els divisors de 4 (terme independent), que seran les possibles arrels:

+1:+2:+4

Anem comprovant si son arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més

petit:
1 -1 -4 4 1 -1 -4 4
1 1 0 -4 -1 12 2
1 0 -4 [0=P(Q) 1 2 -2 [6=P(-))
1 -1 -4 4 1 -1 4 4
2 2 2 -4 -2 2 6 -4
1 1 -2 [0=P(2) 1 -3 2 [0=P(-2)

Hem obtingut que les tres arrels de P(x) son: 1, 2i -2

Exercici: Calcula les arrels enteres del polinomi P(X) = X +2 X —5x- 6.

Sol.: -1, 2i -3.

Aquest metode no es fa servir perque pot arribar a ser molt llarg (imagina que el terme

independent té molts divisors) i només permet calcular arrels enteres.

Hi ha una manera més rapida i efica¢c de calcular les arrels enteres d’un polinomi de
grau superior a dos (i en moltes ocasions permet calcular també arrels no enteres).

Consisteix a factoritzar el polinomi, tal com s’explica en el punt seguent.
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5. FACTORITZACIO DE POLINOMIS

Factoritzar un polinomi (o fer la seva descomposicié factorial) és expressar-lo com a

producte d’altres polinomis (factors) de grau més petit. Normalment, interessa que el

grau dels factors sigui el més petit possible.

Exemple: La factoritzaci6 del polinomi x*-7x*+10x és x[{x-2)[{x-5)
X —7x°+10x = XA x— 2)(x 5)
Si fem el producte de la dreta obtenim el polinomi de ’esquerra:

x[x-2)[{x-5)= (& - 2% 5)= X- 5%— 2%+ 10%| %~ 7%+ 10;

Aixi, aquest polinomi de grau 3 es pot expressar com un producte de tres

polinomis de primer grau.

Nota: El punt de multiplicacié normalment s’omet:
Aixi: X[{x=2){x=5)= x(x- 2)(x 5)
El concepte de factoritzar un polinomi és analeg al de factoritzar un nombre
(descompondre’l en producte de nombres primers. Exemple: 150= 200315).

A continuacio veurem diferents estrategies per factoritzar polinomis:

Estrateqgies per factoritzar polinomis

Buscar factors del tipus X-a

Si un nombre enter a és arrel d’un polinomi P(X), aleshores P(x) és divisible per x - a (el

residu de la divisio P(X):(x— @ és0)i X -a és un factor de la descomposicio factorial.

Demostracio:
Pel teorema del residu, si a és arrel de P(X):

P(a) = 0 = R - residu de la divisié P(X):(X - @

Si el residu de la divisio P(X):(x - @ és 0, la divisio és exacta i, per tant, X - a és divisor

de P(x).

P(X)=(x-aQ 3+ RE( x aQ)+0=|( x HI Q) en que Q(X) eés el
polinomi quocient.

- X - a és un factor de la descomposicio factorial.
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Utilitzem el metode de Ruffini per calcular les arrels i cada vegada que trobem una
arrel anem factoritzant:

Coef. de P(X) P(X) | x-a P(a)=0 - aés arrel
. 0 O — RT0- POY=(x 30Qq y+0=
| Coef. de Q(X) [0=R=P(a) =|(x—a) (X

Per calcular U'arrel segient i continuar factoritzant, ho farem a partir del polinomi

quocient Q(x), de menor grau que P(X) (grau Q(X) = grau P(X) — 1). D’aquesta manera,

es va simplificant el procés.

Exemple: Factoritza el polinomi P(x) = x*- x*-4x+4.
1, +2;+4

petit: {P(l) =0- x=1ésarre
p(X) = (x-1)(X +4)
1 -1 -4 4
‘ 1 0 -4
1 0 -4 [0=PQ)

enteres):

0 Per la regla de Ruffini:

1 0o -4
-1 1 2

Escrivim els divisors de 4 (terme independent), que seran les possibles arrels:

Anem comprovant si son arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més

Per continuar factoritzant, busquem les arrels del polinomi quocient x*—4. Ho
podem fer per la regla de Ruffini o resolent ’equacié de segon grau (aquest segon

metode és més recomanable perquée és més rapid i permet calcular arrels no

‘1 -1 |=320 ‘1 2 |0 ‘1 |0

P(-1)# 0 - —-1no és arrel

- <P(2)=0- 2ésarrel - |P X F(x-1)Ux-2)Ax+ 2)
P(-2)=0 - -2 és arrel
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0 Resolent l’equacié de segon grau:

X=2

X*-4=0- xX*=4_ X=i\/_4212_>{
X=-2

P(¥)=(x-1)L{x—2)[{x+ 2)

Prova: Per fer la prova, hem de fer el producte dels tres factors i comprovar que surt
P(x):

(x-DOx-2)Ox+ 2)= (X = x= 2x+ 2)d(x 2= (X—- 3% 20(¢ 2

=X =32+ 2x+ 2X - Bx+ 4=| ¥ — ¥ - 4x+ 4

Ordre de multiplicitat d’una arrel

Si el factor X - a es repeteix, en la factoritzacid apareixera en forma de potencia
(x- a)n, en que n és el nombre de vegades que es repeteix. Aleshores, es diu que U’arrel

a té ordre de multiplicitat n :

Si n=1 - es diu que l'arrel és simple o d’ordre de multiplicitat 1.
Si n=2 - es diu que l'arrel és doble o d’ordre de multiplicitat 2.
Si n=3 - es diu que 'arrel és triple o d’ordre de multiplicitat 3.

| aixi successivament.

Resoldre una equacio de segon grau si el polinomi és de grau 2

Per factoritzar un polinomi de segon grau, no cal aplicar la regla de Ruffini.

Es més recomanable calcular les arrels resolent ’equacié de segon grau i després
factoritzar. Aixo és més rapid que aplicar la regla de Ruffini (perqué no hem d’anar

provant divisors) i, a més, es calculen totes les arrels reals, enteres o no.
Per factoritzar un polinomi P(X) de grau 2 seguim els passos segiients:

Resolem ’equacidé de segon grau que resulta d’igualar el polinomi a 0, P(x) = 0.

Les solucions de [’equacio son les arrels del polinomi.

Si el polinomi té dues arrels a; i @, X—4a i X—a, son divisors de P(x) i la

factoritzacio sera:

P(x) = k(x- ) [{ x- g)| on K és el coeficient del terme de 2n grau.
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Si el polinomi té una sola arrel, a; es diu que 'arrel és doble (com si estigués

repetida) o té ordre de multiplicitat 2, i la factoritzacié quedara aixi:

P(X)=k(x-a)[ x @)= Kx 9> on K és el coeficient del terme de

segon grau.

Si ’equacio de segon grau no té solucid, el polinomi no té cap arrel real i no es

pot factoritzar.

Exemples: Factoritza els polinomis segiients:

1. P(x) = x*+3x-10

Resolem |’equacié X +3x—10= 0 aplicant la formula de I’equacié de 2n grau:

3+7_4_p
| -3+F-4A00-10) -3:/9+40 -3J49 -3 7 | 2 2
on 2

2 2  |-3-7 -10 5
— =——=|-5
2 2

> Té dues arrels: 2 i -5 2 P(x) = (x-2)[{ x-(-5)) =| (x- 2)((x+ 5) k=1 (el coeficient de
X% és 1)

Prova: (Xx-2)[{x+5)= ¥ +5x— 2x- 10=| 2+ 3¢ 10

2. P(X)=4x°-4x+1 > Resolem l’equacié 4x*—4x+1= C:

4+0 4 (1
_4x\(-4p-4mM_4:16-16_ 40 40 | 8 8 |2
2t4 8 8 8 |a-0 4 |1
8 8 |2
: 1 1 1 1Y 3
> Teé una arrel doble: > >P(x)=4 X_E x—E =4 x——2 K =4 (el coeficient de

4x° és 4)
Nota: Per evitar que quedin fraccions en la factoritzacio es pot escriure també d’aquesta
manera:

O N 3

Prova: 4@—%) [EX -0+ ( j] [ﬁxz x+j Ty
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Exercici: Factoritza el polinomi seglient i fes-ne la prova:

a) P(X)=2X¥ +4x-6

Sol.: P(X) =2(x+3)(x-1)

Identificar productes notables

Quan un polinomi és el quadrat d’una suma, el quadrat d’una resta o una suma per

diferéncia, i ho identifiquem, podrem factoritzar-lo sense necessitat de fer cap calcul.

Hem de fixar-nos si és de la forma a°+2ab+ ¥, a>-2ab+ ¥ o a?-b?:

Exemples: Factoritza, identificant igualtats notables:

1. X*+8x +16 = x>+ 2[AX+ & = (x+ 4Y 2. X°-1=x-1"=(x+D)Ox-1)

3. x*-16 =(x¢) - 4% = (x+ 4)(¢ - 4)= (C+ 4)(x= 2)(x+ 2,

Exercicis: Factoritza, identificant igualtats notables:

a) X° +10x+ 25 =

b) x*-9 =

Treure factor comu

Un nombre
Si el maxim comu divisor dels coeficients és diferent de 1, el traiem factor comu. Hem
de fixar-nos si tots els coeficients tenen algun divisor comud i buscar el més gran.

D’aquesta manera el polinomi que queda és més facil de factoritzar.
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Exemples: Treu factor comu. Fes ’exemple 2:
1. 5x*+10x* +15 =5[(x’ +2x’ + 3) > m.c.d(5, 10, 15) =5

2. 3xX°+9x*+3x -9 =

Un factor del tipus X X"

Si un polinomi no té terme independent (el terme independent és 0) hem de treure

factor comd X o X elevada a la minima poténcia a qué aparegui.

Després de treure factor comu, el polinomi que queda si que tindra terme independent

diferent de 0 i podrem buscar els seus divisors per continuar factoritzant.

En aquests casos, X és un factor de la descomposicio factorial i 0 és arrel del polinomi,

jaque x=x-0.

Si hem tret x" factor comu, 0 és una arrel d’ordre de multiplicitat n.

Exemples: Treu factor comu:

1. x>+ x%+8x = x[x° + x+8) > 0 és una arrel simple

2. x°-25x° = x*[x*-25)-> 0 és una arrel triple

Exercicis: Treu factor comu:
a) X*+x3+8x% =

b) x*-2x =

Métode general per factoritzar polinomis
Amb tot el que hem vist podem elaborar un metode general per factoritzar polinomis de

grau superior a 2 que tinguin alguna o algunes arrels enteres. Seguim els passos

seglents:
1. Traiem factor comd sempre que sigui possible:

- Si tots els coeficients son multiples d’un mateix nombre, el traiem com factor comu
(el m.c.d. dels coeficients).

- Si el polinomi no té terme independent (té terme independent igual a 0)

traiem factor comd X o X" (n = la minima poténcia a qué apareix X). En

aquest cas, ja tenim dos factors i una arrel és 0 (d’ordre de multiplicitat n).

o Si el polinomi que queda després de treure factor comu és de grau 1,

s’ha acabat la factoritzacio.
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o Si és de grau 2, el factorizem identificant una igualtat notable o

resolent |’equacio de segon grau.
0 Si és de grau superior a 2, passem al pas 2.

- Si el terme independent és diferent de 0, no podem treure factor comu.

Fem el pas 2.
2. Busquem factors del tipus x—a:

Escrivim els divisors del terme independent (possibles arrels enteres).

Calculem el valor numeric de cada divisor per la regla de Ruffini, comencant

pel divisor més petit i seguint un ordre, fins que trobem un divisor a que sigui

arrel (valor numeric 0).
Si a és arrel, P(x) és divisible per x-a. Factoritzem PX) =~

P(x)=(x- a3}

Si Q(X)és de grau superior a 2, repetim el procés per a Q(x) fins que el

polinomi quocient sigui de grau 2 (passem al pas 3) o fins que ja no trobem

més arrels (passem al pas 4). Hem de tenir en compte que:

o Si un divisor no és arrel de P(x), tampoc és arrel de Q(X). Per tant, no

el tornem a provar.

o Si atambé és divisor del terme independent de Q(x), hem d’esbrinar si
és arrel de Q(x), perque podria ser una arrel repetida (d’ordre de

multiplicitat més gran que 1). Es a dir, tornem a provar a amb Q(X).
Si Q(X) és de grau 2, fem el pas 3.

3. Quan arribem a un polinomi quocient de grau 2, factoritzem resolent l’equacio

de segon grau o identificant una igualtat notable.

4. Quan el polinomi quocient és de grau superior a 2 i no trobem més arrels
enteres, ja no podem factoritzar més utilitzant aquest metode. S’ha acabat la

factoritzacio.

La forma general de la descomposicio factorial sera:

P()=(x-8)" [ x a)%0.. (x 2*0Q ¥

219



FACTORITZACIO DE POLINOMIS

on

&,8, ... ,g sonlesarrels dé x( )
n,N,, ... ,N son els ordres de multiplicitat de leseds. (si l'arrel és simple=

Q(X) és I'tiltim polinomi que no hem pogut factoritz@ot ser 1)

Com ja hem dit, no tots els polinomis de grau superior a 2 es poden factoritzar utilitzant
aquest metode. Per poder factoritzar un polinomi de grau superior a 2 amb aquest

metode, és necessari que tingui alguna o algunes arrels enteres.

Vegem diversos exemples de factoritzacions:

Exemples: Factoritza els polinomis segiients i calcula’n les arrels:

1. P(x)=x"+3x%-3x*-11x -€
Escrivim els divisors de -6 (terme independent), que seran les possibles arrels

enteres:
+1:+2:+3:£6.

Anem comprovant si sén arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més
petit, i factoritzem quan trobem una arrel:

1 3 -3 11 -6

1 4 1 10 P(1)# 0 - 1no és arrel

10 |[4=P(Q) ~ {P(-1)=0 - -1 és arrel

P(X) = (x+1)[{ X + 2Xx* — 5X— 6)

-
G N
—

1 3 -3 11 -6
-1 1 2 5 6
1 2 -6 |0=P(-1)

'
(8]

Busquem ara arrels del polinomi quocient x°+2x*—5x— 6. Ho continuem provant

per la regla de Ruffini comencant per -1, perque podria tornar a ser arrel:

‘ 1 2 5 -6 Q(-1)=0 - -1 és arrel altre cop
-1 11 6 - 1o P =(X+D)x+1)HX + x— 6)=
‘ 1 1 -6 I_OZ Q(_l) = (X+1)2 HXZ + X— 6)

Com que l’ultim polinomi quocient que ens ha sortit és de grau 2, resolem |’equacio

desegongrau: X°+x-6=0

—1+5_i1_
X_—11\/12—4ELE(—6)_—11\/1+24_—:Ii\/75_—]t 5 2 2
20 2 2 2 |-1-5_-6
—_=—=|-3
2 2 -3
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Escrivim totes les arrels que hem calculat i la descomposici6 factorial:

Arrels: -1 (doble), 2, -3.  P(X)=(x+1)* [{x— 2){x+ 3)

Fem la prova:

(x+1)> Qx—2)x+ 3)= (¥ + 2x+ DO 200& 3F (X+ 2%+ »x 2% 4% 20 (x 3¥
= (®-3x-2)[(x+ 3)= ¥ - 3% — 2%+ 3%— O 6| £+ 3% 3% 11x [

2. P(x)=x>-3x>-x%-2x
Com que el terme independent és 0, traiem X factor comu:
P(X)= x{{X -3¥ - x-2) > 0és arrel
Escrivim els divisors de -2 (terme independent de X*—3x*—x—2) : #1;+2

Anem comprovant si son arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més
petit, i

factoritzem quan trobem una arrel:

1 o -3 -1 -2 1 0o -3 1 2
1 1 1 2 -3 1 1 1 2 -1
1 1 -2 -3 1 -1 -2 1 |[-83=P(-1)%0
[-5=P@)# 0
1 o -3 1 2 P(@)# 0 - 1no és arrel
2 2 4 2 2 P(-1)# 0 - -1no és arrel
‘1 2 1 1 [0=P(2) 7 |P@)=0- 2és arrel

P(X) = x[x-2){X+2 X+ 1)

Busquem ara arrels del polinomi quocient Q(X) = X +2x + x+1:

Com que els divisors del terme independent de Q(x) son 1 i -1 i ja hem vist que no
son arrels, aleshores Q(x) no té arrels enteres i no el podem descompondre

utilitzant aquest metode.

Escrivim totes les arrels que hem calculat i la descomposici6 factorial:

Arrels: 01 2. P(X) = X[ x-2)[{X +2 X+ x1)
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Fem la prova:

P(X)= xOx-2)qR+2X+ x1)=(X-23 x+2 %+ x1)
=X +2X + 3+ X -2X - 4X-2X- 2% X- 3% X2

3. P(x)=3x"-3

Traiem factor comu 3: 3x*-3=30x"-1)

Escrivim els divisors de -1 (terme independent de x*-1), que seran les possibles

arrels enteres: *1

Anem calculant les arrels del polinomi x* -1 i factoritzant-lo utilitzant la regla de
Ruffini: P(1)=0 - 1és arrel
f 0 0 0 - T POY =318 + X+ x+1)
‘ 1 1 1 1
1 [0=P@)

-_
-_
—_

Busquem ara les arrels del polinomi quocient x°+x*+ x+1. Ho continuem provant

per la regla de Ruffini comencant per 1, perque podria tornar a ser arrel:

1 2 3 |4=Q®=%0 1 0 1
[0=Q(-1)

Q) # 0 - 1 és arrel simple (no esta repetida)Q(-1)=0 - -1 és arre
7] P(X) = 30(x- ) x+ K +1)

Com U’dltim polinomi quocient que ens ha sortit és de grau 2, resolem ’equacié de
segon grau: x*+1=0 - x*=-1- x=++-10 R No té solucions reals
El polinomi no té més arrels reals i no es pot continuar factoritzant

Escrivim totes les arrels que hem calculat i la descomposici6 factorial:

Arrels: 11i-1 P(x) =30(x-1)Qx+ 1)(x* +1)

Fem la prova:

30x-1)(x+ 1¢ + 1)= T - IR+ 1 T¢- 1| 3¢- F
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4. P(x)=x>+6x"+12x® +8x?

Com que el terme independent és 0, traiem x? factor comu:

P(X)= X[ X+6X+12x+8) > 0és arrel doble

Escrivim els divisors de 8 (terme independent de X*+6x*+12x+ 8), que seran les
possibles arrels enteres: +1,+2,+4,+ 8
Anem comprovant si son arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més

petit, i factoritzem quan trobem una arrel:

1 6 12 8 1 6 12 8
1 1 7 19 1 1 5 7
1 7 19 1 5 7
[27=P@)# O 1=P(-1)%0
1 6 12 8 1 6 12 8
2 2 16 56 2 2 -8 -8
1 8 28 [64=P(2)%0 ‘ 1 4 4 [0=P(-2)

PL#0- 1noésarrelP( B 0O - 1noésarrBl; £) -0no és arre
- P(-2)=0- -2 ésarrel- P x F XOk+ 2DK+4 x+ 4)

Com que l’ultim polinomi quocient que ens ha sortit és de grau 2, resolem |’equacio

de segon grau:  X*+4x+4=0

0.
_A4xNA -4 -4:16-16 -4/ 0 -4 0| 2 TN

21 2 2 2 -4-0 A
—:_2
2

arrels

X

Escrivim totes les arrels que hem calculat i la descomposici6 factorial:

Arrels: 0 doble i -2 triple. P(x) = X [ x+2)*

Fem la prova:

X2 [x+2)° = X2 [ x+ 2) x+ 2)° = (X3+ 2X) [ X*+ 4x+ 4)=
=35 +AxX + 4x3+ 2 + 858+ 8X=| X+ 6+ 125+ 8X
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5. P(X)=6x>+7x*-9x +2

Escrivim els divisors de 2 (terme independent), que seran les possibles arrels

enteres: +1:+2

Anem comprovant si sén arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més

petit, i factoritzem quan trobem una arrel:

6 7 -9 2 6 7 -9 2

6 13 4 -1 -6 -1 10

‘6 13 4 |6=P1)%0 ‘6 1 -10 [12=P(-1)%C

6 7 -9 2 6 7 -9 2

2 12 38 58 2 12 10 -2
‘e 19 29 [60=P(2)% 0 ‘6 5 1 |0=P(-2)%0

PQ)#0- 1noésarrelP{ B O — 1noésarrBl; £2) -@no és arre
- P(-2)=0- -2 ésarrel- P X F &+ 20(66 - 5+ 1)

Com que l’ultim polinomi quocient que ens ha sortit és de grau 2, resolem |’equacio
de segon grau:  6x*-5x+1=0

541 6 |1
X_5¢«/(—5)2—4E6D1_ 5+/25-24 51 & 1 | 12 12 |2 arrels
206 12 12 12 |5-1 4 —
12 12

K=6 - coeficient del terme de segon grau ( 6x2)

Escrivim totes les arrels que hem calculat i la descomposici6 factorial:

D ST FE TV _ _
Arrels: 2,2| 3 P(X) fQEBmX+2)E€X théx 3} (x+2)[{2x-1)(3x- 1)
| ) 5

Fem la prova:

1 1) UV Ol
6Hx+2)[€x—EjE€x—gj—6E(x+2)[EX 3X 2X+6j 60(x+ 2£€)€ 6x+ 6}

= (x+2) (65 - 5x+ 1)= 6X— 5%+ x+ 12¢— 10¢ 2| &+ - 9% |2
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6. P(x)=x"-5x>+x*-1
Escrivim els divisors d’1 (terme independent), que seran les possibles arrels enteres:

+1

Anem comprovant si son arrels per la regla de Ruffini, comencant pel divisor més
petit, i factoritzem quan trobem una arrel:

1 5 1 -1 1 5 1 -1
1 1 -4 3 -1 1 6 -7
1 -4 3 |[-4=P@®)=z0 1 -6 7 [8=P(-1)%0

o {P(l) Z0- 1noésarrelP{ B 0O — 1noésarrel P x oté arrels enter

No podem factoritzar aquest polinomi utilitzant aquest metode

Exercicis: Factoritza els polinomis seglients i calcula’n les arrels:

a) P(X)=X - *¥-34X+4x12C (no cal que calculis tots els divisors de 120. Inicialment,

calcula els divisors més petits i, si cap d’ells no surt
arrel, continua calculant divisors.)
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b) P(X) =X +3X-9X+5x

€) P(X)=2%X -3¥-20%+ 27x+ 1¢
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d) P(X)=x-1

Sol.:
a) (x - 2)(x+ 2)[{x+ 5)[(x— 6) (arrels: 2~ 2~ 5,6

b) x [{x-1)* ({x+ 5) (arrels: 0,1 doblg- 5)
C) 20x-2)Ox- 3)x+ 3)[€ x+§j = (x= 2)0(x= 3)d(x+ 3(2x 1) (arrels: 2,3; 3—;

d) (x-1)¢ + X+1) (arrels: 1)

Calcul de les arrels d’'un polinomi factoritzat

Quan un polinomi esta factoritzat, és molt facil calcular-ne les arrels.

Per calcular les arrels d’un polinomi P(x) factoritzat, seguim els passos segiients:

Igualem el polinomi a 0, ja que les seves arrels son les solucions de |’equacio:
P(x)=0.

Igualem a 0 cadascun dels factors, ateés que si un producte de factors és 0,

necessariament algun factor és nul.

Resolem cadascuna de les equacions que resulten d’igualar els factors a 0.

Moltes vegades no ens caldra fer calculs, ja que si X-a és un divisor de P(x) (un factor de

la descomposicio factorial), aleshores a és una arrel de P(x):

P(Y=(x-a0A3 - Ra=(a aQ =0
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Exemples: Calcula les arrels dels polinomis segiients:

x=0
1. P(x) = x[{x-5)[{x+6) - x—5:O—> > Les arrels son: 0, 5i -6
X+6=0- [x=-

!

En aquest exemple les arrels es dedueixen facilment i no seria necessari fer els
calculs.

2020 [=0
x+2=0_[x=-3

LP(X)=2x3E(x+2)[éx+le(x2+5)_> 1 1
2 X+E=O_> x=—§

x? +5=0 - No té solucié

~Les arrels son: 0 (triple), -2 i —%

X2=2=0_ |x=%2

3. P(x) =(x*-2)[f2x +5) - > Les arrels son: /2, /2 i —g

2X+5=0- X:—E
2

En aquest exemple el polinomi encara es pot factoritzar més:

P(x):z(x—x/a)[@x—x/_Z)(ng o bé P(X)=(X—\/§)[QX—\/§)(2X+3

Exercicis: Calcula les arrels dels polinomis seglients:

a) P(X) =X Qx+10){x-9)
b) P(x):2(x+l)E€x—§j(x+5)2

c) P(X)=(x+3)[[3x-5) (X + x+ 1)
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1. Indicasix=1, x=-1, x=21ix=0s0n arrels dels polinomis segiients:

a) P(X)= X+ x—6 c) AN= X-8x*+17 ¥ 10
b) P(x)= -1 d) P(N=X+2X+5x°+4)
2. Calcula les arrels dels polinomis de primer i segon grau seguents i factoritza’ls :
a) P(X)=5x+25 f) P(X)= 12X — 19% ¢
b) P(X)=4x-5 g) P(Y=- X+81
c) P(X)=x¥-2x-8 h) P(X= X-6x% 9
d) P(X)=5X -10x- 15 i) P(XF X+ % 3
e) P(X)=3x + x—2 j) P(X= X+14% 49
3. Treu factor comdq, calcula les arrels i factoritza:
a) P(X)=x'- X d) R 3= X-4 X-5%
b) P(X)= ¥ + X e) R )=5X-20%+ 20%
c) P(X)=2x -10x f) P(X=7%-7x
4. Calcula les arrels dels polinomis seguents i factoritza’ls:
a) P(X) =¥ -4x-11x+ 30 g) P(X= 4%- X- 4% 1
b) P(X) =3x -18xX + 33x- 18 h) P(xF %+ 2%+ 7x 10
c) P(X) = ¥+ x-10 i) (Y= R+2X-3%- 4%+ 4%
d) P(x)= X -9xX +15x+ 25 j) P(XF &- 25%+ 60x 36
e) P(X)=-xX'-3X-3¥- x k) R3= %-4 %-45
f) P(X) =x*+x*-3x*+5x+ 1 [) P(XY= 2%+ 10%X—- 8%— 40%

5. Calcula les arrels dels polinomis seguents:
a) P(x) =(x-7)[{5x- 3
b) P(X) = X ¥ —4)[{ x+1)
c) P(X) =5(x+ 3)[@ x—éj (X + x+5)

d) P(X) = X(x-8)’[[2 x+ 4)

6. Troba el valor de k perque:
a) x =-1sigui arrel del polinomi P(X) = ¥ — k¥ + kx15.
b) x =3 sigui arrel del polinomi P(x) = X + k¥ —9 x- 45,
7. Sense fer cap divisio, contesta:
a) P(X)= X +5xX —9x- 45 és mlltiple de x+5?

b) Xx—2 és divisor del polinomi P(x)= X +4?
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1.

a) b) c) d) a) b) c) d)
x=1 No Si Si No X=2 | Si No Si No
=1 No No No Si x=0 | No No No Si
2.
a) Arrels: -5; P(X) =5x+ 25= 5(x+ 5)
b) Arrels: E; P(X) =4x-5= A( x—Ej
4 4
c) Arrels: -2i4; P(X) =(x+2)(x—4)
d) Arrels: 3i-1; P(X) =5(x-3)(x+1)
. 2 2
e) Arrels: -11i 3 ;0 P(X)=3 X—§ (X+1)=(3X— 2) (x+ 1)
1.4 1 4 ‘
f) Arrels: — 1 — ; P(X) =12 x—= || x——=|=(4x-1) (3x 4
ares: 3135 P97 x-1 | x5 =(ax-9 (x4
g) Arrels: 9i-9; P(X)=—-(x-9)(x+9)
h) Arrels: 3 (doble) ; P(X) =(x-3)
i) No té arrels reals. No es pot factoritzar.
j) Arrels: -7 (doble) ;  P(X) = (x+7)?
3.

a) Arrels: 0 (doble),11-1; P(X) = ¥(x-1)(x+1)

b) Arrels: 0; P(X)= X ¥ +1)

e) Arrels: O (triple) i 2 (doble) ; P(X) =5xX(x—2)
c) Arrels: 01 5; P(X) =2Xx(x—5)

f) Arrels: 01 1; P(X) =7x(x-1)(X+ x+1)

d) Arrels: 0 (doble), -1i5; P(X)= X(x+1)(x-5)
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4.

6.

7.

a) Arrels: 2, -3i5; P(X) =(x—2)(x+3)(x5)
b) Arrels: 1,21 3; P(X) =3(x—1)(x— 2)(x= 3)
c) Arrels: 2; P(X) =(x—2)(¥ + 2x+5)

d) Arrels: -1 5 (doble); P(X) = (x+1)(x—5)
e) Arrels: 0i -1 (triple); P(X) =—-X x+1)°

f) No té arrels enteres

g) Arrels:%r ,1i-1; P(X)= 4( x—%) (x+1)(x-1)
h) Arrels: 1; P(X) = (x-1)(X + 3x+10)

i) Arrels: 0, 11 -2 (dobles); P(x) = X( x—1)*( x+ 2)*

j) Arrels: 1, 2, -6 1 3; P(X) = (x=3)(x—2)(x=1)(x+ 6)
k) Arrels: 3i-3; P(X)=(x-3)(x+3)(¥+5)

) Arrels: 0 (triple), 2,-2 i-5; P(X) = 2X(x— 2)(x+ 2)(x+ 5)

a) Arrels: 7 i g c) Arrels: -3 %
b) Arrels: 0, 2, -2i -1. d) Arrels: O (triple), 8 (doble) i -2.
a) k=7 b) k=5
Apliquem la propietat: “Un nombre enter a és arrel de P(X) si i només si P(X) és divisible

per X - &
a) Si, perque P(-5)=0i, per tant, -5 és arrel de P(x).

b) No, perque P(2) £ 0 i, per tant, 2 no és arrel de P(x).
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Solucions dels exercicis de la teoria

Estratégies per factoritzar polinomis

Identificar igualtats notables

a)(x+5)° b) (x+3)(x-3)

Treure factor comu

2. 3(x*+3x° + x— 3)

a) X°(X°+ x+8) b) x(x2—2)

Calcul de les arrels d’un polinomi factoritzat

a) 0 (doble), -10, 9. b) -1, %, -5 (doble)
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6. DIVISIBILITAT DE POLINOMIS

Si el residu del quocient entre dos polinomis P(X): D(X) és 0 (la divisid és exacta)

direm que P(X) és multiple de D(x) i D(X) és divisor de P(x):

P | DK . P(x) és multiple de D(X)
0 QX D(x) és divisor de P(x)

Quan factoritzem un poliomi P(X), tots els factors son divisors de P(X).

Minim comu multiple (m.c.m.) i maxim comu divisor ( m.c.d.) de
polinomis

El minim comd multiple (m.c.m) de dos o més polinomis és el polinomi de menor grau

que és multiple comu de tots ells.

El maxim comu divisor (m.c.d) de dos o més polinomis és el polinomi de major grau

que és divisor comu de tots ells.

El metode per calcular el m.c.m i el m.c.d de dos o més polinomis és molt semblant al
que s’empra per calcular el m.c.mi el m.c.d de dos o més nombres. Seguim els passos

seglents:
Factoritzem els polinomis.

El minim comU multiple és el producte dels factors comuns i no comuns elevats a

’exponent més gran.

El maxim comu divisor és el producte dels factors comuns elevats a |’exponent

més petit. Si no tenen cap factor coml, el m.c.d = 1.

Exemples: Calcula el m.c.m i el m.c.d dels polinomis segiients ja factoritzats:

1. P(x) = xOx+170x+4) i Q(x)= x*qx+1fQx+5)
{mcm( RY QXY= X0 #1)°Q x4) %x5)
med( R 3, @ ¥) = X *1y

2. P(x) =(x+1F0x+2) i Q(x)=(x-1¢x+2)

ﬁ{mcn( RY Q¥=( #1°0 % 2) x1y
mcd( R 3, @ )= %2
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Exercicis: Calcula el mem i el mcd dels polinomis seglients ja factoritzats:
a) P() = xix+1° M x1) i Q= X x 1y
b) P(x) = X {x+1)*[x+5), M(X= X »1) i Q= X *5)

mcd= X{ x-1) mecd= ¥

Sol.: a) {mcm= X 1) O % 1) by {mcm: R [ 1) [{ % 5)
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7. FRACCIONS ALGEBRAIQUES

Una fraccio algebraica és un quocient de dos polinomis gEX; amb Q(x)#0.
X

Treballem amb fraccions algebraiques de forma analoga a com ho fem amb fraccions

numeriques.

Fraccions equivalents

Dues fraccions algebraiques P i MG son equivalents si P(X)CN(X = Q XOM ¥.
Q(x)  N(x)

El criteri d’equivaléncia és el mateix que el de les fraccions numeriques.

Exemple: Indica si les fraccions segiients son equivalents:

) Analogia amb fraccions
X+1 i X -1 numeriques:
x-4  x*-Bx+4 %:%&2[«3:3[14

Son equivalents si (X+1)[[%* —5x+ 4)= (x—4)[(¥* - 1):

(X+1) [ —5x+ 4)= ¥ — 5%+ 4x+ X— 5x 4=| = 4%— % 4
(x=4)¢-1)= ¥ - x- 4%+ 4=| - 4X~ x 4

Com que els productes encreuats son iguals les fraccions son equivalents.

Quan multipliquem o dividim el numerador i el denominador d’una fracci6 algebraica

pel mateix polinomi, obtenim una fraccio equivalent a la primera. En el cas de la

divisio, el polinomi pel qual dividim ha de ser divisor del numerador i del denominador,

de manera que les divisions siguin exactes.

Fraccio irreductible

Una fraccio algebraica és irreductible si el numerador i el denominador no tenen cap

divisor comu.

Si en factoritzar el numerador i el denominador d’una fraccid algebraica veiem que no

tenen cap factor comu, aleshores la fraccio és irreductible.
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Simplificacié de fraccions algebraigues
Simplificar una fraccié6 algebraica és trobar la fraccid algebraica irreductible

equivalent.

Per simplificar una fraccio algebraica, dividim el numerador i el denominador pel seu

m.c.d

A la practica, factoritzem els dos polinomis i simplifiquem els factors comuns:

3
s o . . X” - X
Exemple: Simplifica la fraccié algebraica o T

X¥-x xEQx+1)E(x—1):/>{[K)</“f)[QX—1)_ x-1
2 X XY XMEQX+1)_ X+1

(és el mateix que dividir pel mcd= X [{X+1)) Analogia amb fraccions numeriques:
24_ 20208 _22_ 4
30 ZBG 5 5
X° +2x% —15x

Exercici: Simplifica la fraccio algebraica
- P $ x* = 6x° + 9%

X+5
Sol.:

x> —3x

Operacions amb fraccions algebraigues
Suma i resta de fraccions algebraiques

Per sumar i restar fraccions algebraiques amb el mateix denominador, sumem (o

restem) els numeradors i deixem invariant el denominador. Finalment, simplifiquem el

resultat obtingut si no és irreductible.

Si_no tenen el mateix denominador, reduim a denominador comu, és a dir, trobem

fraccions equivalents (multiplicant el numerador i el denominador pel mateix polinomi)

que tinguin entre elles el mateix denominador.

El denominador comu és el minim comu multiple dels denominadors.

Un cop tenen el mateix denominador, sumem o restem els numeradors i simplifiquem el

resultat.
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Exemples:
., x+2 Xx-3
1. Realitza 'operacié: ——+—;
Xx“-1 X°-X

Factoritzem els denominadors i en calculem el mcm:

X" —1= (x+1)(x- 1) . : ,
mcm= X{ x1)[{ x1) > aquest sera el denominador comu.
x* - x= X[ x-1)

Reduim a denominador com(, multiplicant el numerador i el denominador de la
primera fraccio per X i el numerador i el denominador de la segona fraccio per x+1:
x+2+ X—-3 _ X+ 2 N Xx-3 _ (x+ 2)x N (x= 3k +1)
-1 X*—-x (x+DOx-1) xAx-1) xO(x+ 1)TD(X_ 1) xdOe 1Jk+1)
_ f

[(x+1)

Fem els productes dels numeradors i els sumem:

X+2x . X-2x-3 _ 2X -3
xMx+)(x-1) xAx-Dx+1) | X » 1)I(x 1

- Esbrinem si es pot simplificar el resultat:

En aquest cas, no es pot simplificar perqueé si factoritzem el numerador veiem que no té
cap factor comd amb el denominador.

e

Per fer aquest pas, no cal factoritzar si veiem facilment (com en aquest cas) que
les arrels del denominador no ho sén del numerador. En aquest exemple es veu

rapidament que ni 0, ni 1, ni -1 son arrels del numerador, per tant, no poden tenir
cap factor comu.

1
X2 -25- 2% -10 | *MNota: recorda que per restar, canviem de

2. Realitza I’operacio:

signe tots els termes del numerador

x 1 _ X 1 _ 2X _ Wx+5)
x*—25 2x—10 (x- 500+ 5) 2k 5) 2 (« SP ¢+ 5) 26 HY(x +5)
2X X+5 x  2X— X5 /x/S 1

B 2(x=5)(x+ 5)_ 2(x— 5)XJ(x+ 5)_ 2(x— 5« 5)= ZM [{x+5) - 2(x+5)

El resultat es pot simplificar perqué x - 5 és un factor comd al numerador i el
denominador.
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Exercicis: Realitza les operacions seguents:

y _ x-1 L X
X +4x+4 X -4 3+ 2)

2x—15+ X
x*+5x x+5

b)

5x° +15x° — 5x+ 6 X—-3
Sol.: a) b)

- 3(x+ 2y (x—2) X

Multiplicacié de fraccions algebraiques

El producte de dues o més fraccions algebraiques és una altra fraccio algebraica que té

com a numerador el producte dels numeradors i com a denominador el producte dels
denominadors:

P(x) M(¥) _ RYEOM(Y
Q¥ N(¥  QBON X

Es aconsellable factoritzar tots els polinomis, deixar indicats els productes i simplificar
abans de fer-los.
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Exemple: Realitza I’operacio6 segiient:

X+ x _x+1 _ x[QxX +1) x+1 /%EQX2+1)M | X+l
E = E = =
x*-1 X*-X  (x+D)0x-1) xO(x-1) (x+D) Qx-1)ODKOx-1) |(x-1)’

Nota: Analogia amb fraccions numeriques:

415 _ 405 Lo hs 5

916 9m6_/ému/£u/2/mm_1_2

Exercici: Realitza ’operacio6 segiient:

X +3x°—18x X — 25
x-5 X = 3%

x> +11x+ 30

X

Sol.:

Divisio de fraccions algebraiques

El quocient de dues fraccions algebraiques és una altra fracci6 que té com a
numerador el producte del numerador de la primera fraccié pel denominador de la
segona i, com a denominador, el producte del denominador de la primera pel
numerador de la segona. A la practica, diem que multipliquem en creu:

P(X)><: MY _ RONY
Q¥ 7 = N(®  Q3OIM 3

Procedim de la mateixa manera que amb el producte: factoritzem i simplifiquem abans

de multiplicar.

Exemple: Realitza I’operacio segiient:

x> +5x  x°+3x -10_ x[(x+5) (x+5)(x=2) _ XAx45) Ox+T) [x+1) | x?+x
x+1 " xP+2x+1  x+1  (x+17 (T Ox+5) x-2) [ x-2
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X =3x. X =9%
x-4  x-4

Exercici: Realitza |’operacio segiient:

Sol.:

x> +3x°
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1. Simplifica les fraccions algebraiques seguents:

X2 +5x° +8x+ 4 X+ X

a) o) i 3X-12
x° -4 X=X 3¥-3x6
-1 X+ X .. 5¥-80
b) = f) i)
x* -1 X — X 5x+ 20
o X3 —5x* - 9x+ 45 2 X — 14x+ 49 K X+ X- 30x
x>+ X2 —21x- 45 X — 49 X+ 28— 29— 30«
X +9 X+ 3x 1- X
d) —/——— h) )
x*-81 X +3 X -1
2. Realitza les sumes i restes segiients, i simplifica el resultat si és possible:
5x+1 X+ x-3 x+1 %2
a) + fy ——+——
X—2 X—2 X-1 ¥-1
x*-1 3x°-5x-10 x+1 x1
b) - g ——t
3x+2 33X+ 2 x-1 x+1
1 2 2X x+1
Q) 50— h) + -
x*-1 x*+2x-3 X—-16 3x+ 12
d) 1 N 1 i) _2+ X x—4
X+5 x-5 X x-3 X-9
e) x-3, 6 _x+1 j) X2 X
X  XH+2x x+2 X-x %X-1
3. Realitza les multiplicacions i divisions seglients, i simplifica el resultat si és
possible:
X-6 E;<2+2x X -5X% _ x5
a) — e) :
x*+3x+2 X -36 X+ 38— 4x 12 X+ 4%+ b
b) x> —3x+2 X - 3x f X-3x% 4 X-2%-7x 4
x*-9x*  x-1 X+ X—- x1 X-1
2x% + 8x -25 X X
<) e g) —
x> -10x+ 25 2 8&- 8 ¥ - X
1 x—-1 X 1
X=1 o x+2 x-3 . _Xx+1
d) o E 1 h) X732 -9
X+2 X X X+ X2
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SOLUCIONS: FRACCIONS ALGEBRAIQUES

X2 +6x—-2
X—=2

-2X* +5x+ 9
33X+ 2

1
X2 +4x+3

b)

c) -

2X
x?-25

2
e) ——
X+2

d)

a —
) X2 +7x+6
X—2

X2 +3x

b)

c X2 +9x+ 20
X-5

d)

N~

X+ 2
® 31 V1
X +1 oo
f) Z-1 j) x—-4
-7
®) 7 W 1
1
h) x 1) <1
X+ x=1
D X+ - x-1
20¢ + 1)
® 1
h) x-1
3(x—4)
i) 5 + 16X + 4x— 1€
X3 —9x
i X+ 2
) X+ X
e) X +2X
X+ X—6
1
" (x+1y
N
g)g
h) 1

242



