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FIGURES PLANES
2. FIGURES PLANES

Angles

Dues semirectes del pla, s; i S, d’origen comU O divideixen el pla en dues regions.

Cadascuna d’aquestes regions s’anomena angle.

Aixi, un angle és una regid del pla limitada per dues semirectes d’origen comu.

S1 S - S1iS s’anomenen
costats de [’angle.

O - O s’anomena
vertex de ’angle.

Mesura d’angles. Graus sexagesimals
Normalment, per mesurar angles, es fan servir els graus sexagesimals i els seus divisors,

els minuts i els segons.

Quan les dues semirectes son coincidents (una sobre ’altra) formen un angle nul i un

angle complet.

0° 360°
St
0 . 0 Q

angle nul angle complet

En el sistema sexagesimal un angle complet mesura 360°.

Es defineix:

1
1 grau sexagesimal = 1° = — part d’un angle complet.
360 10 = 60!

1'= 60"

1
1 minut = 1°’= — part d’un grau.
60

1
1 segon = 1”= 0 part d’un minut.

La mesura d’un angle també s’anomena amplitud de l’angle.
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Tipus d’angles

Angle recte: Angle que mesura 90°. Es determinat per dues semirectes perpendiculars.

Angle agut: Angle més petit que un angle recte (< 90°).

Angle pla: Angle que mesura 180°. Es determinat per dues semirectes oposades.

Angle obtus: Angle més gran que un angle recte (>90°) i més petit que ’angle pla

(<180°).

Angle concau: Angle més gran que un angle pla (>180°)

Angle nul: Angle que mesura 0°. Es determinat per dues semirectes coincidents.

Angle complet: Angle que mesura 360°. Es determinat per dues semirectes coincidents.

Angle recte | Angle agut Angle pla Angle obtUs

Angle concau

Angle nul

Angle complet

180° \ <180°
900 o
S <90° m 290

>180°

00

360°

o—

Angles complementaris i suplementaris

Dos angles son complementaris si la suma de les seves mesures és igual a 90°.

Dos angles son suplementaris si la suma de les seves mesures és igual a 180°.

Angles complementaris Angles suplementaris

Poligons

Una linia poligonal és una linia formada per diversos segments rectilinis.

Linia poligonal

Un poligon és la porcio del pla limitada per una linia poligonal tancada. v
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Elements d’un poligon:

Costats: Segments que limiten el poligon. diagonal costat

Vertexs: Punts d’uni6 dels costats.

angle

Angles interiors: Angles determinats per dos interior

costats consecutius a Uinterior

<«— Vvertex
del poligon.

Diagonal: Segment que uneix dos veértexs no consecutius.

Poligons regulars

Un poligon és regular si té tots els costats i angles iguals. Si no té tots els costats i
angles iguals, es diu que el poligon és irregular.

Exemples

Son regulars: No son regulars:
(té els angles iguals, pero (té els costats iguals, pero  (té costats i angles
els costats desiguals) els angles desiguals) desiguals)

Elements d’un poligon regular

Centre: Punt equidistant de tots els vertexs.
Radi (r): Segment que uneix el centre del poligon angle central
amb un vertex.

Hi ha tants radis com vertexs.

Apotema (a): Segment tracat des del centre del radis ‘ v

poligon fins a un costat i que és apotema
perpendicular al costat. (]

Angle central: Angle determinat per dos radis

consecutius.

360°
Nre. de costat

Mesura:

Perimetre i area d’un poligon

Anomenem perimetre d’un poligon la longitud del seu contorn, és a dir, la suma de les
mides de tots els seus costats. El representarem amb la lletra P.
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Anomenem area del poligon la mesura de la superficie (porcié del pla) que ocupa. La

representarem amb la lletra A.

Classificacions dels poligons

Hem vist que podem classificar els poligons en regulars i irregulars.

També els podem classificar:

Segons els angles
- Poligon convex: Poligon en que tots els angles interiors mesuren menys de 180°

Si prolonguem un costat qualsevol d’un poligon convex, la prolongacid no passa

per Uinterior del poligon.

- Poligon concau: Poligon que té almenys un angle interior concau (que mesura més

de 180°).

En un poligon concau, almenys una prolongacié d’un costat passa per U'interior

del poligon.

Exemples:

SOGn convexos: Son concaus:

A O©<> QEZJ

Segons el nombre de costats

- Triangle: Poligon que té 3 costats.

Heptagon: Poligon que té 7 costats.

- Quadrilater: Poligon que té 4 costats.

Octagon: Poligon que té 8 costats.

- Pentagon: Poligon que té 5 costats. Enneagon: Poligon que té 9 costats.

- Hexagon: Poligon que té 6 costats. Decagon: Poligon que té 10 costats.

Triangles

Els triangles son poligons de tres costats.
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Propietats dels triangles

- La suma dels angles interiors d’un triangle és 180°

74

la+[+y=1801

A (\

Si dibuixes en un full un triangle, el retalles i en doblegues els vertexs,
unint-los tots en un mateix punt, comprovaras que els tres angles sumen
180°.

- La longitud d’un costat qualsevol és sempre més petita que la suma de les

longituds dels altres dos costats.

Si hi hagués un costat més gran que la suma dels altres

dos, no es podria tancar el triangle, : tal com es veu en el
dibuix seguent:

Classificacioé de triangles

Els triangles es poden classificar segons els costats i segons els angles:

Segons els costats

- Triangle equilater: Triangle que té els tres costats iguals (de la mateixa

longitud). També té els tres angles iguals (de 60°).

- Triangle isosceles: Triangle que té dos costats iguals (de la mateixa longitud).

També té dos angles iguals.

- Triangle escalé: Triangle que té els tres costats diferents (de diferent longitud).

També té els tres angles diferents.

Triangle Triangle Triangle

equilater isosceles escale

A AN
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Segons els angles

- Triangle acutangle: Triangle que té els tres angles aguts.

- Triangle rectangle: Triangle que té un angle recte (90°). Els costats que formen

’angle recte s’anomenen catets i l’altre costat, l’oposat a l’angle recte,

s’anomena hipotenusa.

- Triangle obtusangle: Triangle que té un angle obtus.

Triangle Triangle Triangle

acutangle rectangle obtusangle

A DN

Teorema de Pitagores

El teorema de Pitagores estableix que en un triangle rectangle, el quadrat de la

longitud hipotenusa és igual a la suma dels quadrats de les longituds dels catets.

a a’=p+c
hipotenusd = catet+ catgt

Aillant cadascun dels costats obtenim les formules segiients:

hipotenusa\/ catgt+ catgt ( aV ’h 2):
catet =,/ hipotenusa- catgt ( = ’a ‘e b/ ‘a 2)(
catet, =/ hipotenusa- catgt (zc; ‘a ’b, =o/ ‘a 2}

hipotenus
catep

categ

10
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Exemples:

1. Calcula la hipotenusa d’un triangle rectangle els catets del qual mesuren 6 i 8 cm:

« i |6cm hipotenusa:\/ catgt+ catgt
X =62 +8 =+/36+ 64=+/100= 1@m

8 cm

2. Sabem que la hipotenusa d’un triangle rectangle mesura 10 cm i que un dels seus
catets mesura 5 cm. Quant mesura l’altre catet?

10 cm i \5 o catet =/ hipotenusa- catgt
Xx=V10? -5 =/100- 25= 75 8,66m

X

Exercici: Calcula el valor de x:

a)
X 12 cm
9 cm
b)
8 cm
X
7 cm
c)
X 5cm

Sol.: a) x=15cm b)x=3,87cm c¢)x=7,07cm

Altures d’un triangle

La base d’un triangle és qualsevol dels seus costats. Si hi ha un costat horitzontal,

aquest se sol triar com a base. Es representa amb la lletra b.

L’altura d’un triangle respecte a una base donada és el segment perpendicular a la base
tracat des del vertex oposat a la base fins a la base o la seva prolongacio. Es representa

amb la lletra h.

11
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90°

Base Base

Un triangle té tres bases i tres altures. El punt d’interseccid de les tres altures (o les

seves prolongacions) s’anomena ortocentre. N\

Ortocentre

Ortocentre

Quadrilaters

Els quadrilaters son poligons de quatre costats.

Classificacioé dels quadrilaters

- Rectangle : Té quatre angles iguals. i

- Rombe : Té quatre costats iguals. <>
- Paral-lelograms

Té els costats - Quadrat : Té quatre costats i quatre angles iguals. []

paral-lels dos a dos.|

- Romboide : Té els costats i angles iguals dos a dos. [T

. - Isosceles :Els dos costats no paral-lels soniguals. /7 \
Quadrilaters Els angles son iguals dos a dos.

- Trapezis - Rectangle : Té dos angles rectes. N
Té dos costats

paral-lels i els altre$. Escale :No és nirectangle niisosceles. /O
dos no paral-lels.

- Trapezoides : No té cap parell de costats paral:lels. Q

12
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Circumferéencia i cercle

Circumferéncia

Una circumferéncia és una corba plana i tancada els punts de la qual equidisten (son a

la mateixa distancia) d’un altre punt anomenat centre.

Elements d’una circumferéncia

Arc
Centre (0): Punt equidistant de tots els punts de la

circumferencia.

Radi (r): Qualsevol segment que uneix el centre amb un punt de Kv

la circumferencia.

Hi ha infinits radis.

Diametre (d): Qualsevol segment que uneix dos punts de la circumferencia passant pel

centre. El diametre mesura el doble del radi (d = 2r).

Arc: Qualsevol porcio6 de la circumferéncia. Cada arc és determinat per dos radis.

Angle central (a): Angle que té el vertex en el centre de la circumferéncia.

Cercle

Un cercle és la porcio del pla limitada per una circumferencia. Esta format per la

circumferencia i Uinterior de la circumferencia. Aixi, la circumferencia és el contorn del

cercle. El radi, el diametre i el centre de la circumferéencia també ho son del cercle.

Un sector circular és la porcié del cercle limitada per un arc i els radis que el

determinen.

Una corona circular és la porcio del pla compresa entre dues circumferéncies

concéntriques (que tenen el mateix centre i radi diferent).

El trapezi circular és_la porcio de corona circular limitada per dos radis.

Cercle Sector Corona Trapezi circular

circular circular

13
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Calcul d’arees

L’area d’una figura plana és la mesura de la superficie (porcié del pla) que ocupa.

Nota: Per estudiar aquest apartat cal conéixer les unitats de mesura del sistema métric

decimal i els procediments per fer canvis d’unitats.

Base i altura d’un paral-lelogram

La base, b, d’un paral-lelogram és qualsevol dels seus costats. Si hi ha dos costats

horitzontals, se sol triar com a base el costat horitzontal inferior.

L’altura, h, d’un paral-lelogram és un segment perpendicular a la base tracat des de la

base fins del seu costat paral:lel.

h / h b=c

b b b=c

o

En els rectangles i quadrats, la base i l’altura coincideixen amb dos costats.

En els quadrats, la base i l’altura mesuren el mateix: el costat (c).

Area del rectangle

Tal com es dedueix facilment en el dibuix segiient, I’area del rectangle es calcula

multiplicant la base (b) per Ualtura (h):

A bh

rectangle —

h=3cm

En Uexemple de la figura:

A=3.4=12crh
(Hi ha 12 quadrats d’1 cm? d’area).

b=4cm

Area del quadrat

L’area del quadrat es calcula igual que la del rectangle: multiplicant la base (b) per
Ualtura (h).
Com que la base i 'altura mesuren el mateix (la mida del costat), l’area es calcula

multiplicant el costat per ell mateix (costat-costat), és a dir, elevant el costat al

quadrat.

14
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=blh=¢

quadrat

h=c=3cm
En ’exemple de la figura:

A=3F=9cnf

b=c=3cm

Area del romboide

Fixem-nos en les figures segients. Si retallem el triangle gris del romboide (Figura 1) i
el col-loquem a la dreta, obtenim un rectangle (Figura 2) amb la mateixa area i les

mateixes mides d® base i altura que el romboid inicial.

oJH)

h h Aromboide =

b b
Figura 1 Figura 2

Aixi, la formula per calcular I’area del romboide és la mateixa que la del rectangle.

Exemple: Calcula I’area del paral:lelogram segiient:

/ 4.cm A=b-h=7-4= 28 cnf

7cm

Exercici: Calcula l’area dels paral-lelograms segiients:

a) . b) c)

3cm
9 ¢ 2cm

10 cm 2cm

6 cm

Sol.: a) 54 cm* b)30cm? c) 4 cm?

Area del triangle

Tal com podem veure en les figures segiients, un triangle ocupa la meitat de superficie

que un rectangle o un romboide amb la mateixes mides de base i altura:

15
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b

bh

triangle = 2

b

Aleshores, I’area del triangle és la meitat de ’area d’un rectangle o un romboide, és a

dir, la meitat de la base per altura.

Exemples: Calcula I’area dels triangles segiients:

1. 2.
10 cm 6 cm
6 cm b
La base i l’altura d’un triangle rectangle son els dos catets.
En aquest cas, coneixem ’altura, pero no coneixem la base.
blh 62 24 | Haur-em d’aplicar el teorema de Pitagores per calcular la
= =—_— ="_"=12c¢nf base:
2 2
b=+10"-6" =100~ 36=+ 64 8m
bfh 86 48
A=—=—=_—"=24cnt
2 2 2
Exercici: Calcula l’area dels triangles segiients: Sol.: a) 17,5 cm? b) 12,25 cm?
a) b)
7 cm
7 cm 5cm

Area del rombe

L’area del rombe es pot calcular utilitzant la formula de l’area del romboide.

Tanmateix, en moltes ocasions no coneixem les mides de la base i ’altura del rombe i si

que coneixem les mides de les seves diagonals.

Representem la diagonal gran amb la lletra D i la diagonal petita amb la lletra d.

16
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Vegem com es calcula l’area del rombe a partir de les seves diagonals. En la figura
seglient veiem que ’area d’un rombe és la meitat de [’area d’un rectangle que té per

base i altura les diagonals del rombe:

D
D D [l
d -
rombe 2

<—q—>

Aixi, I’area del rombe és la meitat del producte de les seves diagonals.

Exemples:
1. Calcula I’area d’un rombe les diagonals del qual mesuren 7 cm i 5 cm:
7 cm A=m=£5215=17,50ﬁ?
2 2 2
<5cm—>

2. Calcula I’area d’un rombe de 13 cm de costat i 10 cm de diagonal menor:

- Apliqguem el teorema de Pitagores per calcular
13 cm 13 cm

X la mixtai_cha' iago jor (/x);
X=4/13 -5 =169 25=+/ 14412cm

5cm

- Calculem la diagonal major: D =2x=2[12= 24cm

<10 cm>
- Calculem larea: A= Dzm = 10524= 240_ 120 cnt
Exercicis:

1. Calcula l’area d’un rombe les diagonals del qual mesuren 10,5 cm i 3 cm:

17
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2. Calcula ’area d’un rombe de 10 cm de costat i 16 cm de diagonal major:

Sol.: 1. A= 15,75 cm® 2. A= 96 cm?

Area del trapezi

Un trapezi té dos costats paral-lels i dos de no paral-lels. Els dos costats paral:lels
s’anomenen bases del trapezi. La base major la designarem amb la lletra B i la menor,
amb la lletra b.

L’altura del trapezi és qualsevol segment que uneix les dues bases i és perpendicular a
aquestes.

L’area del trapezi és la semisuma de les bases (la mitjana de les bases) multiplicada
per Ualtura.

b

‘ \ _B+b
h Atrapezi T (h
B
Exemples:
1. Calcula I’area del trapezi segiient:
4 cm
+ +
A= B b[h= ! 4[3=£1[B= 16, 5cnf
3cm 2 2 2
7cm

2. Calcula I’area del trapezi isdsceles segiient:

2cm

cm

8 cm

18
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Hem de calcular Ualtura del trapezi.

Com que és un trapezi isosceles, el podem dividir en un rectangle i dos triangles

rectangles iguals:

2cm

5cm
5¢cm
cm |2cm| 3cm

8 cm 3cm

Apliquem el teorema de Pitagores per calcular l’altura, la qual és un catet

d’aquests triangles rectangles:

h=+52-3 =/25- 9=/16= 4&m

Una vegada calculada Ualtura, ja podem aplicar la formula de l’area del

trapezi:
B+b 8+2 10
A= h=—-[&="—=20cnf
2 2 2
Exercici: Calcula ’area dels trapezis segiients:
a) 5cm b) 10 cm
ﬂZ cm \| \ cm
10 cm 12 cm

Sol.: a) A= 15 cm” b) A= 38,06 cm?

Area d’un poligon regular

Si tracem tots els radis d’un poligon regular de n costats, el poligon queda dividit en n
triangles iguals. La suma de les arees d’aquests triangles sera ’area del poligon. Per
tant, si calculem U’area d’un d’aquests triangles i la multipliquem per n (nombre de

costats), obtindrem ’area del poligon.

La base de cada triangle coincideix amb el costat del poligon i 'altura coincideix amb

’apotema. Aixi ’area sera:

19
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e
- [A_ nlcla_ Pla ‘< ol
poligonregular — '~ o T o T o (n-c es e
perimetre)
C
a
_P
poligonregular ~ o

Exemples:

1. Calcula ’area d’un hexagon regular de costat 7 cm i apotema 6,06 cm.

- Calculem el perimetre multiplicant el nombre de costats (6)

per la longitud de cada costat (7 cm):

P=60J=42cm
7cm
- Calculem l’area aplicant la formula de U'area del poligon
regular:
A= PZEa: 4205.08_ 157, 26cnt

2. Calcula I’area d’un octagon regular de costat 5 cm i radi 6,53 cm.

- Apliquem el teorema de Pitagores per calcular I’apotema:
6! ‘ 6,53 Cfﬁa h=.6,53 - 2,5 =/ 36,390% 6,039n

2,5¢cm
- Calculem el perimetre: P =8[5=40cm

5cm

Calculem l’area aplicant la formula de l'area del poligon

regular:

A= PZBB. _ 4005,03

=120, 6¢cn?

20
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Exercicis:

1. Calcula l’area d’un decagon regular de costat 1 cm i apotema 1,54 cm.

2. Calcula l’area d’un pentagon regular de costat 4 cm i radi 3,4 cm.

Sol.: 1. A=7,7cm® 2. A=27,5cm?

Area i perimetre del cercle

Perimetre del cercle o longitud de la circumferéncia

El perimetre del cercle és la longitud de la circumferéncia (L).

Si dividim la longitud d’una circumferéncia pel seu diametre, obtenim sempre el mateix
nombre, independentment de la mida de la circumferéencia. Aquest nombre és el

nombre 77.

Aixi, la longitud d’una circumferéencia s’obté multiplicant el seu diametre (dues

vegades el radi) pel nombre x: L=2x r

o
d L = 770l = 20070

Area del cercle

Si considerem el cercle com un poligon regular amb molts costats (infinits costats), el

seu radi seria l’apotema d’aquest poligon i la seva area seria:

_P@_ZmOm
poligonregular — o /Z -

2

21
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Aixi, I’area del cercle s’obté multiplicant z pel quadrat del radi:

A = 7r(1?

cercle

Exemples:

1. Calcula 'area i el perimetre d’un cercle de 6 cm de radi.

L =207t = 2076= 37,7cm

A = 7r1% = 7(6% = 7[B6= 113, km?

cercle

Calcula el radi d’una circumferencia de 10 m de longitud.

10

10=200d - r=——=1,59m
27

Exercicis:

1. Calcula l’area i el perimetre d’un cercle de 2 cm de radi.

2. Calcula el radi d’un cercle de 10 cm?* d’area.

Sol.: 1. A=12,57cm?* L=12,57cm 2.r=1,78cm

Area de la corona circular

L’area de la corona circular és igual a l’area del cercle major menys [’area del cercle

/)

menor.

=R - mr¥? = n{R? - r?)

corona circular

22
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Exemple:

Calcula l’area de la corona circular compresa entre dues circumferéencies de radis
10 dm i 60 cm.

- Passem totes les mides a la mateixa unitat. Per
dm exemple, a dm:
60cm =6dm

Exercici: Calcula l’area de la corona circular compresa entre dues

circumferencies de radis 5 cm i 10 mm.

Sol.: A = 75,4 cm’

Area del sector circular

Sabem que ’area del sector circular d’1° d’amplitud és la 360a part de l'area de la

circumferencia:

_?
sector circular1° — 360

Per calcular ’area d’un sector circular d’amplitud o, multipliquem per a ’area del
sector circular d’1° d’amplitud:

_li?
A Asector circular — 360 lr

23
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Exemple: Calcula I’area d’un sector circular de 45° en una circumferéncia de
10 dam de radi. Expressa-la en m?.
- Calculem l’area del sector circular aplicant la formula:
o

.ﬁ‘ o _
Asector circular ~ 360 Lar = 360 [(45= 39,27darT12

- Passem el resultat a m?:

Exercici: Calcula ’area d’un sector circular de 130° en una circumferéncia de 15

hm de radi. Expressa-la em m?.

Sol.: A = 2.552.544 m?

Area del trapezi circular

Sabem que l’area d’un trapezi circular d’1° d’amplitud és la 360a part de ’area d’una
corona circular:

A R -md* _ nQR*-r?
trapezi circular™ 360 - 360

Per calcular I’area d’un trapezi circular d’amplitud o, multipliquem per o 'area del

trapezi circular d’1° d’amplitud:

V A _TR* - r?) r

trapezi circular ™ 360

24
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Exemple: Calcula I’area d’un trapezi circular de 100° d’amplitud en una

corona circular de 10 m i 15 m de radis. Expressa-la en cm?.

Calculem ’area del trapezi circular aplicant la férmula:

‘.
e A _ QR -r?) _ ml15°-10°) 109,087
trapezi circular ™ 360 Lor = 360 [100= ,08m

- Passem el resultat a cm?: 109,08m? = 1.090.80@nt

Exercici: Calcula l’area d’un trapezi circular de 300° d’amplitud en una corona

circular de 12 dm i 2 m de radis. Expressa-la en cm?.

Sol.: A = 67.020,64 cm®

25



EXERCICIS: FIGURES PLANES

Figures planes

1. Classifica els angles seguents:

a) b) c) d) e) f)

A |k ~

!

g) h) i) )] k) 1)

j)

2. Calcula l’angle suplementari i complementari dels angles seguents:

a) 45° b) 85° c) 90° d) 10°

Complementari

Suplementari

3. Indica si els poligons segilients son concaus o convexos, regulars o irregulars, i

classifica’ls segons el nombre de costats:

b) c) d) e) f)
h) i) K) 1)

o
&

j)
4. Calcula l’angle que falta:
a) b) c)
‘ 140 90°

26
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5.

6. Classifica els triangles segiients, segons els costats i segons els angles:

a)a=4cm
b=5cm
c=8cm

b)a=5cm
b=3cm
c=1cm

Indica si podriem construir un triangle amb els costats a, b i c.

c)a=6cm
b=2cm
c=4cm

b)

]

AN

a) c) d) e) f)
g) h) i) k)

L

7.

Es possible dibuixar un triangle equilater rectangle? | equilater obtusangle? Raona la

resposta.

8. Calcula el valor de x, aplicant el teorema de Pitagores:

a) b)
10 cm
10 cm 3cm ’\
X
8 cm
) d)
X
9cm X T
14 cm
12 cm
<10 cm>
9. Classifica els quadrilaters segiients:
a) b) c) d) e) f) g)

N

&

y
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EXERCICIS: CALCUL D’AREES

Calcul d’arees

1.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.
23.

Calcula l’area, el perimetre i la diagonal d’un rectangle de 100 mm de base i 3 cm
d’altura.

Calcula la base d’un rectangle de 12 m? d’area i 3 m d’altura.
Calcula l’area i el perimetre d’un quadrat de costat 8 hm.
Calcula el costat i la diagonal d’un quadrat d’area 36 cm?’.
Calcula ’area d’un romboide de 15 cm de base i 2 dm d’altura.
Calcula ’altura d’un romboide de 10 m* d’area i 2 m de base.
Calcula l’area d’un triangle de 14 cm de base i 7 cm d’altura.
Calcula laltura d’un triangle de 15 dm? d’area i 3 dm de base.

Calcula l’area i el perimetre d’un triangle isosceles de costat desigual 6 cm i altura
4 cm.

El costat desigual d’un triangle isosceles fa 6 cm i els costats iguals fan 8 cm.
Troba’n U’area i el perimetre.

La hipotenusa d’un triangle rectangle fa 25 cm i un dels catets fa 7 cm. Calcula’n
larea i el perimetre.

Calcula l’area i el perimetre d’un triangle equilater de 3 cm de costat.
Les dues diagonals d’un rombe fan 12 cm i 8 cm. Calcula’n area i el perimetre.
Calcula l’area d’un rombe de 15 cm de costat i 18 cm de diagonal menor.

Les bases d’un trapezi mesuren 9 dm i 140 cm, i "altura mesura 5 dm. Calcula’n
Uarea.

Calcula l’area i el perimetre d’un trapezi isosceles, sabent que els seus costats
iguals mesuren 17 cm i les bases mesuren 10 cm i 26 cm.

Calcula l’area d’un enneagon regular de 6 cm de costat i 8,24 cm d’apotema.

Calcula ’area d’un octagon regular d’1 m de costat i 1,31 m de radi.

Calcula l’area i el perimetre d’un cercle de 14 cm de diametre.
Calcula el radi d’un cercle de 8 m de longitud.

Calcula l’area de la corona circular compresa entre dues circumferéencies de 4 km i
8 Km de radi.

Calcula ’area d’un sector circular de 30° en un cercle de 2 dm de radi.

Calcula l’area d’un trapezi circular de radis 9 cm i 5 cm i amplitud 120°.
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EXERCICIS: CALCUL D’AREES

24. Calcula ’area de les figures segients:

a) g) T m)
7 cm 9 hm
gdm
9cm \l/
<> 2 cm
4 hm
b) h) n)
25 cm
|\
7 cm |
7 cm 48 cm 6 ‘ 96 cm
<) i) 1 dm 0)
3cm / 8 cm \
6 cm 11 cm
d) j) 3cm P)
A 3cm /2 cm \
8,5 cm S5cm
10 cm 20 cm_ .
f) ) r)
10 cm .
5 dam 17 cm 8 cm 10 cm &
12 dam
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SOLUCIONS: FIGURES PLANES

1.

a) complet b) obtus C) agut d) recte e) agut f) pla

g) concau h) obtus i) concau j) agut k) obtUs l) recte
2.

a) 45° b) 85° c) 90° d) 10°

Complementari | 45° 5° 0° 80°

Suplementari | 135° 95° 90° 170°
3.

a) convex b) concau C) convex d) concau e) convex f) convex
irregular irregular regular irregular irregular irregular
quadrilater hexagon octagon pentagon triangle pentagon

g) convex h) convex i) concau j) convex k) convex l) convex
regular regular irregular irregular irregular regular
quadrilater enneagon dodecagon hexagon triangle pentagon
4, a) 55° b) 20° c) 50°

5.a)Si(4+5=9>8)

byNo(3+1=4<5)

C)No(4+2=6=6)

6.
a) isosceles b) escale c) equilater d) isosceles | e) escale f) escale
acutangle acutangle acutangle rectangle obtusangle rectangle
g) escale h) isosceles i) isosceles j) escale k) escalé l) isosceles
rectangle acutangle rectangle rectangle acutangle obtusangle

7. Tots els triangles equilaters son acutangles, ja que tenen tots tres angles iguals, de

60° (180 : 3 = 60 ). Aleshores, no podem dibuixar un triangle equilater obtusangle o

rectangle.
8. a)6cm b) 9,54 cm c)15cm d) 8,6 cm
9.
a) b) c) d) e) f) g)
paral-lelogram | trapezi paral-lelogram | trapezi trapezoide paral-lelogram | trapezi
rectangle isosceles | romboide rectangle rombe escalé
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SOLUCIONS: CALCUL D’AREES

Solucions: Calcul d’arees

1. A=30cm? P=26cm 13. A=48cm? P =28,84cm
d =10,44 cm 14. A=216 cm? P =60cm

2. b=4m 15. A = 57,5 dm?

3. A=64hm’> P=32hm 16. A=270cm? P=70cm

4. c=6cm d=28,49 cm 17. A = 222,48 cm?

5. A=3dm’ 18. A=4,84m’

6. h=5m 19. A =153,94 cm’ P = 43,98 cm

7. A=49 cm’ 20. r=1,27 cm

8. h=10dm 21. A = 150,8 km?

9. A=12cm’ P=16cm 22. A=1,05dm’

10. A=22,26 cm? P=22cm 23. A = 58,64 cm®

11. A=84cm* P=56cm

12. A=3,9cm*> P=9cm

24,
a) A=63cm? j) A=8cm?
b) A =49 cm? k) A=180cm’
c) A=18cm’ l) A=164cm’
d) A=12,75cm? m) A=6,9cm’
e) A=31,2cm? n) A=93,53 cm?
f) A =30 dam? 0) A=78,54 cm?
g) A=18 hm’ p) A=50,27 m’
h) A=336cm’ q) A=117,81 mm?
i) A=84cm’ r) A=2,62 m’
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COSSOS GEOMETRICS

3. COSSOS GEOMETRICS

Un cos geometric és la porcio de I’espai tancada i limitada per figures geometrigues.

Poliedres
Un poliedre és un cos geometric limitat per superficies planes poligonals.

aY Y .

Elements d’un poliedre

Exemples:

Cares: Poligons que limiten el poliedre.  vertex
P ;. -4 Cara
Arestes: Costats de les cares. Son linies
ys .. aresta
d’interseccio de dues cares.

Vertexs: Vertexs de les cares. Son punts comuns a tres o més cares i arestes.
Angle diedre: Regi6 de U’espai limitada per dues cares.

Angle poliedre: Regid de !’espai limitada per tres o més cares que concorren en un

mateix vertex.

Hi ha molts tipus de poliedres, pero nosaltres només estudiarem els tres tipus segiients:

poliedres regulars, prismes i piramides.

Poliedres regulars

Un poliedre regular és un poliedre que compleix les condicions seglients:

- Les seves cares son poligons regulars iguals.

- En cada vertex concorren el mateix nombre de cares i arestes.

Tots els angles dels poliedres regulars son iguals.

Només hi ha cinc poliedres regulars, coneguts també com a solids platonics, que son els

que hi ha representats a la taula segiient:

32



COSSOS GEOMETRICS

Poliedres regulars
Tetraedre Hexaedre o cub Octaedre Dodecaedre Icosaedre
Cares: Cares: Cares: Cares: Cares:
4 triangles 6 quadrats 8 triangles 12 pentagons 20 triangles
equilaters equilaters regulars equilaters
Prismes

Un prisma és un poliedre que compleix les condicions segiients:

- Té dues cares iguals i paral:lels entre si, anomenades bases.

- La resta de cares, anomenades cares laterals, son paral-lelograms. El nombre de

cares laterals coincideix amb el nombre de costats que tenen les bases.

L’altura (h) del prisma és la distancia entre les bases (la longitud d’un segment que

uneix les dues bases i és perpendicular a aquestes).

Les arestes de les bases s’anomenen arestes basiques i la resta s’anomenen arestes

laterals.

aresta lateral

cara lateral

aresta basica

Classificacions dels prismes

Hi ha diferents classificacions dels prismes, segons la inclinacié del prisma i segons la

forma de les bases.
Segons la inclinacio del prisma:

- Prisma recte: Prisma en el qual les cares laterals son rectangles perpendiculars a

les bases.
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- Prisma oblic: Prisma en el qual les cares laterals son romboides o rombes.

Prisma recte Prismes oblics
<, 7
Un prisma en el qual totes les cares son Un paral:-lelepipede recte és un
paral-lelograms s’anomena ortoedre (té forma de caixa).
paral-lelepipede: Totes les cares d’un ortoedre

son rectangles:

Segons el nombre de costats de les bases:

- Prisma triangular: Prisma en el qual les bases son triangles.

Prisma quadrangular: Prisma en el qual les bases son quadrilaters.
- Prisma pentagonal: Prisma en el qual les bases son pentagons.
- Prisma hexagonal: Prisma en el qual les bases son hexagons.
Etc.
Segons si les bases son regulars o no:
- Prisma regular: Prisma recte amb bases regulars.

- Prisma irregular: Prisma no regular.

Prisma Prisma Prisma Prisma
triangular quadrangular pentagonal hexagonal
Irregular® Irregular Regular Regular

* Suposant que la base és un triangle isosceles (com que esta en perspectiva podria ser equilater).
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Piramides
Una piramide és un poliedre que compleix les condicions segiients:

- Una de les cares és un poligon qualsevol, anomenat base.

- La resta de cares, anomenades cares laterals, son triangles amb un vertex comu,

anomenat vertex de la piramide. El nombre de cares laterals coincideix amb el

nombre de costats que tenen les bases.

L’altura (h) de la piramide és la distancia entre la base i el vértex (la longitud d’un

segment que uneix el vertex amb la base i és perpendicular a aquesta).

Les arestes de la base s’anomenen arestes basiques i la resta s’anomenen arestes
laterals.

. vertex
aresta lateral .
cara lateral
altura
aresta basica
base
Classificacions de les piramides

Les piramides es classifiquen de la mateixa manera que els prismes.
Segons la inclinacié de la piramide:
- Piramide recta: Piramide en la qual totes les cares laterals son triangles isosceles.

- Piramide obliqua: Piramide que no és recta.

Segons el nombre de costats de les bases:

- Piramide triangular: Piramide en la qual la base és un triangle.

Piramide quadrangular: Piramide en la qual la base és un quadrilater.

Piramide pentagonal: Piramide en la qual la base és un pentagon.

Piramide hexagonal: Piramide en la qual la base és un hexagon.
Etc.
Segons si la base és regular o no:
- Piramide regular: Piramide recta amb base regular.

- Piramide irregular: Piramide no regular.
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Vegem uns quants exemples de piramides:

Piramide Piramide Piramide Piramide Piramide
quadrangular hexagonal quadrangular pentagonal triangular
Regular Regular Irregular obliqua Irregular obliqua | |rregular’ recta

* Suposant que la base és un triangle isosceles (com que esta en perspectiva podria ser

equilater).

Cossos de revolucio

Un cos rodé és un cos geometric que té alguna cara corba.

Els cossos de revolucio son cossos geometrics rodons generats per una figura plana que

gira al voltant d’un eix. Els cossos de revolucié que estudiarem nosaltres son el cilindre,

el coni Uesfera.

El cilindre

El cilindre és el cos de revolucié generat per un rectangle que gira al voltant d’un dels

seus costats.

El con

El con és el cos de revolucid generat per un triangle rectangle que gira al voltant d’un

dels seus catets.

L’esfera

L’esfera és el cos de revolucié generat per un semicercle que gira al voltant del seu

diametre.

Tots els punts de la superficie de !"esfera equidisten d’un punt anomenat centre, que

coincideix amb el centre del semicercle generador.
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Elements dels cossos de revolucio

Elements del cilindre

Elements del cilindre

Elements del cilindre

eix de gir

bases

r = radi
h = altura

g = generatriu

eix de gir

vertex

base

r = radi
h = altura

g = generatriu

circumferéncia maxima

r = radi d = diametre

Classificacio dels cossos geometrics

Cossos geometrics

- Poliedres

- Cossos rodons

-Poliedres regulars

-Prismes
{- Altres

- Piramides
- Altres @

- Cossos de revolucio

- Altres ﬁ
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- Octaedre

-Dodecaedre

-lcosaedre @

- Paral-lelepipedes (ortoedre i altres) @

- Tetraedre 0

- Cub o hexaedre

N
®

- Cilindre [
-Con

-Esfera

- Altres




COSSOS GEOMETRICS

Calcul d’arees i volums de cossos geometrics

El volum d’un cos geomeétric és la quantitat d’espai que ocupa.

L’area d’un cos geométric és la suma de les arees de les superficies que el limiten.

Nota: Per estudiar aquest apartat cal conéixer les unitats de mesura del sistema métric

decimal i els procediments per fer canvis d’unitats.

Només estudiarem ’area i el volum dels cubs, els ortoedres, els prismes, les piramides i

els cossos de revolucio.

Area i volum d’un cub

Les cares d’un cub son sis quadrats iguals. Aleshores, I’area d’un cub s’obté

multiplicant per sis ’area d’un d’aquests quadrat.

En la figura 1 veiem que un cub de 2 cm d’aresta té un volum de 2-2-2 = 8 cm® (conté 8

cubs petits d’1 cm®). En general, per calcular el volum del cub, elevem al cub la seva

aresta.

Si anomenem a a ’aresta del cub:

En Uexemple de la figura 1:
— 2
2 cm a Ap=602 A=6-2=6-4=24ch
— a3
/2cm 7 a chb_a V:23:8
2cm
Figura 1

Exercici: Calcula U’area i el volum d’un cub d’aresta 5 cm:

5cm

5cm

5cm

Sol.: A=150cm? V=125cm’

Area i volum d’un ortoedre

Un cub és un cas particular d’ortoedre. Per tant, el raonament per deduir les formules

de l’area i el volum d’un ortoedre és analeg al que hem usat per al cub.

Per calcular I’area d’un ortoedre calculem les arees de les cares i les sumem (tenint en

compte que les cares son iguals dos a dos).
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En la figura 2 veiem que un ortoedre d’arestes 4 cm, 3 cm i 2 cm té un volum de 3:-4:2 =

24 cm’ (conté 24 cubs petits d’1 cm?). En general, per calcular el volum de 'ortoedre,

multipliqguem les longituds de les tres arestes.

Si anomenem a, bi c a les longituds de les arestes:

Jzem | Agrtoedre = 2[Bb+ 2[alE+ 200
3cm b Vortoedre =alble
a
4cm
Figura 2

Exemple: Calcula I’area i el volum de I’ortoedre de la figura 2:
A=2042+ 2043+ 21213 16 24 12 52d

V =4[B[2= 24 cni

Exercici: Calcula ’area i el volum d’un ortoedre d’arestes 8 cm, 5cmi 1 cm:

5cm

1cm

8 cm

Sol.: A=106 cm?% V=40cm?

Area i volum d’un prisma recte

L’area d’un prisma recte s’obté calculant l’area de les seves cares i sumant-les. Per

fer-ho, es calcula I’area de la base, Ay, i I’area lateral (suma de les arees de les cares

laterals), A, per separat. Aquesta Ultima coincideix amb ’area d’un rectangle, tal com

veiem en el desenvolupament pla.

El volum d’un prisma s’obté multiplicant ’area de la base per ’altura.

| | I: Aprismazzuab"''A?ZZD'AB"'Pb[[h
| Vprismaz'Abl:Ih

A,
R

area de la base A = area lateral

perimetre de la base

Ab Pb

Desenvolupament pla

39



COSSOS GEOMETRICS

Exemples:
1. Calcula ’area i el volum d’un prisma hexagonal regular de 4 cm d’altura, 2 cm

d’aresta basica i 1,73 cm d’apotema de la base:

- Calculem l’area de la base, que és un hexagon regular, i l’area lateral:

A-= %2@‘* =12E2L 73 10,38cnt

A =R [h=12[4= 48cnf
- Calculem l’area i el volum del prisma aplicant les formules corresponents:

A prisma = 20A, + A = 210,38 48| 68,76n7
A prisma = A h=10,3804=| 41,527

2. Calcula I’area i el volum d’un prisma triangular regular de 6 cm d’altura i 4 cm

d’aresta basica.

- Calculem l’area de la base, que és un triangle equilater. Préviament,
v haurem de calcular U’altura de la base aplicant el teorema de Pitagores:

h, =42 -2? =J16- 4=V 12= 3,4&m

6cm
A)=%:%’46=6,920m2 ‘4cm

4cm - Calculem l’area lateral: 2cm
A =P h=12[6= 72cnf
- Calculem l’area i el volum del prisma aplicant les formules corresponents:

A risma = 208, + A = 206,92+ 72=] 85,84n7

Vv

= A [h=6,9206=| 41,52n?

prisma

Exercicis:
1. Calcula l'area i el volum d’un prisma pentagonal regular de 25 cm d’altura, 3 cm

d’aresta basica i 2,06 cm d’apotema de la base:
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2. Calcula ’area i el volum d’un prisma octagonal regular de 20 m d’altura, 10 m

d’aresta de la base i 13,07 m de radi de la base:

Sol.: 1. A =405,9 cm?;, V =386,25cm® 2. A=2.566,4m%* V=9.664m>

Area i volum d’una piramide regular

L’area d’una piramide s’obté calculant "area de les seves cares i sumant-les. Per fer-

ho, es calcula ’area de la base, Ay, i I’area lateral (suma de les arees de les cares

laterals), A, per separat.

Calcularem només arees de piramides regulars, les cares de les quals son triangles
isosceles iguals. Per calcular l'area lateral, calcularem ’area d’un d’aquests triangles i
la multiplicarem pel nombre de triangles. En una piramide regular, U’altura de les cares

laterals s’anomena apotema de la piramide (a;).

El volum d’una piramide és un terc de "area de la base per ’altura (un terc¢ del volum

d’un prisma amb la mateixa base i altura que la piramide).

_ _Ah
Apirémide =A+A Vpirémide 3

A] = area de la base A = area lateral
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Exemples:

1. Calcula I’area i el volum d’una piramide hexagonal regular de 4 cm d’altura, 2
cm d’aresta basica i 1,73 cm d’apotema de la base:

- Calculem l’area de la base, que és un hexagon regular:

A= szm) = 12E2L’73=10,380n12

Calculem Uarea lateral. Préviament haurem de calcular

’apotema de la piramide (altura dels triangles que formen les

2cm cares laterals), utilitzant el teorema de Pitagores:

ap = \J42+1,73 = 4,36cm 4cm| \

(4,36
A = 6mriangle =6 > = 26,16(‘;['[‘]2 1,73 cm

- Calculem l’area i el volum del prisma aplicant les formules
corresponents:

=A +A=10,38+ 26,16=| 36,54n7

piramide

_ A 10,384
piramide 3 =~ 3

13,84cnt

2. Calcula l’area i el volum d’una piramide quadrangular regular de 10 cm d’aresta
basica i 13 cm d’aresta lateral:

- Calculem ’area de la base, que és un quadrat:
A = 10" =100cn?

- Calculem larea lateral. Previament haurem de calcular

’apotema de la piramide (altura dels triangles que formen

les cares laterals), utilitzant el teorema de Pitagores:
a, = V1¥F -5 =+/144= 12xm
A =40 nge = 4910%12: 240cnt

ap 13 cm

5cm
- Calculem l’altura de la piramide aplicant el teorema de

Pitagores:

h=+12 -5 =+/119= 10.9tm h

ap, =12 cm

5cm
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- Calculem U'area i el volum del prisma aplicant les formules corresponents:

= A + A =100+ 240=|340cn7

piramide

_ ATh_100010,91

3
piramide ~ 3 3 363,67¢cm

Exercicis:

1. Calcula 'area i el volum d’una piramide pentagonal regular de 25 cm d’altura, 3

cm d’aresta basica i 2,06 cm d’apotema de la base:

2. Calcula l’area i el volum d’una piramide quadrangular regular de 13 cm d’aresta

lateral i 10 cm d’aresta basica:

Sol.: 1. A=203,55cm?* V=128,75cm® 2.A=340cm? V =363,67 cm’
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Area i volum d’un cilindre

Per calcular I’area d’un cilindre, es calcula I’area de la base, Ay, i ’area lateral, A,

per separat.

Tal com veiem en el desenvolupament

pla del cilindre, 'area lateral és l’area d’un

rectangle de base 2zr (la longitud del cercle que fa de base del cilindre) i d’altura h

(’altura del cilindre).

El volum del cilindre és ’area de la base per ’altura (es calcula de la mateixa manera

que el volum del prisma).

LN <Ab}r

— — 2
N [ = Acilindre =2lA,+ A=2mr +2mh
A h Vcilindre =AM
h 2mr A, = area de la base A = area lateral
[ A )
N P

Exemple: Calcula I’area, el volum i la capacitat d’un cilindre de 4 cm d’alturai 2 cm

de radi:

- Calculem U’area de la base i ’area lateral:

 2amN Ab:mzznmzzﬂﬂl: :|.2,57CI’T‘12

N~ |
A =200 (h = 2r[R(W= 50, 26cn¥
4cm - Calculem l’area i el volum del cilindre aplicant les formules
corresponents:
S A lingre = 2[A, + A =2[12,57+ 50,26:| 75,4nT
V.iindre = A th=12,5704=| 50,2&n7= 0,03

Exercici: Calcula l'area, el volum i la capacitat d’un cilindre de 20 cm de generatriu i 4

cm de radi.

Sol.: A = 603,19 cm?; V = 1005,4 cm®= 1,005 |
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Area i volum d’un con

Per calcular I’area d’un con, es calcula l’area de la base, Ay, i ’area lateral, A, per

separat.

Tal com veiem en el desenvolupament pla del con, l’area lateral és l’area d’un sector
circular de radi g i longitud d’arc 271 . L’area d’aquest sector circular és equivalent a

la d’un triangle de base 271 i altura g.

El volum del con és un terc de 'area de la base per l'altura (un ter¢ de l’area del

cilindre amb la mateixa base i altura que el con).

[T
T

|'\ Acon=A+A=rmr’+mg

\

\ A _ATh

g Vcon - T

/ \ 27t Ab = area de la base A = area lateral
A

) A

Exemple: Calcula I’area i el volum d’un con de 4 cm d’altura i 2 cm de radi:

- Calculem l’area de la base:
A =m?=m2?=nr4=12,57cm’

- Calculem Uarea lateral. Previament haurem de calcular la
generatriu
aplicant el teorema de Pitagores:

g=v4*+22=420= 4,47cm  4cm

A =t [ =m204,47= 28,0’ ;o

- Calculem l’area i el volum del con aplicant les formules
corresponents:

A=A +A=12,57+ 28,0%| 40,66n7
v, A _12574_
con 3 3

16,76¢cnT
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Exercici: Calcula ’area, el volum i la capacitat d’un con de 25 cm de generatriu i 7

cm de radi.

Sol.: A =703,72cm?* V=1231,52cm’®=1,23 1

Area i volum d’una esfera

Les formules per calcular l’area i el volum de U'esfera son les segiients:

_40r®
' Vesfera - T

Exemple: Calcula I’area i el volum d’una esfera de 5 cm de radi:

g A fora =472 = ATTS =|314,16cn7
_AGrE® 4GB
' Vesfera - 3 - 3 =|523,6cnt

Exercici: Calcula l’area, el volum i la capacitat d’una esfera de 40 cm de diametre:

Sol.: A = 5.026,55 cm? V = 33.510,32 cm® = 33,51 |
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Taules d’arees i volums

AREES DE FIGURES PLANES

Rectangle Quadrat
h A= b c A=c?
b c
Romboide Triangle
bCh
Zh ; A = brh A= Y
b
b
Rombe Trapezi
AN RN
A B+
D A = D [d h A= 2 .
| A= :
<—q—>
Poligon regular Cercle

‘» A- PR A= it
vv 2 L=27 -1
‘k ¢ P =n°costats(¢

Corona circular Sector circular

__n?
é A A A==%60 "

Trapezi circular

KX

) v
360
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AREES i VOLUMS DE COSSOS GEOMETRICS

Cub Ortoedre
A = 62 A = 2ab+2ac+ 2bc
V=33 c V = alblt
a
a a
Prisma recte Cilindre A=
TN Aam A = 20A,+ A
h V=Aclh
A=RIh
Piramide Ac A+ Con A = A+ A
Ath v A
V = Alh 3
3 A = 7li?
A=nlilgy
A = 4m?
v - AT
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EXERCICIS: COSSOS GEOMETRICS

Exercicis

1. Classifica els cossos geometrics segiients:

a) b) c) d) e) f)

S

g) h) i) j) k) )

2. Calcula 'areai el volum d’un cub de 7 cm d’aresta.
3. Calcula l’area i el volum d’un ortoedre de dimensions: 3 cm, 4cm i 7 cm.

4. Troba l’area i el volum d’un prisma hexagonal regular de 5 cm d’aresta basica, 4,33

cm d’apotema de la base i 12 cm d’altura.

5. Calcula l’area i el volum d’un prisma regular triangular d’aresta basica 8 cm i altura

5cm.

6. Troba l’area i el volum d’una piramide octagonal regular de 8 dam d’aresta basica,

50 m d’altura i 9,66 dam d’apotema de la base.
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7. Troba l’area i el volum d’una piramide quadrangular regular d’aresta basica 6 cm i

apotema 5 cm.

8. Calcula ’area i el volum d’una piramide quadrangular regular d’aresta basica 12 cm

i aresta lateral 10 cm.

9. Calcula larea, el volum i la capacitat d’un cilindre de 7 cm de radi i 15 cm
d’altura.

10. Calcula Uarea i el volum d’un con de 8 m de radi i 15 m d’altura.
11. Calcula l’area i el volum d’una esfera de 8 cm de radi.

12.Calcula 'area i el volum dels cossos geometrics segiients:

a) d) 10 em 3 cm = altura base g)
8m il
3cm
8m
8 m 2cm
b) e) h)
4 cm 12
3cm
5cm
c) f) i)
' fron
' 5cm
IZ,C cm
3cm
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2. A=294cm? V=343 cm’

3. A=122cm? V=84cm’

4., A=489,9cm’ V=779,4cm’

5. A=175,44cm? V =138,6.cm’

6. A=657,28 dam? V =515,2 dam’

7. A=96cm? V=48cm’

8. A=336cm? V=253,92cm’

9. A=967,61cm? V=2309,1cm’=2,311

10. A=628,32 m% V =1005,3 m’

11. A = 804,25 cm?; V = 2144,66 cm’
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Solucions
1.

a) Cos de b) Poliedre, c) Poliedre, d) Cos de e) Poliedre f) Poliedre,
revolucio, prisma piramide revolucio, regular, prisma recte
esfera pentagonal quadrangular con octaedre quadrangular,

regular obliqua ortoedre

g) Cos de h) Cos de i) Poliedre j) Poliedre, k) Piramide 1) Poliedre
revolucio, revolucio regular, prisma pentagonal regular,
cilindre icosaedre triangular irregular dodecaedre

recte obliqua

m) Piramide n) Poliedre 0) Prisma p) Poliedre q) Poliedre r) Poliedre,
hexagonal regular, pentagonal regular, prisma
recta tetraedre oblicu hexaedre o hexagonal

cub
12.

a)A=384m% V=512m’

b) A=94cm% V=60cm’

c) A=105,9 cm? V =77,25 cm’®

d) A=102 cm? V =54cm’

e) A = 463,28 cm?; V = 603,55 cm®

f) A =736 cm? V =1.082,88 cm®

g) A =703,72 cm?; V =1.385,46 cm’

h) A = 282,74 cm?;, V =314,2 cm’

i) A =50,27 cm? V =33,51 cm®




TRIGONOMETRIA

4. TRIGONOMETRIA

Mesura d’angles. Graus sexagesimals i radians

Ja hem vist que, habitualment, s’utilitzen els graus sexagesimals per mesurar angles.
Pero, en trigonometria també es fa servir una altra unitat anomenada radian, que és la

unitat de mesura d’angles del Sistema Internacional.

Radians

Quan l’angle central a d’una circumferencia abasta un arc de longitud igual al radi de la

circumferencia, direm que a mesura un radian (rad). L’amplitud del radian és sempre la

mateixa, independentment del radi de la circumferencia.

a=1rad

Canvi de graus sexagesimals a radians i viceversa

Com que la longitud d’una circumferéncia és 2zr, aquesta conté 277vegades la longitud

del radi. Aleshores, una circumferencia conté 2z radians i, a la vegada, 360°:

> rrrad =180°
360° = 27 rad > 1rad:?)=57° 17" 44,81
JT

Per passar de graus a radians i viceversa, apliquem una regla de tres, utilitzant

l’equivaléncia anterior:

Exemples:

1. Expressa en radians [’angle a = 30°

360° — > 2Zrnrad ‘= 2n1BO_ 607 _ 11 rad També podem fer la regla

360 360 6 de tres aixi:

30° — > X rad
180°—> nrad
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Nota: Els radians se solen expressar en funcié de m (com que 7 és un nombre

irracional, no el podem expressar de manera exacta i no se sol substituir).

Per tant, quan passem de graus a radians, deixem el resultat en funcié de i

simplifiquem la fraccié sempre que sigui possible.

2. Expressa en graus sexagesimals |’angle a = 3rad.

2nrad ——>  360° = 3860°_ 121 5o
21 ’

3rad—>  x°
3. Expressa en graus sexagesimals I’angle a = IZT rad.

Si els radiants estan expressats en funcié de m, no cal aplicar una regla de tres,

només cal substituir  per 180°.

Trad =180° - a:zz_z 45

Exercicis: Passa de graus a radians o viceversa.

a) a=70° b) a=1,25rad 3
c) a =7 rad

Sol.: a)a=§—78T b) @ =7162¢ c) a =270°

Forma complexa i incomplexa en el sistema sexagesimal

Per expressar un angle en graus sexagesimals, ho podem fer en forma complexa
(expressant els graus, minuts i segons) o en forma incomplexa (expressant els graus
com un nombre decimal).
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Per passar d’una forma a ’altra, és convenient fer servir la calculadora, amb la tecla:

0 9

Exemple:
1. Expressa els angles segiients en forma complexa, fent servir la teva

calculadora, i apunta’t com es fa:

a) 50,5° =

b) 30,46°=

2. Expressa els angles segiients en forma incomplexa, fent servir la teva

calculadora, i apunta’t com es fa:
a) 30° 15’ =
b) 80° 45’ 10’ =

c) 34° 40 =

Exercici: Passa de forma incomplexa a complexa i viceversa, fent servir la
calculadora:

a) 35,84° = f) 32°22° 49 =

b) 5,3° = g) 115°4’ 13"’ =

c) 120,54° = h) 45° 25’ 7’ =

d) 225,90° = i) 86° 45 =

e) 35,57° = j)12°21 =

Sol.:

Exemples:

1. a) 50°30° b) 30° 27’ 36”’

2. a) 30,25° b) 80,753  c¢) 34,01

Exercici:

a) 35°50° 24’ b) 5°18’ c) 120° 32’ 24"’ d) 225°54’ e) 35° 34’ 12’
f) 32,38° g) 115,07° h) 45,42° i) 86,01° j) 12,35°
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Raons trigopnometrigues d’'un angle agut

Donat un triangle rectangle amb un angle agut a, definim les raons trigonomeétriques

de ’angle a, sina, cosy i tgr, de la manera segiient:

catet oposat b

sing =— (sinusde )
hipotenusa a
a .
catet contigu_ ¢
b sa'=.—g=— osinus de )
hipotenusa a
(¢4

g= catet oposat. b

_ (tangent de @)
catet contigu c

Com que els catets son més petits que la hipotenusa:
O<sina<1 i O<cosr<!

Donat un angle o, les seves raons trigonomeétriques son sempre les mateixes,
independentment del triangle que dibuixem. Podem dibuixar molts triangles rectangles
amb un angle igual a a, pero tots seran semblants entre ells i, per tant, les raons entre

els seus costats seran les mateixes:

sng=CA_CA_C A
BC~ BC BC
cosg=BA_BA_BA
BC BC  BC
CA_CA_CA
tgg==—=—_~=—=_"—

"BA~ BA BA'

Exemples:
1. Calcula les raons trigonomeétriques dels angles a i § del triangle segiient:

sina:E:O,G cosrzﬁ: 0,8 tg:is 0,7
10cm g 10 10 8

6cm 8 5 8
a . I
sinf=—=0,8 cof=—= 0,6 tg=—= 1,3

P 10 v 10 ¥ 6

3cm

Observa que:
- aiB son complementaris: a + 3 = 90°

- sina=cosf, sinff =cosa i tga=1/tg

55



TRIGONOMETRIA

2. Calcula les raons trigonométriques de 30° a partir dels triangles rectangles
segiients i comprova que et surt el mateix resultat en tots dos casos. Fes servir el
regle per mesurar els costats.

Sol.: sin 30°=0,5; cos 30°=0,866; tg 30°=0,577

Exercici: Calcula les raons trigonometriques dels angles o i 3 del triangle segiient:

25 am
Team | f
| o

24 cm

Sol.:
sind=0,28 cosr= 0,96 tg= 0,29; skhm= 0,96 s 0,28 pftg I
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Us de la calculadora

Les raons trigonometriques d’un angle agut es poden calcular utilitzant la calculadora
cientifica, amb les tecles:

[sin| |cos| |[tan|

Exemple:

Calcula les raons trigonometriques de 60° utilitzant la teva calculadora i apunta’t com es
fa:

sin 60° =
cos 60° =
tg 60° =

Sol.: sin 60° =0,866 ; cos60°=0,5; tg60°=1,73

Exercici:

Calcula les raons trigonomeétriques seglients utilitzant la calculadora. Arrodoneix el
resultat a tres xifres decimals:

a) sin 45° = d) sin 32° = g) sin 10,3° =
b) cos 45° = e) cos 15° = h) cos 80° 5’ =
c) tg 45° = f) tg 24° = i) tg 75° 25’ 30"’ =

Sol.: a) 0,707 b) 0,707 ¢)1 d) 0,530 €)0,966 f)0,445 g) 0,179 h) 0,174
i) 3,846

També podem fer el calcul invers: donades les raons trigonometriques d’un angle agut,

calcular aquest angle. Per fer-ho, utilitzem les tecles: sin™, cos™ i tan™.
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Exemple: Calcula ’angle a, utilitzant la calculadora, i apunta’t com es fa:

a) sin a = 0,9659225826 «a =

b) cos a = 0,5 o=

c)jtga=1,5 o=

Sol.: a)a =75° b)a =60° c)a =56,31°

Exercici: Calcula l’angle « utilitzant la calculadora i expressa’l de manera complexa:

a) sin a = 0,70710678 o=

b) cos a = 0,25 o=
c)tga=0,5 o=
d) cos a=1,5 o=
e)sina=0,6 o=
f) cos a = 0,95 o=
g)tga=1 o=
h) sina=2 o=
Sol.:
a) 45° b) 75° 31’ 20,96’ c) 26° 33’ 54,18  d) /i
e) 36°52’ 11,63  f) 18° 11’ 41,54’ g) 45° h) /]

Raons trigonometriques inverses

Encara que aquest curs no les utilitzarem, convé saber que existeixen tres raons

trigonometriques més, que son les inverses de les que ja hem vist:

seca =

1 1
(secantde a ); coseqd =——  dosecantded ); cotg =——  cbtangentde o
cosa Siny tagr
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Raons trigonomeétriques de 30°, 45°i 60°

El quadre segiient mostra l’expressio exacta de les raons trigonometriques de 30°, 45° i
60°:

sin cos tg

30° 1
2

w |4

45°

&S| G

60° J3

I\)|$| |\>|§|

Resolucié de triangles rectangles

Resoldre un triangle consisteix a determinar tots els seus elements (costats i angles).

Mitjancant la trigonometria podem resoldre un triangle rectangle si coneixem dos dels

seus elements, un dels quals, almenys, ha de ser un costat .

"NOTA: Si coneixem només els tres angles, no podrem determinar els costats, ja que

hi ha infinits triangles, tots semblants entre ells, amb els mateixos angles.

Exemple: Els angles d’aquests dos triangles mesuren el mateix,
pero els costats, no.

N

El quadre segiient mostra les formules utilitzades per resoldre triangles rectangles. La

nomenclatura utilitzada normalment és la presentada en el triangle del quadre: els
angles es representen amb les lletres majuscules A (angle recte), B i C (angles aguts), i
els costats es representen amb les lletres minlscules a (hipotenusa), b i c (catets

oposats als angles B i C, respectivament).
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Férmules:
B

. catetoposat c
sing =——=—

hipotenusa_ a

A+ B+ C=180°

o = catet contigu: h siA=90°_, B+ C= 90

hipotenusa a

2 2 2 PN ]

catetoposat ¢ a‘ =b"+c°| (teoremade Pitagoré:
tga - =

A b C

catetcontigu b

Estudiem els diferents casos en els exemples seglents.

Nota: A vegades hi ha més d’una manera d’obtenir un element, pero és preferible

utilitzar les dades que ens dona el problema, sempre que sigui possible, que les
que ja hem calculat nosaltres (que podrien ser equivocades).

Exemples:

1. Coneixem la hipotenusa i un catet

- Calculem b, aplicant el teorema de Pitagores:
B
13 em b=v13* -5 =169 25=+ 144| 12
>om k
- Calculem B:
A b C

Usarem cos B, ja que el cosinus és la rad trigonometrica

que relaciona les dues dades conegudes (hipotenusa i catet
contigu a B) amb la desconeguda (B).

5 _ e [E- 7 d
cosB == 0,38

Calculem C:

C=90°-B - C=90% 67,382 22,628 |C= 22§

2. Coneixem els dos catets

B - Calculem a, aplicant el teorema de Pitagores:
b=+12*+1C¢ =/ 144+ 106+ 244| 15,6am
a
12 cm
A 10ecm C
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- Calculem B:

conegudes (catet

- Calculem C: C=

Usarem tg B, ja que la tangent és la rad trigonometrica que relaciona les dues dades

oposat i catet contigu a B) amb la desconeguda (B).

th:i—g:o,séﬁ B= 39,8]

90°-B - C=90% 39,812 50,192 |C= 50,1

3. Coneixem un catet i un angle agut

B

30°
20 cm

- Calculem C:  C=90°-B - C= 90> 30% 602 |C= 60
- Calculem a:
Usarem cos B, ja que el cosinus és la rad trigonomeétrica
que relaciona les dues dades conegudes (B i catet contigu
a B) amb la desconeguda (hipotenusa).

005300:2—6:) - a= 20

0053002 23, tm- | a= 23t

Nota: Si el catet conegut fos l’oposat a l’angle conegut,
usariem el sinus, com en U"exercici c).

- Calculem b: (usarem tg B)

tg3 0:230 - b= 20tg30% 11,55

4. Coneixem la hipotenusa i un angle agut

18 cm

- Calculem C:  C=90°-B - C= 90> 25& 652 |[C= 65

- Calculem b:
Usarem sin B, ja que el sinus és la rad trigonometrica que
relaciona les dues dades conegudes (B i la hipotenusa) amb

la desconeguda (catet oposat).

sin25°:1—b8 -~ b=181sin25¢ 7, |b= 7,

- Calculem c: (usarem cos B)

005250—-1—(:8ac= 181cos25° 16.31c= 16,8
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Exercicis: Resol els triangles rectangles seguents:

a)
B
15 cm
c
C 7emA
b)
B
a
chk
A 15cm C
c)
B
a
4 cm
/m
C b A
d)
B
10 cm
¢ [770°
A b c

Sol.: a) C = 62,18°; B = 27,82° c= 13,27 cm

c) B =75%b=14,93cm; a=15,45cm

b) C =28,07° B = 61,93% a=17cm
d)C=20°%b=9,4cm; c=3,42cm
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Problemes en qué s’aplica la resolucié de triangles rectangles

Vegem exemples de problemes que es resolen utilitzant la trigonometria, en particular,

la resolucid de triangles rectangles.

Exemples:

1. Situats a 10 m del peu d’un arbre, veiem el seu extrem superior sota un angle de 70°

(angle que forma la visual amb I’horitzontal, també conegut com a angle d’elevacio).

Calcula ’alcada de ’arbre.

La rad trigonometrica que relaciona les dades conegudes (un angle i el

catet contigu) i la desconeguda (el catet oposat) és la tangent:

tg 70%% _ x= 1Qtg702| 27,4

L’alcada de 'arbre és 27,47 m

2. Calcula I’angle d’elevacié del Sol sobre I’horitz6 quan una persona que fa 1,65 m

d’alcada projecta una ombra de 1,25 m.

%iﬁ’ La rad trigonometrica que relaciona les dades conegudes (els
} dos catets) i la desconeguda (un angle) és la tangent:
165m | 1 tga=1’—65=1,32—>a= 52,85
/N 1,25
1,25 m

La inclinacio del Sol és de 52,85° sobre ’horitzo

3. Els dos costats iguals d’un triangle isdsceles mesuren 10 m i formen un angle de 50°.
Calcula ’altre costat i I’area del triangle.
L’altura corresponent a U’angle diferent divideix un triangle

A isosceles en dos triangles rectangles iguals.
)

10 cm 10 cm
- Calculem l’altura del triangle (h) utilitzant el cosinus:

ey

005250—-% - h= 100cos25° 9,06

- Calculem x (la meitat de la base del triangle), usant el sinus:

h 10 cm

sin 250:110 . x= 1sin 252 4,28
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- Calculem la base (costat desigual) b = 2x: b=2[4,23=

- Calculem U’area del triangle: Azﬂi 38,32n7

El costat desigual fa 8,46 m i [’area fa 38,32 m?

4. Calcula I’area d’un pentagon regular de 8 cm de costat.
Per calcular ’area, préviament hem de calcular ’apotema. Per fer-
ho, utilitzem el triangle rectangle gris del dibuix, del qual coneixem

un catet (la meitat del costat) i podem conéixer un angle (la meitat

" de I’angle central).
A - Calculem l’angle central a:
8cm
a= 360 = 360: 72°- a_ 36¢
Nre. costats 5 2
d - Calculem U'apotema:
/1
tg?>6:ﬂ La=—2 - 5,51c
a tg36
- Calculem ’area:
A= sz = 40[25’51: 110, 2cnf L’area fa 110,2 cm

5. Observem el punt més alt d’un edifici sota un angle de 70°. Si ens allunyem 30 m,

I’observem sota un angle de 30°. Quina altura fa I’edifici?

D

C B/70% | A

«— 30m —— g«

En aquest esquema hi ha dos triangles rectangles: el triangle ABD i el triangle ACD.

Utilitzant un sol triangle rectangle no podem resoldre el problema, atés que no tenim prou

dades.

Haurem de plantejar un sistema de dues equacions amb dues incognites (h i x), utilitzant
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un triangle rectangle per a cada equacio.

La rad trigonometrica que farem servir és la tangent, ja que les dades desconegudes son
els catets.

- Plantegem el sistema i el resolem per igualacio:

o= 0 AY%PM.  [h=xag7of
X

- lgualem:
h g

tg 30°= oMM, h=(x+30) 29300

x+ 30
x[g 70°= ( x+ 30 Otg 30

- Resolem ’equacio per calcular x:

x g 70°= (x+ 3() Otg30% xOtg70° xJ tg30° 8D tg30° X1 tg70%] tg300[1§30°

o]
- x[tg 70°-tg 30°)= 30 tg30% x:M
tg 70°- tg 30°
- Substituim  per calcular h:

h= xg70° - Mﬂ 70% 3QJtg 309 tg 70° h 30 tg30° tg70°

o h= =21,93m
tg 70— tg30° tg70® tg30° tg76° tg30°

6. Un pal esta subjectat per dos cables, tal com indica la figura. Calcula ’altura del pal:

- Plantegem el sistema i el resolem per igualacio:

geoo=" O AWRM, [h=xageod
X

h tg 45°= h
15- x

0 @Y. h=(15-x) g 45¢

~ lgualem: x[g60°= (15- x)Otg 45

- Resolem ’equacio per calcular x:

x[1g 60°= ( 15- x) Otg 452, x(1tg60° 15 tg45%] tg45°x tgB0f] tgABBIiY 45¢

(0]
_ X[tg60°+ tgd50F 15)tg 450, |x= 294>
tg 60°+ tg 45¢

- Substituim’ per calcular h:
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1501945 , . 157tg481tg60 | _ 15 tg45 tg60 it

h = x[g 60= - |h= =
tg 60+ tg45 tg6G tg45 tg60 tg45 3+1

:?§,51m

Raons trigopnometrigues d’'un angle qualsevol

Circumferéncia goniomeétrica

Una circumferéncia goniomeétrica o trigonométrica és una circumferéncia de radi 1

centrada en l'origen de coordenades que s’utilitza per representar angles i les seves

raons trigonometriques.

e 1 (x
Els angles que es representen tenen les caracteristiques )

segiients: !

- S6n angles centrals (amb el vertex al centre de la = I

circumferencia).

- Tenen un costat sobre la part positiva de U’eix OX. -1

- Es mesuren en sentit directe (sentit contrari al de les agulles del rellotge) des de
l’eix OX.

A cada angle li correspon un punt (X,y) de la circumferéncia.

Definicié de les raons trigonomeétriques a partir de la circumferéncia
goniometrica

Podem definir les raons trigonomeétriques d’un angle qualsevol utilitzant la

circumferencia goniomeétrica.

Sinus i cosinus
SEE— L (xy

El cosinus i sinus de o es defineixen com les coordenades

(x,y) del punt que correspon a l’angle a: sin a

. X = COSa
(x,y) =(cosa, sinz) - {y= cos

Si calculem el sinus i cosinus de a a partir del triangle gris de la figura de la

dreta, d’hipotenusa 1, obtenim el mateix resultat:

. _catetoposat y_ _ catetcontigu x
sing=————=—=y coOxr=———=—=X
hipotenusa 1 hipotenusa 1
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Tangent

La tangent es defineix com el quocient del sinus entre

el cosinus:

Graficament, la

podem

representar

en

la

circumferencia goniometrica tal com s’indica en la

figura de la dreta. La tangent és la longitud del
segment que uneix el punt (1,0) amb el punt d’interseccidé entre la recta perpendicular

sin &

tga

a ’eix 0X que passa pel punt (1,0) i la prolongacié del costat de ’angle que no es troba

sobre [’eix 0OX.

mateix resultat:

_ catetoposat_ catet oposat

catet contigu

1

catetoposa

Si calculem la tangent de o a partir del triangle rectangle gris de la figura, obtenim el

Representaci6 de les raons trigonométriques d’angles situats en diferents quadrants

Primer quadrant

Segon quadrant

Tercer quadrant

Quart quadrant

sin &

tga

cos a

'
—_

xy)

sin &

-1

cos &

tga

tga

CO8 &

xy

sin @

c0s &

)

tea




TRIGONOMETRIA

Nota: Si el segment que representa la tangent queda situat en el quart quadrant,

significa que la tangent és negativa.

Exercicis: Representa en la circumferéncia goniométrica els angles segiients i les

seves raons trigonometriques:

a) 45° b) 150°

c) 200° d) 300°

dhrdh
NIZARNIY
dhrdh
NIZARNIY

Propietats de les raons trigonomeétriques d’un angle qualsevol

De les representacions de ’apartat anterior, en podem deduir les propietats seguents:

- El sinus i el cosinus prenen valors entre -1 1:

-1<sina<1 -I< comr<s 1

- El signe de les raons trigonometriques va variant en funcié del quadrant en que es

troba situat [’angle, tal com es mostra en l’esquema segiient:

sin a cos a tg a
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by waRN AN
NPARNIPARNI

- Les raons trigonometriques de 0°, 90°, 180° i 270° son:

0° 90° 180° | 270°

sin a 0 1 0 -1

CcoSs a 1 0 -1 0

tg a 0 )ﬁ 0 )ﬁ

Nota: La tangent de 90° i 180° no es pot calcular, ates que el cosinus d’aquests dos

angles és igual a 0 i no podem dividir per 0:

sin90° 1 sin270° -1
tg 90°= ==/  tg270°= =
cos90° O cos270° O

Graficament, tampoc es pot representar, perqué la prolongacio del costat de ’angle

és paral-lela a la recta perpendicular a l’eix 0X i que passa per (1,0).

Angles negatius

Es considera que els angles negatius son els mesurats en el sentit de les agulles del

rellotge. al contrari aue els positius. Un angle negatiu -a és equivalent a 360°- a.

Nota:
a i —o. s’anomenen angles

oposats.

A
2

360°-a -a

Calcul de I’angle a partir de la raé trigonomeétrica
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En Uapartat Raons trigonometriques d’un angle agut hem vist que, utilitzant la

calculadora (amb les tecles sin”, cos™ i tan™), podem calcular un angle agut coneixent

una de les seves raons trigonometriques.

Tanmateix, ara hem vist que hi pot haver dos angles que tinguin la mateixa raé

trigonomeétrica. La calculadora només ens dona una solucié. L’altra solucié possible

’haurem de calcular nosaltres utilitzant les relacions de [’apartat anterior (o deduint-

les amb la circumferéncia goniometrica).Vegem-ho:

Suposem que coneixem una rad trigonometrica de o i x és la solucid6 que ens dona la

calculadora.

Coneixem sin a

Coneixem cos &

Coneixem tg a

sin (180° - x) sin X
\/
1802
X
Els angles suplementaris

tenen el mateix sinus:

X
a =
{180°—x

€Os X = cos (360°-X)

-X= 360°-x

Els angles oposats tenen el

mateix cosinus:

X
a =
{—x =360°-x

180° tg X = tg (X + 180°)

Els angles que es diferencien

en 180° tenen la mateixa
tangent:
X
a’:
{x+1800
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Exemples: Calcula i dibuixa els angles a, compresos entre 0° i 360°, que verifiquen la
condicio:

a) sina=0,5 b) cos a =0,8 c)tga=1

g= (soluci6 calculadore 36,879 (solucié calculadore (solucié calculadore
180°- 30| 15(° -36,87°=(323,139 1800+ 45 [ 2280

1

D

36,87° /2’25

b /

t)

Exercici: Calcula i dibuixa els angles a, compresos entre 0° i 360°, que verifiquen la
condicio:

a) sina=0,75 b) cos a=0,5

ah

c) tgo=-1 d) sina=-0,5

dhunrdh
NI AN
NI N

dah

Sol.: a) 48,59°i 131,41° b) 60°i300° c) 135°i315° d) 210°1i 330°
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Aixi, quan calculem l’angle a partir de la ra6 trigonometrica, hi ha dues solucions (dos

angles amb la mateixa rad), excepte en els casos seglients:

sinag =1- a = 90° éolucié Unica) cogr = L, a= 0°90lucio Unica )

sing =-1- a = 270° §olucié Unica) cog =— L. a= 180°s6lucié Unica

Angles que mesuren més de 360°

Quan un angle o és més gran que 360°, s’interpreta que ha donat una o diverses voltes
completes a la circumferéncia. Les raons trigonometriques de a seran les mateixes que
les de ’angle que queda després de fer les voltes completes (aquest angle és el residu
de la divisi6 a : 360).

Exemples:

1. Calcula ’angle compreés entre 0° i 360° que té les mateixes raons trigonomeétriques

que ’angle donat:

sin500%= sin1402 0.64
a) 500° - 500= 360+140 - < cos500° cos148% 0, L’angle demanat és 140°
tg500°%= tg140¢- 0,84

sin 2450% sin2902- 0.¢
b) 2450° . 2450 = 6360+ 290 - < Cc0S2456° c0s2%0° 0, L’angle demanat és 290°
290 6

2. Troba tots els angles més petits que 900° que compleixin que sin a = 0,5.

Si calculem amb la calculadora ’angle que té per sinus 0,5, ens dona 30°. La calculadora
sempre dona l’angle entre 0° i 360°. La resta els calcularem sumant 360° (voltes
completes) les vegades que calgui:

) a =30°+360%

sinad = 0,5- kKON
a =150°% 360%

300, 30°+360%= 390°; 30% 36092 750°
150°;150° 360%= 510°; 30+ 36032 870¢

— O pot prendre els valors seglients : {
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Exercicis:

1. Calcula ’angle compres entre 0° i 360° que té les mateixes raons trigonometriques
que 1300°.

2. Troba tots els angles més petits que 1000° que compleixin que cos « = 0,5.

Sol.: 1. 220° 2. 60°; 420°;780°; 300°; 660°
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Relacions fonamentals entre les raons trigsonomeétriques d’un mateix angle

Les raons trigonomeétriques d’un angle verifiquen certes relacions, que permeten trobar

el valor d’una rad a partir del valor d’una altra. Les més importants son:

sina + cos’a = 1

- Formula fonamental de la trigonometria:

Nota: Les poténcies de les raons trigonomeétriques s’escriuen amb ’exponent

abans de lUangle, de manera que no calgui escriure els paréntesis:
(sina)’ = sirfa .
La formula fonamental de la trigonometria permet calcular el valor del sinus d’un

angle conegut el seu cosinus (sense calculadora) o viceversa. Si aillem el sinus i el

cosinus, obtenim:

sina = +J1- coda cog =+ & sk

- Formula que relaciona la tangent amb el sinus i el cosinus:

sin a
tga =
cos a

Amb les dues relacions que hem vist, podem calcular dues raons trigonometriques d’un

angle, coneixent-ne la tercera:

Exemples: Resol els exercicis seglents utilitzant les relacions entre les raons

trigonometriques:

1. Troba les raons trigonomeétriques dels dos angles compresos entre 0° i 360° de sinus
-0,6:

(@)
g

I
o

!

S

Q

I

|

=-0,75- g0’=— 0,7

cosa =+,/1-(-0,§° =+ 0,8- 0.8

[056==08 - 10p=0=075. [§5= 0.7

(0]
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2. Calcula sin a i tg a, sabent que cosx =0,&i que a és un angle agut:

sina =+y1- coda =i\/ + 0,8=+/ 0,36+ 0,6 Com que a és agut triem la solucid

positiva.

. sina 0,6
sina = - tm:cosa:0_8_ 0,7

2. Calcula les raons trigonométriques d’un angle a del segon quadrant, sabent que tg
a=-1:
Resolem per substitucio el sistema segiient:

sina illem si . -
1= Aillem sin o > |SII’]O’ —_ COW|

cosa
. Substituim sin a 2
sifa+coga=1 » (- com) + cldar= 1

(-cosa)’+coda= 1. cd+ cég= 1 2cms= -1 mstJ%:i?:iO,?O?

Com que a és un angle del segon quadrant, cos o és negatiu - |cosag =——

Calculem sin a *: sina =—-coxr - | Sir =—

Exercici: Calcula les raons trigonometriques d’un angle « del tercer quadrant sabent que
sina = -0,5

V3 V3

Sol.: cosa = —7 =-0,866; tgr =?: 0,57
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Resolucié de triangles no rectangles

Per resoldre triangles no rectangles, utilitzem el teorema del sinus i el del cosinus,
que estan enunciats en el quadre segient, i la propietat que estableix que els angles

interiors d’un triangle sumen 180°.

Formules: Teoremadelsinus: .a = _b = _C
sinA _sinB__ sinC
B
a’ =b’+ ¢ -2bccos A
. a Teorema del cosinus: |b” =a*+ ¢*—2accos B
¢’ =a*+b’-2abcosC
A C . ,
b La suma dels angles d’un triangle eés 180°:
|A+ B+ C=1809

Recordem que resoldre un triangle consisteix a determinar tots els seus elements

(costats i angles). La trigonometria ens permet resoldre un triangle si coneixem tres

dels seus elements, un dels quals, almenys, ha de ser un costat.

Estudiem els diferents casos en els exemples seguents.

Exemples:

1. Coneixem els tres costats: a=5cm; b=4cm; c=2cm

5¢cm
Zcm Si té solucid, és Unica.

A cm C

Calculem A, aplicant el teorema del cosinus:

a’=b’+c®-2bccosA- 5= £+ Z- 214 2coPA- 25 20 16c¢d

20- 25
- COSA= =-0.3125. | A= 108,2]°
T [A= 1082}
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- Calculem B, aplicant el teorema del sinus (també podriem tornar a aplicar el teorema

del cosinus):

a _ b ¢ 5 _ 4
sinA sinB  sinC sin108,21° siB

i o 49, 469
. sing = ABIN108. 217 26 B 49,46
5 130, 54°, solucié no factible

- 5[5inB = 4[5in108, 21

- Calculem C, aplicant que la suma dels angles d’un triangle és 180°:

C=180>-B- A- C=180% 108,21 49,48° 22,339C= 22/

Nota: Si el resultat de la suma dels dos costats més petits és més petit que el costat

gran, no es pot construir el triangle i en aplicar el teorema del cosinus sortira que no té

solucio:
Exemple:
a=2cm |a’=b’+c-2bccosA- 2°= 6+ 3- Z1613cosA- % 45 36c0k
b=6cm - 45— 4 no existeix un angle tal que el seu oosisigui 1,1«
c=3cm OSA=?= L14- {ja que -1<cog <1
2+3=5<6

2. Coneixem dos angles i un costat: A =70° C=30% b=5cm

- Calculem B: B=180°-C—- A= 180% 702 30° 8l

B
- Calculem ai c aplicant el teorema del sinus:
C a
a b ¢ a 5 _ ¢
70 sinA sinB sinC sin70° sin80° sin3
A 5cm C 50sin 70°
a=_|—n:4,77cm_> a=4,77c
sin80°
H [o]
c=5E_dBI—n3O=2,54cm_> c=2,54c
sin80°
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3. Coneixem dos costats i I’angle comprés A =45°% c=3cm; b=5cm

3 cm a

iy 5 cm C

- Calculem a aplicant el teorema del cosinus:

a’=b’+c*-2bccos A~ &= 5+ - Z1513cos 4!
a=+/34-300cos45 3,57586n- a= 3,58n
- Calculem B aplicant el teorema del sinus:
a _ b 3,58 5
sinA  sinB  sin45° sirB
_ 5[5in45°
3,57586

—

81,39°
= 0,988722686- |B= ?
180°-81,39¢ 98,61°

- Calculem C aplicant el teorema del sinus per veure quina de les dues solucions de

B és possible:

1 0o
a __C 357586 3  nc=_3SIN457 ) s9303361
sinA sinC sin45°  silc 3,57586

36,399 soluci6 factible

- |C =<180- 36,39= 143,61% Aguesta solucié no és possible
jaque 143,86° #5° 180

- Tornem a calcular B aplicant que la suma dels angles d’un triangle és 180°:

B =180°-45% 36,392 98,619 B= 98,¢
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4. Coneixem dos costats i un angle oposat a un d’ells (no compreés)

(pot tenir una solucio, dues solucions o cap solucio)

a)A=35%a=60cm; C=50cm

B
TE SOLUCIO
50 m 60 m UNICA

A b C
- Calculem C aplicant el teorema del sinus:

1 (o]
a __¢ 00 _ 50 =235 47798036
sinA sinC sin35°  sirc 60

28,559 Unica soluci6 factible

- C=:180- 28,55= 151,45% Aquesta soluci6 no és possible
ja que 151,45° 35° 180°

- Calculem B (aplicant que la suma dels angles d’un triangle és 180°):

B =180°-35% 28,55 & |[B= 116,4t

- Calculem b aplicant el teorema del sinus:

a b 60 b _ 60[5in116, 45°

B = - = - =93,66m
sinA sinB sin35° sin116,45° sin 35°
- |b=93,66m
b) A=35% a=20cm; C=50cm
B
50 m 20 m
5
A b C
_ _ NO TE
Calculem C aplicant el teorema del sinus: SOLUCIO
a c 20 50 . 500sin 35° , L
= > = —— - sinC=—————=1,43- No té solucio (sid >
sinA sinC sin35°  sirC 20
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C€) A=35%a=40cm; C=50cm

B
50 m 0m
40 m
A LS ¢,
<5° b
b, !

- Calculem C aplicant el teorema del sinus:

H (o)
a __ ¢ 40 _ 50 e = 20SIN3ST 4 21607054
sinA sinC sin35°  sirC 40
C, =458
- C-=

C, =180- 45,8= 134,2°, 1342 35 180°|C, =134,2

-~ Hi ha dues solucions

- Calculem By i B, (aplicant que la suma dels angles d’un triangle és 180°):

~

B, =180°-35% 45,82 99,28 \B = 99,

B, =180°-35% 134,22 10,8%|B,= 10y

- Calculem by i b, aplicant el teorema del sinus:

1 o
'a _ bl R .40 _ b_l. . :4(LIS|—.r199,2=68,84m_> h= 68,8
sinA  sinB sin35° sin 99, 2° sin 35°
40 40in10,8°
a _ b 40 __ b . _A40sini08 ., o100
sinA  sinB,  sin35° sin10,8° sin 35°

TE DUES SOLUCIONS
C, = 45,8°B, =99, 2%, =68,84m
C, =134,2¢B, =10,8b, =13,07m
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Exercici: Resol els triangles segiients (dibuixa triangles esquematics, sense mantenir les

proporcions reals):

a) a=3cm; b=8cm; c=7cm

b) A=60° C=40° b=10cm
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c) A=75% c=7cm; b=8cm

d) A=40° a=10cm; b=9cm

e) A=40°% a=5cm; b=9cm
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f) A=40°5a=6cm; b=9cm

Sol.:
a) A=21,79° B=98,21° C=60°
b) B=80°% c=6,53cm; a=8,79cm
c) B=57,47° C=47,53°; a=9,17 cm

d) B =35,35% C=104,65° c=15,05cm

e) No té solucid

f) B1=74,62°; Cq=65,38° ¢1=8,49cm

B, = 105,38% C; = 34,62° ¢, = 5,3 cm
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EXERCICIS: MESURA D’ANGLES

1. Expressa en radians (en forma de fraccio i en funcié de r):

a) 15° g) 105° m) 195° s) 285°
b) 30° h) 120° n) 210° t) 300°
c) 45° i) 135° 0) 225° u) 315°
d) 60° j) 150° p) 240° v) 330°
e) 75° k) 165° q) 255° W) 345°
f) 90° ) 180° r) 270° X) 360°

2. Expressa en radians (en forma de fraccié i en funcio de x):

a) 73° b) 38° c) 21° d) 7°

3. Expressa en graus:

a) 4 rad d) 1,57 rad g) 5?” rad j) 777 rad
b) 2,53 rad e) an rad h) o rad k) 3 rad
5 18 4
¢) 1,25 rad f) 2 rad i) 2L rad ) 7 rad
8 12 6

4. Expressa en graus, minuts i segons:

a) 25,32° c) 95,56° e) 40,01° g) 325,003°

b) 8,3° d) 247,925° f) 130,5° h) 125,124°

5. Passa a forma incomplexa:

a) 12° 52’ 45” c) 8°30” e) 50° 25’ 10’ g) 332° 25’

b) 15° 45’ d) 10° 50’ 35,3"’ f) 120° 40’ 13”’ h) 86° 30’

6. Realitza les operacions segients utilitzant la calculadora:

a) 12° 52’ 45 + 81° 35’ 40”’ b) 50° 25’ 10 -
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SOLUCIONS: MESURA D’ANGLES

1.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

15°="L rad
12

3 o=l rad
6

450="" rad
4

60°=Z rad
3

75°=5—” rad
12

90°= z rad
2

73T
180

a) 229,18°

b) 144,96°

c) 71,62°

a) 25° 19’ 12”

b) 8° 18’

a) 12,88°
b) 15,75°

a) 94° 28’ 25”

¢) 105°="7 rad
12

h) 120°=2?” rad

i) 135°:3—” rad
4
j) 150%%7 rad

k) 165°:£T rad
12

1) (180°= /7 rad

d) 270°
e) 144°

f) 22,5°

c) 95° 33’ 36"

d) 247° 55’ 30"’

c) 8,0083°

d) 10,84°

b) 38° 4’ 30”’

85

m) 195%@ rad
12

n) 210%%” rad

0) 2250:5—” rad
4
D) 2400:4?” rad

q) 255°:£T rad
12

s) 285%@ rad
12

t) 300%5?” rad

u) 315027777 rad

v) 330°= %7 rad

w) 345°=QT rad
12

37 x) 360°%= 27
r) |270°=— rad
2
1T 7T
<) — d) —
60 180
g) 300° j) 25,71°
h) 50° k) 135°
i) 15° 1) 210°
e) 40° 0’ 36"’ g) 325°0’ 10,8”’
f) 130° 30’ h) 125° 7’ 26,4’
e) 50,42° g) 332,007°
f) 120,67° h) 86,5°



EXERCICIS: RAONS TRIGONOMETRIQUES D’UN ANGLE AGUT

1. Calcula les raons trigonometriques de 25° utilitzant els tres triangles rectangles i

comprova que et surt el mateix resultat (mesura els costats dels triangles amb el

regle).

2. Calcula les raons trigonometriques dels angles a i B:

a) b)
13cm 5cm
13 5cm ﬁ 3cm
a a
12 cm
4cm

3. Troba les raons trigonometriques dels angles assenyalats:

a) b) 10 cm C)
9cm /)
) 9cm
« 15cm
Y
7 cm

4. Calcula les raons trigonometriques segiients utilitzant la calculadora. Arrodoneix els

resultats a les mil-lesimes:

a) sin 15° = d) sin 82° = g) sin 18,5° =
b) cos 38° = e) cos 76° = h) cos 70° 57’ 25’ =
c) tg 25° = f) tg 59° = i) tg 75° 50’ =

5. Amb l’ajuda de la calculadora, calcula el valor d’un angle o, més petit o igual que

90°, que tingui la rad trigonometrica que s’indica.

a) sin o = 0,93969262 d) sin a = 0,68199836 g) cos o = 0,819152044
b) cos o = 0,9 e)cosa =5 h) sina =1
c)tga=1,191753593 fytga=2 iytga=0,3



SOLUCIONS: RAONS TRIGONOMETRIQUES D’UN ANGLE AGUT

Solucions: raons trigopnomeétrigues d’'un angle agut

1. El resultat sortira aproximat, ja que mesurant amb el regle no podem ésser molt

precisos.
sin 25%= 0,42 cos25° 0,91 tg28° O,
2. a)
sina = 0,385 cos = 0,923 w= 0,416
sins=0,923 cog= 0,385 = 2,4
b)
sina=0,6 cogr= 0,8 tg= 0,75
sinf=0,8 cogg= 0,6 = 13
3. a) sina=0,63 cosr= 0,7 tg= 0,81
b) sins=0,45 cog= 0,89 t§= 0,5
¢) siny=0,8 coy’= 0,6 ty= 1,
4. a) 0,259 d) 0,990 g) 0,317
b) 0,788 e) 0,242 h) 0,326
c) 0,466 = f) 1,664 = i) 3,736
5. a) a=70° d) a=43° g) o = 35°
b) a = 25,84° e) /i h) o = 90°
c) a = 50° f) o = 63,43° i)o=16,7°
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EXERCICIS: RESOLUCIO DE TRIANGLES RECTANGLES

1. En els triangles seglients, calcula el valor de [’angle desconegut:

A B o
Triangle 1 58° 25°
Triangle 2 32° 86°
Triangle 3 110° 63’ 22"’ 50°27° 61"’

2. Resol els triangles rectangles seguents:

a) b) <) d)

15cm
3. Resol els triangles rectangles seguents:

a) a=41cm b=40cm g) B=3825 40" a=8,25cm
b) C=75°  a=4cm h) C = 42° 31’ b=125cm
B=45  b=25
©) cm i) B=2?ﬂrad c=125cm

d) b=7cm c=24cm

) T
e) a=11cm b=6cm J)C=1—2rad c=10cm

f)y b=40cm c=40cm

4. Calcula els catets d’un triangle rectangle isosceles d’hipotenusa 12 cm.

5. Calcula l’alcada d’un campanar si a 10 m de la seva base observem el punt més alt
sota un angle de 65° (angle que formen la visual amb [’horitzontal, també conegut

com a angle d’elevacio).

6. Calcula Ualtura a que arriba una escala de 4 m recolzada en una paret i formant un

angle amb el terra de 60°.

7. Un tram recte de carretera de 150 m salva un desnivell de 25 metres. Calcula

’angle d’inclinacio de la carretera.
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EXERCICIS: RESOLUCIO DE TRIANGLES RECTANGLES

8. Un cotxe puja per una carretera que té un pendent de 8,5°. Quants metres haura

pujat en vertical (h) quan hagi recorregut 135 m?

135 m

8,5°

9. Una excursionista ha baixat des del cim d’una muntanya fins a un coll en linia recta.
Si sabem que ha descendit 125 m en vertical i que el pendent del tram que ha baixat

és de 20°, quina distancia ha recorregut?

10.L’ombra d’un edifici és de 10 m quan l’angle d’elevacio del Sol (angle que formen

els raigs solars amb el terra) és de 70°. Calcula l’altura de ’edifici.

11.Quin és l’angle d’elevacio del sol en el moment que "ombra d’un pal mesura el

doble que la seva altura?

12.Una nena esta fent volar un estel amb un cordill de 50 m. El cordill, que esta
totalment estirat, té una inclinacié respecte a U’horitzontal de 45°. Si sabem que la
ma amb qué la nena fa volar Uestel es troba a 1,1 m d’alcada, a quina alcada es

troba U'estel?

13.Des d’un far, que es troba a 46 m sobre el nivell del mar, es veu un vaixell sota un
angle de 35° (angle que forma la visual amb U’horitzontal, també conegut com a

angle de depressio). A quina distancia de la vertical del far ( x ) es troba el vaixell?

4[ 35°

14.Quan un avio vola sobre una ciutat A, l’angle de depressié (mesurat des de ’avid)
d’una altra ciutat B és de 22°. Calcula Ualtitud a qué vola l’avid i la distancia de
’avid a la ciutat B, sabent que la distancia en linia recta entre les dues ciutats és
de 19 km.

89



EXERCICIS: RESOLUCIO DE TRIANGLES RECTANGLES

15.Ens trobem en el punt A, a la vora d’un llac, i volem trobar la distancia, d, del punt

A al punt B. Calcula d a partir de les mesures indicades en el dibuix.

16. Calcula l’area i el perimetre d’un triangle isosceles de costat desigual 12 cm i angle

desigual 30°.

17.Calcula 'area d’un triangle isosceles si els costats iguals fan 7 cm i els angles iguals
fan 74°.

18.L’angle desigual d’un triangle isosceles mesura 44° i Ualtura del triangle fa 6 cm.

Calcula els costats del triangle.

19.Un tripode les potes del qual mesuren 50 cm s’obre de manera que l’angle que
formen cada parell de potes és el mateix. Calcula aquest angle, sabent que la

distancia que separa cada parell de peus és de 30 cm.

20.0brim un compas de manera que els seus bracos, els quals mesuren 15 cm, formen

un angle de 35°. Calcula la distancia que separa les puntes del compas.
21.Calcula els angles d’un rombe les diagonals del qual fan 20 cm i 16 cm.

22.Calcula ’area d’un rombe, si el costat mesura 17 cm i un dels seus angles interns és
de 38°.

23.Calcula l’area d’un hexagon regular de 2 m de costat.
24.Calcula U’area d’un octagon regular de 5 cm de radi.

25.Calcula l'area i el perimetre d’un decagon regular inscrit en un cercle de 13 cm de

radi.

26.Amb les dades de la figura, calcula:

a)a 3”: :
b) B o
0)C oem
d)D i
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EXERCICIS: RESOLUCIO DE TRIANGLES RECTANGLES

27. Per conéixer I’amplaria d’un riu (X) i ’alcada d’un arbre (h) que es troba a la riba
oposada procedim de la manera seguent: ens situem enfront de l’arbre i mesurem
’angle d’elevacio de la seva part més alta (52°). Ens allunyem 15 m en direccid
perpendicular a la vora del riu i tornem a mesurar l’angle d’elevaci6 (26°). Quant

mesuren ’amplaria del riu i l’alcada de ’arbre?

28. Des de la riba d’un riu, veiem un punt situat a l’altra riba sota un angle de 65° (angle
que forma la visual amb la riba del riu on ens trobem). Ens allunyem 25 m per la vora

del riu i observem el mateix punt sota un angle de 40°. Calcula ’amplada (X) del riu.

AVAVAN
N\
X
P EVAVAN
T 25m
29. A quina altura vola l'ocell?
———
18° 45°

.

30. Una antena esta subjectada al terra per dos cables que formen amb l’antena angles
de 28° i 50°. La distancia entre els punts de subjeccié dels cables al terra (alineats

amb el peu de l’antena) és de 100 m. Calcula ’altura de !’antena.
31. L’angle sota el qual es veu la torre d’un far des d’un vaixell mesura 40°. Quan el

vaixell s’apropa 150 m, aquest angle és de 55°. Calcula l’altura de la torre del far

sobre el nivell del mar.
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32. Un avio vola entre dues ciutats, 4A i B (en el seu pla vertical), que disten 27 km.

33.

Els angles d’elevacio de ’avio des de A i B (angles que formen les visuals de ’avid
respecte de U’horitzontal) son de 30° i 45°, respectivament. Calcula a quina altitud

vola ’avio i a quina distancia es troba l’avié de cada ciutat.

L’angle sota el qual veiem el cim d’una muntanya des d’un punt situat al nivell del
mar és de 27°. Si caminem 2.000 m en linia recta i en direccio cap a la muntanya,
encara ens trobem al nivell del mar i ’angle sota el qual veiem el cim és de 48°.

Calcula Ualtitud de la muntanya.
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SOLUCIONS: RESOLUCIO DE TRIANGLES RECTANGLES

Solucions: resolucio de triangles rectangles

1. Triangle 1: B = 97°; triangle 2: A = 62°; triangle 3: C = 18° 28’ 37"’

2,
a) b)
6 cm S
60° [ 3 em
8cm 30°
5,2 cm
d)
9cm 7,28 cm
5,29 cm
3.

a) C=12,68° B=177,32° c=9cm
b) B=15° b=1,04cm c=3,86 cm
c) C=45° a=3,54cm c=2,5cm

d) C=16,26° B=73,74° a=25cm

i) C=18° a=404,51 cm b = 384,71 cm

e) C=56,94° B=33,06° c=9,22cm
f) C=45° B =45° a= 56,57
cm

g) C=51°34"20" b=6,46cm c=5,13cm

h) B =47°29’ a=169,59cm ¢c-=
114,61 cm

j) B=75° b=37,32cm a=38,64cm
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SOLUCIONS: RESOLUCIO DE TRIANGLES RECTANGLES

4.

5.

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

8,49 m

21,45 m

3,46 m

o=9,6°

h=19,95m

365,48 m

27,47 m

26,57°

36,46 m

65,69 m

Altitud = 7676,5 m;
Distancia a B = 20,5 km
d=93,75m

A = 134,34 cm? P = 58,36 cm
A =12,99 cm?

Costats iguals: 6,47 cm;

Costat desigual = 4,85 cm

34,92°
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

9,02 cm
77,32°1102,68°

A=177,73 cm’

A=10,38 m?

A =70,78 cm?

A =496,5 cm?; P =80,34cm
a=3,61; B=56,31%
C = 36,87°% D = 19,44°
Amplaria riu=9,23 m
Altura arbre = 11,82 m
34,46 m

21,32 m

36,77 m

305,16 m

Altitud = 9882,69 m
da = 19,76 km dg = 13,97 km

1882,87 m



EXERCICIS: RAONS TRIGONOMETRIQUES D’UN ANGLE QUALSEVOL

1. Representa en la circumferencia trigonomeétrica els angles segiients i les seves raons

trigonomeétriques:

a) 34° b) 120° c) 240° d) 345°

2. Representa els angles 0°, 90°, 180° i 270° en la circumferencia trigonometrica i

completa el quadre segiient (sense utilitzar la calculadora):

0° 90° 180° | 270°
sin a /

Cos a

~
v

3. Calcula ’angle compres entre 0° i 360° que té les mateixes raons trigonometriques

tg a

que ’angle donat.

a) 1300° b) 5321° c) 435°

. . . 2
4. Troba tots els angles mes petits que 1500° que compleixen que cos a = 7 .

5. Calcula i dibuixa els angles a, compresos entre 0° i 360°, que verifiquen la condicid

seglent. Comprova el resultat amb la calculadora:

a)sina =0,9 b) cos a =0,25 cjtga =-1,5

d)cosa=-0,5 e)sina = -1

6. Calcula i dibuixa les raons trigonometriques d’un angle a que compleix les
condicions segiients, utilitzant les relacions entre les raons trigonometriques.

Comprova el resultat amb la calculadora:
a) Es del segon quadrant i tg a =-2 c) Es del segon quadrant i sin a. = 0,8

b) Es del tercer quadrant i cos a = —% d) Es del quart quadrant i tg a = - 1
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EXERCICIS: RAONS TRIGONOMETRIQUES D’UN ANGLE QUALSEVOL

7.

Indica en quins quadrants es troba cada angle,

trigonomeétriques donades:

a partir de

les

angle cosinus sinus tangent quadrant
a 0,82 -0,7
B -0,67 0,74
y 0,42 0,47
0 -0,77 0,84
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SOLUCIONS: RAONS TRIGONOMETRIQUES D’UN ANGLE QUALSEVOL

1.
a) 34° b) 120° c) 240° d) 345°
sin 34° tg 34° ST m tg 240° / \
Cos 34° cOS 240° /ga ( \cos 345°
tg 120° sin 345°
2.
90°
0° 90° 180° | 270°
sin a 0 1 0 -1 180° 0°
cos a 1 0 -1 0
tea | O | A | 0 | A 360°
3. a)220° b) 281° c) 75°

4. 45°; 405° 765°; 1125°; 1485°; 315°; 675°; 1035° i 1395°
5.

tg 345°

a) 64,16° i 115,84° b) 75,52°1i284,48° c¢) 123,69°1303,69° d) 120°i 240° e) 270°

6. a) cosa=—\/i=—ﬁ; sing = fzi’s c) cosa=-0,6; tgr= 1:
5 5 5 5
b) cosa:—\/gz—g; tgr =+/ ¢ d)

Cosa:+\/i:+£; Sim:—\/ﬁ:—iz
2 2 2 2

7. a > quart quadrant; £ - segon quadrant; y = primer quadrant; ¢ = tercerquadrant

97



EXERCICIS: RESOLUCIO DE TRIANGLES NO RECTANGLES

Exercicis: resolucié de triangles no rectangles

1. Resol els triangles seguents:

a)a=10cm b=6cm c=7cm kyc=13cm b=15cm C=55°
b)a=5cm b=9cm c=2cm )c=5cm A=27° B = 38°
c)a=5cm A=10° B =20° m)b=51cm a=42cm B=23°
da=12cm b=10cm C=23° nja=13cm b=12cm c=5cm
e)a=8cm b=5cm A=37° o)Cc=12cm a=16cm C=56°
fya=12cm b=13cm A=80° p)a=9,4cm cCc=14,7cm B=25,8°
g)a=6cm b=7cm A =52° g a=26cm c=15cm A=36°
h) b=60cm C=30° B = 50° r)b=80m A=63° c=71°
iya=8,5cm b=39cm c=5,1cm s)a=17 cm b=25cm c=15cm
j)c=8cm b=15cm A=53° t)a=11cm b=18cm C=65°

2. Quan U'angle d’elevaci6 del Sol sobre l’horitz6 augmenta de 60° a 75°, ’'ombra d’un

edifici s’acurta 5 m. Calcula U’altura de ’edifici.

3. Dos vaixells surten d’un mateix punt seguint direccions diferents que formen un
angle de 54°. Si els dos vaixells naveguen en linia recta, quina distancia els

separara quan un vaixell hagi recorregut 400 km i ’altre n’hagi recorregut 650?

4. Dos costats adjacents d’un paral-lelogram formen un angle de 70°, i mesuren 27 cm i
31 cm. Calcula les dues diagonals del paral-lelogram, sabent que els angles interiors

d’un paral-lelogram sumen 360°.

5. Estem en una riba del riu (punt C del dibuix) i volem saber la distancia entre dos
punts, A i B, inaccessibles, que son a ’altra riba. Fem les mesures indicades en el

dibuix. Calcula la distancia
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EXERCICIS: RESOLUCIO DE TRIANGLES NO RECTANGLES

6. Calcula el valor de x:

a) b)

40 m

<15 m> 110°

9cm
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SOLUCIONS: RESOLUCIO DE TRIANGLES NO RECTANGLES

1.

2.

a) A =100,29°
b) No té solucio
c)c=14,4cm
d)c=4,8cm
e)c=11,41cm
f) No té solucio
g) C1 = 6,67 cm
¢ =1,95cm
h) c=39,16 cm
i) A=141,26°

j)a=12,02 cm

16,16 m 3.

6. a) 51,44 m

B =36,18°

A =43,53°

b=9,85cm C=150°

k) a3 = 12,85 cm
2 =4,36 cm
) a=2,5cm
m) c= 86,95 cm
n) A =90°
0) No té solucio
p) b=7,46 cm
q) b=36,59 cm
rya=99,09 m
s) A = 41,58°

t) c= 16,66 cm

4. 33,43 cmi 47,57 cm

A=102,58° B = 54,42°
B=22,09° C=120,91°
B, = 66,83° Ci=61,17°
B,=113,17° (C,=14,83°
a=77,13cm A=100°
B=16,69° C=22,05°
B =94,9° C =32,10°
526,17 km

b) 8,49 cm

Solucions dels exercicis de la teoria

A; = 54,06°
A; = 15,94°
b=3,4cm
A=18,77°

B=67,38°

A =33,26°
B=124,18°
c=105,15m
B =102,58°

A = 36,75°

5. 154,07 m

Representacio de les raons trigonomeétrigues d’angles situats en diferents quadrants

a) 45°

sin45°
45°

tg4s5°

cos45°

b) 150°

sin150°

\1 50°

cos150°

tg150°

100

B, = 70,94°
B, = 109,06°
C=115°

C = 138,23°

C=22,62°

C = 120,94°
C=19,82°
B = 46°

C = 35,84°

B = 78,25°



SOLUCIONS: RESOLUCIO DE TRIANGLES NO RECTANGLES

c) 200°

| cos200° /

200°

_—

tg200°

‘Sy

d) 300°

300"/

sin300°

tg300°
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ESCALES

5. ESCALES

Les figures semblants son figures amb la mateixa forma, pero de mides diferents. Aixi,
si dues figures son semblants, les seves mesures mantenen la mateixa proporcid; una és

una ampliacio o reduccio de ’altra.

Quan un objecte no el podem representar a mida real perque és massa gran, dibuixem o
construim una figura semblant a ’objecte real o a una de les seves vistes (planta, alcat
o perfil). Aquest és el cas dels planols, els mapes i les maquetes, que son
representacions de la realitat a mida reduida (en el cas dels planols i mapes, es

representa la planta).

L’escala d’un planol, un mapa o una maqueta és la rad entre les distancies o longituds

de la representacio i les de la realitat.

longitud en la representac
longitud en la realitat

Escala=

L’escala se sol expressar amb la forma | 1 : X |, que significa que:

- Una unitat de longitud de la representacio equival a X unitats de longitud de la

realitat (’escala és independent de la unitat que triem). Aixi:
0 Un cm de la representacio equival a X cm de la realitat
0 Un mm de la representacio equival a x mm de la realitat

0 Un m de la representacio equival a X m de la realitat

- La realitat és X vegades més gran que la representacio.

102



ESCALES

Exemple:

El planol segiient representa una habitacié a escala 1:150. Calcula les mides

reals de I’habitacio:

Cada cm sobre el planol equival a 150 cm = 1,5 m
en la realitat.
Q:Z] Les mides de [’habitacio sobre el planol son:
‘ Q ’_\ Llargada: 5cm  Amplada: 2,9 cm

Calculem les mides reals de [’habitacié6 en cm,
multiplicant les del planol per 150, i després les
passem a metres (també podem multiplicar-les

per 1,5 per obtenir-les directament en metres):
Llargada: 5-150=750cm =7,5m
Amplada: 2,9 - 150 =435cm =4,35m
Area: 7,5 - 4,35 = 32,63 m’

Exercici: Calcula les mides reals d’una habitacio rectangular que, sobre un planol

a escala 1:225, mesura 4,5 cm d’amplada i 8,2 cm de llargada.

Escala grafica

L’escala grafica és una linia graduada on s’indica la longitud corresponent en la realitat

de cada graduacio. Vegem-ne un exemple:

=K. Cad duacid 1 Per tant
0 50 100 150 200 250 km ada graduacio mesura 1 cm. Per tant,

| I I : | | N cada cm sobre planol o mapa equival a 50
km de la realitat.
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EXERCICIS: ESCALES

1. Calcula Uarea util del pis representat en el planol segiient i ’area de cada habitacio:

Cuina Bany
|-\ Dormitori 1
Menjador i sala d’estar j Escala 1:110

Dormitori 2

~

2. Hem fet una maqueta d’un avi6 a escala 1:250. Si la llargada de la maqueta fa 24 cm, quina

és la llargada real de ’avio?
3. Quina és la distancia real entre dos punts que sobre un mapa a escala 1:40.000 disten 5 cm?

4. En un mapa de carreteres a escala 1:500.000, la distancia en linia recta entre dues ciutats fa

7,8 cm. Quina és la distancia real?

5. Utilitzant el mapa segiient, calcula la distancia real en linia recta entre:

a) Barcelona i Girona
b) Barcelona i Tarragona

¢) Barcelona i Lleida

0 30 60 90 120 150 km
| [ [ [ [ |
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SOLUCIONS: ESCALES

1. A pis = 64,6 m* A menjador = 25,9 m%; A cuina = 8,9 m%; A bany = 6,4 m’;

2, _ 2
A dormitori 1 = 12,8 m*; A dormitori 2 = 9,5 m".

2. 60m
3. 2km
4. 39 km

5. a)83km b)83km c) 130 km
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TEMA 5: VECTORS EN EL PLA

1. Vectors en el pla.

2. Rectes en el pla.
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VECTORS EN EL PLA

1. VECTORS EN EL PLA

Quan treballem en dues dimensions (en la pissarra, en un paper, en planols i mapes, en

les vistes d’una figura, etc.), es diu que treballem en el pla.

Si treballem en tres dimensions, es diu que treballem en I’espai.

En aquest tema, estudiarem vectors i rectes en dues dimensions, és a dir, en el pla.

Punts del pla

El pla esta format per un conjunt infinit de punts.

Recordem que, en un sistema de coordenades cartesianes, la posicié de cada punt del

pla és determinada per dues coordenades (x,y), anomenades abscissa (x) i ordenada (y).

Exemple: Escriu les coordenades dels punts representats en els eixos

de coordenades segiients:
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Exercicis:

1. Escriu les coordenades dels punts seguents:
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VECTORS EN EL PLA

2. Representa els punts donats en uns eixos de coordenades:

A(1,5); B(4,3); C(0,6); D(-5,2); E(-1,3); F(-4,0); G(-3,-7); H(-1,-5);
1(0,-3); J(5,-1); K(2,-4); L(1,0); 0O(0,0).

Definicié de vector

Un vector lliure (V) és un segment orientat (una fletxa) determinat pels elements

seguents:

direccid
El seu modul (M) : la longitud del segment.

\
sentit
La seva direccio: la de la recta sobre la qual es troba. modul

El seu sentit: el que indica la fletxa (cada direccio té dos sentits).

Els vectors lliures es representen per lletres minlUscules amb una fletxa a sobre

(V,U,W, a...).

Exemples:

1. . Modul: M:‘ﬁ‘:2,5cm; lecm
- w
/ / \ Direccio i sentit:

V i utenen la mateixa direccio (la de la recta que

forma 36,9° amb ’horitzontal) i sentits oposats.

W esta sobre una recta que forma 53,1° amb

I’horitzontal.
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VECTORS EN EL PLA

2. Hi ha magnituds fisiques (com ara la velocitat, la forca, "acceleracio, etc.) que no
queden ben determinades donant Unicament un nombre, cal donar-ne també la
direccio i el sentit. Per representar aquestes magnituds, anomenades magnituds
vectorials, es fan servir vectors. El vector ens informa de la intensitat (modul), la

direccio i el sentit de la magnitud. Vegem-ne dos exemples:

a) Sobre un objecte s’aplica una forca b) Un cotxe va a una velocitat v
F F v ]
/ ~Z  M=80km/h
‘?‘ =10 N ues
El vector velocitat ens indica la
El vector forca ens indica la intensitat velocitat (modul del vector = 80 km/h) i
de la forca (modul del vector = 10 la direccio i el sentit del moviment.

Newtons), la direccid i el sentit en que

s’aplica la forca.

Quan un vector uneix dos punts A i B del pla, anant de A a B (amb la punta de la fletxa

en B), s’anomena vector fix d’origen A i extrem B. Es representa amb AB.

. B - EL modul del vector ABés la longitud del segment AB.
AB extrem - La direccié de ABés la de la recta que passa per A i B.

- AB i BA tenen la mateixa direccié i sentits oposats.
origen

Vectors equipol:lents (o equivalents)
Dos o més vectors fixos son equipol-lents si tenen el mateix modul, la mateixa direccio

i el mateix sentit.

E

Tots els vectors fixos equipol-lents a un vector donat representen el mateix vector

lliure, independentment d’on estiguin situats. Hi ha infinits vectors equipol-lents a un

vector donat, i s’obtenen movent aquest vector paral-lelament en el pla.
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Components d’'un vector

Els components cartesians (o coordenades cartesianes) d’un vector lliure V son les

coordenades de l'extrem del vector, quan situem 'origen del vector en l'origen de

coordenades (O) d’uns eixos cartesians. Coincideixen amb les projeccions ortogonals del

vector sobre els eixos de coordenades.

A partir d’ara, quan parlem dels components d’un vector, ens referirem als components

cartesians.

Escrivim els components d’un vector V de la manera seglient: V= (vl,vz) .

Nota:

s’anomena vector de posicio del punt A.

El vector O—A, que té per origen l’origen de coordenades i per extrem el punt A,

Els components de OA coincideixen amb les coordenades del punt A.

I s T - B n R I r
i : ; : ; | | : ; : ;
i ; ; ; ; | | ; ; ; ;
1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2 I I 1 1 1 1
| ENRN N | [ R AN R —— oo R [ | R | L
i | b T 7 i ) y | y
i ; | ; ; | | ; ; ; ;
i ; ; ; ; | | ; ; ; ;
i ; ; Wi - | ; ; ; ;
i ; : 3 1 | L : ; :
| | i b T -7 - S E e e e e g B T
. ! — ; u ‘ . ! .
1 1 1 1 I I 1 1 1
i ) ) ) b | T ) ) )
+ f f f f t t + + t t
o4 3 k24 .2 13 4 5
1 1 1 1 I I 1 1 1 1
i ! : v | | | ) ) ! )
[ - R I . S [E S [ R '
| ) y . S B i : ; ) '
i ; ; ; ; | | ; ; ; ;
i ; ; ; ; | | ; ; ; ;
1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1
| Y R ! _____L___'_2 S .Y | S [
T 1 ] 1 T T Il 1 T 1 i
i ) | ) | | i ) | ) |
i ; ; ; ; | | ; ; ; ;
i ; ; ; ; | | ; ; ; ;
1 i i i ) i i i i i i
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

cl <l

Z|

Exercici: Escriu els components dels vectors seguents:

Nota: Els vectors horitzontals i verticals tenen un component igual a zero.

També podem interpretar els components d’un vector V com els moviments, en la

direccio dels eixos, per anar del punt origen al punt extrem del vector:

0 Vv, 2> moviment en la direcci6 de l’eix 0X {
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- positiu cap amunt

0 V, > moviment en la direccio de l'eix 0Y
- negatiu cap avall

Exemples: a= (1,—2) — 1capaladreta, 2 cap avall.
5 = b= (3, 2) — 3 capaladreta, 2 capamunt.
y ; Z - Cc= (—5,—2) — 5capalesquerra, 2 cap avall.
- o d= 2,0) — 2 capaladreta.
d ;\ e= (—3,1) — 3capalesquerra, 1cap amunt.

Exercici: Escriu els components dels vectors seguents:

a= d=
B: _é:
Cc= =

Calcul dels components d’un vector fix

Els components del vector AB es calculen

restant a les coordenades de U'extrem B les

coordenades de Uorigen A:

A(al,az)}ﬁ AB = (b -a,.b, -a,)

(extrem—origen)

Exemples:

1. Donats els punts A(2,1) i B(6,3), calcula els components del vector v=AB.

-1 N B
1 YA V... =3-1
""1 iiiiiiiiii / ' |
A vi=6-2
0
1 0 1 2 3 4 5 6
I S A
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,,,,,,,,,,,

Comprova-ho graficament:

A-2,2)] —
- AB=(3,-4)=(x-(-2),y— =(x+ 2y- 0
B(x,Y) ( ) ( 3 ( 3 -3 2 ‘-1\0 £
SR S )
3=Xx+2-x=3-2=1-x=1 ]
- - B(L-2) L2l NGB
“4=y-2-y=-4+2=-2-y=-2 .

Exercicis:
1. Donats els punts A(1,1),B(6,3),C(-1,3),D(-3,1),E(3,1),F(4,-2),G(-1,-2),H(-3,-2); calcula,

analiticament, els components dels vectors: Ké, CD , EF R GH . Comprova-ho

graficament.

2. Calcula Uorigen del vector AB = (3,-4), sabent que U’extrem és el punt B(-2,2).

Comprova-ho graficament:

Sol.: 1. AB=(5,2); CD =(-2,-2); EF =(1,-3); GH =(-2,0) 2. A(-5,6)

114



VECTORS EN EL PLA

Dos vectors fixos equipol:lents tenen els mateixos components:

Exemples:

components:
: . oo 1?""
2 — A(2,1)
1 I T B(6,3)
1 0 - T e C(O,—l)
. . D43

D, sabent que ABCD és un paral-lelogram.

Perque ABCD sigui un paral-lelogram AB=DC:

A-2-9) =
B(1-2) }_»AB—(l (-2),-2- 3)=(31
DY) == _/5 o4

C(2,1)}_’ DC=(2-x,1-y)

AB=DC - (3, =(2-x,1-y) q{

1. Comprova que els dos vectors equipol-lents del grafic segiient tenen els mateixos

- AB=(6-2,3-1=(4,2- AB=(4,2)

}a CD=(4-0,1- 1) =(4,9 ~ CD=(4,2)

3=2-X->Xx=2-3=-1-x=-1
1=1-y - y=1-1=0-y=0

~ D(-1,0)

Exercicis:

graficament que AB i CD sbn equipol-lents.

1. Donats els punts A(-1,0), B(1,2), C(1,-1) i D(3,1), comprova analiticament i
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2. Donats els punts A(-1,-1), B(1,1) i C(4,1), troba, analiticament, les coordenades d’un

quart punt D, sabent que ABCD és un paral-lelogram. Comprova-ho graficament.

Sol.: 1. AB=CD =(2,2) 2. D(2,-1)

Calcul del modul d’un vector a partir dels seus components

En la figura 1, veiem que el modul d’un vector és la longitud de la hipotenusa d’un
triangle rectangle que té per catets els components del vector. Aleshores, per calcular

el modul d’un vector coneguts els seus components, apliquem els teorema de Pitagores.

v=(w,V,) - M:«/vfﬂ/z? v v,

figura 1

Exemple: Calcula el modul del vector V= (-5,3).

v=(-53 - \\7\:\/(—5)%32: J34

Exercici: Calcula el mddul del vector V = (-1,8)

Sol.: \/6_5
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Argument d’'un vector
L’argument a d’un vector lliure Vv és I’angle que forma el vector amb la part positiva

de Ueix 0X, quan situem |’origen del vector en l'origen de coordenades (figura 2).

Mesurem l’angle en sentit directe o positiu (sentit contrari al de les agulles del
rellotge), des de ’eix OX.
Tal com podem observar en la figura 3, per calcular I’argument a d’un vector a partir

dels seus components, utilitzem la formula de la tangent de o.

figura 2 2 _ figura 3
- a =argument de V -
\Y \) V.
11 v, tg o =-2
0 a 2 h
o 1 2 3 Vi

Exemple: Calcula I’argument dels vectors V= 3,2)i "E (-3,3).
v=(32 - tga=ﬁ=§= 0,6

33,69% 180- 213,6

w=(-3,3 - tga=i=_%=—] :
L > 2
_ —45°= 315° P v Cq| a=l135
- —450+ 180 1350 N A
-4 -3 -2 -1 0 1 2
| 1 | L |

Nota: Recordem que hi ha dos angles, x i Xx+180° que tenen la mateixa tangent.

Per saber quin dels dos angles és el que busquem, hem de representar graficament

el vector i el seu argument.
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Exercici: Calcula l’argument dels vectors E (2,2)i W= (-3,-1). Representa’ls

graficament.

Sol.: 45°i 198,43°

Forma polar d’un vector
Un vector lliure v pot venir determinat pel seu modul i el seu argument a. En aquests

casos, s’expressa en la forma polar, que és del tipus:

M - Forma polar de v
a

Per calcular els components d’un vector a partir de la seva forma polar, utilitzem la

trigonometria, tal com s’indica a continuacio:

Vv A - .V, -
v, cosa = — |V, =|v|[cosr Sy == - v2=MDsm
\'

Exemple: Calcula els components del vector v = 530

V=(5cosso°,5sin30cr(§ —gj = (4'33,2'5

Exercici: Calcula els components del vector v=2,,..

Sol.: (—v/2,-V2) = (-1'41-1'41
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Operacions amb vectors

Podem operar amb vectors graficament (dibuixant-los) o analiticament (operant amb

components).

Suma de vectors

Graficament

Quan col-loquem un vector a continuacié d’un altre (I’origen d’un d’ells en "extrem de
’altre), el vector que va de ’origen del primer a ’extrem del segon és el vector suma

d’aquests dos vectors.
Aixi, per sumar dos vectors, Vv i U, graficament, procedim de la manera segiient:

Col-loquem L’origen del vector U en Uextrem del

vector V.

Dibuixem el vector suma s=v+u , que és el vector

que té per origen

l’origen de vi per extrem U’extrem d’ u.

Regla del paral-lelogram
Si dibuixem els vectors v i U amb origen en un punt

comU i completem el paral-lelogram que té per

costats consecutius Vv i U, el vector suma

s=v+U és el vector que té el mateix origen que v
i coincideix amb una diagonal del paral-lelogram.
Analiticament

Per sumar dos vectors, Vv i U, amb components, se sumen els components de la

manera segient:

~ s=v+u=|(v,Vv,)+(u,u,) = (v, +u,v,+u,)
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Exemple: Donats els vectors V= (1,2)i us= (3,1), calcula v+ U , analiticament i

graficament. Comprova que et surt el mateix resultat.

77777

o gy
s=v+u=(L2)+(3)=(t 3,2 1=|( 4.7 . (/“3/927
Ve

: 5=(4.3) |

Exercici: Donats els vectors V= (4,-1) i u= (-1,-2), calcula V+u , analiticament i

graficament. Comprova que et surt el mateix resultat.

Multiplicacié d’un vector per un nombre real

Graficament
Donat un vector Vv i un nombre real k, el vector producte de k per v, k [V, és un altre

vector que té el modul, la direccio i el sentit seglients:

- Modul: el modul de v multiplicat per |k|. ) % %
- \Y)

- Direccié: la mateixa que V. /

- el mateix sentit que \7, si k és positiu.

- Sentit: {

- sentit oposat al de v, si k ésnegatiu.

Es representa amb kv (s’omet el punt que fa de signe de multiplicar).
Analiticament

Els components de kv s’obtenen multiplicant per Kk els components de v

— —

V=(v,V,) - kv=|k(v,Vv,) = (kI kI,
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- v - 1- - " .
Exemple: Donat el vector v = (-2,1), calcula 3v, -3y, EV i -Vv. Fes-ho analiticament i

graficament i comprova que et surt el mateix resultat.

””” TN N

U
<

v=3[-2,9=(3€2),3)=(- 6,8~| 8=(- 6)

~3v=-3(~-2,)=(- 3% 2)r TY=( 6 B~ |- B=( 6 ) -~

--------- +3V
=20 = e 2ol = - 1Y) o | N2 - Y <&
FARFRI (ZE( 2)’zmj ( 1’2j 2 ( I IO
) ] = S
~v=-10-29)=(-10c2)- T}=( 2> - |-v=( 21 | LY

- - -~ 1= - iy .
Exercici: Donat el vector v= (4,-2), calcula 2v, —3v, -—V i —V , analiticament i
- 4

graficament.

Sol.: (8,-4); (-12,6); (-1,1/2); (-4,2)

Nota: El vector -v s’anomena vector oposat a Vi té: el mateix modul que v, la

mateixa direccio que V i el sentit contrari al de v.

Resta de vectors

Graficament

Per fer la resta de dos vectors v—u, sumem al vector v U'oposat del vector u:

V-u=v+(-u)

Graficament, construim el vector —u i el sumem al vector v. Ho podem fer dibuixant

un vector a continuacio6 de ’altre o utilitzant la regla del paral:-lelogram:
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(regla del paral-lelogram)

Analiticament

Per restar dos vectors amb components, es resten els components de la manera
seguent:

~ s=v-u=|(v,Vv,) - (u,u,) = (v,~u,v,~u))

Exemple: Donats els vectors V= (1,2)i us= (3,1), calcula v-u , analiticament i
graficament. Comprova que et surt el mateix resultat.

r=v-u=(12-(39=(+ 3,2 }=|(- 2

Exercici: Donats els vectors V= (4,-3) i u= (-1,-2), calcula v-u , analiticament i

graficament. Comprova que et surt el mateix resultat.

Sol.: (5-1)
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Combinacio lineal de dos vectors

Anomenem combinacié lineal de dos vectors v i W una expressio del tipus:

k,v+k,u| on k; i k, son dos nombres reals.

Graficament

Per realitzar graficament la combinacié lineal k,v+k,u, dibuixem els vectors k [V i
K, [0 (un a continuaci6 de ’altre o amb [’origen en un punt comq, si volem utilitzar la
regla del paral-lelogram) i els sumem.

Analiticament

Per fer la combinacié lineal en components, fem primer els productes i després la

suma. També podem fer la combinacid lineal dels components directament:

—

V= ) - -
— (Vl VZ) - k1V+k2U :(k1w11k1w2)+(k2ml’k2m): (k1|3|/1+k m Ik\{ 2+k @J l

u=(u,u,)

Exemple: Donats els vectors V= (2,1) i G=(1,-1), calcula 2v-3u analiticament i

graficament i comprova que et surt el mateix resultat.
v-3u=202,1)- 301~ 1= (4.2F ¢ 3,3F (4 32 3] @}

0 bé, fent directament la combinacio lineal dels components:

2v-3u=2[2,1)- 301~ )=( 22 BL2* B }=( 4 32)3[ (]
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Exercici: Donats els vectors V= (-3,1) i u= (-1,2), calcula —V+2U analiticament i

graficament i comprova que et surt el mateix resultat.

—————————————————————————————————————————

-----------------------------------------

_________________________________________

*****************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Operacions combinades

Vegem exemples de com es realitzen, analiticament, operacions combinades amb

vectors:

Exemple: Donats els vectors V= (-1,5), u= (-6,-3) i W= (1,4), calcula:
a)2\7- 5u
b) -\7-§G+ 3w
ow-2({v-u)

a)2v-50=2[(-1,5)- 5)-6,-3F ¢ 2,10y (30,15)( -2 30,30 5| (28)

b>-0-§a+3vv=—(—1,5)—§t(-6,-3>+ IL4F & 5 42 31

=(1+4+3~-5+ 2+ 12=|( 8,

c)Vv-2[@0-a)=(1,4)-2[q (-15)-(-6,-3)= (L4)-4 4 66 )3 (1,4245,8=

=(L4)+ 10~ 16F (+ 10,4 1635[« 9, 1p)
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Exercici: Donats els vectors V= (2,-4), u= (-1,6) i w= (-3,-4), calcula:

a)3\7-2ﬂ=

Sol.: a) (8,-24) b) (18,0) «¢) (-7,12)

Vectors paral-lels o proporcionals

Diem que dos vectors son paral-lels o proporcionals quan tenen la mateixa direccid.

/'/'//

Per calcular un vector paral-lel a un vector donat v, només cal multiplicar v per un

nombre k qualsevol, ja que Vv i kv tenen la mateixa direccié (quan multipliquem un

vector per un nombre es manté la direccid):

Exemple: Donat el vector V= (-2,1), troba tres vectors paral-lels a V.

- Multipliquem v per 2: 2§=2E(-2,1)=

- Multipli V per 3: 3v=30{2,1)=] (6,3 -V
ultipliquem v per 1-2,1) Y

- Multipliqguem v per -1: —:/:—1E(-2,1):
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Exercici: Donat el vector V= (-2,3), troba tres vectors paral-lels a V.

Sol.: Infinites. Per exemple: (-4,6); (-6,9); (2,-3)

De la mateixa manera, dos vectors Vi u son paral-lels si existeix un nombre real k que
verifiqui que v=Kku.

Aixi, si dos vectors v = (vl,vz) ju= (u;,u,) son paral-lels:

V=(v,V,)

u=(u,u,)r - v=ku - (v,,v,) =k fu,u,) - (v,v,) =(km k)
paral 1els

<

2

k=a=Y2
u2

v, = k[,
- v, = k[, -

£ =

Per tant, dos vectors son paral:lels si el quocient dels seus primers components és igual

al _quocient dels seus segons components, és a dir, si els seus components son

proporcionals.

Quan dos vectors son paral-lels, diem també que son linealment dependents. Si no sén

paral-lels, diem que son linealment independents.

Exemple: Esbrina si els parells de vectors segiients son paral:lels:

a) vV=(-6,2)i u=(-9,3) b) W= (-10,-8) i z= (5,-4)
-6_2__ - , -10_ _,_-8_ ,
_—9—§—0,6950nparal lels 5 - 2¢_4—29 no son
paral-lels

Exercici: Esbrina si els parells de vectors segiients son paral:lels:

a) V= (-10,5) i U= (4,-2) b) W= (-2,5) i 2= (3,-8)
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Sol.: a) son paral-lels b) no son paral:lels

Producte escalar de dos vectors

Si fem coincidir els origens de dos vectors lliures Vi a,

observem que formen dos angles, a i 360°- a. Definim |’angle -
que formen dos vectors V i U com el més petit d’aquests  3¢00. a
dos angles.

<l

S’anomena producte escalar de dos vectors vV i U, i es

representa amb V[, el nombre real que s’obté de fer les operacions segiients:

\7@] _ \7 - [Gos on a és l’angle que formen els dos vectors
- a (per mesurar o es fan coincidir els origens
dels vectors)

Exemple: Calcula el producte escalar de dos vectors vV i U sabent que formen
un angle de 60° i que els seus moduls son: M =5i ‘u‘ =8.

Vil = M Elli‘ [osa = 518Jcos 602 2

Exercici: Calcula el producte escalar de dos vectors V i U sabent que formen

un angle de 35° i que els seus moduls son: M =3i \G\ =4.

Sol.: 9,83

Calcul del producte escalar amb components

Normalment, no coneixem [’angle que formen dos vectors, pero si que coneixem els

seus components. El producte escalar de dos vectors Viues pot calcular amb

components de la manera segient:

v=(v,, —
_ () S VI = v, [, +Vv, [,
u=(u,u,)

Exemple: Calcula el producte escalar dels vectors V= (-6,9) i u= (2,-4).

v =(-6,9)02,-4)=- 602+ O¢ 4r- 12 36[- 4
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Exercici: Calcula el producte escalar dels vectors V= (-1,-3) i u= (4,-1).

Sol.: -1

Calcul de 'angle que formen dos vectors

Per calcular I’angle a que formen dos vectors, aillem cosa de la formula del producte

escalar i substituim V[0 per Uexpressio que calcula el producte escalar amb
components. Una vegada obtingut cose, podem calcular « utilitzant la tecla cos” de la
calculadora (la calculadora ens dona la més petita de les dues solucions possibles, que

és la que ens interessa).

_Vlml+v2 lj’lZ

cosq = YL -V Y
ML

vl :M ['1]‘ [¢osa —

Exemple: Calcula I’angle que formen els vectors V= (-1,3)i u= (2,3).

- =

_VI _wItv,W,  AR+3B 7 7 e
Cosa_MElﬁ_ l \3{@\2 2_\/(—1)2+3ZB/22+32_\/EB/1_3_x/130H

Exercici: Calcula l’angle que formen els vectors VE (2,-5) i u= (-3,4).

Sol.: a =164,93¢

Vectors perpendiculars o ortogonals

Dos vectors, vV i U, son perpendiculars o ortogonals si formen un angle recte. Es

representa amb v[lu.
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Com que cos90% (, si dos vectors son perpendiculars, el seu producte escalar és igual

ao:

siviu — vm:M@

D’altra banda, si el producte escalar de dos vectors no nuls és 0, aleshores cosa = Q i,

Rsosa:\?/\[lﬁ\mcos9oeM @\D & 0 | vii=0

per tant, a =90°i els vectors son perpendiculars:

— —

Sivii=0 - M[.ﬁ‘m:osazoa cor= 0> a= 90% |vOu

Exemple: Esbrina si els parells de vectors segiients s6n perpendiculars:
a) v=(-3,5)i u=(15,9)
v =(-3,5)(15,9= - 3115 B¢ - 45 45D‘ - son perpendiculars

b) W= (-4,2)i z=(3,4)
vii= (-4,2)03,4)=-413 214- 12 & Elélt - no son perpendiculars

Exercici: Esbrina si els parells de vectors segiients sén perpendiculars:

a) V= (2,-7) i U= (-1,4)

b) W= (-1,6) i z= (6,1).

Sol.: a) no b)si

Calcul de vectors perpendiculars a un vector donat

Hi ha infinits vectors perpendiculars a un vector donat.

- En la figura de l’esquerra veiem sis vectors

perpendiculars a un vector v. De la mateixa
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Tanmateix, en el pla, només hi ha dos vectors perpendiculars a v i que tenen el mateix
modul que v.

Si v= (a, b) , els vectors (-b,a) i (b, -a) son vectors perpendiculars a v i amb el mateix

modul que v:

(ab)/=[(-b.a)| = (b.-a)

Demostracio:
(a,b)[{-b,a)=al-b)+ba=-ab+ba=0- (ab)I(b,a)

(a,b){b,-a)=ab+b{-a)=alb-ba=0- (ab)I(b,a)

|(b,-a)| =/b + (-a)* =v/b?+a’ =|(a,b) |(-b,a)| =/ ()’ +a% =/b? +a® =|(a,b)

Exemple:

Siv=(12) - {E;Z_ll))

]
Comprovacio: i

son perpendiculars a V= (1, 2)

(L2)f-29=-2+ 2= 0~ (L 2O(- 2)
(L2)M2-)=2=2=2 0~ (L20( 2 11

il st |
l
i
l
I
Ao __L____1
i
l
I
l
i
- "1~ ---r-----1
I
i
I
i
i
I
i
I
i
Hd-————t-—-—d

~

Calculem els seus moduls:
(L2)=VE+Z =45

(-22)=y¢2f +£=V5

(2-1) =2+ 1 =5

R Ay

Si el vector u és perpendicular a \7, qualsevol vector paral-lel a u també és

perpendicular a v:

Si viu - vdau

Aixi, per calcular un vector perpendicular a un vector del pla v, hem d’invertir els

components de v i canviar-ne un de signe. Si volem calcular més vectors

perpendiculars, només hem de trobar vectors paral-lels a |’obtingut:

(ab)Oa(-b,a)

130



VECTORS EN EL PLA

Exemple: Calcula cinc vectors perpendiculars al vector V= (-3,5).

Els vectors segilients son perpendiculars a v:

(5,3); -5~3); (10,6); (15,9); (20,12

Exercici: Calcula cinc vectors perpendiculars al vector V= (4,3). Ho pots comprovar

graficament.

Aplicacions geometrigues dels vectors

Els vectors son molt Gtils per resoldre molts problemes geometrics. Vegem-ne uns quants
exemples:

Punt mitja d’un segment

El punt mitja, M, d’un segment AB és el punt que divideix el segment en dos segments

de la mateixa longitud.

Fent servir vectors, es dedueix que cada coordenada del punt M és la semisuma de les

coordenades corresponents dels punts Ai B: B

A(ai,az)} RN (a1+bl’a2+b2j Ay

B(b,b,) 2 2

Demostracio:

Si dibuixem els vectors AB i AM, observem que AB =2[AM . M
D’aquesta expressid podem aillar les coordenades de M per A /
expressar-les en funcio de les coordenades de Ai B:

} - (b-a,b,-a,)=2(x-a,y-a,) - {bl_aizzux_al)

bz_az =2Hy_a2)

AB = 2[AM
A(al’aZ)' B(bl’bZ)’ M (x,y)
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o —one o _ _b+a
q a =2 231—>2(—b1 a1+a1_b1+a1_’x_ 2 M(al+bl 82+sz
2 2

b-8,=2y-2, - Y=b,-a,+ %12=b2+az*y=b2;az

Exemple: Calcula el punt mitja del segment d’extrems A(2,5) i B(4,2).
2+4 5+ 2 6 7 7

Exercici: Calcula el punt mitja del segment d’extrems A(1,-5) i B(-8,-3).

Punts alineats

Diem que tres punts estan alineats quan pertanyen a una mateixa

recta.

Des d’una perspectiva vectorial, tres punts estan alineats si, i A

només si, els vectors que uneixen aquests punts son paral:lels.

Aixi, per saber si tres punts A, B i C estan alineats, n’hi haura prou de comprovar si els

vectors AB i AC (o altre parell de vectors que uneixin aquests punts) son paral:lels.

Exemple: Indica si els punts A(2,5), B(4,2) i C(6,-1) estan alineats.

AﬁB=(4—2,2—3=(2,—3}_>2=—_3_1 —
4" 6 2

. == . ABi ACson paral-lels - A, Bi C estan
AC=(6-2-1-5=(4-9

alineats.

Exercici: Indica si els punts A(1,3), B(-1,2) i C(8,4) estan alineats. Pots comprovar-

ho graficament.

Sol.: No estan alineats
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Divisié d’un segment en n parts iguals

Per calcular els punts que divideixen un segment en n (un nombre natural) parts iguals,

procedim com s’indica en els exemples seglients:

Exemples:

1. Donats els punts A(1,4) i B(7,1), calcula les coordenades dels punts que

divideixen el segment AB en tres parts iguals. e S
SN PR o N N SR N
- Calculem My (xy): L N M
— 11— 1 M, |
AM, == AB - (x-1y-4)==(6-3=(2-) i z
3 3 o NGB
X-1=2 - x=2+1-x=3 M(33) 0
Tly-4=-1ny=-14any=g LERTTL e o op e o0
- Calculem M (x,y):
X-1=4 - x=5

M. (5%

AM, ==AB - (x-1Ly-4)==(6-3=(4-32 - -
2 3 (X y ) ( 3 ( 3 {y_4:_2_>y=2

2. Donats els punts A(1,1) i B(5,4), calcula les coordenades dels punts que

divideixen el segment AB en quatre parts iguals.

- Calculem My (x,y)::

A—Ml=%ﬁ3 R (x—l,y—1)=711(4,3=(1§j

X=-1=1- x=2 7
— - M 2,_
y-1=3 y=1 1( 4)

4 4

- Calculem M, (x,y)::

x-1=2 . x=3
e 1 3 5
AM, =3 AB (x—1,y—1)=5(4,3)=(23)ﬁ 3 5 - M2(3,—j

-1==_, y== 2
1=5-v=3
- Calculem Mz (x,y):
x-1=3- x=4
AV, =228 - (x-1y-1)=>(a3=[ 32| o 13- Mm[al
4 4 4 y-l:__)y:_ 4
4 4
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Exercici: Donats els punts A(2,-1) i B(4,2), calcula les coordenades dels punts que

divideixen el segment AB en tres parts iguals.

Sol.: Ml(g’oj; Mz(l—??,lj
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Nota: Es aconsellable fer la comprovaci6 grafica dels exercicis, sempre que sigui possible,

encara que l’enunciat no ho demani.

1.

Indica dos vectors de la figura que:
a) Siguin equipol-lents.
b) Tinguin la mateixa direccid i el mateix modul, pero el sentit diferent.
c) Tinguin la mateixa direccio, pero el sentit i el modul diferents.
d) Tinguin la mateixa direccid i el mateix sentit, pero el modul diferent.

e) Tinguin el mateix modul, pero la direccié diferent.

f) Tinguin un component nul.

Calcula els components i el modul dels vectors de ’exercici 1.
Representa graficament els vectors lliures segiients:

v=(-4,3); u= (-5,0;w= €2 3);z= (0; 2)p= (4 1

Donats els punts A(3,1), B(-5,1), C(-4,-2), D(0,-3); calcula, analiticament, els

components i el modul dels vectors segiients:

a) AB b) BA c) BC d) CB e) CD f) AD
Calcula extrem del vector AB = (-2,8), sabent que ’origen és el punt A(1,—3).
Calcula Uorigen del vector AB = (3,—4), sabent que U’extrem és el punt B(0,—-1).

Donats els punts A(3,0), B(2,3), C(-2,1), D(7,2); esbrina, analiticament, si els

vectors segilients son equipol:lents:

a) AB i CD b) AC i DB
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Donats els punts A(-3,-1), B(0,5), C(-7,4); troba les coordenades d’un quart punt D,

sabent que AB i CD s6n equipol-lents.

Donats els punts A(-2,-1), B(1,1), C(2,0); troba les coordenades d’un quart punt D,
sabent que ABCD és un paral-lelogram. Calcula el perimetre d’aquest

paral-lelogram.

Les coordenades del punt B son el triple de les del punt A. Sabent que

AB = (8,12), calcula les coordenades dels punts A i B.

Les coordenades del punt A son el doble de les del punt B. Sabent que

AB = (—2, 5) , calcula les coordenades dels punts Ai B.

Donats els vectors \7=(—1,3), us= 2-1) i Vv=(0,4), calcula analiticament i

graficament:

— —_— —

a) v+u c) V-w e) 3 g) —2u i)
2v+3U

- S - 1-— )
b) u+w d) v-u f) —v h) EW j)
wW—2v

Donats els vectors V = (7,-4), us= 5-2)i w= (-6,0), calcula analiticament:
- - 2 - - -

a) Sv—2u b) 3v—§w c) —W—3[Qu-v) d)

~3u+5v+w

Troba quatre vectors paral-lels al vector v= (-5,4).

Esbrina si els vectors segiients son paral-lels:

a) v=(10,-20)i U= (-2,4) b) w=(-2,-5)i z=(3,7)

Calcula el producte escalar de dos vectors v i G, sabent que formen un angle de

17° i que els seus moduls son: M =7 \G\ =12.

136



EXERCICIS: VECTORS EN EL PLA

17.Calcula el producte escalar de dos vectors Vi a, sabent que formen un angle de

18.

19.

120° i que els seus moduls son: M =11i H =4,

Donats els vectors V = (7,-4), us= 5-2)i w= (-6,0), calcula analiticament:
a) viU b) v c) wili

Calcula ’angle que formen els vectors segients:

a) v=(-5,-2) i u=(5-1) b) w=(7,3)i z=(4,-1)

20.Calcula ’angle que formen els vectors segiients i extreu conclusions amb relacio a

21.

22.

23.

24,

25.

la seva direccio i sentit:

a) v=(5,2) i u=(10,4) b) w=(-3,15)i z=(2,-10)

Esbrina si els parells de vectors segiients sén perpendiculars:

a) v=(3,4) i U=(-5,4) b) w=(-3,4) i z=(8,6)

Calcula dos vectors perpendiculars al vector donat que tinguin el mateix modul que
aquest:

a) v=(8,9) b) u=(-14) ¢) z=(-2,-10)

Calcula cinc vectors perpendiculars al vector v= (-3,-2).

Calcula el punt mitja del segment d’extrems:

a) A(-2,-5) iB(4,-3). b) A(5,-6) i B(4,-4).

Indica si els punts donats estan alineats:

a) A(-2,1), B(-1-1)i C(4,0). b) A(-2,1), B(L2i C(4,3).

26.Donats els punts A(-3,-1) i B(3,2), calcula les coordenades dels punts que divideixen

el segment AB en:

a) tres parts iguals b) quatre parts iguals

137



SOLUCIONS: VECTORS EN EL PLA

Solucions

1. a)bif b) gii; dih c)aii d) aig
f)eij

2.
a=1)  c=(13  e=(29 G=( 2.
b=(31 d=(2-9  f=(3) h=(-2)
B =2 = 0 =0 =5 2= Tofg =
-5 - -1

3.

4. a) Ké:(—s,O);\XE\:s
b) B—A=(8,0);\ﬂ= 8

c) BC = (1,-3);|BC|=V/10

5. B(-1,5)
6. A(-3,3)

7. a) No son equipol-lents.

b) Son equipol-lents.

d) CB = (-1,3);|cB| = /10

e) CD = (4,-1);[cD| =17

f) AD =(-3,-4);|aD| = 5

8. D(-4,10)

9. D(-1,-2)

10. A(4,6)iB(12,18)

11. A(4,-10)1 B(2,-5)
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12. a) (12) 0 (-1-1) e (6-3) g (42 i) (43
b) (2,3) d (=34 f)@1-3 h) (0,2) i) (2,-2)
a) b) o e
G u+w/
y urw/ |
0\ €+] - w
d) e) f)
=u ) _
\\\ \\j u \\4
SHN = -
\
) h) i)
______ 1\7\/ )
9! 2v
77777777 24 P
\ L
7 F 3
j)
\
A
w
v
EEEINQ
w=2
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) (45,~16)
b) (25,~12)
c) (42,-6)

d) (44,-14)

Infinites solucions. Per exemple:
(5,-4), -10,8), £ 15,12), 20,1¢

a) Son paral:lels.

b) No son paral-lels.
80,33
-22

a) -27 b) - 42 c) 30

a) 146,89°  a) 37,23°

a) 0° - tenen la mateixa direccid i el
mateix sentit.

b) 180° - tenen la mateixa direccio

i el sentit oposat

140

21. a) No son perpendiculars.

b) Sén perpendiculars.

22. a) (-9,8) i (9,-8)
b) (-4,-1) i (4,1)
c) (10-2)i 10,2

23. Infinites solucions. Per exemple:

(_2’3)1 (41— 6)1 (61_ 9)’ (87 12)
(10,-15).

24. a) M (1,-4)

9
b) M (E,—sj

25. a) No estan alineats.

b) Estan alineats.

26. a) M,(-1,0); M,(1)



SOLUCIONS: VECTORS EN EL PLA

Solucions dels exercicis de la teoria

Punts del pla Components d’un vector
1. A(2,3); B(-1,1); C(-2,-2); D(3,-3); —_ S _
EG.0): F(0,3); G(-1.0); H(0,-2); V=61 2=(40
1(0,0). — -
) 0.0 U=(0,2) p= (31
olc W =(-3,2) t=(2-2)
5 A
E 3 B
D 2
: | a=(-1-1) d=(0-3)
6 5 4 13 2 1_10 TP 62(1’2) é: (3-3)
a C=(-2,2) f=10)
4 K
H .5
G -7
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2. RECTES EN EL PLA
Determinacio de rectes

Una recta ve determinada per:

- Dos punts.

Exemple: Dibuixa la recta que passa pels Exercici: Dibuixa la recta que passa
punts P(1,2) i Q(4,3): pels punts A(3,-2) i B(0,2):

- Un punt i una direccid, la qual pot venir donada per:

o Un vector que té la mateixa direccié que la recta, anomenat vector director.
(Una recta té infinits vectors directors, ja que hi ha infinits vectors amb la

mateixa direccid)

o L’angle d’inclinacio de la recta respecte ’eix OX.

o El pendent de la recta.

El pendent m d’una recta es defineix com la tangent de ’angle que forma la

recta amb U'eix 0X. Si la recta és obliqua, talla 'eix 0X i el divideix en dues

parts. Per calcular el pendent, prenem l’angle que Iy

(%5.Y5)
forma la recta amb la part dreta de l’eix OX, mesurat L ) 2
XY Ay
en sentit directe des de ’eix 0X. ] o
Ax

Donats dos punts qualssevol de la recta, el pendent és 74@

X
el quocient de l'increment (variacidé) de ’ordenada

(Ay) entre Uincrement de 'abscissa (Ax). Aixi, el pendent indica la variacio

de 'ordenada quan [’abscissa s’incrementa en una unitat:

increment de lordenada _ Ay _y, -y,
m= tg a=— - - — === m
increment de labscissa  AX X, — X 1
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Exemple: Dibuixa la recta que passa pel punt P(1,-1) i que:

a) té per vector
director v = (3,2

b) forma un angle de 30°
amb la part positiva de
I’eix OX.

c) el seu pendent és m =3

Exercici: Dibuixa la recta que passa pel punt P(2,1) i que:

a) té per vector director
v=(-21

b) forma un angle de 45°
amb la part positiva de
I’eix OX.

___________________________

c) el seu pendent és m = -2

Equacions de la recta

Una equacio6 de la recta és una igualtat que verifiguen tots els punts (x,)) de la recta, i

només aquests.

L’equacié de la recta ens permet calcular qualsevol punt de la recta i discernir si un

punt hi pertany o no, ja que els punts que no pertanyen a la recta no verifiquen la seva

equacio.

Hi ha diferents equacions d’una mateixa recta, totes elles equivalents.
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Equacié vectorial

Hem vist que un punt i un vector determinen una recta.

Donat un punt P(p,,p,) de la recta i un vector director v=(v,,v,), volem trobar una

formula que relacioni qualsevol punt de la recta

X(x,y) amb Pi V. 4
De la figura de la dreta deduim que:
OX = OP+ PX ]

Com que PX té la mateixa direccié que v, existeix un 0

nombre real k que verifica que PX = Kkv. Si substituim

en la igualtat anterior Wper kvobtenim I’equacié

vectorial de la recta:

OX = OP +kv

- Equacio vectorial de la recta

OX i OP sén els vectors de posicié dels punts X i P. Recordem que els components del

vector de posicio d’un punt coincideixen amb les coordenades del punt. Per tant:

OX=(xy) i OP=(p p)

Si expressem ’equacio vectorial de la recta en components, obtenim:

(6 y)= (e p2) + K (viv, > Equacié vectorial de la recta

(en components)

Cada valor de k determina un punt de la recta.

Exemples:

r(6y)=(pB)+ k(v y) - | (% y=(-39+ K13

1. Donada la recta r que passa pel punt P(-3,1) i que té per vector director v= 1,2):

a) Determina I’equaci6 vectorial de larectar .
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b) Calcula tres punts que pertanyin a larectar .

k=1-(xy)=(-3)+1{13=(-3 1, p=|(- 2)8
k=2-(xy)=(-30+2(1,3=(-3 2,2 ¥=|(- 1B

c) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(-4,-1) pertanyen a larectar .

—

Un punt pertany a la recta si verifica ’equaci6 de la recta, és a

dir, si en substituir-lo per (x,y) existeix un nombre real k que

verifica la igualtat:

Si ACLLOr - (-1,1)=(-3,)+k(1,9 - (- 1)x-(- 3p=k( 1
2=k

- (2,00=k(1,2 =(k, %) a{ _

El punt A no pertany a la recta, ja que k no pot prendre dos valors diferents, no pot ser

igual a 2 i a 0 a la vegada.

Si B(-4,-1)0r - (-4,-)=(-3,)+k(13 - (- 47 }-(- 3;=k( 1R
-1=K

q(—l,—2)=k(1,2)=(k,2<)a{ - |Ok=~

-2=2k - k=-1

El punt B si que pertany a la recta, ja que existeix un valor real k = -1 que verifica la

igualtat.

2. Donada la recta r : (X,y)=(-8,-3)+Kk(7,-2), troba’n un punt i un vector director.

P(-8,-3 i v=(7,-)

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(2,1) i que té per vector director V= (1,-1):

a) Determina ’equaci6 vectorial de la recta r. AR R
AN Y O S S S

S - ) S S S IS S

, e T e

b) Calcula tres punts que pertanyin a la recta r. P A
N .} [N S S S N

o

I2 i 1 0 i1 i2 ‘3 I4 |

I_____J._____1______JI_____L ________________

RS VR3S VAU MU S U
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c) Esbrina si els punts A(1,1) i B(0,3) pertanyen a la recta r.

d) Representa graficament la recta r i els punts dels apartats b) i c).

2. Donada la recta r: (X, y) =(1,-6) + k(-5,3, troba’n un punt i un vector director.

A partir de ’equacio vectorial de la recta es dedueixen les altres equacions.

Equacions parameétriques

Si fem les operacions indicades en ’equacio vectorial de la recta, en components,

obtenim les equacions parameétriques de la recta:

X=p, +ky,
(xy)=(p r)+ KV %)~ | |y=p,+ky, - Equacions paramétriques
de la recta
Exemples:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(5,-4) i que té per vector director V= (-3,2):
a) Determina les equacions parameétriques de la rectar .

- X=p+ky . x=5-3K
y=mrky | | y=-4+2k

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.

Xx=5-31=2 X=5 32=-1
k=1- - (2,-2); k=2 - | €1,0)
y=—4+2[1=-2 y=—-4+ 212= 0
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c) Esbrina si els punts A(1,-1) i B(-10,6) pertanyen a la recta r.

1=5-% - 1-5=-K . —4- % k:g
Si A(L,-1)0r - A Nyl
“1=—A4+ X - -1+ 4=k - F k- k:E

El punt A no pertany a la recta, ja que k no pot prendre dos valors diferents (k no

pot ser igual a 4/3 i a 3/2 a la vegada).

-10=5-%X - -10-5-% - -15- B> k=5
Si B(-10,6) 001 ’, 0lk=5
6=—4+X - 6+4= Xk - 10 k- k=5

El punt B si que pertany a la recta, ja que existeix un valor real k= 5 que verifica

la igualtat.
2. Troba un punt i un vector director de les rectes segiients:

{x=2-4k {P(Z,S) {le-k {P(l,o
a)r: - b) r: 5

y=5+3k \7:(—4’3) y=k

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(-1,3) i que té per vector director
V= (-5,-1):

a) Determina les equacions parameétriques de la recta r.

b) Calcula tres punts que pertanyin a la recta .

c) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(9,5) pertanyen a la recta .
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2. Troba un punt i un vector director de les rectes seguents:

x=-3-2k
a) r:

y=7+6k

{le-k
b) s:

y=>5

Equacié continua

Si aillem el parametre k de les equacions parameétriques i igualem les dues expressions

obtingudes, trobem I’equacié continua de la recta:

X~ h
V]_ X-pl:y-pZ

y- B, iV

2

X=p+ky - k=

- Equacio continua de la recta

y=p +ky - k=

Aquesta equacio no s’utilitza si v, =0 o v, =0, ja que no es pot dividir per 0.

Exemples:
1. Donada la recta r que passa pel punt P(-3,4) i que té per vector director

a) Determina I’equacié continua de la rectar.

X-p_ VY- B x-(-3) _ y-4 X3 _  y-4
v Vv, 6 1716 -1

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.

Per calcular punts de la recta r, substituim una coordenada, x o0 y, per valors

reals qualssevol i calculem l’altra coordenada. Si no volem treballar amb

fraccions, intentem substituir x per valors que facin que el quocient del primer
membre sigui un nombre enter, o y per valors que facin que el quocient del

segon membre sigui un nombre enter:

_ -3+3_vy-4 _y-4 _ ~
X=-3 - 6 __-l —>0——_1 - y—4—> P( 3,4

_ 3+3_y-4 _y-4 _ _ _
X—3—> 6 - -l —>1— _1 —>_1— y_4—>_1+ 4— y—> y— 3—> (3,$
_ X+3_1-4 x+3_ _ _

y=1- ====F - =5~ =3- x+3=18- x= 15 (15
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c) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(-15,6) pertanyen a la rectar.

-1+3_1-4 2 -3 1 ._1
R e 3—3_>Fals. 3¢3

Si ACLL)Or -

El punt A no pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de A per x

i y no es verifica la igualtat.

Si B(-15,6)0r — _1?3: 6-4 -12 2 - Cert

-1 6 -1

El punt B si que pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de B

per x iy es verifica la igualtat.

2. Troba un punt i un vector director de les rectes segiients:

X-2 +3 _ * Dividim per 2 el numerador i
a)r: ——= yro | P(Z,—g) i v= ( 5~ 3 el denominador del primer
5 -2 membre. Multipliquem per -1 el
- numerador i el denominador del
b) s:S=y+1 - P(O,—l) 1 V= ( 2,:0 segon membre.
X 1
2x-1_-y+3 X5 _y-3 1 -
* = - p— = -
)t IR P(2,3j1v (2-2

Exercici:
1. Donada la recta r que passa pel punt P(8,-7) i que té per vector director V= (-3,-5):

a) Determina ’equacio continua de la recta r.

b) Calcula tres punts que pertanyin a la recta .
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¢) Esbrina si els punts A(-1,1) i B(14,3) pertanyen a larectar.

2. Troba un punt i un vector director de les rectes seguents:

X+5_y-1
- R T ]
b) s: x-4=y

-X-13_ -3y+ 2
c)r: 5~ 9

Equacid general o implicita

Si traiem denominadors en l’equacié continua de la recta (multiplicant en creu) i

agrupem tots els termes en un membre, obtenim |’equacié general de la recta:

KRV )= (v B) - WX BT VY VP
1 2

S VXL MY Y RE0- yx vy yp ¥ 0
A B C

Aixi, ’equacio general de la recta és del tipus:

Ax+By+C=0 - Equacié general de la recta

on A, B i C s6n nombres reals i (A B) =(v,-y)

Vector director i caracteristic
Com que A=V, i B=-V, un vector director de la recta és:

v=(-B, A).

El vector (A, B) és perpendicular al vector director (=B, A) i, per tant, a la recta.
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S’anomena vector caracteristic de la recta (o vector normal a la recta):

(AB) D (-BA

vector vector (A, B)

-B, A)

Exemples:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(2,-7) i que té per vector director V=
(3,-4):

a) Determina I’equaci6 general de la rectar.

Hi ha dues maneres de calcular l’equacio general:

A partir de ’equacié continua:

X-p_y-p  Xx2_y(7) x2_ w7

Vl V2 3 _4 - 3 - _4 equaC]O continua
X=2 _y+7 _
3 4 - —4(x-2)=3(y+7) - —4x+ 8= Y+ 2L,

- =4x-3y+8-21= 0> |r = &- J- 1F

- Substituint A per v, i B per -V, i calculant C (fent que P verifiqui

’equacio):

Ax+By+ C=0on (AB)=(y,~Vy)=(-4,-3)» -4x 3y C 0
P(2,-7) - -4@- 3¢ 7#C= 0- -8 23C= 0. C=- 13. |- # §

Nota: Podem multiplicar els dos membres de |’equacié per -1, perque els

termes siguin positius, i ’equacio obtinguda és equivalent:

-4x-3y-13= 0 |r : &+ Y+ 1F

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.

Per calcular punts de la recta r, substituim una coordenada, x o vy, per

valors reals qualssevol i calculem |’altra coordenada.
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~

X=2 - 4[2+ 3y+13= 0- 3+ 2k O y:%l: L (2 )

y=1- 4x+ 31+ 13= 0- &+ 16 O x:%e;:_ (_ 4)

x=-1- 40(-1)+3y+13= 0- 3+ & 0 yz%gz— B(- 508

=

c) Esbrina si els punts A(-7,5) i B(3,-4) pertanyen a la rectar.

Si A(-7,50r — 40~7)+ 306+ 13= 0- - 28 15 13 0.[ & |@ert

El punt A si que pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de

A per x iy es verifica la igualtat.
Si B(3,-4)0r - 4B+ 3(-4)+13= 0> 12 12 13 0 13 fkuls: B

El punt B no pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de B

per x i y no es verifica la igualtat.

2. Donada larecta r: 5x-3y+10=0, troba’n un punt i un vector director.
(A B)=(5-3 - v= (-B,A=(33 - #v=( 3,5/ > Vector director
x=-2 - 5[(-2)-3y+10= 0> -3= 0. y= O-

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(0,-7) i que té per vector director v= 1,-
2):

a) Determina ’equacio general de la rectar.

b) Calcula tres punts que pertanyin a la rectar.
¢) Esbrina si els punts A(-6,5) i B(1,3) pertanyen a larectar .

2. Donada larecta r: x+2y—-1=0, troba’n un punt i un vector director.

Equacidé punt-pendent

Si en I’equacio6 continua de la recta aillem y- p,, obtenim I’equacié punt-pendent de

la recta:

Com s’observa en la figura de la dreta:

% =tga =m (pendent de la recta)
1
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Aixi, I’equacio punt-pendent queda:

y- P, =mXx-p) [ > Equacié punt-pendent de la recta

Aquesta equacio s’utilitza quan es coneix un punt i el pendent de la recta.

Calcul del vector director a partir del pendent

Suposem que coneixem el pendent m d’una recta i volem calcular-ne un vector director

V=(V,\%). v,
( 1 2) -2 =m
Vl
Els components del vector, Vv, i V,, han de verificar la formula:

Hi ha infinits vectors directors d’una recta i, per tant, infinites solucions (infinits parells

de nombres el quocient dels quals és m). Podem triar, per exemple, el vector

\7:(1,m) , ja que ?:m.

. , .. a -
Si més una fraccio, m= b aleshores v = (b, a) :

m== - v=(ba)

olo

Exemples:
1. Determina I’equacié punt-pendent de la recta r de pendent 4 i que passa pel punt

P(2,-3).

y-pB=m{x p) - | r yr3=4(x2)
2. Troba un punt, el pendent i un vector director de les rectes segiients:

a)r:y-1=-2(x+2) - P(-2,); m=-2; v=(1nm= (4 2.

b)s:y+2:§(x-4) - P(4,-2); mzé; v=(5,2.

Exercici:
1. Determina l’equacioé punt-pendent de la recta r de pendent -3 i que passa pel punt
P(-5,2).
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2. Troba un punt, el pendent i un vector director de les rectes seguents:

a)r:y+6=-(x-1)

b) s: y—lz%(x— 2)

Equacié explicita

Si aillem la y de U’equacio punt-pendent o de ’equacié general i operem, obtenim
I’equacié explicita de la recta:
y-p=m{x p) - y= m{ x p+ p= mxmp ,
n

Aixi, I’equacio explicita de la recta és del tipus:

y=mx+n - Equacié explicita de la recta

(M= pendent, N = punt de tall eix OY)

Si donem a X el valor zero:

X=0-5 y=mbD+n-> y= n- (O, r) pertany a la recta

EL punt (O,n) pertany a Ueix OY. Aleshores, n és

’ordenada en ’origen o el punt de tall amb ’eix OY.
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Exemples:
1. Donada la recta r que passa pel punt P(5,-2) i que té per vector director

V= (-2,6):

a) Determina el pendent de la recta.

b) Determina I’equacié explicita de la rectar.
Hi ha dues maneres de calcular l’equacié explicita:

A partir de ’equaci6 punt-pendent:

y-p,=mi{ x p) - Yy 2=-3( %5)> Equacio punt-pendent

~ y=-3(x-5)-2- y=-3x+15- 2=- %+ 13- |r y=- 3¢+ I

A partir de Uexpressié de |’equacio explicita, substituint m per -3 i calculant n

(fent que P verifiqui I’equacid):

y=mx+ n- y=-3X% n
- y:_3X+l )
P(5,-2) - —2=-35+n - - 2+ 15 n_>
c) Calcula tres punts que pertanyin a larectar.

Per calcular punts de la recta r, substituim x per valors reals qualssevol i

calculem y:

x=1- y=-30+13= 10- y= 10> |( L1} ;
Xx=2 o y=-3@2+13= 7> y= 7-|( 2,7
x=-1- y=-30-1)+13= 16~ y= 16> |(- 1,1f

d) Esbrina si els punts A(4,1) i B(3,-4) pertanyen a larectar.
Si A(4,1)0r - 1=-3A+13- Cert

El punt A si que pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de A per

x iy es verifica la igualtat.
SiB(3,-4)0r -~ —4=-3[B+13- —4= 4Fals:— 4 4

El punt B no pertany a la recta, ja que en substituir les coordenades de B per x i

y no es verifica la igualtat.
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2. Donada larecta r: y= x-8, troba’n el punt de tall amb I’eix OY, el pendent i un

vector director.

Punt de tall eix OY: (0,-8); m=1; v= (Lm= @1

Exercici:

1. Donada la recta r que passa pel punt P(-2,2) i que té per vector director Y
2,-4):

1]
—_
L}

a) Determina el pendent de la recta r.

b) Determina l’equacio explicita de la recta r.

¢) Calcula tres punts que pertanyin a la recta r.

d) Esbrina si els punts A(4,1) i B(-3,0) pertanyen a la rectar.

2. Donada larecta r:y =5x—2, troba’n el punt de tall amb ’eix OY, el pendent i un

vector director.
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Rectes verticals i horitzontals

El quadre segiient resumeix les caracteristiques de les rectes horitzontals i verticals:

Recta horitzontal Recta vertical

y=n, onnés un nombre real X =a, on aés un nombre real

Equacio (tots els punts de la recta tenen la | (tots els punts de la recta tenen la

mateixa ordenada; y és constant) mateixa abscissa; x és constant)
Vector | (y,0) (0,v,)
director
0 . v,
Pendent | m=0 |tgQ°= v 0 No existeix )ﬁ tg90°= o
1
X=a
n y=n
a

Exemple: Determina I’equacio de les rectes Exercici: Determina l’equacio de

representades en el grafic: les rectes representades
N L en el grafic:
ke

S O S

3 . [ R 2

L1 y=1 L

: S I 1

o L .

- o 12 3 4 2 M o 11 |2 3 4
e 1
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Resum de les equacions de la recta

Equacio Exemple:
Nom Punt :P(p,, p,) _ P(2-9;v=(-15
Vector director : V(Vl, v2)
Equacid
XY)=(p, B+ , X, ¥)=(2,-3+Kk(-1,
vectorial (x¥)=(R. R)* KV Y) (xy)=(2-3+k(-15
Equacions X=p +ky x=2-K
parameétriques y=p+Kky y=-3+5k
Equacio X-p_Y- B X-2 _y+3
continua A v, 1 5
Ax+ By+ C=0
Equacié general - 5x+y-7=0
(AB)=(v.-y) - v=(-B A
Equacié punt-
y-p,=mix p) y+3=-5[(x-2)
pendent vV, -
m=-%; v=(1, m)
Equacio 1
] y=mx+n y=-5x+7
explicita

Exemple: Escriu les diferents equacions de la recta que passa pel punt P(-4,7) i que

té com a vector director el vector v = (2,-1).

Equaci6 vectorial:  |(x,y)=(-4,7)+k(2-13

. L X =-4+ 2k
Equacions parametriques:
y=7-k
, , X+4 -7
Equacio continua: 5 = y-_l

Equacio general:

X_JZ’“:V__';ﬁ_(xM):z(y—?)a ~X- 4= 2y- 14- [-x= 2p 16 [

Equacidé punt-pendent: m=—== —% S |y-7= ——;E{ X+ 4)

iy
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Equacié explicita:

X 5

YN

1 _ 1 ___1 a B
y-7= E[{x+4)a y—7= 2x 25 y= 2x 2+ 7| y=

Exercici: Escriu les diferents equacions de la recta que passa pel punt P(-1,1) i que té

com a vector director el vector V= (-2,6).
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Recta determinada per dos punts

Sigui r la recta que passa per dos punts donats A(a,a) i B(h,b). Aleshores, el

vector que uneix els dos punts és un vector director de r:
v=AB=(Q- g, - g)-> Vector director de la rectar.

A partir d’un dels dos punts i del vector director, podem trobar qualsevol equaci6 de la

recta:

Recta determinada per A(al,az) i B(sz) = Recta determinada per A(al,az) i

Exemple: Escriu I’equacié continua de la recta que passa pels punts A(3,-6) i
B(2,4).

- Calculem un vector director de la recta: v= AB:

v=AB=(2-3,4- -6)=(-110 - |v=(- 1,1

Donat un punt A(3,-6) i un vector director \72(—1,10), calculem ’equacio

continua:

Equacio continua: |—— =

Exercici: Escriu ’equacio continua de la recta que passa pels punts A(0,3)i B(-3,7).
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Alineaci6é de punts

Ja hem vist que, utilitzant vectors, podem esbrinar si tres punts estan alineats.

També ho podem fer calculant I’equacié de la recta que uneix dos d’aquests punts i

comprovant si el tercer punt pertany a aquesta recta.

Exemple: Esbrina si els punts A(3,-6), B(2,4) i C(1,5) estan alineats.
En ’exemple anterior hem calculat l’equacio de la recta r que uneix els punts A i B:

X-3_y+6
-1 10

Recta que passa per AiB: r:

Vegem si el punt C pertany a la rectar:

1-3_5+6 -2 11 _ 11 o, L
__1_1_0_,_—1_TO_>2— 10 Fals: 2# 1

El punt C no pertany a la recta r. Llavors, els punts A, Bi C no estan alineats.

Exercici: Esbrina si els punts A(3,1),B(5,3) i C(-1,-3) estan alineats.

Sol.: Si que estan alineats

Posicio relativa de dues rectes

Dues rectes en el pla poden ser:

- Secants: tenen diferents direccions i un punt comu.

- Paral-leles: tenen la mateixa direccio i cap punt comd.

- Coincidents: tenen la mateixa direccid i tots els punts comuns.

Paral-leles Coincidents Secants o incidents

— _—
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Si dues rectes son paral-leles o coincidents, tenen el mateix pendent i els seus vectors

directors son iguals o paral-lels. Els seus vectors caracteristics (perpendiculars) també

son paral-lels.

Si dues rectes son secants, els seus pendents son diferents i els seus vectors directors

tenen direccions diferents (no son paral-lels). Els seus vectors caracteristics tampoc son

paral:lels.

Aixi, donades dues rectes I i s, que tenen per vectors directors v=(Vv, V) i u=(u,u,),
respectivament, i els seus pendents son mi m’, respectivament:

V.
1 2

Sir i sson paral-leles o coincidents = o :U i m=m ////
1 2

.. , V, V. . \
Si r i sson secants > 2# 2 i m#m
ul u2

<

Si les equacions generalsderisson r:Ax+By+C=0i sc Ax B y C=0:

, .. . , A B

Si risson paral-leles o coincidents - (A B)i (A, B') son paral-lels > g
L. . , A _ B
Sirissonsecants > (A B)i(A,B) noson paral-lels > e

(A

Si dues rectes son coincidents, les seves equacions son equivalents (expressen la

mateixa recta) i, per tant, els coeficients de les seves equacions generals son

proporcionals (obtenim una equacié multiplicant els dos membres de [’altra equaci6 per

un nombre):
A B C
irisso incidents > —=—=—
Si r i sson coincidents AT
Sirisson paral-leles> — _B,C
A' B C
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Determinacio de la posicio relativa de dues rectes a partir de les seves
equacions

A partir de les seves equacions vectorials, parameétriques o continues

Per esbrinar la posicié relativa de les rectes r i S, a partir de les seves equacions

vectorials, parametriques o continues, procedim de la manera segiient:

- Calculem un punt i un vector director de cada recta:
r-P(pp) (wy) s> dgg; Gy

- Esbrinem si els vectors directors son paral:lels:

.V, V. ,
o Si —L#-2 | lesrectes son secants.
ul u2
VA A , .
o Si = - les rectes son paral-leles o coincidents.

ul u2
- Si els vectors son paral-lels, les rectes, o bé tenen tots els punts en comu
(coincidents), o no tenen cap punt en comu (paral-leles). Per esbrinar si son

paral:-leles o coincidents, sera suficient comprovar si un punt d’una recta

pertany a l’altra:
o Si POs, les rectes sén coincidents.

o Si POs, les rectes son paral:leles.

A partir de les seves equacions explicites

Volem esbrinar la posicio relativa de les rectes r i s, a partir de les seves equacions

explicites:
rry=mx+n i s:y=mx n
- Comparem els pendents i les ordenades en |’origen:
o Sim#m, lesrectes son secants.
o Sim=mi n#n', les rectes son paral-leles.

o Sim=mi n=n', les rectes son coincidents.
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A partir de les seves equacions generals

Volem esbrinar la posicio relativa de les rectes r i s, a partir de les seves equacions

generals:
r:Ax+By+C=0i ss Ax By C=0

- Comprovem si els coeficients son proporcionals:

A
Si — #—, les rectes son secants.
AI BI —
. A_B_C ,
0 Si —=—#—, lesrectes son paral-leles.
A" B' C
A B _ C , —
o Si X = B Z rel les rectes son coincidents.

Quadre resum

Donades les rectes:

Punt:P( o} pz)_. Punt:Q(ql,qz) -
Vector director : V(Vl, VZ) Vector director : U ( u, uz)
I :{Pendent: m S:{Pendent: m'
Equaci6 explicita : y = mx+ n Equacio6 explicita:y = m' X+ n'
Equacio general : Ax+ By+ C=0 Equacio general : A'x+ B'y+ C'=0
L . . i Equacid Equacié
Posici6 relativa | Vectors directors | Punts en comu .
explicita general
No paral:lels:
, . A _ B
Secants VERRY Un punt comu. m# m — *—
VigVe AT B
ul u2
Iguals o paral-lels: Cap punt ,
Paral-lel comd m=m A_B,C
ara e eS ﬁ :ﬁ ° n # I,]| AI BI Cl
Y PUs; QUTr
Iguals o paral-lels: | Tots els punts .
incid comuns -m A_B_C
Coincidents ViV . n=n' AN B C
b W POs; QUr
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Determinacio de la posicio relativa resolent un sistema d’equacions

Una altra manera de determinar la posicié relativa de dues rectes consisteix a resoldre
el sistema format per les seves equacions, ja que les solucions del sistema son punts

comuns a les dues rectes:

Si el sistema és compatible determinat (té una solucio), les rectes son secants

(tenen un punt en comu).

Si el sistema és compatible indeterminat (té infinites solucions), les rectes son

coincidents (tenen tots els punts en comu).

Si el sistema és incompatible (no té solucio), les rectes son paral-leles (no tenen

cap punt en comu).

Exemple: Esbrina la posicio relativa dels parells de rectes segiients:

X-4_y+2 i s:x
HEE ' -2

a)r

- Calculem un punt i un vector director de cada recta:

i _[Punt:P(4,— ) S_{Punt:Q(l,—l)

Vector director : {./(3, —6) Vector director : G (1, —2)

- Esbrinem si els vectors directors son paral:lels:

% = :—g =3 - son paral-leles o coincidents

- Esbrinem si el punt P pertany a la recta S:

-2+
Si P(4,-2)0s - 4-1=?—21 - 3:—; Fals: 3#—; — risson paral-leles

b) r:y=3x+1i s:y=2x+1

Els pendents son diferents: 3# 2 - r i Sson secants

c)r:3x-y+4=0 i s:-9x+3y-12=0

1 . ..
i ——3_, I i Sson coincidents
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dr:y=3x+1i

e)r:y=3x+1i

Exercici: Esbrina la posicio relativa dels parells de rectes segiients:

a) r:5x-10y+2=0 i s:x-2y+ F (

b) r:2x-3y+5=01i s:x-2y+ 1= (

c) r:4x-6y+10=0 i s:2-3y+ 5 |

Ss:y=3x-1

S:y=-3x-1

Sol.: a) paral-leles

d) paral-leles

b) secants c¢) coincidents

e) secants f) coincidents
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Punt d’interseccid o de tall de dues rectes secants

Si dues rectes son secants, tenen un punt comu, és a dir, es tallen en un punt. Aquest

punt s’anomena punt d’interseccioé o de tall de les rectes.
Aquest punt verifica les equacions de les dues rectes, ja que pertany a totes dues.

Per tant, per calcular les coordenades del punt d’interseccio, resolem el sistema format

per les equacions de les rectes.

Per resoldre el sistema, és convenient tenir les equacions generals o explicites de les
rectes. Si tenim altres formes d’equacio de la recta, operem per passar-les a equacions

generals.

Exemple: Calcula el punt d’interseccié de les rectes segiients:

a)r:x-y+1=0 i s:x-2y+3=0

_ y El punt d’interseccid és
Resolem el sistema per reduccio:

(¢-1)
*X-y=-l— —-x+ y=1
X-2y=-3 X-2y=-3

/-y=-2-]y=2] - *x-2=-1_ x=-1+2=1.[x=]

b)y r:y=3x+1i s:y=2x+1

(1.2

Resolem el sistema per igualacio:

3x+1= 2x+ 1 X- = F 1

y=3M0+1=1- |y=

El punt d’intersecci6 és

(0.9

Exercici: Calcula el punt d’interseccio de les rectes segiients:

a) r:5x+4y+2=0i s:x-3y-1F (

b) rry=x-10 i s:y=-2x+2

Sol.: a) (2,-3) b) (4,-6)
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Equacié d’una recta paral-lela a una recta donada

Suposem que volem calcular I’equacié d’una recta s que passa per

un punt donat P(p,,p,) i que és paral-lela a una recta donada r. /

Les rectes r i Stenen la mateixa direccio i, per tant, el mateix vector

director, el mateix pendent i el mateix vector caracteristic.

Aixi, la recta sve determinada pel punt P i la direcci6 de r (el vector director de r, el

vector caracteristic de r o pel pendent de r):

sip: Z4=-Y% o XB_ YR

Vi V Vi

<

Si r:Ax+By+C=0 - s A¥ By C=0 (calculem C’ fent que P verifiqui
l’equacio)

Sir:y=mx+n - Sy= mxX Hh(calculem n’ fent que P verifiqui |’equacio)

Exemple: Troba I’equacié de la recta s que passa pel punt P(5, —2) i que és
paral-lela a la recta donada r:

x-1_y-4
a) r: 5 =3

y+2
-3

-

o X5 _
. 2 -

b) r:2x-y+1=0 - |[s:2x-y-12=(

s:2x-y+ C=0
y }q 205~ (-2)+C=0- 10+ 2C= 0-[C=- 1}

P(5,-2)0Us

c)r:y=-4x+3 |s:y=-4x+1§

S:y=-4x+

n
- —2=-4[b+n - -2=-20+tNn > n=—- & 20> -n: 1f
P(5,-2)0s }
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Exercici: Troba l’equacio de la recta s que passa pel punt P(—l,—3) i que és
paral-lela a la recta donada r:
[ X-5_y+4
-1 8

a)

b) r:x-7y-10=0

c)r:y=-x+5
Sol.: a)X_—J:Ll:%S b) Xx-7y-20=0 c¢) y=—-x-4

Punts de tall amb els eixos

Els eixos de coordenades son dues rectes, una recta horitzontal (eix OX) i una de

vertical (eix QY). Les seves equacions son:

y =0 - Equacio6 de ’eix OX (qualsevol punt de l’eix de les abscisses té l’ordenada
igual a 0)

X =0 - Equacié de U’eix QY (qualsevol punt de U'eix de les ordenades té ’abscissa

igual a 0)
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Una recta que no és ni horitzontal ni vertical tallara els eixos de coordenades per dos

punts (un punt de tall per cada eix).

Exemple: Indica les coordenades dels punts | Exercici: Indica les coordenades dels punts
de tall amb els eixos de la recta de tall amb els eixos de la recta
segiient: seguent:

————————————————————————————————————————————

Punt|de tall eix OY! (0,2)

Calcul dels punts de tall amb els eixos

Per calcular el punt de tall d’una recta r amb un eix de coordenades, resolem el sistema

format per l’equacio6 de r i ’equacio6 de ’eix.

Punt de tall amb ’eix OX

El punt de tall de la recta r amb [’eix OX és el punt de r que té l’ordenada igual a 0.

Per calcular-lo, substituim y per 0 (y =0) en ’equacio de la recta i calculem x:

) r: Ax+ By+ C - equaci6 de r
Resolem el sistema: )
y =0 - equacid de l'eix OX

Punt de tall amb ’eix OY

El punt de tall de la recta r amb [’eix OY és el punt de r que té ’abscissa igual a 0. Per

calcular-lo, substituim X per 0 ( X = 0) en I’equacio de la recta i calculem v:

) r: Ax+ By+ C - equaci6 de r
Resolem el sistema:
X =0 - equaci6 de l'eix OY

Exemple: Calcula els punts de tall amb els eixos de larecta r : 2x-y+4=0:
Punt de tall amb Ueix OX: Punt de tall amb Ueix OY:
r:2x-y+4=0 “OX - =
{ ’ - 2x-0+4=0 rizx-y+4 O—>2[®—y+4=0
y=0 x=0
4 _ —
- 2x+4=0- x=-5=-2-(-2 - -y+4=0-y=4-1(0,9
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Exercici: Calcula els punts de tall amb els eixos de la recta r :5x -2y +10= C:

Sol.: (-2,0); (0,5)

Perpendicularitat de rectes

Dues rectes son perpendiculars si, i només si, els seus vectors directors son

perpendiculars (el seu producte escalar és igual a zero).

Donades dues rectes r i S que tenen per vectors directors

—

v=(w, %) i u=(u, ),

respectivament:

rids o« vOW o VIW=0

Els seus vectors caracteristics també son perpendiculars:

r:Ax+By+ C=0

- ris - (AB)O(A,B) - (A A B)=0
i (AB)O(A,5) - (AB(A 8
Per saber si dues rectes son perpendiculars, n’hi ha prou de comprovar si els seus
vectors directors o caracteristics ho son.
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Exemple: Esbrina si les rectes segiients son perpendiculars:

: x-4: y+2 i s x-1: y+1

3 1 2 6
v=(3,-1)i u=(29

— Els vectors directors son

a) r

V@=(3,—1)[ﬂ2,@= 32+ € 106 6 6 0. Son perpendiculars

b) r:x-y+1=0 i s:x-2y+3=0

(A, B)[QA', B') =(l,—:|)[ﬂ1,— 3 =10% £ )I€ 2F £ 2 3 O No son perpendiculars

Exercici: Esbrina si les rectes segiients son perpendiculars:

b) r:2x-4y+1=01i s:2x+ y+ 3= (

Sol.: a)no b)si

Pendents de rectes perpendiculars

Donades dues rectes r i s, de pendents m i m', respectivament:

ris o m‘:—1
m

Demostracio:

Els vectors directors de r i Ssén: v = @m i us= a,m"

El producte escalar de Viu és: @,m){L,m)= 10+ nIm= X mln

Les rectes seran perpendiculars si, i només si, 1+m[Cm'=0

rds o viW=0 o 1+mn'=0o mim=-1o | m=-

1
m
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Exemple: Esbrina si les rectes segiients son perpendiculars:

a)r:y=2x+1 i s:y:-%x+1
1 1 , .
m=2, m:—E - m':—ﬁé Son perpendiculars

b) r:y=3x+1 i s: y:%x+1

m=3; m':% - m# _r% - No son perpendiculars

Exercici: Esbrina si les rectes segiients sén perpendiculars:

a)r:y=x+1i s:y=-x5

b)y r:y=3x+1 i s:y=-3x+1

Sol.: a)si b)no

Equaci6 d’una recta perpendicular a una recta donada

Suposem que volem calcular I’equacié d’una recta s que passa
per un punt donat P(pl,pz) i que és perpendicular a una

recta donada r.

Per determinar l’equacio de la recta s, prenem el punt P i un

vector director ortogonal al de r, o un vector caracteristic ortogonal al de r, o el

pendent igual a la inversa del pendent de r canviada de signe:

Si (V,,V,) és un vector director der - (-\,,Vv;) i (V,,~V;) s6n vectors directors

de s.

Si (A, B) és un vector caracteristic de r - (—B, A) i (B,—A) son vectors

caracteristics de s.

Si m és el pendentder — _rln és el pendent de s.
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Aixi, obtenim que:

Si r:Ax+By+C=0 - s - Bx Ay C=0 (calculem C' fent que P verifiqui
l’equacio)

1
Si r:y=mx+n - Syz—ﬁ ¥t N (calculem n' fent que P verifiqui

’equacio)

Exemple: Calcula I’equacié de la recta s que passa pel punt P(5, -2) i que és
perpendicular a la recta donada r:

y+2
2

X5 _
. 3 -

b) r:2x-y+1=0 - |s:x+2y-1=0

s:x+2y+ C=0
Y }q5+2[(—2)+c:oq #C=0-[C=-1

P(5,-2)Us

cr:y=-4x+3 - s:y:%rx—l—di3
S: —1x+n 1 5 13
y_4 4_222[5+n—>_2_2=n—> n:_—4
P(5,-2)0s

Exercici: Calcula l’equacio de la recta s que passa pel punt P(—l,—3) i que és
perpendicular a la recta r:

X-5_y+4

T -1 8

a) r

b) r:x-7y-10=0
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c)r:y=2x+5
Xx+1 y+3 1 7
. R A + v+ = =——X——
Sol.: a) s =) b) 7x+y+10=0 ¢) vy %73

Angle gue formen dues rectes

Dues rectes secants formen quatre angles iguals dos a dos. Els angles diferents son

suplementaris.

Anomenem angle que formen dues rectes, a, el menor dels angles que determinen.

180° —¢ Si les dues rectes son perpendiculars, o = 90°.

a
Si no son perpendiculars, a < 90°, és a dir, €s un

angle agut. Per tant, cos a >0.

L’angle que formen els vectors directors de les rectes pot ser a o 180°- o (depenent

dels sentits dels vectors directors). Pero els cosinus d’aquests angles només es

diferencien en el signe, ates que cos a = - cos (180°-a):

180} &
a a

cos(180-a|) cosa

Aixi, el cosinus de l’angle que formen dues rectes és el valor absolut del cosinus de

’angle que formen els seus vectors directors.

Si S és ’angle que formen els vectors directors, v i u, de lesrectesris, i a és l’angle

que formenris:

. - = e Prenem el valor absolut perque

vl vy — ‘Vm COSa sigui positiu i a sigui
COSO':|CO$|:T=T—’ COSa === )

M [M M 4 ‘V [.h [’angle agut.
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Exemple: Calcula I’angle que formen les rectes segiients:

yIZ i siy=-4x+3

a) r'X_-4-—
. 3 -

Els vectors directors sén V=(3,1) i U= (1-4

_ _‘ {1~ 4)‘ Bn+i-4) -1 1 _ .
o HI:.:U‘_ ‘I:I:(l’ 4)‘ \/32+12|1/12+(_4)2_\/170|3/177_m0_)
b) r:x-y+1=0 i s:x-2y+3=0

Els vectors directors son V = L1 u= ( 2,])

(-8 )mBA|| )29 e+ 3 —
SO AN A) T W O[I(20] Jrerarez 2305 ﬁ*

Exercici: Calcula l’angle que formen les rectes segients:

X-4 y+2 .
= TV=-X+
a) r: 3 > i S:y=-x+3

b) r:x+7y+1=0i s:6x-5y+ 3= (

Sol.: a) a =78,69¢ b) a =58,32¢
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Distancies

Distancia entre dos punts

La distancia entre dos punts AAB del pla és la longitud del segment de recta que els

uneix i coincideix amb el modul dels vectors AB i BA Es1t /B
A /

d(A,B)=|AB|= BA d(A B)

Exemple: Calcula la distancia entre els punts A(-2,5) i B(-3,4):
Calculem els components del vector AB: AB= (-3-(-2),4-9=(-1-1

Calculem el modul del vector AB:

d(A B) =| A =(-1 + (-1 =v/1r 1=[V 2

Exercici: Calcula la distancia entre els punts A(1,-3) i B(-3,7).

Sol.: V116

Distancia d’un punt a una recta

La distancia d’un punt P a una recta r és la menor de les distancies entre P i els punts

der.

Es representa amb d(P,r):

Si P és un punt que pertany a la recta r, aleshores d(P,r) = 0.

Si P és un punt exterior a la recta r, la distancia entre P i r és la longitud del

segment que uneix el punt P i un punt der i és perpendicular ar.

| El punt P’ és el punt d’interseccido de r'i la
recta S (representada en linia discontinua)
perpendicular a I' que passa per P. Aquest
punt s’anomena projeccio ortogonal de P
sobre I.
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Per calcular la distancia d’un punt P(pl,pz) a una recta r d’equacid general

r: Ax+By+C =0, apliquem la formula segiient:

_|ADp, + B, +C|

R Y0

Exemple:
1. Calcula la distancia del punt P(-2,5) a larecta r : 2x-y+11=0.

d(P, r) _[202)-uBr 1) 2 |25

2+(-17 5 L5

2. Calcula I’area del triangle de vértexs els punts A(1,1), B(5,2) i C(3,4).

Recordem que la formula de ’area del triangle és:

bCh

2

A triangle =

Aleshores, per calcular U'area del triangle,
necessitem calcular la longitud de la base, b, i la de

’altura, h.

recta que passa per A i B, tenim que:

b= \KE\ h=d(C,n)
- Calculem b:

AB=(5-1,2-9=(4) - b=AB=|( 4)=V &+ 2=[J 1)

- Calculemr :

v=AB=(41) - [(AB=(1-4| -~ r:x- 4y+ C=
AL1)0r - 1- 4+C= 0~ -3C= 0. [C= B

(}_» |r:x—4y+3:q

- Calculem hi larea:

10
h=d(c =LA 3_IP0_[10) -, b”‘=m%=
N ey o [ : 2
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Exercici:

a) Calcula la distancia del punt P(-2,3) a larecta r :8x-3y—5= Q.

b) Calcula ’area del triangle de vertexs A(-1,-2), B(4,1) i C(1,2).

30772

73
by A=7
73 )

Sol.: a)

Distancia entre dues rectes

La distancia entre dues rectes r i S és la menor de les

distancies entre els punts de r i els de s. Es representa

amb d(r,s).

- Si les rectes son secants o coincidents, aleshores d(r,s) = 0.

- Si les rectes son paral:leles, la distancia entre r i s és igual a la distancia entre un

punt qualsevol d’una de les rectes i Ualtra recta.
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Aixi, per calcular la distancia entre dues rectes paral-leles r i S, prenem un punt P de

la recta r i calculem d(P,9), o prenem un punt Q de la recta si calculem d(Q,r).

Exemple: Calcula la distancia entre les rectes segiients:
a) r:x-5-8=01i s:-x+2y+3=0
. . , 1 _ -5 ,
Esbrinem si les rectes son paral-leles: I z - - No son paral-leles — d(r,s)=0
b) r:2x-4y-8=0 i s:-x+2y+3=0

, 2 -4 -8 ,
Esbrinem si les rectes son paral-leles: I :7 z 3° son paral-leles

Calculem les coordenades d’un punt P de la recta r:
(=0 2004y 8= 0 - /= 8- y=- 2. [P (& 4

Calculem la distancia entre Pi s:

_ _[o+2-2)+3 -1 1 J5
d(r,s)=d(P, §= =L T= - X~
R N = A

Exercici: Calcula la distancia entre les rectes segiients:

a)r:——=—— 1 s:2x-6y+3=C

b) r:2x-6y-10=0i s=x+ 3y+ 3 (

) r:x-y-8=01i s:5x+2y+ 3= C(

17 _13/10 by 2 _ho
Jao 20 J10 5

Sol.: a)

180
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1. Dibuixa en uns eixos cartesians la recta determinada per:
a) Els punts A(-2,-1) i B(2,3).
b) El punt P(4,3) i el vector director V=(-3,-1 ).
c) El punt P(-1,2) i ’angle que forma l"eix 0X a =135°.
d) El punt P(1,1) i el pendent m = 2.

e) El punt P(-4,1) i el pendent m =

wlnN

f) El punt P(-3,2) i el pendent m = -1.

2. Donada la recta r que passa pel punt P(-5,-3) i que té per vector director
V=(6,4):

a) Determina ’equacid vectorial i les equacions parametriques de la recta r.

b) Troba tres punts que pertanyin a la recta r.

c) Esbrina si els punts A(-11,-7) i B(2,-1) pertanyen a la recta r.

3. Donada la recta r que passa pel punt P(4,-3) i que té per vector director
v=(-2,7):

a) Determina ’equacio continua de la recta r.

b) Troba tres punts que pertanyin a la rectar.

c) Esbrina si els punts A(8,-7) i B(0,11) pertanyen a la recta r.

4. Donada la recta r que passa pel punt P(-2,3) i que té per vector director
v=(-1,4):

a) Determina ’equacié general de la recta r.

b) Troba tres punts que pertanyin a la recta r.

c) Esbrina si els punts A(-5,15) i B(4,3) pertanyen a la recta r.

5. Troba l’equacié general de la recta que passa pel punt P i que té per vector

director v, en els casos segients:

a)P(4,3) i v=(-3,-1)  b)P(10,-2) i v=(-2,9) c) P(-5,1) i v=(1,-1)
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6. Troba "equacié punt-pendent de la recta de pendent mi que passa pel punt P, en

els casos seglents:

a) P(3,-4) im=1 b) P(-2,-8) i m=-5 c) P(3,4) i m= g

7. Donada la recta r que passa pel punt P(7,-9) i que té per vector director
v=(-2,4):

a) Determina ’equacié explicita de la rectar.

b) Troba tres punts que pertanyin a la recta r.

c) Esbrina si els punts A(5,-15) i B(4,-3) pertanyen a la recta r.

8. Troba l’equaci6é explicita de la recta que passa pel punt P i que té per vector

director v, en els casos seglients:

a) P(1,-1)i v=(4,3) b) P(3,-2) i V=(-2,-8) ¢) P(5,12) i V=(-1,0)

9. Escriu les diferents equacions de la recta que passa pel punt P (-5,3) i que té com a

vector director el vector V= (-2,2).

10. Escriu les diferents equacions de la recta que passa pel punt P(3,-8) i que té com a

vector director el vector V= (5,2).

11. Troba un punt i un vector director de cadascuna de les rectes seglients:

x=2-8k x=-7-Kk

X, y)=(-10,-4) + k(- 9, i
) (cy)=(0-4+K-09 o [NTI 0 s

x-15_y+2 _yt4 .. ~X-5_4y+4
1 "% B x-5="3 V1 =g
c) 2x-5y+3=0 g) x+3y+1=0 k) -2x-y-12=20

3

d) y=-5x+10 h) y=—§x—2 ) y=x+4

12. Troba el pendent de les rectes anteriors.

13. Troba ’equacid continua de la recta que passa pels punts A(-1,4) i B(-3,5).

14. Troba ’equacid general de la recta que passa pels punts A(1,-3) i B(1,2).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Troba ’equacié explicita de la recta que passa pels punts A(-4,-3) i B(-7,0).

Indica si els punts segiients estan alineats:

a) A(-1,-1), B(2,1) i C(8,5). b) D(-1,2), E(0,0) i F(2,-2).

Esbrina la posicio relativa dels parells de rectes segiients:

a) r:6x-15y+1=01i s=1x+ 25+ ¥ |

b) r:2x-10y+ 8= 01 s:x+ 5y+ 4 (

c)r:y=2x+3 i s:y=2x+1

d)r:
e)r:2x+ey+4=01i s:—-3x- 9y- 6= (

fyrry=x+1i s:y=—-x+1

g) r:y:3x+% i S:6x-2y+1=C

x-1_y-5 . _
h) r: -4 | S:2x-y+5=0

Calcula el punt d’interseccio de les rectes secants de |’exercici anterior.

Calcula els punts de tall amb els eixos de les rectes:
a) r:2x-y+8=0 b) s:-3x+2y+ 6=0 c)t:y=5x+3

Troba ’equacio de la recta paral-lela a la recta r i que passa pel punt P, en els

casos seguents:

by. 2 -3
P(-1,1)

. {r:4x—5y+3:O X+S_y+l 9 {r:y:—5x+3
P(=3,5) P(4,-10)
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21.

22.

23.

24,

25.

Indica si els parells de rectes segiients son perpendiculars:

a) r:x-5y+1=0i s:10x+ 2y -3= (

b) r:y=2x+4 i s:y:—% x+ 8

c)r;XT'lzy_-fS g X"2_yt4

N
N
|
H

dr:x+y+4=01i s:-x-y-1=0
e)r:y=x+1.i s:y=—x-2

f) r:%l:y—;S i S:7x+3y+5=0

Troba ’equacio de la recta perpendicular a la recta r i que passa pel punt P, en els

casos seguents:

P(-3,5) 2 -3 P(-1,1)

{r:4x—5y+3=0 X2 yrd {r:y=—5x+3
b) c)
P(4,-10)

Donats els punts A(-3,-3), B(-1,0) i C(2,-2), troba:

a) L’equacio de la recta r que passa per Ai B.

b) L’equacid de la recta paral:-lela a r i que passa per C.

c) L’equacio de la recta perpendicular a r i que passa per C.

Calcula el valor de aperque les rectes r:3x+ay+4=0 i s:4x- 2y- 1= (siguin:

a) paral-leles

b) perpendiculars

Calcula angle que formen les rectes seguents:

a) r:x-y+1=01i s:7x+2y-3=C
b)y rry=-3x+4 i s:y=—-x+1
c)r:2x+y+4=01i s:-3x+ 2y-1=(

x-1_vy-5 | S_x—2 y+ 4
-3 -2
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26. Calcula la distancia entre els parells de punts seglients:

a) A(-1,-1) 1 B(2,3) b) C(-2,2) i D(0,5)

27. Calcula la distancia entre el punt P la recta r, en els casos segiients:

r:4x-5y+3=20 r:iszﬂl r:y=-5x+3
a) b) -4 -3 )
P(—3, 5) p(4’ 5) P(—l, 1)

28. Calcula la distancia entre els parells de rectes segiients:

a) r:2x-3y+1=01i s:4x-6y-3= (

b) rry=-2x+5i s:2x+ y+10=C

dr:y=x+1i s:y=x-2

29. Calcula area d’un triangle de vertexs A(-3,-1), B(3,0) i C(1,-2).
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Solucions
1.

a)

d)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

2. a) Equaci6 vectorial: 1 :(x,y) =(~5,-3) + k(6,9 .

X =-5+06k

Equacions parametriques: r :
| P | {y = -3+ 4K

b) Té infinites solucions. Per exemple:
k=0-(-5-3; k=1- (1) ; k= 2-( 7.b.

c) El punt A si que pertany a la recta i el punt B no pertany a la recta.

X-4 y+3
V7

b) Té infinites solucions. Per exemple: (6,—10) ; (21) ;(— 2,133.
c) El punt A no pertany a la recta i el punt B si que pertany a la recta.
4. a) 4x+y+5=0

b) Té infinites solucions. Per exemple: (0,-5); (1-9 ;(- L~ ).
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10.

c) El punt A si que pertany a la recta i el punt B no pertany a la recta.

a) x-3y+5=0 b) 9x+2y-86= C c) Xx+y+4=0

2
a) y+4=x-3 b) y+8=-5(x+2) <) y—4:§(x—3)
a) y=-2x+5

b) Té infinites solucions. Per exemple: (0,5) X (13 ;( 2,).

c) El punt A no pertany a la recta i el punt B si que pertany a la recta.

a) y:%x—% b) y=4x-14 c) y=12

Equacio vectorial: (x, y) = (—5,3) + k(—2,3

Equacions paramétriques: {

Equacié continua: —— =

. 2x+2y+4=0
Equacio general:
- X+y+2=0

Equacié explicita: y=-x-2
Equacioé punt-pendent: y—3=—(x+5)

Equacio vectorial: (x, y) = (3,—8) + k( 5,3

; - X =3+ 5k
Equacions parametriques:
y=-8+2k
Y . X=3_y+8
Equacio continua: e =5

Equacio general: —2x+5y+ 46= (

., ;. 2 46
Equacié explicita: y = X"

Equacio punt-pendent: y+8= % (x=23)
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SOLUCIONS: RECTES EN EL PLA

11. a)P(-10,-4) ; v=(-9,7)

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

b)P(15,-2); v=(-19

(5.2

d)P(0,10); v=(1-9

AP(L); v

e) P(2,3;v=(-8,9

f) P(5,-4); v=(1,1)

a) —g b) -6
9-3  h-s
x+l_y-4

-2 1

x-1=0

y=-Xx-7

a) Si que estan alineats

a) Paral-leles

b) Secants

b) (-4,0) f) (0,1)
a) (-4,0)1(0,8)

a) 4x-5y+37=C

a) 5x+4y-5=0

a) —3x+2y-3=0

i) -1

g) P(-1,0); v

(=33

hy P(0,-2); v=(2-3
i) P(-7,19); v=(-13

(19

k) P(0,-12); v=(1-2

j) P(-5,-1); v

) P(0,4); v=(1]3
d) -5

j) 2

b) No estan alineats

c) Paral-leles

d) Paral-leles

e) Coincidents

f) Secants

h) (2,9)

b) (2,0) i (0,-3)

b) _—2: -3 c) y=-5x-4
x—-4 y+10 1 6
b) ——= - c)y—5x+5

b) —3x+2y+10= C
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g) Coincidents

h) Secants

c) (‘%Oj i (0,3)

c) 2x+3y+2=0



SOLUCIONS: RECTES EN EL PLA

24, a)a:—g b) a=6

25.a) 0=60,95  b) @=26,57°  c) @=60,26°  d) a=90°

26. a) d(A B)=5 b) d(C, D)=+/13

27. a) d(P,r )_3‘”_1 b) d(P,r):g o) d(P,1)= 7J—6

28. a) d(r,s):%:%% b) d(r, s)=T 35 odrns=0  d
d(r,s)z%

29.5
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SOLUCIONS: RECTES EN EL PLA

Solucions dels exercicis de la teoria

Determinacio de rectes

Recta determinada . . . .
Recta determinada per un punt i una direccio

per dos punts

b) c)

0 45 P

Equacions de la recta

Equaci6 vectorial

1,
a) r:(x,y)=(2,9)+k(1-1

b) Té infinites solucions. Per exemple:

k=0-(21; k=1-(30; k= 2-( 4 L

¢) El punt A no pertany a la recta

El punt B si que pertany a la recta.
2. P(L-6);v=(-53)

Equacions parameétriques

1.

x =-1-5k
a)r:
y=3-k

b) Té infinites solucions. Per exemple:
k=0-(-13; k=1-(-6,3 ; k= 2- (- 11

¢) El punt A no pertany a la recta i el punt B si que pertany a la recta.

2. a) P(-3,7);v=(-2,6) b) P(1,5);v=(-1,0)
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SOLUCIONS: RECTES EN EL PLA

Equacié continua

—
.

b) Té infinites solucions. Per exemple: (8,—7) X (—1,— 23 ;( 2- 17.

c) El punt A no pertany a la recta i el punt B si que pertany a la recta.

2. a) P(-5,1);v= (9~ 11
b) P(4,0); v= (1,1)
0 P(—ls,gj;vz 2-3)

Equaci6 general

1.
a) 2x+y+7=0

b) Té infinites solucions. Per exemple: (1,—7) : (2,— 11) ;(— 1- 5

c) El punt A si que pertany a la recta i el punt B no pertany a la recta.
2. P(L,0);v=(-2,1)

Equacié punt-pendent

1. y-2=-3(x+5)

2. a) P(L-6);m=-1v=(1~-1 b) P(2,1);m==; v=(3,4)

wl

Equacié explicita

1.

aym=2
b)y=2x+6
c) Té infinites solucions. Per exemple: (O, 6) X (18 ;( 2,1().

d) El punt A no pertany a la recta i el punt B si que pertany a la recta.

2. Punt de tall eix OY: (0,-2); m= 5; v= ,5)
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SOLUCIONS: RECTES EN EL PLA

Rectes horitzontals i verticals

Resum de les equacions de la recta

Equacio vectorial: (x, y) = (—1,]) + k(— 2,@

E . Stri x=-1-2k
uacions parametriques:
| g a y =1+ 6k

B’ , x+1 -1
Equacio continua: — = yT

Equacio6 general: 6x+2y+4=0- X+ y+ 2= (
Equacio explicita: y=-3x—-2

Equacioé punt-pendent: y—-1=-3(x+ 1)
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TEMA 6: NOMBRES COMPLEXOS

1. El conjunt dels nombres complexos.

2. Operacions amb nombres complexos.
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

1. EL CONJUNT DELS NOMBRES COMPLEXOS

Necessitat dels nombres complexos

En el conjunt dels nombres reals R no podem calcular les arrels d’index parells dels

nombres negatius. Per tal de poder-les calcular, s’amplia aquest conjunt. El nou

conjunt s’anomena conjunt dels nombres complexos, i es representa amb C.
Aixi, les equacions de segon grau que no tenen solucié en R si que en tenen en el

conjunt C.

Exemples:

1. V-20R 2. X¥*+2=0 - No té solucidé en R

Aquest conjunt té moltes aplicacions dintre de les matematiques. Nosaltres veurem

només algunes definicions i resultats basics sobre aquest nou conjunt de nombres.

Construccio dels nombres complexos

Es defineix la unitat imaginaria com +/—1. Es representa amb i :

i=J-1 - i%=-1

Un nombre complex és un nombre de la forma a+ bi, on ai b sén dos nombres reals.

L’expressid a+ bi és la forma binémica d’un nombre complex: a s’anomena part real i

b, part imaginaria.

Part imaginaria
7o, L , Si b=0, zésunnombrereal
z=a + Di - forma binomica d’un nombre complex ] ) o
= Si a=0, zésunnombre imaginari

Part real
Exemples:
) Partreal=5 . Partreal=-3
Part imaginaria = 2 Part imaginaria = =1
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

. Partreal=0
3. 2 - —  Nombre imaginari
Part imaginaria =
Partreal = 4
4. 4 - — Nombre real
Part imaginaria =

Vegem exemples de resolucio d’equacions de segon grau en el conjunt dels nombres

complexos:

Exemple: Resol les equacions segiients en el conjunt dels nombres complexos:

J2i

a) X2+2=0- X*=-2 o x=+J-2=+/23/-1=+/2i=

—2i
J& - aam [— i 3+5i
b) X2-6x+34:O_>x=6i 6 -4 4_& 100 _& m0:315i:
21 2 2 3-5j

Exercici: Resol les equacions seguents en el conjunt dels nombres complexos:

a) X*+4=0

b) x* +4x+13=0

Sol.: a) 2i; -2 b) -2+3; -2-3

Representacio grafica de nombres complexos
Un nombre complex es pot representar en un sistema d’eixos cartesians en qué |’eix

horitzontal s’anomena eix real i U’eix vertical s’anomena eix imaginari. El pla definit

per aquests eixos rep el nom de pla complex.

El nombre complex a+bi es representa amb el punt (a, b) , anomenat afix del nombre

complex.
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exemple: Representa els afixos dels nombres complexos seguents:

———————————————————————————————————————

z =3+2i ! |, |Fximaginari |
—_ L A Ey A i B I R
=3 A
— R L - 1 e _a____L
z,=1 o AN S
_ - Lz
z,=-1+2i RS It S i St St et Rt
_ b Loz
z,=-2-2 — 2
=-2j =32 -1 jo 12 3 4
g =<l Lol Eixreal!
L, o

RPC. SRR 3 2 S S S S

] I ] ] ] ] ] I

R N -1 NN U S O M

-----------------

———————————

Igualtat de nombres complexos

Dos nombres complexos z=a+ bii z'=a'+ b'i son iguals si, i només si, les seves parts

reals i imaginaries son iguals:

z=7Z o a=4di b=1

Oposat i conjugat d’'un nombre complex

L’oposat d’un nombre complex z= a+ bi és el nombre -z = -a - bi

El conjugat d’un nombre complex z= a+ bi és el nombre z=a-bi.

Exemple: Calcula ’oposat i el conjugat de z = 5 +2i.
Oposat: —z=5-2i Conjugat: z=-5-2i

Exercici: Calcula 'oposat i el conjugat de z=4-1.
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Quan una equacié de segon grau no té solucié en el conjunt dels nombres reals, les

solucions en el conjunt C son dos nombres complexos conjugats entre ells (un és

conjugat de l'altre). Vegeu els exemples i U'exercici de ’apartat Construccié dels

nombres complexos.

Forma polar d’'un nombre complex

La forma polar d’un nombre complex z= a+ bi és la forma polar del vector de posicid

del seu afix, és a dir, la forma polar del vector (a,b).

(a,b)
b

r=|(a,b)|=va’+1°

Z= ra — < angle que forma el vector (a,b) amb la part positiva de l'eix real :

tga :E
a

Per passar de forma polar a forma binomica apliquem la trigonometria:

a . b -
cosa =— o la=rllcoxr sim=— - |b=r0sior
r r

Exemples:
1. Escriu el nombre complex z = 5 +2ien forma polar.

r=y(-572+2° =29
-21,8°
2
tga=-—==-0,4- a={-21,8% 1802[ 158 p°
a2

(z es troba en el segon quadrant)

Z= \/2—9158,20

2. Escriu el nombre complex zZ= 8600en forma binémica.

a=8[tos60%= 4

z=4+ 4J3|

b = 8[%in 60% @§= 4369
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exercicis:

1. Escriu els nombres complexos seguents en forma polar:

a) 2+ 2
b) -3
c) 2i

2. Escriu els nombres complexos segiients en forma binomica:

a) /1500

b) 6,400

Sol.: 1. a) VB1ase = 2/ 21550 b) 3500 €) 2900 2. @) ———+i
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

2. OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS
Suma i resta de nombres complexos

Per sumar i restar nombres complexos en forma bindmica, sumem i restem per

separat les seves parts reals i imaginaries.

Donats dos nombres complexos z=a+ bi i z'=a+b'i:

z+z'=(a+a)+(b+b)i z-z=(a-a) { b-b) i

Exemple: Donats els nombres complexos z=3+4i i z'=-2+5i, calcula z+Z2'i
z-7'.

z+ 7 =(3+4i)+(-2+5)=(3+ (-2)+( 4 Ji=| + B

z-7=(3+4i)-(-2+5)=(3 (-:2)+( 4 Ji=| 5i

Exercici: Donats els nombres complexos z=-1+7i i z'=3-6i, calcula z+2' i
z-7'.

Sol.: z+Z'=2+1i; z-Z=-4+13i

Multiplicacié de nombres complexos

En forma bindmica

Per multiplicar dos nombres complexos en forma binomica, multipliquem cada

sumand del primer nombre pels sumands del segon (propietat distributiva de la

multiplicacié respecte de la suma), tenint en compte que i2=-1.

Donats dos nombres complexos z=a+bi i z'=a+b'i:

z[z'=(a+bi)ffa'+b'i) = aa' +ab'i+ ba'i + bb'i’ =(aa'-bb)+(ab'+ba')i
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exemple: Donats els nombres complexos z=3+4i i z' =-2+5i, calcula:

a) z[Z'=(3+4)[{-2+5) = (-2 35+ 4¢ )+( Op°=- 6 15i8 20- 26 |

b) 3z=3[{3+4) =313+ 314=| % 12| (el producte d’un nombre real per un nombre

complex és un cas particular del producte de dos nombres complexos, en qué un

d’ells és real)

c) 3z+27'=3[(3+4)+ 2{-2+ B)= 9 1>- 4 ic=[ 5 b}

Exercici: Donats els nombres complexos z=-1+7i i z'=3-6i, calcula:

a) z[¥F'=

b) 3z+2z7'=

Sol.: a) 39+ 27 b) 3+9

En forma polar

Per multiplicar dos nombres complexos en forma polar, multipliqguem els seus moduls

i sumem els seus arguments.

Donats dos nombres complexos Z=TI, i z'=T 'ﬁ:

z[y'=(r [0 )a+ﬂ

Exemple: Donats els nombres complexos z=3,, i Z'=2,., calcula z[¥'.

Z[7' = 3100 (250 ( 3B 190, 550~ | G5
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exercici: Donats els nombres complexos z=12,.. 1 z'=3,,., calcula z[Z'.

Sol.: 36,,.

Divisi6 de nombres complexos

En forma bindmica

Per dividir nombres complexos en forma binomica, els expressem en forma de fraccio

i multipliqguem el numerador i el denominador pel conjugat del denominador.

Donats dos nombres complexos z=a+ bi i z'=a+b'i:

a+bi _ (a+bi){{a'-bi) _ aa'+ab'i+bai+bbi
a+bi  (a'+bi)a-bi) a ~b' f? a b ?
(aa'-bb') , (ab'+ba) i
a12+b12 al2+b12

(aa'-bb')+(ab'+ba’)i _

Exemple: Donats els nombres complexos z=3+4i i z' =-2+5i, calcula z+ Z'.

_z_ 3+4i _ (3+4){-2-15) _ 302+ 35 40¢ 2y AOE 5

2 —2+5i (-2+5)0f-2- 5) €25+ 8
_6-15-8-20° -6 15-i8r 20 14 23] 14 23
29 29 29 |29 29

Exercici: Donats els nombres complexos z=-1+7i i z'=3-6i, calcula z+ Z'.

Sol.: —1+i
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

En forma polar

Per dividir dos nombres complexos en forma polar, dividim els seus moduls i restem

els seus arguments.

Donats dos nombres complexos Z=TI, i z'=T 'ﬁ:

z:z'=(r:r )a_ﬂ

Exemple: Donats els nombres complexos z=3,,, i z' =2,.,, calcula z: Z'.

3 3
2:7=3,0:2,00=| — = =
0 2 ( 2)400— 25° ( 2j15°

Exercici: Donats els nombres complexos z=12,.1 z'=3,,., calcula z: Z'.

Sol.: 4.
Potencies de nombres complexos
Poténcies de la unitat imaginaria
Vegem el valor de les primeres potencies de la unitat imaginaria i:
it =i iZ=-1 i°=i*0=+
i‘=i*=4 0=4°=-(-1)=1 INE BN E:
Aixi, les potencies de i prenen només els valors i,-1,-i i 1, els quals es van repetint

successivament en cicles de quatre. Cada quatre poténcies de i el resultat és 1 (i* =1).

in i
=1

Per tant, | ,onr és el residu de la divisio n: 4.
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exemple: Calcula:

il4 14— camam4 2R [ 55 55 _i4 a3 _ilp =
a) i - i“= im0’ 0°=if =[-1 by i%® — i®=i‘0. 0'D°=iP =[4]
1 1 1 1 1
tres vegades 13vegades
14 | 4 55| 4
*2 3——1» 3 vegades i* 3 13— 13 vegades i*
Exercici: Calcula:
a) i21 b) i120
Sol.: a) i b) 1

Poténcies de nombres complexos en forma bindomica

Per calcular (a+ bi)n, hem de multiplicar a+ bi per ell mateix n vegades.

Exemple: Calcula (3+2i)°.
(3+2)° =(3+2)°f3+ 2)=( 9 22+ (2 3iJ=( 9 2 )af & p=
=(5+12) 3+ 2 )= 513 Flo+ 123+ 12i2= 15 i1® i36 24~ +9i4

Exercici: Calcula (1—5)3.

Sol.: —74+110
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Poténcies de nombres complexos en forma polar

Calcular potencies en forma polar és més senzill que fer-ho en forma binomica. Vegem-
ho:

()" =1 0B, = 0.0 ) gs o = "

nvegades  n vegades"vegades

Per elevar a n un nombre complex en forma polar, elevem el seu modul a n i

multipliquem el seu argument per n:

5

Exemple: Calcula (3,,,)° 1 (45000)° -
(3i)’ =(2) . =[27s00r (4000)” = (€)= 1024555,

1024,

Exercici: Calcula (5,,.)" i (2,530) -

Sol.: 625,,.; 128,

Radicacié de nombres complexos

Calcularem les arrels de nombres complexos en forma polar, perque és més senzill.

Una arrel n-ésima d’un nombre complex [, és un nombre complex r'ﬂ que verifica

(r'ﬂ)n:ra.
gra =1 < (r ',B)n:ra

Tot nombre complex diferent de zero té n arrels n-esimes, que tenen el mateix modul i

diferents arguments. Vegem com es calculen:

(r)"=r - |r' =%

(r')n—r [(r)”] =r
g ! L nEB=a+360°k_.,8=—a+36ook

on k=0,1,2,...n-

207



OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

Exemples

1. Calcula §/54

=0~ (48)y (79,

\3/% :(%)SO%SGOR - k=1~ (%) 300 360131‘ (\3/_5)
k=2 (%)30%360152: (%)

3

Prova:

((5),) =) Bl () =[5 50

((\3/5)2500)3 - (\3/_) 3P50° = Srs00 = 5300

-e

2. Calcula -1 =/ Lo

k=0 - igpo =| L0
6

k=1 - Lgoa 360e1= |1 o0
6

k=2 - Lgoa 360e2= | L1s0p

s/@ = (9/1)180‘4 360K °

6 k=3 - Lgga360m3=|Lo10p
6

K=4 - Lgoa 3604= | L 270
6

k=5 > Lgge 36005= | L 330
6

Prova:

(1300)6 =L 300=| 48005 (1900)6 = L go00= Jago =| Lg09| (1150 ) = 1 g1500= Joooo =| Lg00

(1210) =L gp100= L 260e = YL (1270) =L gp70= L oz0e = g0
(1330) =1 g30= 1 os0 =| 400
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OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS

En la representacio grafica podem observar que, els afixos de les arrels n-ésimes (per a

n>2) d’un nombre complex son els vertexs d’un poligon regular de n costats, inscrit en

una circumferéncia de radi igual al modul de les arrels.

Exercicis:

a) Calcula §/27,, . Representa les solucions graficament i fes-ne la prova.

b) Calcula les arrels cinquenes de 32 i representa-les graficament.

_3 b) 200; 2720; 21440; 2216"; 2235

a) 3005 Bis00; o700

Sol.:
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EXERCICIS: NOMBRES COMPLEXOS

Exercicis

1.

Indica la part real i la part imaginaria dels nombres complexos segiients:

a) -3+5 b) 3+i c) —2-i d) -5 e)
-10
2. Indica quin nombre complex de U’exercici anterior és real i quin és imaginari.
3. Calcula, en el conjunt dels nombres complexos, les arrels quadrades dels nombres
seguents:
a) —25 b) -3 c) 49 d) _9 e) 1 f) -5
16 4
4, Resol les equacions de segon grau seguents, en el conjunt dels nombres complexos:
a) X*+9=0 e) -5x°-3=0 i) X* +x+1=0
b) x¥*+1=0 f) xX*-2x+2=0 j) 2x*-x+1=0
c) X¥*+3=0 g) X*+10x+ 29= C k) x> +14x+ 50= (
d) 2x°+8=0 h) 8x* —4x+5=0 ) X*-x+8=0
5. Representa graficament, en uns eixos cartesians, els afixos dels nombres complexos
seguents:
z =-1+3i z,=-3-2 z=-4 z=5i z=-—3i z= 2 i 2= &
6. Calcula l’oposat i el conjugat dels nombres complexos seguents:
a) 4+ 2 b) 6-i c) —5i d) 4 e) —1+i f)
-7-9
7. Expressa els nombres complexos seguents en forma polar:
a) 4+3 b) -4-3 c) 1-i d) 2+3 e)5 f) -3 g) 2i
h) -2i
8. Expressa els nombres complexos seglients en forma binomica:
8) 75700
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EXERCICIS: NOMBRES COMPLEXOS

9. Donats els nombres complexos

z =1+3i z,=-5+4 z=-31 z=2
Calcula:
a) z+2 ) 7% i) 20k m) z:z q z°
b) 72+ 7 f)z-z j) z 0 n) z:z r) 2’
€)%tz g) - % k) 2, (g 0) 2% s) z,°
d) z+z h) z -z l) z [, P) Z:7 t) z,'°

10.Donats els nombres complexos

2, = 2400 Z, =300 z=1

Calcula:
a) 2z, ) 2% e)z:z g) 2° i) z° SINEA
b) 2 [, d z:2 f) 227 h) z,° i) 4z ) 8z
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SOLUCIONS: NOMBRES COMPLEXOS

Solucions
1.
a) b) c) d) e)

Part real -3 3 2 0 -10

Part imaginaria 5 1 1 -5 0
2. Real: €)-10; imaginari: d) —5i

. - - 3. 3 1. 1

3. a) 5i;-5. b)x/i_%l, J3 c) 7i;— T d) 4|, 4| e) 2|, 2| f)

J5i;-+/5

4,
- 3. 3.
a)3|,_3. e)\/:|;—_|.
5 5

b)i; -i. f) 1+i; 1-i.

c) V3 -4J/3. g) 5+2;-5-2.
1 3

d) 2i;-2. h) i =——
4 4

5. **************** B e e i S

L1 i g[Eximaginari 44

[ A 7% A B

bbbl

LI S T A3 T S SO S

| | | [ | | | |

AN U O -1 N O N S B
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W54 13 k2 1 fo 11 12 13 14 15

2] i % fEbcreal

RGN
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7. @) Dy5g70 b) 5,1667¢ €) V2315 d) V13123600 €) 5y
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J3. 1 V3
i) =+ 2y, — 2N
2 2 2
1 V7. 1 7.
§) g+ =
4" 4" 4 4
k) =7+1; = 7-1
y L1,8L 1 V31
2 2 "2 2
6.

a) Oposat: —4-2i

Conjugat: 4—-2i

b) Oposat: —6+i

Conjugat: 6+i

c) Oposat: 5i

Conjugat: 5i

f) 3igo0

d) Oposat: —4

Conjugat: 4

e) Oposat: 1-i

Conjugat: —1-i

f) Oposat: 7+9i

Conjugat: =7+9i

8) 200



SOLUCIONS: NOMBRES COMPLEXOS

8. a) 8,16+ 3,8 )£+£| c) 2,23+ 2,01 d) 7 e) 7 f) -
g) —7i
9.
a) 4+7i g) 2+5 m) l_gi q) 8+6
‘ ‘ 41 41
b) -2+ 2 h) 1+i r) 115+ 236
3 4
c) -8+3 i) —17-11 n) "5 s) -8
d) 1+5 j) —10 11 17 t) —1024
_ ) 10 10 10
e) 6-i k) 19-7
) . 3 1.
f) 4+ 4 ) =6+ 2 P) 575
10.
2
b) 22100 d) (E) f) 52400 h) 25600
30°
i) L300 k) \/515°J \/31950

§)42150; 42105542 1055 I 2 24

Solucions dels exercicis de la teoria
Representaci6 grafica de nombres complexos
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Oposat i conjugat d’un nombre complex

Oposat: —z=-4+ Conjugat: Z=4+]
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