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TEMA 7: FUNCIONS

1. Funcions.

2. Limits de funcions.

3. Continuitat de funcions.






EXERCICIS: FUNCIONS

1. FUNCIONS

Concepte de funcio

Una magnitud és una qualitat que pot ser mesurada (com ara la massa, ’alcada, la
temperatura, el preu, el temps, la longitud, la superficie, el volum, la velocitat...). Si

una magnitud no és constant, s’anomena variable.

Una funcié és un tipus de relacié de dependéncia entre dues variables.

Aquesta relacio de dependencia pot ser una formula, un text, una grafica o una taula,

que ens permet calcular el valor d’una magnitud determinada, anomenada variable

dependent, a partir del valor d’una altra magnitud, anomenada variable independent.

La variable independent se sol representar amb la lletra X i la variable dependent se sol

representar amb la lletra y (tot i que també es poden utilitzar altres lletres):

X =variable independent

y =variable dependent

No totes les relacions de dependéncia sén funcions. Una relacio de dependéncia és una

funcio si a cada valor de la variable independent (X) li correspon, com a maxim, un Unic

valor de la variable dependent (v). Aleshores, diem que Yy és funcié de X i escrivim

y=f(x).

Si X iy prenen valors reals, direm que la funcio és real de variable real.

En aquest tema, quan parlem d’una funcio ens estarem referint a una funcio real de

variable real.

Formes d’expressar una funcié

Tal com hem dit, una funcio es pot expressar com:
Un text.

Una formula, anomenada expressié algebraica de la funcié (no totes les funcions

admeten expressio algebraica).
Una taula de valors (encara que no aporta una informacié completa de la funcio).

Una grafica.



EXERCICIS: FUNCIONS

Exemple: Vegem una mateixa funcio expressada de diferents maneres:

- Text: Funcié que a cada nombre real li fa correspondre el seu triple més una

unitat.

- Expressio6 algebraica: y=3x+1 (també es pot escriure f(x)=3x+1)

Taula de valors:

- Grafica:

La grafica d’aquesta funcio és una recta.

L

Cada punt (x,y) de la recta verifica la

relacio de dependencia y=3x+1.

Donat un valor qualsevol de X, podem

veure en la grafica quin valor de y li

~—
S

correspon.

Exercicis: Troba les altres formes d’expressar les funcions seglients:

a) Funcidé que a cada nombre real li fa correspondre el seu quadrat.

b) f(xX)=x3-1




EXERCICIS: FUNCIONS

Grafiques que no corresponen a funcions

Vegem dos exemples de grafiques que no corresponen a una funcidé, perque no

verifiquen la condicio que a cada valor de x li correspon, com a maxim, un Unic valor de

y.

Exemples:

No son funcions perqueé a alguns
valors de X li corresponen dos valors
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Exemples de funcions

Vegem alguns exemples de funcions en la vida quotidiana.




EXERCICIS: FUNCIONS

Exemples:

1. Una companyia de telefonia mobil ens ofereix tres tipus de tarifes per fer

trucades nacionals:
- Tarifa A: Es factura 1 € per ’establiment de trucada i 50 céntims per minut.

- Tarifa B: No es factura per I’establiment de trucada, pero es factura 1 € per

minut.
- Tarifa C: Es facturen 5 € per cada trucada nacional.

En les tarifes A i B es factura per fraccié6 de minut (es cobra la duracié exacta de
la trucada).

Per a cada cas, fes un estudi de la funcié que relaciona el cost d’una trucada amb
la seva durada. Quina tarifa ens interessa més si normalment fem trucades d’un

minut? | si les fem de cinc minuts? | si fem trucades llargues de més de 10 minuts?

- Identifiquem la variable independent i la dependent:

X = variable independent = minuts que dura la trucada :
El preu depen de la

y = variable dependent = preu en € durada de la trucada.

- Elaborem una taula de valors, deduim LUexpressi6 algebraica i fem la

representacio grafica:

Taules de valors i expressions algebraiques

Tarifa A Tarifa B Tarifa C
Xy Xy Xy
01 0|0 0|5
111,50 111 115

2 5
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Representacions grafiques
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- Per fer trucades d’un minut: ens interessa la tarifa B.
- Per fer trucades de cinc minuts: ens interessa la tarifa A.

- Per fer trucades de més de deu minuts: ens interessa la tarifa C

Tarifa A: Es una funcié afi (té per grafic una recta que no passa per l’origen).
Tarifa B: Es una funcié lineal (té per grafic una recta que passa per |’origen)

Tarifa C: : Es una funcié constant (té per grafic una recta horitzontal).

2. Estudia la funcié que ens permet calcular I’area d’un quadrat conegut el seu

costat.

- Identifiquem la variable independent i la dependent:

X = variable independent = longitud del costat en cm - -
L’area depen de la

y = variable dependent = area en cm? longitud del costat.

- Elaborem una taula de valors, deduim Uexpressi6 algebraica i fem la

representacio grafica:
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Expressio algebraica:

Taula de valors

—
-_

TR IEN

Representaci6 grafica

Area (cm?)  q--4--4m-apea---

y=X

1

e DT e A ) P T

Costat (cm)

Es una funcié

quadratica (té per

3. La tarifa de preus d’un aparcament és la segiient: 1,5 € per la primera hora o

fraccié més 1 € per cada hora o fraccioé a partir de la primera hora, amb un maxim
diari (fins a 24 hores) de 12,5 €.

Fes un estudi de la funci6é que relaciona el preu de I’aparcament amb el temps.

Identifiquem la variable independent i la dependent:

X = variable independent = temps en hores

y = variable dependent = preu en €

Elaborem una taula de valors,

representacio grafica:

Taula de valors

X

y

(04 1,5
(L2 |25
(4|2
ARTI

(10,19
12,5

(11,24

El preu depéen del temps

deduim

’expressio algebraica i

fem la

Representacié grafica

Preu

(©

1]
10]
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J01 2345678 9101112131415161718192021222324

Temps (hores)
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EXERCICIS: FUNCIONS

Expressio algebraica:

1,5six0( 0,3
2,5six0(1,3 | Es una funcié definida a trossos

11,5si x0( 10,1}
12,5si x0( 11,24

Exercicis: Completa:

a) Un grup d’alumnes vol anar d’excursié a la neu. Llogar un autobus de seixanta
places per fer aquesta excursioé costa 600 €. Volem saber quant hauria de pagar
cada alumne/a pel concepte de transport, en funcié del nombre d’alumnes que hi
vagin.

Fes un estudi de la funcié del cost del transport per alumne segons el nhombre

d’alumnes.

- Identifiqguem la variable independent i la dependent:

X = variable independent =

y = variable dependent =

- Elaborem una taula de valors, deduim Uexpressié algebraica i fem la

representacio grafica:

Taula de valors Representacié grafica
Preu
x|y © ol il
60 00 :10 :20 :30 :40 %0 l60 /:S‘lumnes
X

Expressio algebraica:
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EXERCICIS: FUNCIONS

b) En un laboratori es vol fer un cultiu d’un bacteri que cada hora es divideix en dos
bacteris. Es comenca el cultiu amb un sol bacteri. Quants bacteris hi haura al cap

de dues hores? | al cap de tres? | al cap de deu? | al cap de 24?

Fes un estudi de la funcié que ens permet calcular el nombre de bacteris en

funcié del temps transcorregut.

- Identifiquem la variable independent i la dependent:

X = variable independent =

y = variable dependent =

- Elaborem una taula de valors, deduim LUexpressi6 algebraica i fem la

representacio grafica:

Taula de valors Representacié grafica
Bacteris -y
Xy RT) N N
R — 5_15 ‘
1 114
113
2 112]
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3
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Expressioé algebraica:

Imatges | antiimatges

Si y=f(X), diem que y és la imatge de x per f i que X és ’antiimatge de y per f.

Per la definici6 de funcio, cada valor de X té, com a maxim, una sola imatge.

Tanmateix, un valor de y pot tenir més d’una antiimatge.

12




EXERCICIS: FUNCIONS

Exemples: Vegem, a partir de la taula de valors de dues funcions, exemples d’imatges i

antiimatges:

1. f(x)=2x+1

Xy
~.[3 > -3éslaimatge de -2 i -2 és antiimatge de -3 > S’escriu: f(-2) = -3 i f(-
2|4 3)=-2

1 > -1 és la imatge de -1 -1 és l’antiimatge de -1 = S’escriu: f(-1) = -1 if'1(-

13 1)=-1

0 5 2> 1 éslaimatge de 0 0 és I’antiimatge d’1 = S’escriu: f(0) = 1 i f'1(1) =0

1 - 3 és laimatge d’11i 1 és ’antiimatge de 3 - S’escriu: f(1) =3 i f"1(3) =1

2 - 5 és laimatge de 2 i 2 és l’antiimatge de 5 - S’escriu: f(2) =5 i f'1(5) =2

2. f(x)=x?

Xy

2|4  Tots els valors positius tenen dues antiimatges per f: |~ 5Y

-1 1 - Les antiimatges de 4 son -2 i 2 I S R

0]0 > s’escriu f(4)={-2,3 3
U U N O3 I A 8

111 - Les antiimages de 1s6n 11 -1 LN S

2[4 > vesciv °@={-13 T T

Per calcular la imatge d’un valor de X, substituim aquest valor per X en l’expressio

algebraica de la funcio i fem els calculs corresponents.

Per calcular I’antiimatge d’un valor de y, substituim aquest valor per y en ’expressio

algebraica de la funcio i aillem x.

Exemples:

1. Donada la funcié f(x)=3x+5, calcula la imatge de 2 i ’antiimatge de -1:

- Imatge de 2: f(2) =3[R+ 5= - |f (2F 1[ La imatge de 2 és 11.

- Antiimatge de -1: -1=3x+5 - -1-5= 3(—>x:_?6:@—> fre€1=-2

L’antiimatge de -1 és -2.

13




EXERCICIS: FUNCIONS

2. Donada la funcié f(x)= x?+5, calcula la imatge de 3 i totes les antiimatges de

- Imatge de 3: f(3)=32+5=—>La imatge de 3 és 14.
=2
f—l(g):{_z,a

- Antiimatges de 9: 9=x*+5_ 9-5=x° x:¢\/_4={ N
X=-2

Les antiimatges de 9 son -2 i 2.

3. Donada la funcié f(Xx)=sin x, calcula les antiimatges de 0,5.

_ 300+ 360k kOZ
0,5=sinx - x= ;
150°+ 360k kOZ - 0,5 té infinites antiimatges per f.

~ £7(0,5)={ 30% 36@ , 150¢ 360 k/0Z}

1Y

7\ NN VAN

I/ N Y/ N /R N
\j&ob 300 150\/€go Q
14

4. Donada la funcié f (x)= x®+2x*- X, calcula les antiimatges de 2.

2=+ 2% -X - 0=x3+ %% -x- 2
oy

77777777

' ' |
77777777777777

Resolem ’equacio de grau 3 aplicant la regla de Ruffini i N

obtenim: x=-2, x=-1,x=1.

- 12 ={-2-1}

Exercici:

a) Donada la funcio f(x) =-5x-1, calcula la imatge de 3 i ’antiimatge de 9.

14



EXERCICIS: FUNCIONS

b) Donada la funcid f(X)=x*+x-1, calcula la imatge de -1 i les antiimatges de 5.

Sol.:a) f(3)=-16 f*(9)=-2 b) f(-)=-1 *(5)={-3,3

Domini i recorrequt

Domini

El domini d’una funcié f és el conjunt de valors de la variable independent X que tenen

imatge per f (valors per als quals podem calcular la imatge en R). Es representa amb

Domf o Ds .

xODomf « f(xX)OR

Si un nombre real a pertany al domini de f, diem que f esta definida en x=a, o per a

X=a, oen el punt X=a. Aixi, també diem que el domini d’una funcio és el conjunt de

valors per als quals la funcidé esta definida.

Exemples: Calcula el domini de les funcions seguents:

—
.

f(x)=3x+5 - Domf =R Tots els valors reals tenen imatge. Es pot calcular la

imatge per f de qualsevol nombre real.

2. f(x)= 1 _ pomf = R—{ q Tots els valors reals, excepte el 0, tenen imatge. No
es pot calcular la imatge de 0, ates que )ﬁ% .
3. f(x)=\/; ~ Dom f =[0,+oo) Tots els valors reals positius i el 0 tenen imatge.

L’arrel quadrada d’un nombre negatiu no és un
nombre real, per tant, els nombres negatius no
tenen imatge per f i, per tant, no pertanyen al

domini de f.

15




EXERCICIS: FUNCIONS

Exercici: Calcula el domini de les funcions segiients:

a) f(x)=2x°+5x-10 |b) f(x):x—f3 c) f(x)=vx-1

Sol.: a) Domf =R b) Domf =R-{3 c) Dom f =[1,+o0)

Recorregut

El recorregut o rang d’una funcié f és el conjunt format per totes les imatges de la

funcid, és a dir, el conjunt dels valors de la variable dependent y que son imatges de

valors de la variable independent x. Es representa amb I mf.

yOimf o y=f(a) amb allDom f

Exemples: Calcula el recorregut de les funcions seguents:

1. f(x)=3x - Imf =R Tots els valors reals tenen antiimatge per f .

2. f(X)=x*-1Imf =[O,+00) El quadrat d’un nombre sempre és positiu o
zero. Aixi, les imatges d’aquesta funcio son els
nombres positius i el 0. Els nombres negatius no

tenen antiimatge per f.

Calcul del domini i el recorregut d’una funcié a partir de la seva grafica

Es facil trobar el domini i el recorregut d’una funcié a partir de la seva grafica. Vegem-

ne uns exemples:

16



: FUNCIONS

EXERCICIS

Exemples: Calcula el domini i el recorregut de les funcions segiients:
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Exercicis: Calcula el domini i el recorregut de les funcions seguents:
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EXERCICIS: FUNCIONS

Tipus de funcions

Funcions que tenen per grafica una recta

Funcio6 lineal

La funcié lineal té per grafica una recta obliqua que passa per l’origen de coordenades

(pel punt (0,0)). La seva expressio algebraica és del tipus:

f(x)=mx en qué m és un nombre real diferent de 0 anomenat pendent

de la recta.

Exemples: (Utilitzarem la notacié y= f (X))

1. y=x Ty 2. y=2x T 3. y=3x o
x|y Xy Xy
2|2 2 2| -4 2 2| -6 i
SHR : 1] -2 : 113 :
olo AR olo 3 2 o 12 x olo 3 2 -1]0 T 12

111 2 112 2 113 :
2|2 i 2|4 : 216 4
4 4 [is
m=1 " m=2 6 m=3 :
4. y=-X 5. y=-2x _ 6. y=-3Xx
Y
D N KA W 5| i
X y 5Y X y 4 X y 6Y
-2 : -1 4 Z - 6 \ 4
2 1 2 2 2 1 2 3 :
-0 1 10 saRix -0 \
1 -1 § k2 k1 1 12X 1 -2 ; 1 -3 3 12 -1_115\1 102
O -2 -2 0 _4 3 O '6 2 \
1 3 1 # 1 j
2 4 2 5 2 5 \
-5 -6 -6
) 7
m= -1 m=-2 m=-3

Dels exemples anteriors es dedueix que el pendent de la recta (m) ens dona informacio

relativa a la inclinaci6 de la recta:

18



EXERCICIS: FUNCIONS

- El signe de m determina si la recta és creixent o decreixent:

o Si m>0 (+)la recta és creixent (quan augmenta el valor de X, augmenta el

valor de y): /

o Si m<O (-) la recta és decreixent (quan augmenta el valor de X, disminueix el

valor de y): \

- Com més gran és |rﬂ més gran és la inclinacio de la recta (més s’aproxima a la

vertical).

Funcioé afi

La funcio afi té per grafica una recta obliqua. La seva expressio algebraica és del tipus:

f(X)=mx+n | en qué min sén nombres reals amb m# 0

m s’anomena pendent de la recta i n s’anomena ordenada en |’origen

La funcio lineal és un cas particular de funcié afi, en que n =0.

Exemples: (Utilitzarem la notacié y= f (X))

1. y=2x+1 2. y=2x-1 3. y=-2x+3
S|Y i ;Y : :
X|y . X|y W X|y J
23 : 2|5 ol a2l “
1] -1 : 13 ' 115 :
0 1_| TR A CEE IT -1 ] A 2X IL 3 ;
1 3 » 1 1 3 - 1 1 3 2 #1012
2[5 . 23 At 2|1 :
m=2in= * m=2in=-1  |[m=-2in=3

Dels exemples anteriors es dedueix que I’ordenada en l’origen indica per on talla la

recta Ueix OY:

Punt de tall amb I’eix OY = (0,n)

19



EXERCICIS: FUNCIONS

Pendent de la recta

El pendent m d’una recta es defineix com la tangent de ’angle que forma la recta

calcular el pendent, prenem l’angle que forma la recta
amb la part dreta de U’eix 0X, mesurat en sentit directe
des de U'eix OX.

Donats dos punts qualssevol de la recta, el pendent és el réé

quocient de lincrement (variacié) de Uordenada (Ay)

1Y

(xy,y.
“(x1,y1) Ay
] Ax

amb U'eix 0X. Si la recta és obliqua, talla ’eix 0X i el divideix en dues parts. Per

)

X

entre Uincrement de ’abscissa (AX). Aixi, el pendent indica U'increment de

’ordenada quan ’abscissa s’incrementa en una unitat:

m=tag = increment de lordenada _ Ay _y, -y, /A
g increment de l'abscissa AX X, =X 1

Funcidé constant

La funcié constant té per grafica una recta horitzontal. El seu pendent és nul, ja que

’angle que forma amb l’eix OX és 0 (tg 0= 0). La seva expressid algebraica és del

tipus:
f(X)=N | en qué n és un nombre real anomenat ordenada en I’origen.
Exemples:
1. y=2 2. y=-2 3. y=5 v
6
x|y I x|y 3| X |y :
oy , oy oy
2|2 1 22 : 2|5 :
3
12 0 1|-2 0 15 ,
3 2 1 (0 1 2 L2 L
ol2 » X ol -2 321_1012)( 0ls )
-2 _:
112 3 12 z 115 3 2 1_?01 2X
2|2 ) 2| -2 N 2|5 B
Rectes verticals
Una recta vertical no correspon a la grafica d’una funcio, ja que a un \é
X=a

mateix valor de X li corresponen infinits valors de y. L’expressio

algebraica d’una recta vertical és del tipus x=a, en quée a és un

nombre real.

20




EXERCICIS: FUNCIONS

Funcions quadratiques

Una funcié quadratica té per grafica una parabola. La seva expressio algebraica és del

tipus:
f(x):ax2+bx+c en que a, b i csén nombres realsiaz0.
Exemples:
1. y=x? 2. y=-x* 3. y=2x°
o|Y Loty ]
- : | - f - \ : /
319 6 3149 9 -2 |8 J
\ 5 / N ADMEE 3X \ 5 /
2|4 . -2 | -4 B 112 Vil i)
1)1 i [ [l 2\ 00 \ s/
00 1 00 * 12 1
1 1 4 -3 2 -1 [o 11 12 13X 1 1 // * \\ 2 8 4 3 2 41 Jo 11 2 13X
2|4 2 2| -4 o 2
319 3|1-9 =
3. y=x2+1 4. y=x*-5 5. y=x%-4x
X |y o] x|y JY x|y o
30100 Vo 304 U s W /
112 : -1 -4 4 3 \2 -1_? 0 1 3X 1 -3 —J\\u
0 1 “ 0 _5 5 2 _4 -2 -1_1 1 12 13XN4 15
12 \ : / 1]-4 A : / 3]-3 jj\ /
2|5 2| -1 410 4
3110 4 3 2 1_?0 12 13X 3|4 : 5]5 :

Dels exemples anteriors podem deduir que:
- El coeficient a ens dona informacio relativa a l’obertura de la parabola:

o El signe de a ens indica si la parabola esta oberta cap amunt o cap avall:

Sia>0 (+) - laparabola és oberta cap amunt (concava) : U

Sia<O0 (-) » laparabola és oberta cap avall (convexa) : ﬂ

o Com més gran és |8 més tancada és la parabola.
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EXERCICIS: FUNCIONS

El coeficient c indica per on talla la parabola Ueix OY:

Punt de tall eix OY = (0,C)

Normalment, per representar graficament la majoria de funcions, no n’hi ha prou
d’elaborar una taula de valors. En el tema seglient estudiarem com representar

graficament funcions.

Funcions polinomiques

Una funcié polinomica és una funcio que té per expressio algebraica un polinomi.

f(X)=P(x) | enque P(X) és un polinomi.

Les funcions que tenen per grafica una recta i les funcions quadratiques sén casos

particulars de funcions polinomiques.

Exemples:

1. f(x)=4 - Funcié polinomica de grau 0 (funci6 constant).

2. f(x)=3x = Funcid polinomica de grau 1 (funcié lineal).

3. f(x)=3x+1 - Funcid polinomica de grau 1 (funcié afi).
4. f(x)=x*-5x+8- Funci6 polindmica de grau 2 (funcié quadratica).
5. f(x)=3x%-2x*+4x-1 - Funci6 polinomica de grau 3.

o

6. f(x)=x*-x>+7x%-2x-2-> Funci6 polindmica de grau 4.

Domini d’una funcié polinomica

El domini d’una funcié polinomica és el conjunt dels nombres reals, ja que és possible

calcular la imatge de qualsevol nombre real per un polinomi:

Domf =R

Funcions racionals

Una funcié racional és una funcié que té per expressio algebraica un quocient de

polinomis.

PX)

F00=300

en que P(X) i Q(X) son polinomis i Q(x) #0.
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Exemples:
2 3 2
1. f(x)=X_*+3x-10 2. f(x)=3x"-2x"-1
1. 1) 2X -6 Z ) x?-4

Les funcions polinomiques son casos particulars de funcions racionals, amb Q(x) =1.

Domini d’una funcio racional

En una funcio racional, podem calcular la imatge de qualsevol nombre real, excepte

d’aquells que anul-lin el denominador, ja que no es pot dividir per zero.

Aixi doncs, el domini d’una funcié racional és el conjunt de nombres reals que no

anul-len el denominador:

Dom f =R-{xOR/Q(x)=¢

Exemples: Calcula el domini de les funcions racionals segiients:

2
1. f(x)= X7 SXA0

Resolem [’equacié que resulta d’igualar a 0 el denominador, per calcular

els valors que no pertanyen al domini de la funcio:

2x-6=0- X= 6 ngz 3-[x=3-| Donf =R-{ B

3 2
2. f(x)=3x-2x"-1
2. o)==

Resolem [’equacié que resulta d’igualar a 0 el denominador, per calcular

els valors que no pertanyen al domini de la funcio:

x*-4=0- x*=4- x=2J4=22- [x= 3i[x=- 2 | Donf =R-{- 2,0

3 2
3. f(x)=3Xx-2x"-1
3 f(0)=3 52

Resolem [’equacié que resulta d’igualar a 0 el denominador, per calcular

els valors que no pertanyen al domini de la funcio:

X2 +4=0- x*=-4- x=+J-40R -

El denominador no s’anul-la per a cap valor real, per tant, el domini és el conjunt

dels nombres reals.
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Exercicis: Calcula el domini de les funcions racionals seguents:

2
a) f(X) - X '3*')(31(:110

3 2
0 1= 342

_ 3x-5
c) 1= XC-4x*+X+6

Sol.: a) Domf = R—{—i} b) Domf =R-{-1,3 ¢) Domf =R-{-1,2,3

Funcions irracionals

Una funcié6 irracional és una funcio en que, en la seva expressio algebraica, la variable

independent (X) es troba sota un signe de radical. Estudiarem només les funcions

irracionals ’expressio algebraica de les quals sigui del tipus:

f(x)=1/g(x]| en queg(x)és una funcio racional.

Exemples:

1. f(x)=+3x-6 2. f(x)=Yx*+3x-10

3. 1‘(X)=,4/X)frl
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Domini d’una funcio irracional

Donada una funcio irracional del tipus f(X) =</g(x), en qué g(X) és racional:

Si n és parell, el domini de f és el conjunt de valors reals de X per als quals el

radicand de U'arrel, g(x), és un nombre real positiu o zero:

Domf ={xOR/g(x)= ¢

Si n és imparell, l’arrel es pot calcular sempre que el radicand sigui un nombre

real, encara que sigui negatiu, i per tant, el domini de f coincideix amb el de g:

Dom f = Domg

Exemples: Calcula el domini de les funcions irracionals segiients:

1. f(x)=+x - |Domf =[0,+w)

En R, només podem calcular ’arrel quadrada d’un nombre positiu o zero.

L’arrel quadrada d’un nombre negatiu no és un nombre real.

2. f(x)=+/3x-6
Hem d’esbrinar per a quins valors de x la funcié g(x) =3x—6 és positiva

0 zero.
0 Resolem U'equaci6 que resulta d’igualar a zero la funcid

g(x) =3x-6.
3xX-6=0- X=6- x:%: 2_,

o En x=2 lafuncio g(x) canvia de signe. Estudiem el signe de g(x) a

’esquerra i a la dreta de 2 (calculant la imatge per g d’un nombre

més petit que 2 i la d’'un nombre més gran que 2).

- +

g(0)<0 d(3)>0

El domini de f sén tots els nombres reals més grans o iguals que 2:

Dom f =[2,+e)
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3. f(x)=Ux*+3x-10 —~ |Domf =R

Com que ’index de Uarrel és imparell, el domini de f coincideix amb el del

radicand (recordem que en R es pot calcular arrel cubica de qualsevol
nombre real). Ateés que el radicand és un polinomi, el domini de f és el

conjunt dels nombres reals.

Exercicis: Calcula el domini de les funcions racionals seglients:

a) f(X)=45-x b) f(X)=Yx-8 ¢ 1=(x):3XJ1r3

Sol.: a) Dom f = (-0, 5| b) Domf =R ¢) Domf =R-{-3

Funcions definides a trossos

Diem que una funcié esta definida a trossos si la seva expressid algebraica no és

sempre la mateixa, sin6 que varia en funcio del valor de la variable independent.

Per calcular el domini d’una funci6é definida a trossos, hem de trobar el domini de

cadascuna de les expressions algebraiques que la determinen. Per fer-ho, hem de tenir

en compte en quin interval esta definida cada expressio.

Exemples: Representa graficament les funcions segiients i calcula f(-1), f(0), f (1),

f(2), f(3) i Dom f per a cada cas:

Qualsevol valor de x

X+1 six<l1
1 (=4,
X“+4x six=21

té imatge real:
f(-1)=-1+1=0
f(0)=0+1=1
f)=-¥+40=3
f(2)=-22+4[D2= 4
f(3)=-F +4[B=3

Domf =R
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1 six<0 Qualsevol valor de x té
X imatge real, excepte el
2. f(X)=9x+3 si0<x<2 .
= zero, ja que el zero no
i X >
5 sixz2 pertany al domini de
1 1 , que és ’expressio
f-n=->=-1 X
B de la funcid en x=10:
(=17
0 Domf =R-{¢d
f)=1+3=4
3. f(x)=|x= x La funcié valor absolut
- X és una funcio definida a
trossos.
f(-1)= _(_1) -1 Qualsevol valor de x té
£(0)=0 imatge real:
f)=1 Domf =R

Exercici: Donada la funci6 f(x) =

§ x>3’ calcula (1),

f(3)i f(5) i Domf .

Sol.: f(1)=-3, f(38)=1, f(5)=—X i Domf =R

125

Funcions exponencials

Una funcié exponencial és una funcio |’expressio algebraica de la qual és del tipus:

f(x)=a~

27
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Exemples:
1. f(x)=2" (1)
- 2. f(x)=|= =0.5=2~
2 100=(3] )
Xy X1y
3| L=21=-0125 3| 2-8
2 8 oY 212 =4 alY
2| L=21-0025 1 112 7
2 4 ’ 8 / 0|1 \ 6
L : / Vi,
1 520,5 4 1 120'5 .
2
3
01 3
12 : 2| L=1-025 .
2 22:4 /‘1 22 4
3 _ 473’42 100 12 13X i_l_0125 o Th—
3 2°=8 ! 3 23_8_’ 4« 13 t2 01 fo 2 s X

Les funcions exponencials presenten les caracteristiques segiients:

El seu domini és el conjunt dels nombres reals: Domf =R

El seu recorregut és el conjunt dels nombres reals positius, ja que si a>0,

aleshores a*>0:  Im f =R" =(0,+o)

El punt de tall amb Ueix OY és (0,1) per a totes les funcions exponencials:
f(0)=a’=1

El grafic de la funcio s’aproxima indefinidament a [’eix OX, pero no el talla mai.

o Si a>1, el grafic de la funcié s’acosta a ’eix OX a mesura que disminueix

el valor de Xx.

o Si O<axl, el grafic de la funcié6 s’acosta a l’eix OX a mesura que

augmenta el valor de X.

Sia>1, la funcid és creixent (quan augmenta el valor de X, augmenta el valor de
y). Si O0<a<l, la funcid és decreixent (quan augmenta el valor de X, disminueix

el valor de y).

El grafic de la funcio exponencial és del tipus:
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Sia>1: Si O<ax<1:

/ \

Operacions amb funcions

Funcié suma
Donades dues funcions, fi g, la funcié suma f + g és una altra funcid que es defineix

com:

(f+9)(x)=f(x)+9(x)

Exemples: Calcula I’expressio algebraica i el domini de la funcié suma f + g per

a cada cas:
1. f(x)=x i g(x)=5x>
- (F+9)(%) = f() +g(x) =[x+5x]; Dom( +g)=R

2. f(x)=2x%i g(x)=—L
X+1

=~ (F+9)09 = () +9() =|2x +—|; Dom( +g)=R~{~1}

Funcio resta

Donades dues funcions, fi g, la funcié resta f — g és una altra funcié que es defineix

com:

(f-9)(x0=f(x)-9(x
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Exemples: Calcula I’expressio algebraica i el domini de la funcié resta f — g per

a cada cas:

1. f(x)=x i g(x)=5x%°

L (F-9)(®) = F()-g() =[x=5x]; Dom -g)=R

2. f(x)=2x%i g(x)=—*
X+1

S (f-g)()=f(-g(x) = sz‘xﬁ; Dom -g)=R-{-1

Funcié producte

Donades dues funcions, fi g, la funcié producte f -g és una altra funcié que es defineix

com:

(f[9)(x) = f () [G(x)

Exemples: Calcula I’expressio algebraica i el domini de la funcié producte f -g

per a cada cas:
1. f(x)=x i g(x)=5x>
~ (F )0 = f () B =xBx =[5¢]; Dom@ [m)=R

2. f(x)=2x%i g(x)=—L
X+1

— —ov2 1 _2_)(2. —R_f_
= (F )0 = () B0 =2 B =25 Dom f (§)=R~{-3

Funcidé quocient

Donades dues funcions, fi g, la funcid quocient — és una altra funcid que es defineix

com:

frg=fX
g ) g(x)
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Exemples: Calcula I’expressio algebraica i el domini de la funcié quocient i
g

per a cada cas:

1. f(x)=x i g(x)=5x%>

g(x) 5x* |5x

a(i](x)=ﬂ=i= L1; pom( )= R-{¢

2. f(x)=2x*i g(x)=—1

X+1
f () _ 2 _ .., =3 7. f_
- | = (X)_ﬁ_T_ZX E(x+1)—, Dom r =R
g g(x) 1
X+1
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Exercicis

1. Completa el quadre:

Text

Expressio algebraica y= &

X|y .
N 4
O 3
2
Taula de valors i 1 ;
gr‘afica 4 -1_1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 SX
9

2. Indica quines de les grafiques segiients corresponen a una funcio:

e i

i
1 i
TN Al

2 110 1 _ 2= X 1
z/ 5_-:—:—2 -1_:0 1 :_3 R
2 )
2

2 X

N

/
[

| sl
\ T al

T .L,\A\'*o/a o oo

3. Calcula f(2), f(0)i f(-2) per a cada cas:

a) f(x)=xC-2x+8 b) f(x)=i+12
X—

4. Calcula f™*(13) per a cada cas:

a) f(x)=5x-2 b) f(x)=x*-3 c) f(x):_;b:;G
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— X+2 2

5. Donada la funcio f(X) 3 calcula la imatge i ’antiimatge de 5

6. Troba el domini i el recorregut de les funcions seguents:

a) b)

Lo
LRI SR

7. Calcula el domini de les funcions seguents:

a) f(x)=x"+2x*-3x+1

) (%) ﬁ-l six<0 0)
1 X) =
b) NXF% 2x%-3x six>0 Fx)=vx-7
P)
c) f(x)=%1 x-5  six<-1 f -
X_ =
i) f(x) = X214 si—1<x<5 () Ix-7
-1 a
9 1:(X)_xz—l Jx  six=5
e) f(x):X21+1 k) f(x)=\/5x—15
1 1) f(x):;
f) f(X):m V/5x-15
g) f(x):xs_le_gx+9 m) f(x)=32-x
f(x) = X=X
h) f(x):XZESX R
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Solucions
1.

Text Funcio que a cada nombre real li fa correspondre la seva
ex
arrel quadrada.
Expressio \/_
=X
algebraica y
X WY
“o0/o0 ; _——
4 —
Taula de valors i 11 1)/ SETE SN 5 S S
grafica 4|2
913
2. b)id)
3. a) f(2)=12,f (0)=8i f € 2F ¢ b) f(2)=-2,f (0)=-2i f 62):%
4. a)3 b) {-4,4 c)-5
REETCE
5/ 7 5
6. a) Domf=R Imf =(-w,7 c) Domf =R Imf=(0,7
b) Domf =R-{-1} Imf=R d)

Dom f =(~c0,~1 O[ L)

7.
a) Domf =R

b) Domf =R-{23
c) Domf =R—{§}
d) Domf =R-{-1}
e) Domf =R

f) Domf =R-{-5,3

Imf = R =[ Ojo)

g) Domf=R-{-313 1) Domf =(3+x)

h) Domf=R-{0,4  m) Domf =(-x,3

i) Domf=R-{-} n) Domf =(-e,2)
o) Domf =R
j) Domf =R-{3

Domf =R-
k) Dom f =[3+e0) P) Dom {7
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Solucions dels exercicis de la teoria

Formes d’expressar una funcié

a) Text Funcio que a cada nombre real li fa correspondre el seu
ex
quadrat
Expressio algebraica | y=x°
X | -2 -1 0 1
Taula de valors i 5
grafica
yl 4 1 0 1 4
b) Text Funcio que a cada nombre real li fa correspondre el seu
ex
cub menys una unitat.
Expressio algebraica | y=x*-1 v
5
o]
J ]
o ]
o
x[-2 -1 0 1 OREREN [ CREF
Taula de valors i 2 ¢
-] -3
grafica y| 9 2 4 0 l/ 4
7 [
|z
.

Grafiques que no corresponen a funcions

Corresponen a una funcio les grafiques dels apartats b), c) i e).
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Exemples de funcions

a)

X = nombre d’alumnes
y = cost per alumne
Expressio algebraica:

y =600
X

X
-
o

20 30 40 50 60

y | 60 30 20 15 12 10

: H : H : 1
{0 o 0 20 B0 Mo 50 60
! ! ! I_Alumnes

————————————————————————————————

b)
X = hores

y = nombre de bacteris

Expressio algebraica:

y=2"
acteris
15
14 l
13 I
12 l
1 l
10 l
: |
8
7
. /
1/
4
3
2
1
g
0
-2 1_1 0 1 2 3 4 Irf;[g;
x| 12345 6 10 24
y | 1 4 8 16 32 64 1.024 16.777.216

Calcul del domini i el recorregut d’una funcio a partir de la seva grafica

a) Domf =R i Imf =[-3+)

b) Domf =R-{Q i Imf =(0)

c) Domf =R-{-1} i Imf =(~0,qQU( L)
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2. LIMITS DE FUNCIONS

El calcul de limits serveix per estudiar el comportament d’una funcio al voltant d’un

punt a (quan la X s’aproxima a un nombre real a) o en Uinfinit (quan la X es fa

indefinidament gran o indefinidament petita).

Concepte de limit

Limit d’una funcié en un punt

Sigui a un nombre real i f una funci6 definida al voltant de x=a, pero no

necessariament definida en x=a (a pot no pertanyer al domini de f).

Per estudiar el comportament de la funcio al voltant de a, prenem valors de X que

s’aproximen a ai calculem les seves imatges.

Ens podem aproximar a a per I’esquerra, és a dir, prenent valors de X que s’aproximen

cada cop més a a i que son més petits que a. En aquest cas, es diu que X tendeix a a

per I’esquerrai s’escriu: X - a.

0 ens podem aproximar a a per la dreta, és a dir, prenent valors de X que s’aproximen

cada cop més a ai que son més grans que a. En aquest cas, es diu que X tendeix a a per

la dretais’escriu; X — a’.

Limits laterals

Un nombre real L és el limit de la funcié f (X) quan X tendeix a a per I’esquerra si

quan prenem valors de X que s’aproximen a a per |’esquerra, les seves imatges

s’aproximen a L, de manera que f (X) es pot apropar a L tant com vulguem, prenent

valors de X suficientment propers a a.

S’escriu:

lim f(x)=L Diem qu_e quan X tendeix a a per l’esquerra
X-a (X - a), f(X)tendeixaL(f(x)_»L).

Un nombre real L és el limit d’una funcié f (X) quan x tendeix a a per la dreta si quan

prenem valors de X que s’aproximen a a per la dreta, les seves imatges s’aproximen a L,

de manera que_f (X) es pot apropar a L tant com vulguem, prenent valors de X

suficientment propers a a.
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S’escriu:

lim f(x)=L Diem qu+e quan X tendeix a a per la dreta
X8 (X_>a),f(X)tendeixaL(f(x)_»L).

El limit d’una funcio f (X) quan X tendeix a a per I’esquerra és infinit (menys infinit)
si quan prenem valors de X que s’aproximen a a per l’esquerra, les seves imatges es fan
cada cop més grans (cada cop més petites), de manera que f (X) es pot fer tan gran

(petita) com vulguem, prenent valors de X suficientment propers a a.

S’escriu:
Diem que quan X tendeix a a per l’esquerra
)|(II’2_ f(X)=+40w o )|(II’2_ f(X)=-00 (X - a), f(X)tendeix a +o0 (0—0)

El limit d’una funcié f (X) quan x tendeix a a per la dreta és infinit (menys infinit) si

quan prenem valors de X que s’aproximen a a per la dreta, les seves imatges es fan cada

cop més grans (cada cop més petites), de manera que f (X) es pot fer tan gran (petita)

com vulguem, prenent valors de X suficientment propers a a.

S’escriu:

Diem que quan X tendeix a a per la dreta
lim f(x)=+0 o lim f(x)==w | (x-a") f(xtendeixa +o o)

Els limits de la funcié f quan x tendeix a a per la dreta i per l’esquerra reben el nom de
limits laterals def en x=a:

lim f(x) i lim_f(X - Limits laterals de f quan en x=a
X-a X-a

Limit d’una funcié en un punt

Un nombre real L és el limit d’una funcié f (X) quan x tendeix a a si quan prenem

valors de X que s’aproximen a a, tant per l’esquerra com per la dreta, les seves imatges

s’aproximen a L, de manera que_f (X) es pot apropar a L tant com vulguem, prenent

valors de X suficientment propers a a.

S’escriu:
Diem que quan X tendeixaa (X —» a), f(X)
L'_rgf(x): L tendeix a L (f(x) - L).
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El limit d’una funcié f (X) quan x tendeix a a és infinit (menys infinit) si quan prenem

valors de X que s’aproximen a a, tant per [’esquerra com per la dreta, les seves imatges

es fan cada cop més grans (cada cop més petites).

S’escriu:

Diem que quan X tendeixaa (X — a),
Lin;f(x):+oo ) !(in;f(x):—oo f (X) tendeix a +o0 (0—0)

(f(X) > 40 0 f(X) - —).

Relacié entre els limits laterals i el limit d’una funcié en un punt

Diem que el limit d’una funcié en un punt existeix si, i només si, els limits laterals de la

funcio en aquest punt coincideixen i el seu valor és un nombre real.

im f(x) =lim f() =LOR o lim f(® =LOR
X-a X-at X-a

Si els dos limits laterals no coincideixen o son infinit, diem que no existeix el limit de la
funcio en el punt donat i escrivim )ﬁlim f(X) . Tanmateix, si els dos limits laterals son
X—a

infinit amb el mateix signe, encara que diem que no existeix el limit, escrivim:
lim f(X) =+ 0 lim f(X) = -,
X-a X—a

Exemples: Calcula els limits segiients, fent les taules de valors corresponents:

1. Limzf(x) on f(x)=2x+5

Com més
X | f(x) X | f(x) o s’aproxima X a 2,
8 tant per Uesquerra
1,9 18,8 2,119,2 . com per la dreta,
1,99 | 8,98 2,01 9,02 | 6l r(T;Ss:;proxma f
" 5Y M
1,999 | 8,998 2,001 | 9,002 Fixa’t que
1,9999 | 8,9998 2,0001 | 9,0002 z : 20 Dom f
. L. ] i f(2)=9.
. . . . |’7 d - ! -
X2 | F(X) -9 x-2 [ 1) -9 |7 TR ORIy

im () =lim f(x =9 - [im (3 =9
X2 x- 2" X—
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3
2. limf(x) on f(x)=X-1
X—>1 X
x | f(x) x | f(x) Com més
s’aproxima Xa 1,
092,71 1.1 13,31 tant per Uesquerra
’ ’ ’ ’ com per la dreta,
0,99 | 2,9701 1,01 | 3,0301 més s’aproxima f
X) a 3.
0,999 | 2,997 1,001 | 3,003 )
Fixa’t que
0,9999 | 2,9997 1,0001 | 3,0003 10Domf |, ja
. -l que f(1) =0 )ﬁ
xo1 | f(X) >3 xo1 | f(0) -3 0
lim f(x) =lim f(X) =3 - |lim f(X =3
X-1" X—>1+ X1
3. limf(x) on f(x)=1
X—»O X
IA
x | f(x) x | f(x) % .
) Fixa’t que
01|10 0.1 /10 o[ o0 Domf ,
’ ’ ! - ja que
'100 100 =3 -100 112 13 4_
-0,01 0,01 ; X f(O):% ya
-0,001 -1000 0,001 1000 %
-0,001 -10.000 0,001 10.000 LA
) B Dl Nota: Quan el denominador d’un
X 50 F0 —» —e X 5 0" FO — e quocient es fa petit, el resultat del
quocient es fa gran en valor absolut:
1 1 1
lim f(X) =—o0; lim f(X) =+co0 - | Alim f(X -=L—=2,——=4
X=0 ( ) X 0* ( ﬂxao ( ) 1 0,5 25

Com més s’aproxima X a 0 per l’esquerra, més petita es fa f(x).

Com més s’aproxima X a 0 per la dreta, més gran es fa f(X).
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4. limf(x) on f(x)=

X1

X+1 si x<1
X2+4x six=21

Quan X s’aproxima
. a1 per Uesquerra,

x | f(x) X | f(x) . f(X) s’aproxima a
L2,
0,9 1,9 1,1 3,19 | , .
- Quan X s’aproxima
0,99 | 1,99 1,01 | 3,0199 - a1 per la dreta,
. f(X) s’aproxima a
0,999 | 1,999 1,001 | 3,002 3.
0,9999 | 1,9999 1,0001 | 3,0002 - Fixa’tque
. .- 10Domf i
N S f (1) =3

lim £(x) =2# lim £(x) =3 - | Alim f()

Els limits laterals no coincideixen; aleshores, no
existeix el limit de f (X) quan X tendeix a 1.

Exercicis: Calcula els limits segiients, fent les taules de valors corresponents:

a1
2

a) Liinof(x) en qué f(X)=X

X+5 s x<-1

b) lim f(X) enque 1E()()={2x2+2 s x=>-1

Sol.: a) +o0 b) 4
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Limit d’una funci6é en ’infinit

Estudiar el comportament d’una funcio en U'infinit consisteix a esbrinar que li passa a la

funcio (a que tendeix) quan la X es fa indefinidament gran o indefinidament petita.

Per fer-ho, prenem valors de X cada cop més grans (direm que X tendeix a més infinit i

ho escriurem: X — +o0) o cada cop més petits (direm que X tendeix a menys infinit i ho

escriurem: X - —c0) i calculem les seves imatges.

Un nombre real L és el limit d’una funci6 f (X) quan X tendeix a infinit (menys infinit)

si quan prenem valors de x cada cop més grans (petits), les seves imatges s’aproximen a

L, de manera que_f (X) es pot apropar a L tant com vulguem, prenent valors de X

suficientment grans (petits) de X.

S’escriu:

Diem que quan X tendeix a més infinit (menys

Xlirpm f(x)=L o Xlim f(x)=L infinit) (X — +0 0X — —o0 ), f(X) tendeix
— — —00

aLl (f(x) - L).

El limit d’una funcié f (X) quan x tendeix a més infinit (menys infinit) és més infinit si

quan prenem valors de X cada cop més grans (petits), les seves imatges es fan cada cop

més grans, de manera que f (X) es pot fer tan gran com vulguem, prenent valors de X

suficientment grans (petits) de X.

S’escriu:

Diem que quan X tendeix a més infinit
lim f(xX)=+40 o Ilim f(x)=+o0 (menys infinit) (X — +00 0X —» —c0 ),
X — 400 X —» =00

f (X) tendeix a +co ( f(X) » +oo )

El limit d’una funcié f (X) quan X tendeix a més infinit (menys infinit) és menys

infinit si quan prenem valors de X cada cop més grans (petits), les seves imatges es fan

cada cop més petites, de manera que f (x) es pot fer tan petita com vulguem, prenent

valors de X suficientment grans (petits) de X.

S’escriu: ) ) o
Diem que quan X tendeix a més infinit

(menys infinit) (X —» 40 0X —» —00 ),
f (X) tendeix a —c0 ( f(X) > — )

lim f(x)=-w o lim f(x)=-o
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Exemples: Calcula els limits segiients, fent les taules de valors corresponents:

Lo lim £(x) 0 lim f(x) on f(x)=2x+5

Y Quan X pren valors
X f(x) X f(x) ; cada cop més
\ grans,
10 25 -10 f (X) es fa cada cop
-15 ) més gran.
205 -100 ,
100 1.000 -195 \ Quan X pren valors
-1 cada cop més
1.000 2005 -1.995 T il X petits,
10.000 20.005 W . 1 T(X)esfacada cop
10.000 | 19-9% més petita.
_: + f -_, + :
X 00 (X) 00 « . —oo f(X) o
lim f(X) =40 i lim (X =-oo
. - o
2. x“m» f(x) i x“m» f(X) on f(x)=x
X f(x) X f(x) \| v I Quan X pren valors
\ : L cada cop més
100 100 . grans,
10 -10 s f (X) es fa cada cop
10.000 10.000 J 1/ més gran.
100 -100 ,
1.000.000 1.000.000 Quan X pren valors
1.000 -1.000 = 2 o 1 2x cadacop més
100.000.00 100.000.00 petits,
10.000 O '10.000 0 f (X) es fa cada cop
. més gran.
X —» +oo : X — —00 :
f(X) > +o0 f(X) > +o0
lim f(X) =40 i lim f(X) =+oo
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3. Xli_Hle(X) i Xlirpmf(x) on f(x):%

Quan X pren valors

X f(x) X f(x) b cada cop més
L grans,
10 0,1 -10 -0,1 o Nds f(X) s’aproxima a
100 0,01 -100 -0,01 1 -
B Quan X pren valors
1.000 0,001 -1.000 -0,001 ¥ cada cop més
petits,
10.000 0,0001 -10.000 -0,0001 f (X) s’aproxima a
X —» +oo f(X)—»O+ X —» —00 f(X)—»O_
lim f(X) =0 i lim f(x) =0
4. XILrpm f(x) i XILrpm f(X) on f(Xx) =
Quan X pren
X f(x) X f(x) I valors cada cop
; més grans,
10 1,8181... -10 2,222... | & ue f (X) s’aproxima
7 al.
100 1,98 -100 2,0202... X
Quan X pren
1.000 1,998 -1.000 2,002 valors cada cop
més petits,
10.000 1,9998 -10.000 2,0002 f (X) s’aproxima
: : . az2.
X o+ [ f(X) - 2 X o= [ f(x) -2
lim f(x) =2 i lim f(x) =2

a) im £(x) i lim (X enque f(x)=x' ~x

Exercicis: Calcula els limits segiients, fent les taules de valors corresponents:
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X
X2 +1

b) xllmm f(X) i )!LrTJm f(X enquée f(x)=

Sol.: a) +o0; +00 b)0; 0

Calcul del limit d’'una funcié en un punt

Fins ara, hem calculat limits a partir de taules de valors. Pero existeixen procediments
practics que ens permeten calcular aquests limits de manera més rapida. A continuacio

veurem aquests procediments.

Com a regla general, per buscar el limit d’una funcié f (X) quan X tendeix a a,

substituim X per a en U'expressio algebraica de la funcio i fem els calculs indicats. Si el

resultat és un nombre real, aquest és el limit de la funcio.

Quan el resultat no és un nombre real, haurem d’aplicar altres técniques.
Vegem-ho per a cada tipus de funcié en particular.

Polinomis

Apliquem la regla general:

lim p(x) = p(a)

Exemples:
1. lim (x2+2x-1) =32 +2[B-1=

2. lim (x3+2) :(—2)3+2:—8+ 2:@

X -2

p(x)
a(x)
Apliquem la regla general i ens podem trobar tres casos:

Funcions racionals:
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P g

aquest és el limit
q(a)

Que el resultat sigui un nombre real:

Que el denominador s’anul-li: cas % (amb k#0)

Que s’anul-lin el numerador i el denominador: Cas d’indeterminacié 6

Nota:
Una indeterminacié és una expressiéo que no té un valor determinat; no sempre val el

mateix.

Vegem com resolem els dos Ultims casos:

- Cas% (amb k#0)

El resultat del limit és oo (LO - ooj; pero haurem de calcular els limits laterals

per esbrinar el signe de o (el simbol co significa que pot ser +co 0 —).

Exemples:
.3 _3_ X _1_
im —=—=-w lim > =— =+t
1 gim 3 =3 x=27 0 R S e
— X.2 w. Z. m =—=
T2 0 lim o=t | T ()0 LS
X-2 X_2 0 X1 (X—1)2 O+
Flim ——
X=2 X- - lim X2:+oo
- (x-1)
Exercici: Calcula el limit segiient: Sol.: 17 400, I :—oo0,
. 2X
lim > =
X—»ll—X
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- Cas d’indeterminacioé %

Hem de resoldre la indeterminacio simplificant la fraccié algebraica i tornant a
calcular el limit:

Exemples:

2 - X+3
X +2x-3_0 _ (1) (x+3) imX*3 .41

1. lIm———=—= lim=————=

= x-1 x%-1 0 xa1M(x+1) x-1X+1 2

lim —=
2 2 _
X“+2x-3 . x*+2x-3 0 . 1) (x+3 . X+3 4 LT oy —

= lim =—=lim M( )_II 2 x-1 x=1 0

lim =
x-1 x2-2x+1 x1x-2x+1 0 x-1 (x—1)5 x-1x-1 0 .mx+3_4_

N

Exercicis: Calcula els limits seglients:

. xX'-25
a) lim =
x-5 X —bX
. X’ —25
b) lim

s X2 +10x+ 25

Sol.:a)2 b) =5 400, —5 :—c0.

Funcions definides a trossos

Per calcular el limit d’una funcié definida a trossos en un punt en qué la funcié

canvia d’expressio algebraica, hem de calcular els limits laterals.

Si la funcié no canvia d’expressi6 en el punt en qué hem de calcular el limit,

procedim com en el cas d’una funcié no definida a trossos.+
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Exemple: Estudieu els limits de f(X) quan: X - -2, X - 1, X - =-1i X - 3.

x+1 si. x<-1
x-1 X o> =2 X -1
f(x)=42 si -1<x<3 w+l -1 [T
X°=7 si x>3 I|m f(X)—|X|[T_‘2X—1—_—3—E |)|Lnlf(x) =|!{P12:

- Com que en Xx=-1 U’expressio algebraica de la funcié canvia (I’expressio a la

dreta de -1 és diferent que a l'esquerra de -1), hem de calcular els limits

laterals:
x+1 O . .
Imf =lim —=—= Z lim f(X) =Im 2=[2
! (X) xl—l Xx-1 -2 xla—l+ (X) xlﬂ—l+
Els limits laterals no coincideixen, aleshores no existeix el limit en x=-1:
mn]lf(x)

- Com que en X =3 U'expressid algebraica de la funcidé canvia (’expressio a la

dreta de 3 és diferent que a l’esquerra de 3), hem de calcular els limits laterals:

. . a . L 2 7\ =a2_72[7 _ . =
)!ljrsl_f(x)—)[lin§2— = JL@f(X)_l'Ing(X 7) -7 @ D)!l{gf(x) 2

Com que els limits laterals coincideixen, existeix el limit en x= 3 i el seu valor és 2.

Exercici: Estudia els limits de la funcié segiient quan: X - 0, X -1, X->2,X->5 i
X - 10.

s xx<1

f(x)=

1
X
X s 1<x<5
X

-x s x>5

Sol.: X 50 :—0; X >0":40; X111, X - 2:2; x_>5:)ﬁ; X - 10:90

Quan cal calcular limits laterals?

D’acord amb el que hem vist, hem de calcular limits laterals en dos casos:
Cas —
0

En una funcio definida a trossos quan ’expressio algebraica de la funcié canvia en

el punt on hem de calcular el limit.
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Calcul del limit d’'una funcié en l'infinit

Polinomis

El limit d’un polinomi quan la X tendeix a més infinit o menys infinit sempre és més

infinit 0 menys infinit:

lim p(Xx) =co (el simbol o significa +o0 0 —c0)
X — 0

Només haurem d’esbrinar el signe de infinit.

Quan la x tendeix a més infinit o menys infinit, el terme de grau més gran del polinomi

s’aproxima cap a més infinit o menys infinit més rapidament que els altres termes i, per

tant, sera el terme que marcara la tendencia de la funcio. Per a valors molt grans o

molt petits de la X, el valor dels altres termes és menyspreable respecte al valor del

terme de grau maxim.

Exemple: Calcula lim

X — 00

(x2 - 2x) , estudiant la tendéncia de cada terme:

Si X — +oo, aleshores X? — 400, 2X — +o0 i X*—2X — 00 —oo (indeterminacid). Vegem

X X2 2 X2 - 2X
1 1 2 -1
10 100 20 80
100 10.000 200 9.800
1.000 | 1.000.000 | 2.000 | 1.800.000
X _; +00 — .+00 N .+00 N ‘+OO

com es resol aquesta indeterminacio en la taula de valors segiient:

Fixa’t que X° tendeix cap a més infinit més
rapidament que 2x. Per tant, la diferéncia
entre els dos termes, X - 2x, tendeix cap a
més infinit (aquesta diferéncia creix a
mesura que x es fa gran). El terme de
poténcia maxima marca la tendencia de la
funcio:

lim

X — +0o

(x2-2x) = lim x* = +oo

X — 00

Aixi doncs, el limit d’un polinomi quan X tendeix a infinit 0 menys infinit coincideix amb

el limit del terme de grau més gran del polinomi quan X tendeix a infinit o menys

infinit:

P(x)=ax"+a _X""+..+ax+a, -
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Exemples: Calcula els limits segiients:

1. lim (3x*+2x-3)= lim 3x* =[+o]

X — +oo X — +oo

2. lim (3x2+2x-3): lim 3% =[+oo]

X —oo Xy —o0
3. lim (-5x3+x2+6)= lim =53 =[—oo]
X — +00 X — +00

m (-5x°+x2+6)= lim -5X° =[+]

li
X—> —o X —» —00

4.

Exercicis: Calcula els limits segiients:

a) lim (x“-2x3+3x-9) = e) lim (2x3+x2+5) =
b) Xﬁrrjoo(x“-2x3‘+3x-9)= f) lim (2x3+x2+5):
c) lim (-x4-2x3+3x-9): g) lim (—2x3+x2+5):

X — +00

d) lim (-x*-2x*+3x-9) = h) lim (-2x +x*+5) =

Sol.: @) +o b) +o0 ¢c) —0 d) —0 e) +oo f) —co g) —c0 h) +oo

. . X
Funcions racionals: M
q(x)
Quan calculem el limit en Uinfinit d’una funcio racional, ens trobem davant del cas

d’indeterminacio 2.

(0]
. X 0
lim PO _ 2 (indeterminacid)
o) o

Com que el limit en Uinfinit d’un polinomi és el limit en ’infinit del terme de grau més

gran del polinomi, el limit en I’infinit d’un quocient de dos polinomis sera el limit en

’infinit del quocient dels termes de grau més gran dels dos polinomis.

n

P(x) =a x" +an_1Xn_l+ ..tax+a, i P(X) _ i ax
Q(X) = mem + bm_lxm—l + ..+ b_LX+ bO X 00 Q(X) X o> 00 bmxm
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Exemples: Calcula els limits segiients:

3P +2x . 3¢
1. lim —— = Iim —= lim 3x=
X — +00 X+1 X > +00 X X > +00
3x% +2x
2. i = | — = lim 3x=
Jim === lim = lm
x?+5x . X 1
3. | 3 = lim —3_I|m — =
Xt DY 4] Xt Dy Xt Dy
2 2
X +5x . X 1
4 5 = lim —=lim ==|=
T oxote 2% 4] xetwDx? Xotw D |2

Exercicis: Calcula els limits seglients:

B+ 23 —X+6
a) lim > =
Xt 2%° +x+10

. X+2
b) Ilim =
X x+1

. X+2
c) lm ——=
X x°+1

Sol.:a) - b)1 ¢)O

A partir dels exemples i exercicis anteriors, podem deduir la regla segiient, la qual és

molt Gtil per calcular rapidament el limit en Uinfinit d’una funcio racional.

Regla:
SiP(x)=ax"+a_Xx"'+..+ax+a, i QX)=b x"+b X"+ ..+bx+b,,

0 (+00 0 —) si grP(x)>grQ(x) - Shadestudiar el signe en cada cas.
)I(im%: 0 si. gr P(X) <grQ(x)
- 00 X
a a, on &, i b, son els coeficients dels termes
— si grP(x)=grQ(x) .
b, de graumaximde P(X) i Q(X).
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Exemples: Calcula els limits segiients, aplicant la regla que acabem de veure:

3
, X"+2 _ -0 A
1. lim — c =—-= (el grau del numerador és més gran que el del denominador)
X—--0o x“4+H5x +oo

. X-4
2. lim 1 = @ (el grau del numerador és més petit que el del denominador)
X - +o00 X -
3x>+5x _3
3. lim —=—= (el grau del numerador és igual que el del denominador)

Exercicis: Calcula els limits segiients, aplicant la regla que acabem de veure:

. A =X +3x+6 . X+2

a) lim > = c) lim =

Xote  2x°+x+10 X——w 2xX°+1
-X+ 3+

by lim —*2- dy fim 2X*2_
X=- 3x+1 X-~o 3x+1

Sol.:a)-2 b) -1 ¢)0 d) +w
3
Asimptotes

Una asimptota horitzontal és una recta horitzontal a la qual s’aproxima la grafica de la

funcié quan X tendeix a infinit o menys infinit.

Quan el limit de la funcio f (X) en més infinit o menys infinit és un nombre real K, es diu

que Yy = K és una asimptota horitzontal de f :

Si XILer f(X)=k /o XILr[lw f(¥ =k - és una asimptota horitzontal de f.

Els polinomis no tenen asimptotes horitzontals, ja que lim p(x) = .
X 5 00

Una funcio racional té asimptotes horitzontals si el grau del numerador és menor o igual

que el del denominador.

X3

x*-x L

3 |

=1 U

Exemple: Troba les asimptotes horitzontals de la funcié f(x)=

lim 3
D D ¢

R és una asimptota horitzontal de f per la dreta.

Ao o A No s v de s

3

lim =1 - és una asimptota horitzontal de f per "esquerra.

X=X X

Es diu que és una asimptota horitzontal per ambdods costats.

52



LIMITS DE FUNCIONS

Una asimptota vertical és una recta vertical a la qual s’aproxima la grafica de la funcid

quan X tendeix a un nombre real a (per la dreta o per U'esquerra) i f (X) tendeix a més

infinit 0 menys infinit.

Quan algun limit lateral de la funcio f (X) en X = a és més infinit o menys infinit, es diu

que X = a és una asimptota vertical de f :

Si lim f(X)=oc i/o lim f(X) =0 - és una asimptota vertical de f.
X-a X—-a

Els polinomis no tenen asimptotes verticals, ja que lim p(x) = p(a) .
X—a

Si una funcio racional té asimptotes verticals, aquestes es troben en valors de X que fan

que s’anul:li el denominador. Perd no hi ha, necessariament, una asimptota vertical en

cada valor de x que anul-la el denominador. Haurem de calcular el limit en cadascun

d’aquests valors per comprovar si hi ha asimptota vertical.

Exemples:
2
1. Troba les asimptotes verticals de la funcié f(x)= )2( 1
X -

- Calculem els valors que anul-len el denominador (resolent ’equacié que resulta
d’igualar el denominador a 0) en els quals hi haura les possibles asimptotes

verticals:

X¥-1=0- x2=1- x=+J1- [x=1i[x=-1

- Calculem els limits de la funcio quan X - 1 i X - —1 per veure si x=11i x=-1

son asimptotes verticals:

X 1 A
2 im -—=—=-0 i R AR
: 1_jx-1rx*-1 O 3
lim e e S 3 R L N
x-1x2-1" 0 1 [oa i
m+ 2 T A =+ __// 1 \..___
X1 X 1 0 b ] __ ] —
K:_ X:
0
2 4 3 2 1 0 1 2 3 X
im <=t T AR
. X 1 x--1 -1 0" i 2
im ——=== ,
x--1x=-1 0 | Na 1 e
=-— - -0 4
x-1'x*-1 o0 T

Ix=1] i [x=-1] sén asimptotes verticals d’aquesta funcio.
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2. Troba les asimptotes verticals de la funcié f(Xx)=—; X3
X*“-3X

- Calculem els valors que anul-len el denominador (resolent ’equacié que resulta
d’igualar el denominador a 0) en els quals hi haura les possibles asimptotes

verticals:
Xx=0

X-3=0- [x=3

- Calculem els limits de la funcié quan X - 0 i X - 3 per veure si Xx=0 i x=3

x*-3x=0- x(x—-3)=0- {

son asimptotes verticals:

: X 0 _. : 1 1
lim ——===Iim =lim :_=_?3

x-0 x2-3x 0 x-0 X(x-3) x-0x-3 -3 J l
: \
— X=0 no és una asimptota d’aquesta funcio : \
1
0 x=3 ——
. X 3 T——Pe—_1 12 3 4 15 16X
lim — =lim =—=- !
| 3 [x-3x°-3x x3x(x-3) O 2 \
|m =-—= 3
x-3x?-3x 0 X 1 \
lim = = =400 4

és una asimptota vertical d’aquesta funcio.

Exercicis: Calcula les asimptotes horitzontals i verticals (si n’hi ha) de les funcions segiients:

a) f(x):x+5

2
b) f(X) :—X;(+;)£(lf8
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— 2 —
0 1(9="5 1203

3
d) f(x):ﬁ

Sol.: @) Hi ha una asimptota horitzontal en y =01 una asimptota vertical en x =5.
b) Hi ha una asimptota horitzontal en y =11 una asimptota vertical en x = -4.
¢) Hi ha una asimptota horitzontal en y = -5. No té asimptotes verticals.

d) No té asimptotes horitzontals. Té una asimptota vertical en x = -4.
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1. Calcula els limits segiients:

a) lim (3x2 +5x+1) =

x?+2x-15 _
b) lim SV——5—
x-5 X3 —4xZ+3x
XC+2x%2 - x—2
c) lim

x-=2 x3+3x? +3x+2

2. Calcula els limits segiients:

a) lim (2 +x+1)=

X - +00

b) lim (2x*+x+1)=

X— — 00

3. Calcula els limits seglients:

x3-5x+4 _

c) Im =———F—-=
x=+0 X° +3x% = 7X
d) lim M
X~ X° +3x° = 7x
e) lim 3x° — 4x? —5_
x~to 4% +5x— 7

-3X% + Tx+ 8_

f) Iim
) -5x%+1

X — +00

g) Im —————
wote @+ 2041

h) Iim ————
X X3+ 2X° +1

x?+2x-15 _ + X-15_
x=3 X° —4x° + 3X S Ax+ X
) lim 32(+ L h) lim —2
x-2 xc—=1 X -5 X + 5(
4 X°+ 1+ 25
) im ——= i) lim ————
X-2 X—2 X--5 X —-25

o lim (4¢+5¢-x+= e lim (~x'+]=
d) lim (4¢+5¢-x+7) =

X —00

) fim 2722
xome =1
j) fim X1
xovw X0 =1
4
. +
k) lim 3X3 !
X=X
1
h Jim ==
m) lim — =
X——00 ¥
n) Jim 5=
. 3+4x-10¢
) lim =
x--e 1-3X

P) XIir[l VX3 +2x%+3=
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EXERCICIS: LIMITS DE FUNCIONS

4. Calcula el limit de f quan:

X—»O,X—»-l,X—» X - 2,X—> 3,)(—»

f(x)=

X+1

x> -1

2X—-3

10

X-5

X+8

six< 2

Si2<x< b5

si b<x<10

six>10

5x -

57
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SOLUCIONS: LIMITS DE FUNCIONS

1.

a) 23 d 4 {“” (x~1)
3 +00 (x_,]_+)
b) 0 e) L {_w (x==5)
+00 (X—>_5+)
1 f {_m (x-2) i) 0
+o00 (X—>2+)

a) + 0 c)+oo e)—oo
b)+oo d) —00 f)—oo
a) 2 i) 0
b) + o j) +oo0
c)O k) —oo
d) 0 h 0
e)§

4 m) 0
f)§ n) 0

5
g)O 0) +
h) O p) oo

x>0 |x>-1 X > 1 X>2 | x>3 Xx>5

Lo e (x- 1) 47 6=5)

i 2 | 4o xo1y| ! 3 +o0 (X - 5)

X>6 x> 10 x>12
2 (X—»lU)
10 18 (x - 10) 20
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

3. CONTINUITAT DE FUNCIONS

Continuitat d’'una funcio

Una funcié és continua si la podem dibuixar sense aixecar el llapis del paper. En els

punts on sigui necessari aixecar el llapis del paper sera discontinua.

Exemples:
a) v b) VT <)
. \ \\
3
[\ :
[N -
0
I 0 l —=—Jo {1 2 3 4 X
4 :{ 2 1/ 2 X 3
I 2 \ -2
I -3 -3 \
Funcio continua en R Funcio discontinua en X = 2 Funcid discontinuaen X=1ien
X=3

Formalment, diem que una funcié és continua en el punt d’abscissa X = a si verifica les

tres condicions seguents:

La funci6 esta definida en x=a, és a dir, f(a)lR:

aldDomf

Existeix el limit de la funcié quan X - a:

lim f(x) =lim f( =lm f(¥ =LOR

El limit de la funci6é quan X — a coincideix amb f (a):

Ixi[r;f(x):L: f(a)

Es diu que una funcié és continua en un interval si és continua per a tots els punts

d’aquest interval.

Si una funci6 no és continua en un punt x=a, diem que és discontinua en x=a o que hi

ha una discontinuitat en x = a.
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

Tipus de discontinuitats

Discontinuitat evitable

Una funcio té una discontinuitat evitable en X = a quan existeix el limit de la funci6 en

aquest punt pero no coincideix amb _f (a). Pot ser que f (a) sigui un nombre real

diferent del limit o que f (&) no existeixi.

Aixi doncs, quan hi ha una discontinuitat evitable es verifica la segona condicio de

continuitat perd no la tercera. La primera es pot verificar o no.

lim () = L# f(a)

Graficament és del tipus:

{Il X a X

Si aldDom f Si aldDom f

Discontinuitat de salt

Una funcio té una discontinuitat de salt en X = a quan existeixen els limits laterals de la

funcié en X =a pero no coincideixen (sdn dos nombres reals diferents).

Aixi doncs, quan hi ha una discontinuitat de salt no es verifica la segona condicié de

continuitat i, per tant, tampoc es verifica la tercera condicié. La primera condicio es

pot verificar o no.

lim f()=L#L'=lm f(x - Alim f(x)

Graficament és del tipus:

[/

A

. X
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

Discontinuitat asimptotica

Una funcio té una discontinuitat asimptotica en X = a quan almenys un dels limits

laterals en X = a és infinit.

Aixi doncs, quan hi ha una discontinuitat asimptotica no es verifica la segona condicio

de continuitat i, per tant, tampoc es verifica la tercera condici6. La primera condicio es

pot verificar o no.

lim f() = i/0 lim f() =w

Graficament, hi ha una asimptota vertical en x = a:

Y \
| Y|l Y
i i /
| ! |
—~l ¢ X / | // £
a X a X
Els dos limits laterals son infinit Nome; un limit lateral
és infinit
Exemples:
) o N 3x s x#0
1. Estudia la continuitat de la funcié f(x)= 1§ 0 en x=0.
S X=

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a x=0:
 f(0)=1- 00O Domf

+ lim f(x)=0=lim f(x) - Oim () =0
« [im f(x) =0# (0)=1

Hi ha una discontinuitat evitable en x=0
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

2_

2. Estudia la continuitat de la funcié f(x)= en x=2

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a x = 2:

. f(2)=% 7 - 20Domf

%:Iﬁg x+2:

e Oim f(X) :Q:Iim
X-2 0 x-2
. Iim2 f(X)=4# f(2)

Hi ha una discontinuitat evitable en x=2

Nota:

Evitarem la discontinuitat definint
una nova funcio de la manera
segient:
X -4
g(x) =4 x-2
4 si Xx=2

si X#2

. - . X s x<l1
3. Estudia la continuitat de la funcié f(x)= . en x=1
X+2 s x21

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a x=0:
e f(1)=1+2=3- 10 Domf
-+ lim £() =[] = lim £ () =1+2=[3 - )ém f(X)
» Sino es compleix la segona condicid, no es pot complir la tercera.

Hi ha una discontinuitat de salt en x=1.

P S e e S e e e e S S e
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

X +
4. Estudia la continuitat de la funcié f(x)= en x=1

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a x=1:

. f(l):%)é ~ 10Domf

, _2_
llfnff(x)_E_ )

. 2

e limf(x)===
x-1 0 . 2

lim f(X) =—=+o0

x-1" 0

* No es pot verificar la tercera condicio, perque no es verifiquen les dues primeres.

Hi ha una discontinuitat asimptotica en x=1 - x =1 és una asimptota vertical.

"ol
s \
4
3
2
1 —
A — 0
4 -3 -2 - 0 1 2 3 4X
2
3
o]
5
-6
, L iy s x<-2
5. Estudia la continuitat de la funcié f(x) =< x+2 en X=-2.
3 S x=2-2

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a X = 1.
e f(-2)=3 - -20 Domf
. -1 . .
o lim f(X) ===+ lim f(X =3 - Alim f(X)
X =27 0 X —=2" X =2
* Sino es compleix la segona condicid, no es pot complir la tercera.

Hi ha una discontinuitat asimptotica en X =-2 - X =-2 és una asimptota vertical.
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

Exercicis:

en Xx=51i x=-5.

a) Estudia la continuitat de la funcio f(X) =—;
X

3x s x<1
b) Estudia la continuitat de la funcio f(xX)={x+1 s 1<x<2 enx=-1,x=1i x=2.
2x-1s x=2

Sol.:
a) En x=5hi ha una discontinuitat evitable. En x =-5 hi ha una discontinuitat asimptotica.

b) En x =1 hi ha una discontinuitat de salt. En x=2 i x=-1és continua.
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

Estudi de la continuitat d’'una funci6

Per estudiar la continuitat d’una funcio, estudiem la continuitat en els punts on la

funcid pot ser discontinua. Aquests punts son:

Punts que no pertanyen al domini. En una funcio racional son aquells que anul-len

el denominador.

Punts on canvia |’expressio algebraica d’una funcio definida a trossos.

Per a cadascun d’aquests punts comprovem si es verifiquen les tres condicions de

continuitat.

f(x) =

Exemple: Estudia la continuitat de la funcié segiient:

X-9 1 llaeld d x=0>-1
si X<- - s'anul-la el denominador en
X+ 6x [x==6<-1
2 -2x+
X—55 si -1<x<3 - sanul-laeldenominadoren x=-5<-1
X +
3x+1 . . .
1 si x>3 - s'anul-la el denominadoren x=1<3
X_

L’dnic valor de x que no pertany al domini de la funci6 és

~ Domf =R-{-6} :

En x=0 s’anul:la el denominador de la primera expressid, pero l’expressio

algebraica de la funcié en x=0 és la segona. Per tant, f(0)=1- 00 Domf .

En x=-5 s’anul-la el denominador de la segona expressido, pero l’expressio

algebraica de la funci6 en x=-5 és la primera. Per tant,
f(—5):1€4 ~ -50Domf .
En Xx=1 s’anul-la el denominador de la tercera expressio, pero |’expressio

algebraica de la funcio en x =1 és la segona. Per tant, f(1) :i - 10 Domf .

Aixi doncs, estudiarem la continuitat de la funcio en (perque no pertany al

domini) i en |x: —1| i |x: 3| perque son punts on canvia l’expressio algebraica de la

funcid. En la resta de punts, la funcio és continua.
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CONTINUITAT DE FUNCIONS

- En [x=-6]:

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a X =-6:

. f(6)——%§ . -6 Domf
lim - .
e lim f(y == -
x5 o . -15
lim f(X) =——=+00
X——6" 0

* No es pot verificar la tercera condicid, perque no es verifiquen les dues primeres.

Hi ha una discontinuitat asimptotica en x=-6 - x=-6 és una asimptota

vertical.

- En [x=-1]

Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat pera x=-1:

. f(—1):(_1) —2[@—1)+5=§= _, —10 Domf
1+5 4

. lim fy=—02 -0 p

Y
im f(x)—('l)z'zd'l)”:%: - Oiim () =[2]

R -1+5

- lim f() =[2]= f(-1)

La funcio és continua en x =-1

- En [x=3]:
Comprovem si es verifiquen les tres condicions de continuitat per a X =3:

. f(3)—ﬂ —88_ . 30 Domf

3+5

. F-2[B+5 8 _3[B+1_ 10
e |lim f X—— I = =—= Ilmf X
lim () ==———==—=[1 = =8l - Alim 9

* No es pot verificar la tercera condicid, perque no es verifiquen les dues primeres.

Hi ha una discontinuitat de salt en x =3
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Exercici: Estudia la continuitat de la funcio segiient:

X+1
> si x<1
X -1
f (X) =45x si 1<sx<4
2
X“+4
six=4
X-2

Sol.: Hi ha una discontinuitat evitable en x = -1, una discontinuitat asimptotica en x= 11

una discontinuitat de salt en x= 4. A la resta de punts, la funcié és continua.
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EXERCICIS: CONTINUITAT DE FUNCIONS

Exercicis

1. A partir de la grafica, determina i classifica els punts de discontinuitat de les

funcions seglients:

IS
v

@

N

—

A b N LA No o v e

2. Estudia la continuitat de les funcions seguents en el punt indicat:

2

a) f(x)= X en X=7
2 . )

by f(x)=1X sioxs-lo o x=1
-3x—-2 si x>-1
1 .

o9 ftm=1x X0 @ x=0

2X si x=0

2 -
d) f(x)=%2§3 en x=-3

2 _ .
e) T(X)= XTmLl st X<9 en X=5
3X si X295

x> =9
- = i X#
Hi=1x3 ° 3en x=3
6 si X=3
. - . X*-4
3. Estudia la continuitat de f(X) =———.
x°=3x-10
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EXERCICIS: CONTINUITAT DE FUNCIONS

4. Estudia la continuitat de les funcions seguents:

a) f(x)=

b) 9(x) =

x+1
x> -1

2X—-3 si

si

10
X-5

si

X+8 si

si 0<x<?2

si X>2

5. Calcula el valor de k perque la funci6 segiient sigui continua en R:

5x+k

F(X)=1x+4

X

si X<2

si X>2
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SOLUCIONS: CONTINUITAT DE FUNCIONS

Solucions

1.

a) Hi ha una discontinuitat asimptotica en X =-1i en X = 1. Hi ha una discontinuitat

evitable en x= 2.

b) Hi ha una discontinuitat asimptotica en X = 0i una discontinuitat de salt en x = 2.

¢) Hi ha una discontinuitat de salt en X = 1 i una discontinuitat evitable en x = 3.

2,

a) Hi ha una discontinuitat asimptotica en X = 7.

b) La funcio és continua en x = -1.

¢) Hi ha una discontinuitat asimptotica en x = 0.

d) Hi ha una discontinuitat evitable en x = -3.

e) Hi ha una discontinuitat de salt en X = 5.

f) La funcio és continua en x = 3.

3. Hi ha una discontinuitat asimptotica en X = 5i una discontinuitat evitable en x = -2.

Per a la resta de valors reals, la funcio és continua.

4. a)

Hi ha una discontinuitat evitable en x = -1.

Hi ha una discontinuitat asimptotica en X = 1.

La funcio és continua en X = 2.

Hi ha una discontinuitat asimptotica en X =5.

Hi ha una discontinuitat de salt en x = 10.

Per a la resta de valors reals, la funcio és continua.
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SOLUCIONS: CONTINUITAT DE FUNCIONS

b)

Hi ha una discontinuitat asimptotica en X = -3.

Hi ha una discontinuitat de salt en X = 0.

Hi ha una discontinuitat evitable en x = 1.

La funci6 és continua en X = 2.

Per a la resta de valors reals, la funcio és continua.
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TEMA 8: DERIVADES

1. Derivades.

2. Aplicacions de les derivades.
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DERIVADES
1. DERIVADES

Taxa de variacid mitjana

La taxa de variacié mitjana d’una funcié y =f (x) en ’interval [a,b] es defineix com el

quocient entre la variacio de f (increment de V) i la de x (increment de X) en Uinterval

[a,b] (ens indica la variacio de y respecte de X). Es representa amb TVM [a]

J)-f@)

La taxa de variacid6 mitjana de f en Uinterval [a,b] coincideix amb el pendent de la

recta que uneix els punts A(a, f (a)) i B(b, f (b)), Mas, i mesura ’increment mitja de y

guan X s’incrementa una unitat, entre A i B. Aixi, a [’hora d’interpretar el resultat de la

TVM,,;, hem de tenir en compte que és un valor mitja.

A
:mAB :Ey:tga

Nota: Recordem la definicié de pendent de la recta:

El pendent m d’una recta es defineix com la tangent de ’angle que forma la recta

amb U'eix OX. Si la recta és obliqua, talla ’eix OX i el divideix en dues parts. Per

calcular el pendent, prenem l’angle que forma la recta
1Y
(x

amb la part dreta de U'eix OX, mesurat en sentit directe 2Ys)
des de Ueix OX. ‘(")m
- Ax

Donats dos punts qualssevol de la recta, el pendent és el i“

quocient de lincrement (variacidé) de ordenada (Ay) X

entre Uincrement de [’abscissa (AXx). Aixi, el pendent indica l’increment de

’ordenada quan ’abscissa s’incrementa en una unitat:

m=taqg = increment de lordenada _ Ay _y, -y, /A{
g increment de l'abscissa AX X —X 1
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DERIVADES

Exemples:

1. Durant un cert dia, les temperatures a la ciutat de Girona van ser les segiients:

Hora 7 8|9 1011|1213 |14 15|16 |17 |18 | 19 | 20

21

T% en 9 (10|12 |13 |16 |17 |18 | 20 | 23 | 23 |22 | 21 | 19 | 17
°C

16

Quina és la taxa de variacié mitjana de la temperatura entre les 7h i les 17h?

y=TenC gy T (M)A _22-9_ 133G

X = Hores [7.47] 17-7 AX 17-7 10

Aquest resultat significa que, de mitjana, la temperatura ha augmentat 1,3°C cada

hora entre les 7 h i les 17 h. Aquest és I’augment mitja per hora, no l’augment

real. En realitat, hi ha hores que ha augmentat 1°C, altres que ha augmentat 2°C i

altres que ha augmentat 3°C.

2. Un mobil segueix una trajectoria rectilinia. La funcié que ens doéna la posicio

mobil (mesurada en metres) en funcié del temps (mesurat en segons) és:

= f(t) =Posicio del mobil respecte de l'origen
f(t):t2-2t+1{y ) P .

t = Temps en segons

Calcula la velocitat mitjana, vy, del mobil entre t=1si t=3s.

La velocitat mitjana entre 1 i 3 segons coincideix amb la TVM 1.3 :

v, =TwM,  =1@) T _4-0_4_p7y
" s 3-1 2 2

del

El mobil passa de la posicio 0 m a la posicio 4 men 2 s, és a dir, recorre 4 m en 2 s.

Per tant, la velocitat mitjana del mobil en aquest interval de temps és de 2 m/s.

Recorre, de mitjana, 2 metres cada segon. Aixo no vol dir que la velocitat del

mobil en aquest periode de temps sigui sempre de 2 m/s; aquest és només un valor

mitja.
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3. Donada la funcié f(x)=x?, calcula:

a)La TVM b) La TVM c)La TVM d) La TVM

(1]

[-2.0]

[0] 12

_f@®-fO)_1-0_
a) TWM g = =220=[1

En Uinterval [0,]], el valor de la funcié

augmenta, de mitjana, una unitat per cada

unitat que augmenta X.

_fQ-f@®)_4-1_
b) TWM,  =—5 — =43 =[3

En Uinterval [1,2], el valor de la funcid

augmenta, de mitjana, tres unitats per cada

unitat que augmenta X.

_fO)-f(=2)_0-4_
) TV, =0 =25 =[-2]

En Uinterval [-2,0], el valor de la funci6

disminueix, de mitjana, dues unitats per cada

unitat que augmenta X.

f)-f(1)_1-
d) TV, = (1)_ (_i) ):121:@

La variacié6 mitjana de la funci6 entre -1 i 1

és 0, pero aixo no vol dir que el creixement

sigui nul en tot aquest interval. De fet, la

funcio decreix entre -1i 01 creix entre 0i 1.
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Exercici: Donada la funcié f(x) = X —2x-1, calcula la taxa de variacié6 mitjana de f en

els intervals [1,3] i [-1,0].

3

Sol.: TVMy, 4 =2 i TVM,

=y

Derivada d’una funcioé en un punt

Hem vist que la taxa de variacido mitjana és un valor mitja que ens informa de com varia

globalment una funcié en un interval, pero no ens dona informacié de com varia la

funcidé en un punt determinat.

A vegades ens interessa conéixer la variacié de la funcié en un punt. Per aixo, introduim

el concepte de taxa de variacio instantania o derivada d’una funcié en un punt.

Si una funcio representa la posicié d’un mobil en funcié del temps, la taxa de variacio

mitjana d’aquesta funcid en un interval és la velocitat mitjana del mobil en aquest

interval i la taxa de variacid instantania o derivada en un punt és la velocitat

instantania del mobil en un moment determinat. A vegades és més util coneixer la

velocitat instantania que la velocitat mitjana.

1.

[ad

|«

Exemples:

Per estudiar les causes d’un accident d’un vehicle (un cotxe, un avid, un tren,
etc.), és important saber la velocitat instantania en el moment de l’accident, no la
velocitat mitjana del trajecte. Per aix0, les caixes negres dels avions enregistren

velocitats instantanies.

En el llancament d’un coet espacial és molt important calcular la velocitat
instantania en diferents moments clau, com en el moment del Uinici del

llancament. En aquest cas, la velocitat mitjana dona poca informacio.

En moltes ocasions, és important conéixer en quin punt o punts canvia el
creixement d’una funcio (passa de ser creixent a ser decreixent o viceversa). Per

aixo hem de conéixer com varia la funcio en cada punt.
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Per calcular la derivada d’una funcié f en un punt d’abscissa x=a, podem calcular la
TVM en intervals del tipus [a,X] o [x, a], amb la x cada vegada més propera a a. Com
més s’aproxima X a &, més petit és l’interval i més s’aproxima la TVM a la derivada.

Aixi, la derivada de fen x=a és el limit d’aquestes TVM quan X - a (fem Uinterval

infinitament petit, perque s’aproximi a un punt).

Exemple: Vegem a qué s’aproxima la taxa de variacid6 mitjana de la funcié

f (x)= x*+1 en l'interval [2,X] quan x - 2:

TVM _f(2,5)-f (2): 7,25-5_ 2,25_

229 = 5 5-2 0,5 0,5
f(2,1)-f(2)_5,41-5_ 0,41
TVM,, .. = = = =4,
(221 2.1-2 0,1 0,1
f(2,00)-f (2)_5,0401- 5_ 0,0401
TVM,. . - = = = =140
(2,201 2,01- 2 0,01 0,01

La taxa de variacié mitjana s’aproxima a 4.

La derivada d’una funcio f en el punt d’abscissa X =a es representa amb f (@) i es

defineix com el limit seglient:

f'@)= J(iina—f (X)z:;(a)
Si fem x—a=h:
f'l@)= Lim0 fa+ T]) f(a) > Derivadade fen x=a

Si aquest limit existeix, es diu que la funcio és derivable en X = a i si no existeix, es diu

que no es derivable en x=a.

Exemple: Calcula la derivada de la funcié f(x)=x°+1en x=2:

f(2+h)=(2+hY +1= 4+ 4h+ I+ 1= It + 4w 5

f(2)=2+1=5

f+h)-f(Q)_
h h-o0 h

h®+4h+5-5_ iy, W+ 4h

m +
-0 h

1 I h*'4—
f1(2)= lim =kl

=|j
h—>0

=

En valors de X propers a 2, el valor de la funcié augmenta 4 vegades el que augmenta X.
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Exercici: Calcula la derivada de la funcié f(x) =3x+4 en x=5:

Sol.: 3

Interpretacio geometrica de la derivada d’'una funci 6 en un punt

Recordem que la TVM,, coincideix amb el

pendent de la recta que passa per A(a, f (a)) i v
B(b,  (b)):

Tal com veiem en la figura de la dreta, a mesura

\\\\\I

que B s’apropa a A, la recta que passa per Ai B /
s’apropa a la recta r tangent a la corba en el

punt A.

Per tant, m,g tendeix al pendent de r (que representarem amb m) quan B s’apropa a

A.
Com que la TVM [a5] tendeix a la derivada de la funcio en Xx=a, quan b - a, deduim

que la derivada de la funcié en x=a és igual a m.

La derivada d’una funcioé f en el punt d’abscissa X =a coincideix amb el pendent de

la recta tangent a la grafica de f en el punt (a, f(a)):

Y
f'@@)=m amb m=pendent de la recta tangent f) 4
a f enel punt (a, f(a)). Sf'(a) =m=1tga
‘.
AR X
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Nota:

Una funcio és derivable en X = a si la seva grafica admet recta tangent en aquest punt.

Funcio6 derivada

La funcié derivada d’una funcié f (o derivada d’una funcio f ) és una altra funcié que

a cada valor de x li fa correspondre el valor de la derivada de f en aquest punt. Es

representa amb f' (X).

f(x+h)- f (x)
-0 h

fi(x)= i

Coneixent la funci6 derivada de f, podrem calcular facilment la derivada de f en un punt
qualsevol d’abscissa X =a. Només caldra substituir X per a en l’expressio algebraica de

la funcio derivada.

Exemple: Troba la funcié derivada de la funci6 f (x)= x>+ 1icalcula ' (2) i f(-5).
f(x+h) =(x+ H?+1= X+2xh+ R+1 f(y= %+1

X2 +2xh+ hz+1—( x2+1) )

0 =i Of(XJ’?'f(X):LO :

|

L )(f+2xh+hz+/i—)<[—i_. 2xh+h? L ox+h_
=im, h =im, H =im, 1 =[24
f'(2)=22=[4

f =2X -
b= {f'(—ts):zu—s)=

Exercici: Troba la funci6 derivada de la funcio f(x) =3x+4icalcula f'(2) i f'(-5).

Sol.: f'(x)=3, f'(2)=3,f ' 5)= ¢
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Calcul de derivades

Calcular les funcions derivades aplicant la definicio de derivada, com hem fet en
’exemple i Uexercici anteriors, pot ser llarg i complicat. Tanmateix, a partir de la
definici6 de derivada s’obtenen unes regles de derivacié practiques que permeten

calcular la funcié derivada facilment.
A continuacioé veurem algunes d’aquestes regles de derivacio.

Derivada de la funci6é constant

f(x)=k — f'(x)=0

La funcio constant ni creix ni decreix, per tant, té derivada igual a zero.

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:
1. f(x)=5- f(x)=[0 2 ()=~ 19=[0
3. f(x)=+3 = f'(x)=[0 4. f(x)=m- £'()=[0]

Exercici: Calcula la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=-8

b) f(x)=-32

Derivada de la funcié f (X) = x

f(x)=x - f'(x)=1

Derivada de la funcio f (X) = XP

f(x)=xP - f'(x)=pxP* | amb pOQ

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:
1. F()=x7 - F'(x)=[24 2. 1()=x° - £'(9=[3¥]
3. F(x)=x° ~ f1(x)=[5x] 4. f(x)=x* - f'(x)=[10¢]
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5. f(x)=%—> f()=xt o f(=-x2=|-L

6. f(x)= —ﬂf(x) X% L f()=-2x°=|-2

També podem aplicar la mateixa regla si I’exponent és negatiu o fraccionari:

X
1, 1
7. f(xX)=Vx - f(x)=x2 fi=dyet=lyz=_1 | 1
2 27 L0 |20
5 5. 2
8. 1(00=3%° - F(9=x - r(9=2"=2w=|30%
21 _1 _3
% f(=k - 10=x? - r(g=-dxF =L xia L
X 2x?

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:
a) f(x)=x%

b) f(x)=x

o f()=-=L

3

x

Derivada de la funcioé exponencial

f(x)=a* - f'(x)=a*dna | amb aOR'i azl

Vegem la derivada del cas particular de funcid exponencial en que a=e€:

f(x)=e - f(XY=é&lh e &0=] @

f(x)=€e* - f'(x)=¢
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1. f(x)=5 ~ f'()=[5"0ng

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

2. f(x)=2" - f'(x)=[20n2]

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:

a) f(x)=8"

b) f(x)=10"

Derivada del producte d’una constant per una funcié

F(x)=kg(x) - F'(x)=kg'(x)

f(x)=6x% - f'(X)=6[2x=[12

3. f(x)=-5¢ - (0 =-5=[-20¢] 4. f()=%

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. f(x)=5x - f'(x)=500=[9 2.

5. f(x)=§_> () =3x" & fi(x)=-3x%=

1,
2

N o

6. f(x)=5Jx - f(x):5x% S f(®)=

X3
_3
X2
~542-_5 -
2 1
2X2

- f'(x)=

a) f(x) =9

b) f(x)=-3X
-3

c)um_4f

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:
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e) f(x)=4—?(2

d) f(x)=-10%x

Derivada de la suma de funcions
La derivada de la suma de diverses funcions és la suma de les derivades d’aquestes

funcions:

f(x)=g(X)+h(x)+...+t(X) > f'X)=0' (X)+h' K )+...4" X )

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. F(x)=5x3+2x% -8 +10 - f'(x) =[15¢ + 4x- §

2. f(x)=—x4+\/§x3-%+1 - f'(x)= —4)(3+3\/_2X2+1—§
X X

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:
a) f(xX)=x-2xX-3x+5
b) f(X)=5x+2x+5

<) f(x)=\/;<+§

d) f(X)=4"+2xX+7mx

Derivada del producte de dues funcions

F(x)=g(x)M(x) - T(x)=g"(x)M(x)+g(x)H" (x)

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. F(X)=xB* - f'(X) =105+ x5 In5=| 5+ x5 In5
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2. f(x)=(2x +1)[@3x2 -5)

- £ =203 -5 +(2x+ JObx= 62— 16 1X+ 6| 18+ 6c
Nota: En ’exemple 2, es pot fer primer el producte i després derivar el polinomi

resultant. Aquest procediment sol ser més senzill que derivar directament

el producte de dos polinomis.

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seglents:

a) f(x)=7x &

b) f(X) :(x+1)[ﬂ3>(‘+ X— 3)

Derivada del quocient de dues funcions

9(x) g'(x) th(x)- g(x) th'(x)
f(x)= h(x) ~ - F(x)= ThOOT

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

o T o

. f.(x)zzi?’x 5)-(2+ 908 _gye 10 150 o[- 60— B 10
i) EEEECE
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Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=7e—>§3

X+1

b) f(X)=C%x4+x—\’:’»

Derivada de la funcio f (x) = [g (X)]°

f(x)=[9(x)]" - f'x)=pPg(x)]" '(x) amb pOQ

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1 f(x)=(2x+1)" - f'(x)=2(2x+)R=|4 2+ }

2. f(x)=(3x°+ax2+1) - £(x)=5(3¢+4¢+1) o+ 8y

També podem aplicar la mateixa regla si ’exponent és negatiu o fraccionari:

3. f(x)=5x21+4 () =(5¢+4)"

- F()=—(5x+ 4)_2 [10x= ﬁ
X

4. F() =V 27 X -3 - F() = (8¢ +2% -x-3)

- () :l(4>? +2x° -x-3)_% [@12)5 + Ax— ]) _|__ 12 +4x-1

2 2N A +4xX% -x-3
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Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=(¢+2x+ x-10)

b) f(x)= 13/(3x2 - x+1)°

1

) f(X)_(x+5)2
1

9 f(x)_6x3—2x

Derivada de la funcié f (X) = a 9(x)

f(x)=a%® 5 f'(x)=a’¥m (x)dna amb aOR'i azl

Exemples: Calcula la derivada de les funcions segiients:

1. f(x)=2% o f'(x)=[2°*(0On2

2.

F0 =€ L 19 =€ Yo 82 = (o + 8y 2>

Exercicis: Calcula la derivada de les funcions seguents:

Xo+2x2+ x—lO)

a) f(x):8(
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b) f(x)=€*

Taules de derivades

En les taules segiients, resumim les regles de derivacié que hem vist:

fx) | F(x) f(x) ' (x)
k 0 kLg(X) KLg'(X)

X 1 g(x+h(% 9'(¥)+h'(%

XP pxP™ 9(¥ (% 9'( (R + o FOA( X
x X 9(x 9'(Ch(X- o FON( X
a a’“lha h(X) [h(x)]2

& & [9(¥]" p0g(x¥]* 0g(y

9™ a’¥m'(x)dna
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1. Donada la funci6 f(x) = x*-4x+1, calcula les taxes de variaci6 mitjana segiients i

interpreta el resultat:

a) TVM b) TVM c) TVM

(1.2 [03]

[24]

2. Un mobil segueix una trajectoria rectilinia. La funcié que ens dona la posicio del

mobil (mesurada en metres) en funcid del temps (mesurat en segons) és

f(t)=t>-5t+7.

Calcula la velocitat mitjana (v del mobil entre 3 segons i 4 segons i entre 4 segons

i 5 segons. En quin tram va més de pressa?

3. A partir de la grafica, calcula la TVM (1.3 de la funcio segiient:

4. Donada la funcié f(x)=x*, calcula f'(3) aplicant la definici6 de derivada.

5. Troba la derivada de les funcions seguents:

a) f(x)=-3 g) f(x)=5€e"
b) f(x)=% h) f(x)=-3x
) f(x)=Vx i) f(x)=-8%
dy f(x)=x j) f(><)=‘—)i5
e) f(x)=% K) f(X)=9%—2x+1
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f) f(x)=9"

m) f(x):\/§x3—%
n) f(x)=(x-2)( %X +5)
0) f(x)=xe*

p) f(x)=5x8"
- X

Q) 1(9=%

r) f(x):%+1

s) f(x)=XTX2

) f(x)=X-4xX+2X-5
t) f(x)=(5x-2)°

u) F(0=(7x-+2)
v) f(X) =3¢ +2x+1
w) f(x)=3(2x+1)’

x) f(x)=—1—
(x*+1)

v F(9 = 5(x2+2x+1)

X2 +1)

2) f(x) =@

. Donada la funcid f(X) =3x’+ X —4x+1, calcula:

a) £0)i f'(-1).

b) El pendent m de la recta tangent a la grafica de f en el punt d’abscissa x=1.
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Solucions

1. a)-3
El valor de la funcié disminueix, de mitjana, 3 unitats per cada unitat que
augmenta la x.
b) -1
El valor de la funcié disminueix, de mitjana, 1 unitat per cada unitat que augmenta
la x.
c)2
El valor de la funcié augmenta, de mitjana, 2 unitats per cada unitat que augmenta
la x.

2. La velocitat mitjana entre 3 segons i 4 segons és de 2 m/s.
La velocitat mitjana entre 4 segons i 5 segons és de 4 m/s.

El mobil va més de pressa en el segon tram.

3. TVM 4 =-1.

4. f'(3)=6.
5.

a) f'(x)=0 g) f'(x)=5¢&

b) f'(x)=—% h) f'(x)=-3

<) f‘(x)=g X i) f'(x)=-40%"

d) f'(x)=—2 i) (==

) F'(x) o i) £'(¥) N

e) f‘(x)=—$ k) f(x)=18x- 2

X
f) £'(x)=9°In9 [) f'(x)=5x"-12¥X+ 4x
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WOy — 1 ' 2
m) f (x)—3\/§x2+g t) f'(x)=15(5x- 9
n) f'(x)=3x-4x+5 u) f'(x)=5(7x - ¥ +2)°(28¢ - 3¥)
0) f'(x):(1+ X)ex v) f'(x):&
V3 +2x+1
p) f'(X)=10x8+ 5¢ & In¢ w) f'(X) :%)$/(2x+ 1)2
RECE = X) 1100 =25
d e (x3+l)
r) f'(XF% y) £ =(2x+2) AR Y
f' = 2 X2 +1
s) f'(x) (X+2)2 z) f'(X):er( )
6.

a) f(0)=-4i f'(-1)=3.

b) m=7.

Solucions dels exercicis de la teoria

Derivada de la funci6é constant
a) f'(x)=0 b) f'(x)=0

Derivada de la funcié f (X) = XID

a) f'(x)=7x b) f'(x)=9x% c) f'(x):—x—34
d) fi(x)=—1i f=3Jx ) fx)=-——L_
) (9= DRECES ) H00=—

Derivada de la funcié exponencial

a) f'(x)=8"In8 b) f'(x)=10In10
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Derivada del producte d’una constant per una funcié

a) f'(x)=72% b) f'(x)=-15% ) f'(x) =%x2
! e —L ! e —L
d) f'(x) I e) f'(x) Ve
Derivada de la suma de funcions
a) f'(x)=3x-4x-3 b) f'(x)=15x"+ 2
<) f'(x)=2—j;—x—12 d) f'(X)=4Ind+ 62+

Derivada del producte de dues funcions

a) fi(x)=(7¢+21x) " b) f'(x)=15X'+ 12+ 2x— 2

Derivada del quocient de dues funcions

oy — —1XC+ 214 oy — =X =123 -4
a) f(x)_—ex b) () =—=- TV
(3x + X 3)

Derivada de la funcio f (x) = [g (X)]°

a) £'(x)=8(x+2¢+x-10 (5% + 4x+ ) b) f'(x)=%(6x—1)\3/3x2— x+ 1

2
0 f(0=-—2 d) fi(x)=—18x+2
(x+5)° (6x3 ~ 2x)2
Derivada de la funcié f (x) = a %%

Xo+2x2+ x—lO)

a) f(x)=(5x +4x+ 1)8( Ing b) f'(x)=10x'e®’
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2. APLICACIONS DE LES DERIVADES
Calcul de I'equaci6 de la recta tangent a una corba en un punt

Recordem la interpretacio geometrica de la derivada d’una funcié en un punt:

La derivada d’una funcié f en el punt P d’abscissa x =a coincideix amb el pendent de

la recta tangent a la grafica de f en el punt P(a, f (a)): Y f: y = mx+n
. _ fia tHAe
f'@)=m amb m = pendent de la recta tangent (@) =m = tga
a f enel punt P(a, f (a)). /1a X

Recordem també que [’equacié punt-pendent d’una recta de pendent mi que passa pel
punt P(p, p,) és: y—p, =M x p).

Per calcular I’equaci6 de la recta tangent a la grafica d’una funcié donada f(x) en
un punt P d’abscissa X =a, procedim de la manera segiient:

Calculem el pendent de la recta, m,que ésiguala f'(@): m= f'(a)

» Calculem f'(x).

*= Calculem f'(a), substituint x per aen f'(x).

- Calculem les coordenades del punt P, del qual coneixem |’abscissa X =a. Aquest

punt, anomenat també punt de tangéencia, és un punt comu de la recta i de la
grafica de f(X). Aleshores, 'ordenada del punt és igual a f(a): P(a, f(a)).
- Escrivim ’equacidé punt-pendent de la recta de pendent m= f'(a) i que passa per
P(a f(a):
y-f(a)= f'(a) [{x-a)

- Aillem y per calcular l"equacio explicita de la recta, que és del tipus: Yy =mx+ n

Exemple: Calcula I’equacié de la recta tangent a la grafica de la funci6

f(x)=x*-2x -1 en el punt d’abscissa x = 2.

- Calculem el pendent de la recta, m,que és igual a f'(2):

f(x)=2x-2 - f'(2)= 202- 2= 2.,

95



APLICACIONS DE LES DERIVADES

fffffffffffffffffffffffffff
| '

- Calculem les coordenades del punt P ] foof=x - 2x 1

P(2,1(2): 1= 2- 22 x[-}-[P( 2 A

- Escrivim ’equacio punt-pendent de la recta i aillem vy

y—(-1) = 20x- 2) - y= 2x- 4 1-.

+1

Exercici: Calcula l’equacio de la recta tangent a la grafica de la funcio

f(x) = x*+4xX +10x+ 10 en el punt d’abscissa x=—1.

Sol.: y=5x+8

Estudi del creixement i decreixement d’'una funcio

Creixement, decreixement i extrems relatius

Una funcio f és creixent en un interval si en aquest interval quan augmenta el valor de

X també augmenta el de f (X), és a dir, si per a tot parell de valors X, i X,de l'interval

es compleix que:

Six <x - f(x)< f(x)
Una funcid és creixent en un punt d’abscissa X =a si és creixent al voltant d’aquest
punt, és a dir, si existeix un interval del tipus (a—h,a+ h), amb hOR, en el qual la

funcio és creixent.
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Una funcio f és decreixent en un interval si en aquest interval quan augmenta el valor

de X disminueix el valor de f (x), és a dir, si per a tot parell de valors x i x,de

’interval es compleix que:

Six <%~ f(x)>(x)
Una funcié és decreixent en un punt d’abscissa X =a si és decreixent al voltant
d’aquest punt, és a dir, si existeix un interval del tipus (a— h, a+ h) ,amb hOR, en el
qual la funcio és decreixent.

Una funcié continua i derivable en X =a té un maxim relatiu en X =a si en aquest

punt la funcié passa de ser creixent a ser decreixent.

Una funcié continua i derivable en X =a té un minim relatiu en X =a si en aquest

punt la funcié passa de ser decreixent a ser creixent.

Els maxims i minims relatius s’anomenen també extrems relatius.

Una funcio té un maxim (minim) absolut en x = a si f(a) és la més gran (petita) de

totes les imatges de la funcié.

Exemple: A partir de la grafica, estudia els intervals de creixement i decreixement

i els extrems relatius de la funci6 segiient:

- En  Uinterval (-,-2) la funcié és

M /
i i creixent.
| | [creixent |
Decreient /I | - La funci6 té un maxim relatiu en x=-2.
oz e s Tex
N/ - En linterval (-2,2) la funcio és
NITrfim decreixent.

- La funcio6 té un minim relatiu en x=2.

- En Uinterval (2,+) la funcio és creixent.

Concavitat, convexitat i punts d’inflexié

Una funcio és concava en un interval si la recta tangent a la seva grafica en un punt
qualsevol d’aquest interval se situa per sota de la grafica, al voltant del punt de

tangencia.
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Una funcio és convexa en un interval si la recta tangent a la seva grafica en un punt
qualsevol d’aquest interval se situa per sobre de la grafica, al voltant del punt de

tangencia.

Una funcié té un punt d’inflexié en el punt d’abscissa X =a, si en aquest punt la

funcioé passa de ser concava a ser convexa o viceversa.

Exemples:
Concava Convexa Punt d’inflexié
Y
v Y

X X\ X

Relacid de la derivada amb el creixement, el decreixement i els punts

estacionaris

Recordem que la derivada d’una funci6é en un punt és el pendent de la recta tangent a
la grafica de la funcid en aquest punt i que el pendent d’una recta ens dona informacio
sobre el creixement d’aquesta recta. El signe del pendent ens indica si la recta és

creixent o decreixent:
- Si el pendent és positiu, la recta és creixent: m>0 - recta creixent. /

- Si el pendent és negatiu, la recta és decreixent: m<0 - recta decreixent. \

Si la recta tangent a una funcié en un punt és creixent, la funci6 és creixent en aquest

punt. Analogament, si la recta tangent és decreixent, la funcio sera decreixent.

Aixi doncs, la derivada d’una funcié en un punt ens doéna informaciéo sobre el

creixement de la funcié en aquest punt. El signe de la derivada ens indica si la funcio

és creixent o decreixent:

- Si f'(a)>0 - f éscreixenten x=a.

- Si f'(a)<0 - f és decreixenten x=a.
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SR e Ey R I B

- f'(-3)>0- f éscreixenten x=-3.

- f'(0)<0- f ésdecreixenten x=0.

- f'(-3)>0- f éscreixenten x=3.

Si la derivada de la funcié en un punt d’abscissa X = a és igual a zero (recta tangent

horitzontal), aleshores la funcid pot tenir un extrem relatiu o un punt d’inflexié en x =

a (la funcio ni creix ni decreix en aquest punt):
Si f'(a)=0 - f té un extrem relatiu o un punt d’inflexié en x =a.

Els punts en els quals la derivada és igual a zero s’anomenen punts estacionaris. Aixi,

els punts estacionaris poden ser extrems relatius o punts d’inflexio.

f'(1)=0- f téun maxim relatiuen x=1.
f'(3)=0- f téun punt d’inflexio en x=3.

f'(5)=0- f téun minim relatiuen x=5.

Nota: No tots els punts d’inflexio tenen tangent horitzontal. Vegem exemples de

punts d’inflexié de tangent no horitzontal:

A
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Estudi del creixement, el decreixement i els punts estacionaris d’una funcié

Per estudiar el creixement, el decreixement i els punts estacionaris d’una funcio

donada f (x), procedim de la manera segiient:

Calculem f '(X).

Resolem ’equacio f’ (X) = 0, per calcular les abscisses dels punts estacionaris.

Calculem els punts de discontinuitat de f (x), en els quals també pot canviar el

creixement de la funcio.

Estudiem el signe de f’(X) a ’esquerra i a la dreta de cada punt estacionari i dels

punts de discontinuitat, per determinar els intervals de creixement i
decreixement i esbrinar si els punts estacionaris son maxims, minims o punts

d’inflexio. Per fer-ho, sera convenient factoritzar f (X) i elaborar un quadre, tal

com veurem en els exemples.

Calculem ’ordenada dels punts estacionaris.

Exemples:

1. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de la funcio

f(x)=x%-6x"+ 9x +1.

Calculem f '(X):

f'(x) =3x*—-12x+ 9

Resolem "equacid f’ (X) = O, per calcular les abscisses dels punts estacionaris:

32 —12x+ 9= 0 30— 4+ 3F O | x=[i|x= F

Possibles maxims, minims o
punts d’inflexio.

Calculem els punts de discontinuitat de f (X):

f (X) és un polinomi, per tant, és una funci6 continua en R.

Estudiem el signe de f'(X):

o Factoritzem f'(X): f'(x)=3(x-1)(x-3
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o Elaborem un quadre per calcular el signe de f’(X) en els intervals en que
queda dividit el domini pels punts estacionaris i els punts de

discontinuitat. El signe de f’ en cadascun d’aquests intervals coincideix

amb el signe de f’en qualsevol punt de Uinterval:

Intervals | 3 | x-1| x-3 | f' f
(-2) |+ | - - |+ Creixent
(1, 3) + + _ _ Decreixent - Hi ha un maximen Xx=1
(340) | + | + + + Creixent - Hi ha un minimen X =3
7 0 N 0O 7
| 3

Calculem U’ordenada dels punts estacionaris:

f(X)=x-6X+9x+1
f(1)=2-60F + 90+ 1=[§ — Maxim:[(1,9
f(3)=3 - 608+ 903 E[ 1 Minim:[(3,1)

—

2. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de la funcié
f(x)=3x"-8x®+&x°.

Calculem f'(X):

f(x) =12X° — 24x + 12X

Resolem "equaciod f’(x) = 0, per calcular les abscisses dels punts estacionaris:

f'(x)=12)¢ - 24 + 1= 0

- 12x(x - 2x+ )= 0*{ ) = r=h s o e
_— + = — =
X —2x+1=0 X d’inflexio.
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Calculem els punts de discontinuitat de f (X):

f (X) és un polinomi, per tant, és una funci6 continua en R.

Estudiem el signe de f'(X):

o Factoritzem f'(x): f'(x) =12x(x~ ])2

o Elaborem un quadre per calcular el signe de f’(X) en els intervals en que

queda dividit el domini pels punts estacionaris i els punts de

discontinuitat:
Intervals | 12x | (x- 1)2 f f
(_oo, O) _ + _ Decreixent

(0,1) + + + Creixent - Hi ha un minimen X=0

- Hi ha un punt d’inflexié en X =1

(1, +00) + + + Creixent
NN 2 ~ 7

1 |

0 1

Calculem U’ordenada dels punts estacionaris:

£(0)= 30" -85 + 616 =[O — Minim: |( 0,
f (1) =30 -8 + 60f =[1] — P. dinflexié : (1,1)

f(x)=3x"-8xX+6X -

***********************
|
__________
'
***********************

wwwww
**********************

' '
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
|

3. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de la funcié

1
f(x)=—.
(x) v
Calculem f '(X) i resolem 'equacio f' (xX) =0
1 _ _ 2 2
f(X)===x2 o f'(Y=-2x3=—-=; ——==0no té solucid, f'(X) no
(X) v (¥ » =z (X)

s’anul-la mai.
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0. Per tant, la funcio6 és discontinua en X

El denominador de U’expressié algebraica de la funcié s’anul-la quan

Calculem els punts de discontinuitat de f (X):
X

Estudiem el signe de f'(X):

(7]
" | 2
SR
I I I I [7,)
“ i _ | =
_ _ ! ! ! =
—w—al 1) 0] £
| | = ] 1._ m
._IIII _IIII _IIII_III I.III_
T 1 i i %)
I I I I I m
“ “ “ i o ]
N e e . e r U
1
)
)
(0]
- —
2|5 2
| X (7]
5|8 g
(] n_.u
—
(@)
]
_ ©
|+ —
-
[ e
£
90
P4 1 + (3}
x
3]
S
o
N o I
L% 2 T P
R £ TR T
2le|5 2 TN N U Y
e i i i i i
gl 8|+ £ S e O
217 |o = u RO F
El—|= o 8 A T I O
Q N R [ [
() | | h ) | |
© 3 = T
£ e« o o o o
w g v s -
op— f 17,) B R L L T -
9 Y <
(O] + (@] —_—
bt % 'S ©
(] c —_—
X . > Nal —
Ll | « (O]

APLICACIONS DE LES DERIVADES




APLICACIONS DE LES DERIVADES

2. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de les funcions

seguents:

a) f(x)=%fx“—2x2

b) f(x)=%

Sol.:
1. a) Creixent: (1 3); decreixent: (—00,1) U (3,+00) . Minim: (1,—2) ; maxim: (3, 2).

b) Creixent —00,2) ; decreixent: (2,+00) . Punt d’inflexio: (1, 2); maxim: (2,3).

c) Creixent: (2 4); decreixent: (—00, 2) O (4,+00) . Maxim: (4,1) .

:
:
:
2. a) Creixent: (=2,0)0( 2,+); decreixent: (~0,~2)0(0,2).
Minims: (-2,-4) i (2,-4); maxim: (0,0).

b) Decreixent en R. No té punts estacionaris.
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Representacio grafica de funcions

A continuacié estudiarem com fer la representacio grafica de funcions senzilles.
Per representar graficament una funcié, seguim els passos seguents:
Determinem el domini de la funcib.
Calculem les asimptotes:

0 Asimptotes horitzontals:
Si xIirD f(X)=k /o xIirr_1 f(=k- |y=kl és una asimptota
horitzontal de f.

0o Asimptotes verticals:

Si xIlrg f(X) = i/o )I(irr!f f(X =00 - és una asimptota vertical
de f.
Calculem els punts de tall amb els eixos:
o Tall o talls amb U’eix OX:
= S6n del tipus (b,0) - m (ordenada dels punts de l’eix OX és 0)
» Resolem l’equacio f(x)= O per calcular x.
o Tall amb U'eix OY:
= Esdel tipus (0,a) — (’abscissa dels punts de l’eix OY és 0)
»  Substituim x per Oi calculemy .

Estudiem el creixement, el decreixement i els punts estacionaris.

Fem un esbds de la grafica de la funcio a partir de les dades que hem obtingut.

Exemples:

1. Representa graficament la funcio f(x)= %x3 -3X.
Determinem el domini de la funcio:

f (X) és un polinomi, per tant Domf =R.

Calculem les asimptotes:

No té asimptotes (els polinomis no tenen asimptotes).
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Calculem els punts de tall amb els eixos:

o Tall eix OX:

1 1 x=0
y=0—>—X3'3X:0—> X[ﬁ—)@-\?»j:O—» 1
4 4 ZXZ'3:O* x=+/12 = + 3, 4¢

- (0,0) (—\/TZ() i (+\/T2,§] son els punts de tall amb ’eix OX.

o Tall eix OY:

_ _ _l s . s
X=0o y= f(O)—Z[D3 3= 0-{( 0,0 és el punt de tall amb Ueix

oy.

Estudiem el creixement, el decreixement i els punts estacionaris:

o Calculemf’(x): f'(X) zg X -3
o Resolem ’equacio f’ (x) =0

-x:—2
f'(x):§x2-3=0_> =3P 4 x=sfa=x2., [x=-2] Punts
4 3

estacionaris

o Calculem els punts de discontinuitat de f (x):
f(X) és un polinomi, per tant, és una funcié continua en R.

o Estudiem el signe de f’(X):

f'(x)=§x2-3=§:(x— 2)(x+2)

Intervals | x—2 | x+2 | f' f
(-0,-2) | - - + Creixent
- Hi ha un maxim en X = -2
(-2,2) - + - Decreixent
- Hi ha un minimen X=2
(2’+°°) + + + Creixent
O
A n N A
1 1
-2 2
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0 Calculem U'ordenada dels punts estacionaris:

f(—2):%(—2)3 -3[@—2):—% 6= -2+ 6= 4 - Maxim: [(- 2,

f(2):?11523-3D2::81— 6= 2- 6=[= 4 — Minim: [( 25 )

f(x):1x3-3x_>

Fem un esbds de la grafica de la funcié a partir de les dades que hem obtingut:

Y

\ |

—

o i
— |

s I N R N 'Y

1

2. Representa graficament la funcié f (x)=—; Yk
X -

Calculem el domini de la funcio:

El denominador de U’expressio algebraica de la funcié s’anul-la quan X=2 i
X=-2: Domf =R-{-2,3.
Calculem les asimptotes:

0 Asimptotes horitzontals:

lim f(x) = lim —1—=0*

X +00 X—+0 2 _ 4 , , .
L — |y =0] és una asimptota horitzontal de f.
xllr[]oo f(x) = Xllrpoo o

0 Asimptotes verticals:

im. 214:—00
lim f(x) =lim L—=1=""2 %"
X2 x-2x“=4 0 lim 1 = 400
x-2" x> =4

- [X=2|és una asimptota vertical.
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im L=+ AT A
fim f(¥) = lim —1-=1=1" —4 of
R e I
~ X _4 -5<-4 -3 2 100 1 2 3 4>X
R és una asimptota vertical. | T
Calculem els punts de tall amb els eixos: o \l/ * V
o Tall eix OX:
y=0 - 21 =0  1=0- no té solucié (1# 0), aleshores no talla
’eix OX.
o Tall eix OY:
x=0- y=f(0)= 1 _ 1 (0——1j és el punt de tall amb ’eix
-4 4 4

oy.

* Nota: Perque una fraccio s’anul:li, el seu numerador ha de ser igual a 0:

a-0,a=0ibz0
b

Estudiem el creixement, el decreixement i els punts estacionaris:

o Calculem f’(x):

1
X2 =4

=(-4)" . f(=-(%-4) e

=)

f(x) =

o Resolem ’equacio f’ (x) =0:

f'(x) - 0--2x=0- Punt estacionari.

(¢t -a)
o Calculem els punts de discontinuitat:

Dom f =R—{—2,2 - f(X) és discontinuaen x=-21i x=2.
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o Estudiem el signe de f’(X):

Intervals | -2x (X2 - 4)2 f' f
(_oo' _2) + + + Creixent
-2,0 !
( ) + + + Creixent - Hi ha un maxim en Xx=0
( 0 2) _ + - Decreixent
( 2’_'_00) _ + - Decreixent
P 7 n N\ N
f |
2 2

Exercicis: Representa graficament la funcié f(x) = % X+,
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Optimitzacio

A la vida real hi ha moltes situacions en qué cal optimitzar (maximitzar o minimitzar)
una funcid, és a dir, calcular el valor de la variable independent que fa que el valor de

la funcid sigui optim (maxim o minim).
Per resoldre un problema d’optimitzacid, seguim els passos seguients:

Trobem Uexpressio algebraica de la funcidé que cal optimitzar i Uescrivim en

funcié d’una sola variable.

Calculem el domini de la funci6 en el context del problema.

Calculem els extrems relatius de la funcio.

Expressem adequadament la solucio i analitzem si és correcta en el context del

problema. Comprovem que el maxim o minim relatiu que hem trobat també és el

maxim o minim absolut del problema, ja que és possible que no sigui aixi.

Exemples:

1. Tenim 40 metres de tela metal-lica per construir un tancat rectangular per al

bestiar. Calcula les dimensions del rectangle perqué ’area del tancat sigui
maxima.

De tots els rectangles de 40 m de perimetre, cal trobar el d’area maxima.

- Trobem ’expressio algebraica de la funcio que cal optimitzar i l’escrivim en

funcio d’una sola variable.

b
A=Dblh és la funcié que cal maximitzar. Depen de dues variables.

Expressem la funcié6 area en funcié d’una sola variable, sabent que el
perimetre fa 40 m:

A=blh
*t - A=b[{20- b)=-1 + 20b
P=2b+2h=40- b+ h= 20— } { )

A(b) = - + 201 - Funci6 que cal maximitzar.
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Calculem el domini de la funcié en el context del problema:

Domf =(0,20 (cada costat mesura més de 0 m i menys de 20 m)

Calculem els extrems relatius de la funcio:

A'(b) = -2b+20= 0 - 20=- 20- b:_—220:

Comprovem que €s un maxim:

Intervals | —=2b+ 20| f' f
(0’10) + + Creixent
(10, 2@ - - Decreixent

- Hi ha un maximen b =10

Calculem h quan b=10: “h=20-b=20- 10=

. ! ! !
1_100] S S ;
Loosol /oo N
—0 } r }
110 0 10 20 |

Expressem adequadament la solucio i analitzem si és correcta en el context

del problema:

El rectangle d’area maxima és el quadrat (el qual és un cas particular de
rectangle) de 10 metres de costat. La solucio és coherent amb ’enunciat
i, com que no hi ha més extrems relatius, b = 70 és el maxim absolut (es

pot veure facilment en el grafic).

El tancat ha de fer 10 m x 10 m perque la seva area sigui maxima.
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2. Els costos mensuals d’una empresa que fabrica un determinat producte vénen

donats per la funci6 segiient (en euros):
f (x)=x%-240x+ 30.00(, en qué x és el nombre d’unitats fabricades en
un mes.

Calcula el nombre d’unitats que s’han de fabricar en un mes perqué els costos

mensuals siguin minims. Indica quins seran aquests costos minims.

- Trobem ’expressio algebraica de la funcio que cal optimitzar i I’escrivim en

funcio d’una sola variable.

L’enunciat del problema ens dona la funci6 que cal maximitzar:

f(X) = % - 240x+ 30.00(

- Calculem el domini de la funci6 en el context del problema:

Dom f =[0,+c)

- Calculem els extrems relatius de la funcio:

f'(X) = 2x-240= 0- %= 240 x=%’=

Comprovem que és un minim: ' asboo |
| 30000]

Intervals | 2x-240 | f' f | 25000\ o
(O,lZQ - - Decreixent ;L-z-q;ggg* A i L LJJ
115000 | — ]

(120,+00) + + Creixent Pqopoo) L b oo
- — Uosbool 1L 4 L L

- Hi ha un minimen X=120 R LI S S B B

| 0 | | | | | | |

pu%m 0 5 jooisoéou 250 é00§

Calculem els costos minims: R

f(120)= 126 - 2401126 30.008] 15.60

- Expressem adequadament la solucio i analitzem si és correcta en el context
del problema:

La solucio és coherent amb ’enunciat i, com que no hi ha més extrems

relatius, X = 120 és el minim absolut (es pot veure facilment en el

grafic).

S’han de fabricar 120 unitats en un mes perque els costos mensuals

siguin minims. Aquests costos minims seran de 15.600 €.
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Exercici: Troba dos nombres positius que sumin 14 i que el seu producte sigui

maxim.

Sol.: Els dos nombres son 7 i 7
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1. Calcula 'equaci6 de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) =X -5x en el

punt d’abscissa X =3.

2. Calcula lequaci6 de la recta tangent a la grafica de la funcio

f(X)=x*—2xX—4x+ 7 en el punt d’abscissa x=-1.

3. Calcula ’equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) =€ en el punt

d’abscissa x=0.

4. Calcula el punt en qué la recta tangent a la grafica de la funcio f(X)=x° +3x+4

és paral-lela a la recta y=—-x+5.

5. Calcula el punt en qué la recta tangent a la grafica de la funcio f(x)=3x*-5x+9

forma un angle de 45° amb la part positiva de [’eix OX.

6. Estudia el creixement, el decreixement i els punts estacionaris de les funcions

seglents:
a) f(xX)=-xX+3x% b) f(x)=X
c) f(x)=3x"-4x d) f(x)=—o1

(x-2)

7. Calcula els punts de tall amb els eixos de les funcions segiients:

a) f(x)=x+3x-10 c) F(X)=x+3¥%-x-3 e) f(x):xx—25

b) f(x)=x+X d) f(x):% ) f(x):Xj(—_iQ

8. Representa graficament les funcions segiients:

a) f(X):Xz—ZX—s c) f(x):—x3+3x_2 e) f(x) = 2—21
X2 —

b) f(x)=-2xX'+4x d) f(x)=x+1 f) f(x) =

2
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9. Representa graficament una funcié que tingui, alhora, les caracteristiques segiients:
a) Domf =R-{3
b) Im f =(-,1)
c) Xx=2 és una asimptota vertical de f.
d) y=0 és una asimptota horitzontal de f.
e) Té U’Unic maxim relatiu en X =4; és una asimptota vertical de f.

f) No té minims relatius.

10.Troba dos nombres positius que sumin 12 i que el producte d’un d’ells pel cub de

altre sigui maxim.

11.A Uabril, un pagés cull 100 kg de maduixes. En aquell moment, les maduixes es
venen a un euro el quilo. Tanmateix, cada dia que passa, el preu de les maduixes
augmenta en cinc centims per quilo. D’altra banda, cada dia que passa es fa malbé
un quilo de maduixes. Quants dies ha d’esperar el pages per vendre les maduixes si

vol obtenir el benefici maxim?

116



SOLUCIONS: APLICACIONS DE LES DERIVADES

Solucions
1. y=x-9 2. y=3x+11 3. y=x+1 4.P(-2,2) 5.

P(1,7)

6. a) Creixent: (0, 2); decreixent: (—e0,0)0(2,4e0). Minim: (0,0); maxim: (2,4).
b) Creixent en R. Punt d’inflexié: (0,0).
c) Creixent: (1,+c); decreixent: (—c0,1). Punt d’inflexié: (0,0); minim: (1,-1).

d) Creixent: (-, 2); decreixent: (2,+o). No té punts estacionaris.

7. a) Talls amb Ueix OX: (2,0) i (=5,0). Talls amb Ueix OY: (0,~10).

b) Talls amb Ueix OX: (0,0) i (~1,0). Talls amb Ueix OY: (0,0).
c) Talls amb Ueix OX: (-1,0), (=3,0) i (1,0). Talls amb Ueix OY: (0,-3).
d) No talla els eixos.

e) Talls amb Ueix OX: (5,0). Talls amb Ueix OY: no talla U'eix OY.

f) Talls amb Ueix OX: (7,0) i (=7,0). Talls amb l’eix OY: (0,49).
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9. N’hi ha diverses. Un exemple possible és el seglient:

THETA]y [0 112 3 4 B 16 Ty

10. Els dos nombres son el 3 i el 9.

El producte de 3 pel cub de 9 és maxim.

11. Ha d’esperar quaranta dies per obtenir el benefici maxim.
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