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Generalitat de Catalunya Departament de Matematiques

Departament d’Educacié 2n BATX MA
Institut Jaume Balmes Examen extraordinari
Nom i Cognoms: Grup: Data: 17/5/2010

1r BLOC: Analisi

1) Busqueu els extrems relatius i els punts de tall amb els eixos, i feu una
representacié aproximada de la corba d'equacié y = x* — x%. A continuacio,
calculeu I'area del recinte tancat per aquesta corba i I'eix d’abscisses.

[1 punt pel calcul d'extrems, els punts de tall i la grafica; 1 punt pel calcul de I'area= 2 punts]

: e x?+1
2) Considereu la funci6 definida per f(x)= 1

. Calculeu quant val el pendent de

la recta tangent a la seva grafica pel punt d’abscissa x = 0. Trobeu si hi ha altres

punts en els quals el pendent de la tangent sigui igual al que s’ha obtingut.
[2 punts]

j=x*+x+b  six<0

3) Considereu la funcié f(x) =i on aib sén nombres reals.
f=ae™ si x30

a) Quina condici6é han de complirai b per tal que f sigui continua a tot R?

b) b) Trobeu els valors de a i b per als quals f sigui continua perd no derivable a

tot R.

[Puntuacio: apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total: 2 punts]

__x .
J5x2- 4
a) Calculeu la integral ¢§(x)dx .

b) Trobeu la primitiva F de f que compleixi F(1) = 1.
[Puntuacid: apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total: 2 punts]

4) Donada la funcio f(x) =
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5) Donada la matriu segient dependent d’'un parametre m:
el 1 2 0
(5: =
A=Cc2 m 2m -+

Sm 2 2+my
a) Estudieu-ne el rang segons els valors de m.
b) Digueu quina és la posicio relativa dels plans
PiX+Y+2Z2=2 pP,:2X+My+2MZ =2+ Mip,:mx +2y+(2+m)z=0,

segons els valors de m.
[1 punt cada apartat= 2 punts]

_ a® 16
6) Considereu la matriu Azé <
Y

dg
a) Trobeu els valors de p i g que fan que es verifiqui A2 = A. En aquest cas,
raoneu sense calcular qué val Aio.

b) Calculeu per p=2iqg=4 la matriu inversa de A
[1+ 1 =2 punts]

7) Trobeu el punt simétric del punt A(0,0,1) respecte elplap:2x+z=6
[2 punts]

8) Unarectar és parallelaalarectas:Xx—1=y—-1=2z-1, tallaenun punt A la
rectat:Ll:l: z+1,ienunpuntBlarectal: ===—
3 2 2
a) Trobeu I'equacio del pla determinat per les rectesri t.
b) Trobeu el punt B calculant el punt d’interseccié del pla anterior amb la
recta |.
c) Trobeu I'equacio de la rectar.
d) Trobeu el punt A.

[1 punt cada apartat= 4 punts]
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1) Busqueu els extrems relatius i els punts de tall amb els eixos, i feu una
representacid aproximada de la corba d’equacid y = x* — x2. A continuacio,

calculeu I'area del recinte tancat per aquesta corba i I'eix d’abscisses.
[1 punt pel calcul d'extrems, els punts de tall i la grafica; 1 punt pel calcul de I'area]

Si f(x)=x* - x2. f'(x)=4x> - 2x.
. 1 1
Extrems relatius: 4x> —2x=0—2x(2x% -1)=0—-x=0,—, ———.
( ) N
Com f"(x)=12x2 -2 f"(0)<0. f"(1/4/2)>0 i f"(=1/4/2) > 0 . Llavors, el punt (0,0) és un
maxim relatiu i (i —i] [—l —1\ s6n minims relatius
=3 E '

Punts de tall: x* —x2=0— x?(x) -1)=0— x=0,1-1 (0,0), (10) i (-10).

Gréafica:

L'area demanaca s'obté de calcular

-1 x> x3 1 4

A= —|__I(x4 e =—| -] =—iP.
-1

PUNTUACIO:

0.5 punts pels extrems i els punts de tall.

0.5 punts per la representacio grafica.

0.5 punts pel calcul de la primitiva.

0.5 punts per l'aplicacio correcta de la regla de Barrow.



2
2) Considereu la funcié definida per f(x)= );

+1
T Calculeu quant val el pendent de

la recta tangent a la seva grafica pel punt d’abscissa x = 0. Trobeu si hi ha altres

punts en els quals el pendent de la tangent sigui igual al que s’ha obtingut.
[Puntuacié: 2 punts]

Larecta tangent passa pel punt (0, f(0))=(0,1) i el pendent és m=f"' (0)
aixi doncs calculem 1r la derivada de la funcio
2X(X +1) - (x*+1) _2x*+2x- x*-1 _x*+2x-1

f'(x) = =
*) (x +1)° (x+1)° (x +1)°
| calculant tenim que f' (0) =—1

Per tant larecta buscadaés Y-1=-1 (X-0) P Y=—X +1

L'altra pregunta que fa és equivalent a veure si hi haaltres valors de x tals que f' (x) =
-1
Aixi doncs solucionant I'equaci6 tenim:

. _ N X2 H2X -1 o2 _ 21 v2 — 2 ~
f'(x)=-1U ————=-1U x"+2x-1=-(x+1)°U x“ +2x-1=-x"- 2x-1U

(x +1)

R . .1 x=0  _3x=0

U 2x*+4x =00 x(2x+4)=00 | Ui
12x+4=0 fx=-2

Aixi doncs la resposta és que hi ha un altre punt on la recta tangent € el mateix
pendent que en X=0 [ el punt (0,1)] i és en el punt de X=— 2 [és a dir en el punt



j=x*+x+b  six<O0
3) Considereu la funcié f(x) =i
j=ae” si x30
a) Quina condicié han de complirai b per tal que f sigui continua a tot R?
b) Trobeu els valors de ai b per als quals f sigui continua perd no derivable a tot

R.

on aib sén nombres reals.

[Puntuaci6: apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total: 2 punts]

a) [1punt] Tant x* +x+b com a-e™ sén funcions continues en tot R. Per tant,
I'tnic punt on f pot tenir una discontinuitat és a x=0. Estudiem els limits

laterals en el punt O:

1i1}11_ i =b; lj_'!:sl' f(x)=a.

Per tal que f sigui continuaa x=0 cal, doncs, que a=b5.

Penalitzeu amb 0,5 els que no comentin res de la continuitat de f forade x=0.

b) [1 punt] Siderivem [, obtenim:
o (2x+1 si x<0
X)= 2
labe™ si x>0

Per tal que 1 existeixi en el punt x =0, cal novament que 1im f'(x)=1lim f(x). O
x—0" x—0"

sigui, cal que 1=ab . Com que la condicio de continuitat és que a =5, tenim que

a’ =1« a==1. Per tant, hi ha dues parelles de valors que farien f continua i

derivable: a=b=1 o bé a=b=-1. Qualsevol parell de valors a=5+ t1resolen la

questio.

4) Donada la funcié f(x):L :
J5x2- 4
a) Calculeu la integral ¢j(x)dx.

b) Trobeu la primitiva F de f que compleixiF(1) = 1.
[Puntuacid: apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total: 2 punts]

a) [1 punt]

o oz pdid
o x 1 - 2 B T 1 5.‘!’_—4}
. —J 10x-(5x" —4) dx ——71 :

*les.xf—;t“ 10 1012

b) [1 punt] Per trobar |la primitiva que ens demanen, substituim a
4

1 1
F(A‘J=;v’5x1—4+6: I=F@)=2+C © ©=r.

+C=—+5x'—a4+C.

'.J‘l||—i
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5) Donada la matriu segient dependent d’un parametre m:
el 1 2 0

¢
A=Cc2 m 2m -+

&m 2 2+mp
a) Estudieu-ne el rang segons els valors de m.
b) Digueu quina és la posicio relativa dels plans
P :X+Yy+22=2, pP,:2X+mMy+2NZ =2+ Mip,:mx +2y+(2+ m)z=0,

segons els valors de m.
[1 punt cada apartat= 2 punts]

a) Esglaonant,
] 9 2 1 1 2 Y\ (1 1 2
2 m 2m |-|0 m-2 2m-4|-|0 m-2 2m-4
m 2 2+m 0 2-m 2-m 0 0 m-2
Llavors, elrang de lamatriues 3si m=2 i1sim=2.

L'obtencié del valor de m que discrimina també es pot fer igualant a zero el determinant de la
matriu.

¥ % B
2 m 2m|=m*-4m+4=m-2*=0->m=2.
m 2 2+m

A partir d'aqui cal esbrinar quin rang té la matriu quan m=2

b) Val la pena observar que la matriu de 'apartat anterior és la matriu de coeficients dels
plans donats. Aixi, si m= 2, el sistema és compatible determinat; per tant, els plans es tallen

en un punt. Si m=2, les equacions sén m:x+y+2z=2, mp:2x+2y+4z=4 |
Ty i 2x+ 2y +4z=0, els dos primers plans son coincidents i el tercer és paral-lel a ells.



ad 16
6) Considereu la matriu A= +.
ép dg
a) Trobeu els valors de p i g que fan que es verifiqui A2 = A. En aquest cas,
raoneu sense calcular que val Azo.

b) Calculeu per p=2iqg=4 la matriu inversa de A

wornls 30 G 26 )
p qg/lp q) \pg p+q?) \p ¢

i la igualtat es compleix quan p=0i g =1.

[2+1=3 punts]

Si la matriu verifica A=A, llavors, A>=A-A’=A-A=A. Procedint de manera
successiva, es pot veure que qualsevol altra poténcia de la matriu A també val A.

1 punt per trobar els valorsde p i g.

1 punt per justificar que A0 = A No es demana fer una demostracio per induccié o similar.
Simplement que justifiquin aquest resultat sense fer calculs.

) 16 e 2 1/26
Després demanen calcular lainversade A= Tisurt Al= T
§2 4o §1 0 g

7) Trobeu el punt simeétric del punt A(0,0,1) respecte el plap:2x+z=6
[2 punts]

t recta perpendicular ap per A t=recta determinada pel punt A i que té com a vector
director el vector perpendicular al pla p \: =(2,02) aixi larecta és

t:%z%:%l i un punt arbitrari d'aquest rectaés T, (21 ,01+1)
la projeccié ortogonal del A sobre el pla p seraun T, (21 ,0,1+1) que verifiqui
I'equacio6 del pla. Aixi doncs:

4 +1+1 =6b 1= 1 T,_(2,0,2)

| ara només cal trobar el punt simétric de A respecte aquest punt T,_,(2,0,2) . Aixi

doncs si el punt buscat és B(x, y, z) tenim que T ha ser el punt mig del segme nt AB,
aixi doncs:

+1
%zz =o;ZT=2p X =4y=02z=3b B(403)

N <



8) Unarecta r és parallelaalarectas: Xx—1=Yy—-1=z-1, talla en un punt A la

rectat:Ll:l: z+1,ienunpuntBlarectal: =—=—.
3 2 2
a) Trobeu I'equacio del pla determinat per les rectesri t.
b) Trobeu el punt B calculant el punt d’interseccié del pla anterior amb la
recta .
c) Trobeu I'equacié de larectar.

d) Trobeu el punt A.
[1 punt cada apartat= 4 punts]

a) El pla demanat es paral-lel als vectors directors de les rectes s i t, (1,1,1) i (3,2.1)
respectivament. Llavors, el vector de coeficients (a,b,c) del pla demanat és qualsevol que
sigui perpendicular als dos vectors. Per exemple, es pot plantejar el sistema

i

{({a,b.c)-(1,1,1)=0 _){ a+b+c=0

—b=-2ac=a.
ab,c)-(3,21)=0 Ja+2b+c=0

Per tant, qualsevol vector de la forma (a,-2a,a), per exemple (1,-2,1), serveix com a vector de
coeficients o perpendicular al pla. Per construir I'equacié només resta trobar un punt del pla.
Qualsevol de la recta f serveix, per exemple el (1,0,-1).

Equacid del pla: (x-1)-2y +(z+1)=0 — x-2y+z=0.

També es pot obtenir el vector (a,b,c) per mitja del producte vectorial



o = R
1 1 =129
G S

I a partir d'aqui es completa la construccio de 'equacio.

b) Punt d'interseccio de la recta .I':XT_E=FT_1=§ ielpla x-2y+z=0:
La pnmera igualtat de I'equacio de la recta permet escriure x =y + 1. Si es substitueix dins
l'equacio del pla 1 5°ailla z s'obté z=y - 1. Finalment, substituint z dins la segona igualtat de

O FTJJTJ csapecd b punk bamscat o5 B2 4.0},

c) La recta r és la paral-lela a s que passa per B,
x-2=y-1=2z.

d) Finalment, el punt A és el d'interseccio de rif,

[x—2=y—1=z
1x=1 y

= Fogiy
| 37275

De les dues igualtats de I'equacid de r es pot escriure x=z+2 | y=z+1. Quan es
substituexen dins I'equacio de f,

2_+1=2_+1= Z+1
3 b, '

on les dues igualtats es verifiquen quan z=-1. Per tant, el punt A és (1,0,-1).

PUNTUACIO:
Apartat a) 0.5 punts pel vector de coeficients i 0.5 per I'equacio del pla.
Apartats b), c)i d) 1 punt cada un.



