AlIl Generalitat de Catalunya Departament de Matematiques

Y Departament d’Educacio 2n BATX MA
Institut d’Educacié Secundaria Examen FINAL
Jaume Balmes

Nom i Cognoms: Grup: Data: 21-5-2007
1r BLOC:
1) Trobeu els limits:
; : Xx-3 e’ -1
a) lim &/x?-3x -x*-14 D) Iim c) lim —————
) x®+¥g\/ \/ u ) x®3 x3_-5x2+3x+9 ) x®0 X + Sjin X

2) Trobeu els valors de a i b per tal que la funcié seglient sigui continua i
derivable en tot R

i3x*-ax+b si  x<1
flx)=1 .
fax*-bx+2 si  x31
. > x?+1
3) Escriu I'equacio de la recta tangent a la corba f (x) = == en X=0

4) Deriveu les funcions seguents:
a) f(x)=In*(x*-1)  b) f(x)=[sin(x)]* o y=x4+pe- 74 - 3

_3x%-9x+3

3x-1

a) Determineu quin és el seu domini.

b) Trobeu les seves asimptotes i I'aspecte de la grafica al seu voltant.

c) Calculeu i simplifiqueu al maxim la primera derivada

d) Trobeu els seus extrems relatius i les zones de creixement i decreixement.
e) Feu un dibuix aproximat de la grafica de la funcio.

5) Donada la funci6 f (x)

6) Dins del triangle limitat pels eixos OX, OY
i la recta r: 2X+Y=8 s'inscriu un rectangle

gue té un vertex a l'origen (0,0), dos 4 \ 2xey=a
costats sobre els eixos i l'altre vertex X
sobre la rectar. " \

5 \

. L Tt
Determineu quin és el punt de la recta que | ‘x‘_
fa que l'area del rectangle ABCD sigui | o3
maxima i el valor d'aquesta area maxima. ’ A o ""-\

' \
7) Calculeu les integrals:
3xVx +14x°+1 0 & SN 4
a
)0 x 2 cos®(x)

N 2
C) &X e14x +2007 dX
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8) Calculeu l'area del recinte pla limitat per les rectes Y=X, Y=2 X i la parabola Y=X?

9) Trobeu les integrals seguents:
X dx

a) Oxe* dx  b) Oz g

10)Considereu la recta que r i el pla p donats per les equacions seguents
j(m+1) X +Y =m+1

r:y
I mX+Y =m

p:mX+Y+(Mm?-1DZ =3m+2
Discutiu, segons el valor del parametre m, el sistema format per aquestes 3

equacions i interpreteu geometricament quina és la posicio relativa de ri p en cada
cas.

11)Donats els punt P(2,1-2), la recta X3 1o il =Z 12 i el pla
p:4x -3y +5 =0 calculeu
a) La distanciade P ap.
b) La projeccié perpendicular del punt P sobre la recta r
c) L'angle format per larecta r iel pla p.
12) Donades les dues rectes
Xx-2_y+1l_z . fx =1+
r: =— [ s:jy =2l
1 3 -2 fz=- 1+
a) Calculeu la distancia entre les rectes
b) Trobeu l'equacio de la perpendicular comuna
13)Donada la piramide ABCDV de base el parel-lelogram ABCD i vértex V.
v En una referéencia ortonormal sabem les

coordenades de A(1,0,2), B(3,1,0), V(0,0,1) i les del
centre del paral-lelogram ABCD M(0,2,-3).

Calculeu:
a) les coordenades de la resta dels vertexs (C i
D).
C b) El volum de la piramide.
c) L'area de la base ABCD.
d) L'alcada de la piramide.
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1) Trobeu els limits:

Grup:  Data: 21/5/2007

L& N . X-3 . e’ -1
a) lim &/x2- 3x - Vx2- 14 b) lim c) lim ———
x®+¥ € u x®3 x3 - 5x2+3X+9 x®0 X + Sin X

) . (\/x2-3x-\/xz+1) (\/X2-3X +\/x2+1)
a) lim e‘%\/xz - 3x - %% - 13: lim =

X® +¥ \/Xz_ 3x +\/X2+1

x? - 3x - (X2 +1)

= Iim = Iim X" - 3x-x' -1 = Iim 3x- 1 = lim X -

X® +¥ \/Xz - 3x +\/X2 §1 O \/Xz _ 3X+\/X2 §1  XOH \/Xz - 3x +\/X2 +1 X®% X +X

’ X-3 i x-3 i 1 _1
b) liMm —————=1im 5 =lim =

x®3 X - X +3x+9 x®3 (x- 3)° (x+1) x@3 (x-3)(x+1) (0)

lim _ =-¥; lim 1 =+¥

Trobem els limits laterals: *®* (X 3) (x+1) @3 (X-3)(x+1)

. oe’-1 _a®ox . e 1
c) lim

= ~—=-_l - =
x®0 X +sinx 80{5‘@0 1+cosx 2 . .
* Hem aplicat la regla de L'Hopital.

2) Trobeu ds valors de a i b per tal que la funcié seglent sigui continua i
derivable en tot R

j3x*-ax+b si  x<1
f(x)=] |
fax®-bx+2 si  x31

Continuitat:
- Six!i:

f (X) és continua, ja que esta formada per polinomis, que sén funcions continues.
- Enx=1

1im £ (x) = lim (3x?- ax+b)=3- a+b

| x®T x®T

Hiim f(x)=lim (ax®- bx+2)=a- b+2

T x®1 x®1*

) —

if()=a-b+2

Perqué f (X) sigui continuaen x=1, hadeser 3-a+b=a- b+2; ésadir, 2a- 2b=

1.
Derivabilitat:
- Si x! 1: f(X) és derivable, i la seva derivada és:

16x -a Si x <1
F(x)=1 |
f3ax?- b si x>1

En x =1: Perque sigui derivable en x =1, les derivades laterals han de ser iguals:
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f'(1)=6-a i

;', 6-a=3a-b
f'(1) =3a- bf,
Unint les dues condicions anteriors, f(X) sera derivable si:
2a- 2b=1 H 11 4
y a=—; b=—
6-a=3a- bp 6 3
- ., X% +1
3) Escriu I'equacio de la recta tangent a la corba f (x) =——enX=0
e
Ordenada del punt: f(0) =1
Pendent de la recta:
f 2xex-(x2+1)-eX e*(2x-x2-1) 2x- x2-1
'(x) = = =
( ) (ex )2 (eX)Z ex
f'0)=-1
Equacié de la recta tangent: y=1-1(x-0) ® y=-x+1

4) Deriveu les funcions seguents:

Q) f0) =I*(x*- 1) ) F)=[siNCOI™ o)y =y pe - 74y

2 4AxIn(x*- 1)
vy =f(x)=2In(x*- 1 =
a) (x)=2In(x"- -7 21

b) Cal fer derivacio logaritmica In (Y) = 3x Ln |sin(x)| i ara al derivar queda:
cos(Xx)

y

= 3In|sin(x)| + 3x by a%|n|s,m(x)|+3xC°S(X)°( in(x))”
sin(x) 8
14 e 3/4 -3/2 [ 13 21 -1/4 9 -5/2
©) Y =XM4pt- TX-3X P Y S1AX S +0- X4 DX
2
- +
5) Donada la funcié f(x) = 3x7- 9 +3
3x-1

a) Determineu quin és el seu domini.
b) Trobeu les seves asimptotes i I'aspecte de la grafica al seu voltant.
c) Calculeu i simplifiqueu al maxim la primera derivada

d) Trobeu els seus extrems relatius i les zones de creixement i decreixement.

e) Feu un dibuix aproximat de la grafica de la funcio.

a) Domf=R-{1/3}
1
b) Asimptotes verticals: X = :—% , per l'esquerra la funcié s'acosta a —¥ i per la dreta a +¥

Asimptotes inclinades tant per x---->+¥ com per x-->—¥

= lim 1) — i 3
x®¥ ¥ x®+¥ 3X
2 2 2
n = lim (f()- mx) = fim XISy o g KIS FCEX 2 O
X® +¥ 3x-1 X® +¥ 3x-1 x®=x¥ 3y
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8
aixi doncs Y = X - éés asimptota tant per x---->+¥ com per x-->—¥

9 f,(x):(GX' 9) (3x- 1)- (3x* - 9x+3)3 18y - px- 27x+9- 9x? +27x- 9 _
(3x- 17 (3x- 17

9x? - 6X
(3x - 1)?

lax=0 ® x=0
d f'(x)=0 ® 9x*-6x=0 ® 3x(3x-2)=0 ® |
!

3x-2=0 ® x:z
i 3

Signe de f' (x)
S < S0

0 NN 2

0 . . 20 _, L.
+¥ -, és decreixent en gf),§+. Té un maxim
7]

f(x) éscreixenten (-¥,0)E ge_;
P
34

|- O

en (0,-3) iunminimen

AL
Q

e)

e e —
dam nom

L= R (R T A T

L

[T B

6) Dins del triangle limitat pels eixos
OX, OY i la recta r. 2X+Y=8
s'inscriu un rectangle que té un
vertex a l'origen (0,0), dos costats
sobre els eixos i laltre vertex
sobre la rectar.

Determineu quin és el punt de la
recta que fa que larea del

rectangle ABCD sigui maximaiel .
valor d'aguesta area maxima.

Si A(X,Y) aleshores la funci6 a optimitzar és f(x,y)=X-Y
Perdo com sabem que el punt A és de la recta r aleshores y=8-2x la qual cosa ens
permet obtenir la funcié d'una Unica variable que hem d'optimitzar:
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f(x)=X:(8-2X) =8 X -2 X?

f'x)=8-4X

f"x)=4

Aixi doncs els candidats a maxims o minims sén els x t .g. f ' (x) = 0 és a dir X=2
icomf" (2)<0 podem assegurar que en X=2 hi ha un maxim de la funcié buscada.

Solucio: el punt és el A(2,4) i l'area maxima és 8 u?

7) Calculeu les integrals:

3xA/x +14x3 +1

.7sin(x)
DO

b
dx ) cos’(x)

N 2
C) ng e14x +2007dX

< } 14 ;
a) (Bx V2 +14x +x 2 dx =6x*"? +?x2 - xt+K

.7sin(x)

-2 -2
7cos (X)+K:7COS (x)+
cos®(x)

b
) -2 2

dx =- 7¢y sin(x)cos*(x)dx = K

2 3 2 3 2
c hY X e14x +2007 dX - 8X e14x +2007 dX - _e14x +2007 + K
) G 28 o 28

2n BLOC:

8) Calculeu l'area del recinte pla limitat per les rectes Y=X, Y=2 X i la parabola
Y=X?
Busquem els punts de tall de les diferents parelles de corbes:

Y =xii Y =x{ _ Y =2x{ _ ’
y00)  yO0 i)  y(00 (@24 -

y =2xp y =Xx"p Yy =Xp
fent el dibuix que és immediat es té que A=A1+A2

. 2 ex2l &, x°U

Q2X- X dx+()2x- X* dx =g +&X° - g = .
A= 20 & 30 7

L i’
:E+%-§-1 E9:1+E:Z !
2 & 37353 2 3 6

9) Trobeu les integrals seguents:
. xdx
x?-9
Heu tingut sort, ja que volia posar () e” dx. pero I'exponent I'he pujat a I'enunciat per
error. Aixi doncs ha quedat immediata:

a) Oxe* dx  b)

2 1 2 1 .-
oxe’ dx=§62x-eX dx:EeX +K
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La que volia posar
Ox e” dx. Integrem per parts:

ju=x ® du=dx
i

I 1

jdv=e>*dx ® v==e*

I 2

Ox €7 dx =2 e - oL errx = X e Leyy =X 1002y
2 4 &2 45

b) 05— X dx
x? -9
Meétode curt: Observeu que és immediata només falta multiplicar per 2

. X 1. 2x 1 2 1 1 1
O—dx =—0—dx=—lnx -+K =ZIn((x+3)(x-3))+K ==In|x+ 3 +=In{x - 3| +K
x2 -9 29%%-9 2 ( ) 2 (« X ) 2 | | 2 | |

Métode llarg: Fem la descomposicio en fraccions simples

X X __A . B _A(x+3)+B(x- 3)
X?-9 (x-3)(x+3) x-3 x+3  (x-3)(x+3)
1

- Perax=3 ® 3=6A® A=§

- Perax=-3® -3=-6B ® B=

N |

Per tant:
®
R

X
. i = .
Gz g =0 3 %+3

10) Considereu la recta que r i el pla p donats per les equacions seguents
3[(m+1)X+Y =m+1
roj

1
2

dx =£In|x-3|+E In | x+3]|+k
2 2

QM kO

I mX+Y =m

p:mX+Y+(m*-1)Z =3m+2

Discutiu, segons el valor del parametre m, el sistema format per aquestes 3
equacions i interpreteu geométricament quina és la posicio relativa de ri p en
cada cas.

Fem la discussi6 del sistema d'equacions:
Det(A)= m?*~1 amb la qual cosa es veu que hi ha tres casos:
) m?® 1- 1 surt SCD per tant es tallen en un Unic punt

1)) m=1 surt Sl per tant son paral-lels
1) m=-1 Surt SCl amb 1 grau de llibertat, és a dir la recta esta
continguda en el pla

Y 222 i el pla
11

11)Donats els punt P(2,1-2), la recta r: x-1

p:4x - 3y +5 =0 calculeu
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a) La distanciade P ap.
b) La projeccié perpendicular del punt P sobre la recta r
c) L'angle format per larecta r iel pla p.

. :2-3:1 - 1 1
a) dlst(P,p):|4 3-1+5]_|8-3+5] _ 10 :—0:2
\/42 +(-3)2 Ji6+9 25 5

b) El peu de la perpendicular sera un R(1+3t, —t,—2+t) tal que F’F\’t sigui perpendicular a un

director de r V=(3,-1,1) aixi doncs PR,V =0
-1
3+9t+t2+=0===>t=—+
11
Aixi doncs R(8/11, 1/11, —23/11)

¢) Un vector direccié de r és d(3, - 1 1).
Un vector normala p és (4, - 3,0).

Si anomenem a langle que formen p i r, tenim que:

|d-n| 15 3

_ _ 15 _
[dl-|A| +11-v25 511 411

® 90°-a=25°14'22" ® a=64°45'38"

» 0,905

12) Donades les dues rectes

- ix =1+1
P X 2_y+l_2 [ sy =2l
1 3 -2 fz=-1+|

a) Calculeu la distancia entre les rectes

b) Trobeu I'equacié de la perpendicular comuna
a)
R(2,-1,0)i V=(1,3,-2)
S(1,0-1) i Vs=(1,2,1)

RS =(-1,1,1)

s

Q/r’Vﬁs’R—S“ -
g ‘c‘_ e N —11@=143u

i
d= ‘vTUVt‘ (7.-3-1) Jag+g+1 59

b)

Si aquesta recta és t sabem que podem agafar com vector director el
v, =v, Uv, =(7,-3-1)

| aleshores només ens falta un punt per on passa t.

Sigui P(x,y,z) | taleshores només cal que imposem que

1 3 -2
ttalla a r==> det (\/T\Tt@ )= 7 -3 -1 =0 ===>-9X-13Y-24Z+5=0

X-2 y+1 z
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1 2 1
ttallaas det(v,v,SP)=| 7 -3 -1[=0 ===> X+8Y-17Z-18=0

x-1 y zZ+
Conclusio la recta t és la recta donada per les equacions:
—9X-13Y-24Z+5=0
X+8Y-17Z-18=0
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13)Donada la piramide ABCDV de base el parel-lelogram ABCD i vértex V.

v En una referéencia ortonormal sabem les
' coordenades de A(1,0,2), B(3,1,0), V(0,0,1) i les
del centre del paral-lelogram ABCD M(0,2,-3).

Calculeu:
a) les coordenades de la resta dels vertexs
(CiD).
B c b) El volum de la piramide.
c) L'area de la base ABCD.
d) L'alcada de la piramide.

A

a)

Si C(x,y,z) i com M és el punt mig de A_Ctenim que (x+1)/2=0; y/2=2 i (z+2)/2=—3 amb
la qual cosa tenim que C(-1,4,-8)

Si D(x.y,Z) i com M és el punt mig de BD tenim que (x+3)/2=0; (y+1)/2=2 i Z/2=3 amb
la qual cosa tenim que D(-3,3,—6)

b)
2 -4 -1
1 3 0
BADAVE |2 g -1 g g,
El volum V= = - -3Y

c) Area de labase =[AB UAD| =(-2,2410)| = 2/170 = 26,977 u”

8/3 _ 2170

2170 255

d) d=Volum/ (Area de la base)= =~ 0.1022619985u
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