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1)
a) Troba l'angle que formen el plap: 2x- y+4z- 2=0ilarecta
i X-y-z=-1
rj
T x+2y-32=0

b) Troba I'angle que formen els plans seguents: p:x+y=0 p,,y-3z+2=0
(1+0,5=1,5 Punts)
a) Determinen un vector director de r: v

i ]k
V=3 -1 -1|=5i+8j+7k
12 -3 v=(587)
D'altra banda, el vector normal del pla és: n=(2-14)
Per tant:
S 1.
cos(90°- a) = [von| _[10-8+28] 30 = 05573

V[ - [A] V21 V138 21 - V138
90° - a =arccos (0,5573) =56° ® a=34°
b) El vector normal a p, és i, =(1 1 0) iel vector normalap, és i, =(0,1, - 3). Aixi:
cosa=Iﬁl Ry = [0+1+0] =1
A, - |A,| Vi+1+0 - J1+9 20

=022 ® a=77°

2) Calcula la distancia del punt P(1, -1, 2) a la recta seguent:
ix=2

| R
r:yy=I "I'lR
i
fz=-I
(1 Punt)
1r métode: Aplicant la férmula:

La recta r bé donada per un punt A(0,0,0) i un v =(2,1,-1)

|ﬁ0\7|_|(-15,3)|_\/1+25+9_\/%_@u_
V| NN N R

aixi doncs la d= 2,42u

2n métode: Trobant la projeccié perpendicular

Pla p que passa per P iés perpendicular a r:

El seu vector normal és el vector direccio de larecta: fi=(2,1,-1). Passaper P(1, -1, 2).
Lasevaequacioés:p:2-(x- 1)+(y+1)- (z-2)=0 ® p:2x+y-z+1=0
Interseccio de p i r.
Substituim les coordenades d'un punt arbitrari de r (punt en parameétriques) en p:



2.@2)+1 +1 +1=0 ® 61 +1=0 ® |="1 @ ly="1 @ p@2 110
6 6 e6 6 6g
1
7Z=—
6
Distancia que ens demanen:
dist(P r dISt P, P gf[+—+ +9 1+19 +a§ —“10:2,42
6g 6g 6
-1y _z+1
3) Determina el punt simetric de A(2, 1, 4) respecte de la rectar : _E_ 1
r Trobem el pla p que conté el punt A i és perpendicular a r:

Ai=d =(3,2-1)
3:-x-2)+2(y-1)-(@z-4)=0 ® 3x+2y-z-4=0

,ﬂi Busquem el puntde tallde r i p: M(1, 0, -1)
4 ;

El punt A' és el simétric de A respecte de M:
ax+2 y+1 z+4o
S22 2 4

=L0,-1) ® x=0,y=-12z=-6 ® A(0-1-86)

(1,5 Punts)
4) Siguin les rectes:
X =1+]1 )
r:!y= 2 "I'T R i 5: % 2_y_z-1 Troba
1z=- 2 3 2
a) La posicio relativa de les dues rectesris
b) La distancia entre les rectes.
c) La recta perpendiculara r i s.
- (3 Punts)
a) Esclar que A(1,0,-2)I r v, =(1,2,0), B(2,0,1) | sV, =(3,2,1) i ara calculant els rangs
1 2 0
S a 2 Oo .
Rang (v,,v, )=Rang +=2 icom det (V s,AB =3 2 1=-10
& 2 15
1 0
A 2 06

. ¢
aleshores Rang (v,,v,,AB)=Rang¢3 2 1+=3 pertantris es creuen.

élOSE



b)

1r métode: Aplicant la formula

VeABY 10 10 _10v21
v Ov|  [2-1-4) Ja+i+r16 2

o

=218u

2n métode: Trobant els peus de la perpendicular comu:
R i S son els extrems del segment perpendicular a totes dues rectes.

N

R r

Un punt genericde r és R(1 +1,2l,-2) iun puntgenéricde s és
S(2+3m2m1+m.

Un vector genéric que tingui l'origenen r il'extremen S és:

RS=(1+3m-1, 2m 2, 3+m

De tots els possibles vectors RS, busquem aquell que sigui perpendicular a les dues
rectes:

RS -(1,2,0)=0 ® 1+3m- | +4m- 4l =0 g 1.5 +7m=0 §

_ y® oY
RS (3,21)=0® 3+9m- 3l +4m- 4l +3+m=0f, ©6- 7l +14m=0p

La soluci6 és: | =

R?J',?, - 29 t'l
e g 3 .2 .2 .2
42100
bdist(r,s)=dist(R,S)= g 200 409 200 _ =218
29 -46 - 26[ e 2l g @21g e21gpg 21
Sg_,_,_ﬂ:
e’ 1 1;4)

C)
1r métode: sense trobar els peus de la perpendicular comu
Si aquesta recta és t sabem que podem agafar com vector director el

v, =v, Uv, =(2-1-4)
| aleshores només ens falta un punt per on passat.

Sigui P(x,y,z) | taleshores només cal que imposem que



1 2 0
ttalla a r==>det (v,,v,,AP )=| 2 -1 -4 |=0===>-8X+4Y-5Z-2=0
x-1 y z+2
3 2 1
ttallaas det (v_,v,,BP )=| 2 -1 -4|=0===>-7X+14Y-7Z+21=0

X-2 y z-

Conclusio la recta t és la recta donada per les equacions:
-8X+4Y-572-2=0
—X+2Y-Z+3=0

2n metode: Si hem calculat els peus de la perpendicular comuna
La recta perpendiculara r i s, éslarectaque passaper R i S.

oS o 20 10 400

RS=¢g2—, — —

§21'21 214

La recta que busquem és: ;[y -8 + EI
i 3 4201
lz=-2+—1|

21

5) Consideraels punts P(2,1,1) i Q(4,5, 3).
a) Obtén l'equacié del pla p que passa pel punt mig del segment PQ i és
perpendicular a aguest segment.

b) Calcula el volum del tetraedre limitat pels eixos de coordenades i el pla p.
(1,5 Punts)

a) Trobem el punt mig de PQ ® M(3,3,2).
El vector normal al pla és PQ =(2, 4, 2), aixi:
p: 2(x- 3) +4(y- 3)+2(z-2)=0 ® p:2x+4y+2z-22=0 ®
® p:x+2y+z-11=0

b) Punts de tall amb els eixos:
Siy=0,z=0 ® x=11 ® A(11,0,0)
six=0z=0 ® y=21 @ B® 1 o2
2 e 2 g
Si x=0,y=0 ® z=11 ® (0,0, 11)
D(0, 0, 0)

| doncs els vectors que determinen el tetraedre son

DA(11,0,0) DED, 1 02 DC(0,0,11)
e 2 g



11 0 0
Volum de ABCD = X|¢bA. DB, Dci[=L.]0 1 |=1.1381_
6l¢€ ul~ s 2 6 2
o o0 11
1331
="""211092 U
12

6) Troba el lloc geométric dels punts de l'espai, P, tal que la suma de quadrats de
les distancies als punts A(?4, 0, 0) i B(4, 0, 0) és 40. Identifica la figura

resultant.
(1,5 Punts)
Si P(x, Yy, z) ésun punt del lloc geométric, cal que:

glist (P, A)g +gdist (P, B)g =40

Es a dir:
(x+4)° +y?+2%+(x- 4)" +y*+22 =40
x?+8x+16+y? +z> +x* - 8x+16+y*+2z* =40
2x? +2y* +27° =8
X*+y*+72° =4

Es una esfera de centre (0, 0, 0) iradi 2.



