Generalitat de Catalunya Departament de Matematiques

Departament d’Educacio 2n BATX MA
Institut Jaume Balmes Integracio i aplicacions
Nom i Cognoms: Grup: Data:

1) Enuncieu i demostreu la Regla de Barrow (2n teorema fonamental del calcul

integral).
(0,75 punts)
2) Calculeu les integrals seguents:
2x3- 6x%- x- 2
a) 0 d
X(Xx- 2)(x+1)
b) x- 1)-e*dx
(2+1=3 punts)

3) Troba la funcio f(x) per a la qual f'(x) = sin%é i que passi pel punt (0,9)
%]

(0,75 punts)

4) Calculeu l'area de la superficie tancada per les corbes Yy =X*- 7X i y =2X
(2 punts)
y=x"+3 !
5) Donades les corbes y =6x - 6 i/

Els eixos OXi OYL

a) Dibuixeu el recinte limitat per aquestes corbes en el 1r quadrant
b) Calculeu I'area d'aquest recinte.

c) Calculeu el volum del cos de revolucié que genera aquest recinte al girar al
voltant de I'eix OX

(1+1,5+1=3,5 punts)



Generalitat de Catalunya Departament de Matematiques

Departament d’Educacio 2n BATX MA

Institut Jaume Balmes Integracio i aplicacions
Solucié

Nom i Cognoms: Grup: Data:

1) Enuncieu i demostreu la Regla de Barrow (2n teorema fonamental del calcul

2)

integral).

(0,75 punts)
2n Teorema Fonamental del calcul integral (Regla de Barrow)
f(x) funci6 continua en [a,b] N _ )
G(X) és una primitiva de f(x) } P Qf(x)dx =G(b)- G(a)
Demostracio

Recordem el 1r Teorema fonamental del calcul integral
Si f(x) és una funcié continua en [a,b] I:) A(x) és derivable i

definim la funci6 A(x):(‘)Xf(t)dt "xT [a,b] A'(x) =f(x) " xT [a,b]

Aixi doncs tenim dues primitives d'una mateixa funcio: A
A'(X)=f(x) [ G'(x)=f(x) "xl [a,b]
Per tant podem afirmar que només es diferencien en una constant:
AX)=G(x)+K percert KI R

En aguesta igualtat fem x=a i podrem obtenir el valor de la constant K que falta:

A(d) = G(a) + K b Q’"f(t)dt =G(a)+Kb 0=G(a)+K b -G(a)=K
| substituint a la igualtat anterior tenim que:
A(X) =G(x) -G(a) " x| [a,b] isi ara en aquesta darrera igualtat donem a la x el valor b

Qbf(t)dt =G(b)- G(a) Com voliem demostrar

Calculeu les integrals segtients:

2x3-6x%- x-2

D 0y 20+ )

b) x- D-e*dx

(2+1=3 punts)
2x3- 6x%- x- 2
0 XZ(x - 2)(x +1)
Com el grau del numerador és menor que el del denominador ja podem descompondre
aquesta fraccié en suma de fraccions.

Observi's que el denominador ja esta factoritzat i que té una arrel doble (x=0) i dues
simples (x=2 i x=—1). Aixi doncs:
2x%*-6x%-x-2 A B C D
=+ —+ +—
x*(x-2)(x+1) x x* x-2 x+1
2X3- 6X%- x- 2 _AX(X- 2(x +D)+B(x - 2)(x+1) +Cx*(x+ )+ Dx*(x - 2)
x%(x - 2)(x +1) x?(x - 2)(x+1)
| ara igualant numeradors tenim:
2x%- 6x2- x- 2= AX(X - 2)(x +1) +B(x - 2)(x +1) +Cx?(x + ) + DX*(x - 2)




b)

3)

4)

Avaluant aquesta igualtat per certs valors de X podem descobrir les constants que ens
falten

X=0p -2B=-2b B=1

X=2p 16-24-2-2=C12pb -12=12Chb C=-

X=-1b -2-6+1-2=D(-3) P 9=-3D P D=3

Per trobar l'altra I'equacio us suggereixo dues possibilitats:

X=1pb 26-1-2=-2A-2B+2C-Db - 7=-2A-2-2-3 P 0=-2APb A=0
Mirar quantes X¢ hihaacadamembre b 2=A+C+DP 2=A-1+3 P A=0

| per tant la integral inicial es descompon en aquestes quatre integrals immediates:

2x3-6x°-x-2, .0 1 -1 3 .1 -1 3
dx_0_+—2+ +—dx_ox_2+ +

X*(x - 2)(x +1) X x* x-2 x+1 X-2 X+1

- O(-de-(‘jx_l_zdx+3(‘ﬁdx =- % Injx - 2 +3In|x +1|+K =

_ +1)° -
IEIN LREN "k1 R
X (x- 2)
X - D-e’dx

Aquesta integral s'ha de fer per parts:
u=x-1p u'=1

vi=e* P v=gidx =g

| per tant

gx-De'dx =(x-1)-e"- (pidx =(x-1e*-e*+K =xe*-e"- e"+K =

=(x- 2)e* +K "kT R

Troba la funcio f(x) per a la qual f'(x) = sing%(g i que passi pel punt (0,9)
(4]

(0,75 punts)
Només cal integral i calcular la constant d'integracio

. X0 1 . axo &0 N
f(x) = cping—=dx =- 3 Sing—-dx =- 3cosqc—-+k "kl R
Chgsy ~ “03°"g3; £35
| ara imposem que passi pel punt (0,9), és a dir que f(0)=9

f(0)=9p -3cos§%2+k=9p 31+k =9 b k =12
(%)

Aixi doncs la funci6 buscada és f(x) = - 3cos g%g+12
2

Calculeu l'area de la superficie tancada per les corbes y = X3 - TX i y =2X

(2 punts)
Les dues corbes sén continues. Per tant només cal que trobem els punts on es tallen i ja
podrem saber on és la zona que tanquen aquestes corbes:
=x%- 7xU
y= ) P 2x=x>-7xbP 0=x>-9xbP 0=x(x*-9) b
y=2x b

]
b 0=x(x +3)(x- 3)b %

x=0
Xx=-3
X=3



5)

Aixi doncs:

0
:‘(‘)3X3- 7x - 2x dx

+(‘93x3- 7X - 2xdx‘:

0
(‘)3x3-9x dx|+

3
(‘gx3-9xdx‘=

.0
ex x?2 u

XU | lex’ 9x_u _‘ a8l 8_13 a8l 816 O‘_‘S_l‘Jr‘-_Eil _8l .
ST 24, ST 24, S4 S4 25 2
y=x"+3

Donades les corbes y =6x - 6
Els eixos OXi OY]

ot < il

a) Dibuixeu el recinte limitat per aguestes corbes en el 1r quadrant
El dibuix és facil és una parabola, i tres rectes (y=6x—6; Y=0 i X=0)
A mes els punts de tall son facilment calculables

y= X+3 2
ob x*+3=6x-6P x*-6x+9=0pP (x-3*=0pb x=3b Punt(312)

y =6x- 6

y=x +3ub No solucions

y=0 b

=x% + U

Y =X 3 v = 0p Punt(0.3)

x=0 f,

y =6x- 60
P 6x-6=0P x- 1=0b x= 1P Punt (10)

y=0

= 6X - 6(

Y=oy =_6b Punt (0-6)

x=0 k/)

(3,12 On només cal que marquem la
zona del 1r quadrant

a < (1,0

-4 PR -
1 axi=6x-6




b) Calculeu I'area d'aquest recinte.

A:le2 +3dx +Q3x2+3- (6x - 6)dx = (‘ix2 +3dx +Q3X2' 6x +9dx =

7 3 1 7 3
X u éx® 6x° a ad
= e X B o =3 004 B 07407 E L 340D
€3 1, 3 2 § & 5 g & T
:E+§:E:6u2
3 3 3

c) Calculeu el volum del cos de revolucié que genera aquest recinte al girar al
voltant de I'eix OX

(1+1,5+1=3,5 punts)
Aquest volum s'ha de separar el dos trossos, que son els corresponents als
intervals de x [0,1] i [1,3].
1 2 1 éx> o
V,=p Q(x2 +3) dx :pr“ +6x* +9dx Q€+2x3 +9xg =
€ W

=< 0_ 56p
=pe=+2+9- 02=——
pg 5 u®

)
Vv, =p(‘}(x2 +3) - (6x - 6)" dx :pQ3x4+6x2 +9- 36(x? - 2x +1)dx =
3

)
=p ) x*- 30x7 +72 - 27 dx:pé%- 10x°% +36x2 - 27xE =

—pg%-270+324 81-%%-10+36 2780 @42 550 11D

o &5 g S

V=V, +V, = p?6;+paé:éz; 1658p



