MY Generalitat de Catalunya Departament de Matematiques

Y Departament d’Ensenyament 2n BATX MA
Institut Jaume Balmes Integrals definides i métode de Gauss
Nom i Cognoms: Grup: Data:

1) Enuncieu i demostreu el 1r teorema fonamental del calcul integral.

2) Trobeu l'expressio analitica de la funcid

(1 punt)

polinomica de 2n grau que talla a l'eix
OX en els punts de x=1 i x=3, i de la
gual sabem que l'area ombrejada de la
figura val 4/3

L

(1 punt)

3) Considereu la zona tancada per les corbes y = X3 - 4X i y = X? - 2%

4)

5)

a) Dibuixeu el recinte limitat per aquestes corbes
b) Calculeu l'area de la superficie d'aquesta zona

c) Calculeu el volum del cos de revolucié que s'obté en fer girar aquesta zona al
voltant de l'eix OX
(1+1,5+1,5=4 punts)

Tinc tres pots de capacitats diferents. Els tres estan plens d’aigua. Si buido el pot
meés gran el puc tornar a omplir amb els altres dos pots, i si buido el pot petit, amb
el mitja el puc omplir de nou sobrant 1 L. Els tres pots contenen una quantitat
d’aigua de 10 L. Quina és la capacitat de cada pot?

[Atencid!!l cal solucionar el sistema utilitzant el métode de Gauss]

(2,5 punts)

Discutiu com sén aquests sistemes (és a dir digueu si tenen 0 no solucions i
guantes) i interpreteu geometricament les solucions.

30x+ay+bz:c:::J X + ay + bz = ci
a) 7y+dz:fi'/ b) y + 3z = 6y
-_jzzf.:. 2y + 6z :12|O

2y + 3z = 60

c) 2 + % = 7

+ 6z = 6],

(1,5 punts)



MY Generalitat de Catalunya Departament de Matematiques

Y Departament d’Ensenyament 2n BATX MA
Institut Jaume Balmes Integrals definides i métode de Gauss
Nom i Cognoms: Grup: Data:

1) Enuncieu i demostreu el 1r teorema fonamental del calcul integral.
(1 punt)
Teorema fonamental del calcul integral
Si f(x) és una funcié continua en [a,b] A(x) és derivable i
" . \X T p 1 n T
definim la funcié6 A(X) = Qf(t)dt " x1 [a,b] A'(x) = f(x) " xI [a,b]

Demostracio:

" x1 [a,b] anem a veure si existeix A'(x)

Ax+h)- A Q FDdt- gfDdt _

A'(x) = lim =lim

h® 0 h h® 0 h

X x+h X X+h

A dt+8 f(t)dt- F(t)dt N f(t)dt
=1im @ Q Q =imQ
h®0 h h®o h

Perd pel Teorema del Valor mitja del calcul integral sabem que $ci [x,x +h] tal
que ¢ f(t)dt =f(c)(x+h- x) =f(c)h
Aixi doncs tenim que
s _ e f(c)h .
AGO == = i)
perdo com ¢l [x,x +h]resulta que quan fem el ngg

obtenim que ¢l [x,x]P ¢ =xamb la qual cosa tenim que
A'(x)=f(x)
Com voliem demostrar.

2) Trobeu l'expressié analitica de la funcio
polindbmica de 2n grau que talla a I'eix
OX en els punts de x=1 i x=3, i de la
qgual sabem que l'area ombrejada de la
figura val 4/3

%/

La funci6 és y = a (x-1) (x-3)= a x*— 4 x + 3 on sabem també que a>0

(1 punt)

Ara calculem I'area tancada per x=0 (eix OY); x=1; y=0 (eix OX) i la corbay = a x*

— 4 x + 3 i finalment imposarem que ha de ser 4/3



3)

a 1
éax® 4x? U éax® U _aa
an - 4x +3 dx = e— 7 2 —

a 4 . -
| ara imposant que §+1=§U a+3=4U a=1
Per tant la funcié buscada és f(x) = (x=1) (x=3)= x*— 4 x + 3

2a manera. Amb tres incognites

Alguns de vosaltres heu plantejat el problema amb tres incognites. Realment és
més llarga pero també surt.
En lloc de dir directament que la funcié és y = a (x-1) (x-3)= a xX*— 4 x + 3 on
sabem també que a>0
plantegeu que
f(x)=ax’*+bx+c ona>0
| com sabeu que f(0)=0 i f(3)=0 teniu les equacions:

o X+y+z=0

o 9x+3y+z=0
Aleshores afegint la condicio que falta que és que l'area tancada per x=0 (eix
OY); x=1; y=0 (eix OX) i la corbay = a xX*— 4 x + 3 ha de ser 4/3

1
éax’ _bx? U aa b 6 a b

an +bx+c dx =5 +CX

¢ &=8_+2+ g-0=§+2+c
3,0, c=%p 2a+ap+6c=8
3 2 3
Obtenint aixi els sistema d'equacions seguent:

a + b + ¢ = 00 ia + b + c = 0u
% + 3 + c = OyF2-Fl{8 + 2b = oy
2a + 3b + 6c = 8hF3-6Fli-4a - 3 = 8}

ia + b + c = 00 ib=-4

:'8a + 2b = oyb { a=1

Fol - 2 = 8, }c=3

F3+_2|
2

Per tant la funcié buscada és f(x) = x*— 4 x + 3

Considereu la zona tancada per les corbes Y = X° - 4X i y =X - 2X
a) Dibuixeu el recinte limitat per aquestes corbes
- Observeu que les dues funcions son continues a tot R.
- A més sabem que una és una cubica i una altra una parabola amb branques
cap a dalt
0 La parabolaté branques cap a dalt i talla I'eix OX (y=0) en x=0 i X=2
o De la cubica sabem que talla I'eix OX (y=0) en x=0, X=-21i X =2
també que lim x°- 4x =-¥ ique lim x®- 4x = +¥
X® - ¥ X® +¥

- Siles tallen per obtenir els punts d'interseccié de les dues corbes tenim:



x-4x
Y= ybx-4x x2- 2xb x3- 4x- x2+2x=0b
y = x-2xp

i x=0
2 fooox=0 ¢
P x(x?- x-2)=0p | Y1 1. /38 1+
X -x-2=0p iX= > = >
)
b) Calculeu l'area de la superficie d'aquesta zona
Per calcular I'area I'hem de fer amb dos trossos
0 2
Azo x3-4x-(x2-2x)dx+(‘ax2-2x-(x3-4x)dx=
1
0
=(‘)1x3-x -2xdx+Qx +2X - X3 dx =
éX4 X3 2[:10 e 3 2 4U2
=6—- —- X7 +e—+X '_U =
@4 3 g_l @2 490
_O_ae1+£_1_ +4- 40—E 8.5 2—gunltats
&4 3 5 &3 5 12 3 12 12 12



c) Calculeu el volum del cos de revolucié que s'obté en fer girar aquesta zona al
voltant de 'eix OX

(1+1,5+1,5=4 punts)
Per calcular el volum també hem de fer dos trossos

V=p (\)Ol(x ) 4X)2 - (X2 . 2X)2dx +p(‘§(x3 . 4x)2 - (x2 - 2x)2dx =
=p ‘Ol(x6 8x* +16x ) (x4 - 4x3+4x2) dx +

2
+p(‘a (x6 - 8x +l6x2) - (x4 - 4x3+4x2) dx =

2
=p(‘31x6- 9x* + 4x3 +12x? dx +p(‘a-x6+9x4- 4x3 - 12x° dx =

, 0 2
e’ ox°> 4,  SU ex’ ox> 4. 3l

=pé&—- — + X" +4x°( +pe—-—+x +4xX°0 =
@7 5 i, @7 5 b

:pgo_ae_l g+1 49 aéﬁ-@+16+320u 8847 3040 351 unitats®
& &7 5 o &7 AP 35" 35

Com els dos trossos son de la mateixa integral també podien haver-los juntat
fent aixo

=p (‘)Ol(x3 - 4x)2 - (x2 - 2x)2 dx +p (‘j(x3 - 4x)2 - (x2 - 2x)2dx =

2
p(‘)l(x6 - 8x* +16x2)- (x4 - 4x3+4x2) dx =
éx7 Ox° 02
S %6 ox? + 4x3 +12x2 dx = pe—- — +x*+ax3; =
PQ,X 5 ]
é '}
€428 288 0 el 9

—p 228 290 L 16+320. 911 4%=pBM, AT0_D e
&7 5 5§75 4P &35 "3l 3



4) Tinc tres pots de capacitats diferents. Els tres estan plens d’aigua. Si buido el pot
meés gran el puc tornar a omplir amb els altres dos pots, i si buido el pot petit, amb
el mitja el puc omplir de nou sobrant 1 L. Els tres pots contenen una quantitat
d’aigua de 10 L. Quina és la capacitat de cada pot?

[Atencid!!! cal solucionar el sistema utilitzant el metode de Gauss]

(2,5 punts)
Resolucié:
X = pot gran
y = pot mitja
z = pot petit

X=Yy+2 l x-y-z= 0

y=z+1 - — y-z= 11 — | x=5],|y=3]|i|z=2
x+y+z=10_[ x+y+z=10 |

Solucié: La capacitat dels pots son de 5 litres, 3 litres i 2 litres.
5) Discutiu com sbén aquests sistemes (és a dir digueu si tenen o no solucions i
guantes) i interpreteu geometricament les solucions.

i
30x + ay + bz = ci
a) 7y + dz = fi’,
_ ;

—32 = fJ

4 b

El sistema és clarament Sistema Compatible Determinat (SCD) per tant té una
tnica soluci6 i podem dir que cada equacio é€s un pla de I'espai i que els tres
plans tenen un Unic punt en comu
b)
X + ay + bz = cu
|
y + 3 = 6y
2y + 6z = 12}

Aqui si ara fem F3 -2 F2 tenim la ultima fila queda 0=0 per tant la podem
eliminar.

Aixi doncs tenim que el Sistema és Compatible Indeterminat (SCI) amb un grau
de llibertat. I vist com queda escalonat podem agafar com a incognita lliure tant la
y com la z.

La qual cosa vol dir que els tres plans que determinen les equacions tenen una
recta en comda.

També es veu que el 2n i el 3r pla sén el mateix (les seves equacions sén
proporcionals) i per tant tenim que el 1r pla talla als anteriors en una recta.



X + 2y + 3z
c) X + 2y + 3z
+ 6z

6u

y
%

Aqui si fem F2—F1 obtenim 0=1 és a dir una contradiccid. Per tant el sistema no
té solucié, és a dir és Incompatible (SI). | podem dir que els tres plans no tenen
cap punt en comu. També podem veure que el 1r i 2n son paral-lels (formen un
Sl) i que el 3r talla tant a 1r com a | 2n en els punt d'una recta (els dos sistemes
sén SCl amb 1 grau de llibertat).

(1,5 punts)



