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PROLOGO

Po'r la Ley de 2 de marzo de 1963 («B. O. E.» del §)
se introdugeron algunas modificaciones en la regulacion del Curso
Preuniversitario y de las Pruebas de. Madurez, que dan acceso a las
Facultades Universitarias y Escuelas Técnicas de grado superior.

A dicha Ley siguié el Decreto de 11 de julio («B. O. E.» de 8 de
agosto), dando una nueva ordenacién y estructura a dicho Curso,
cuya importancia se subraya «como complemento de la formacion
recibida en los precedentes y preparacion directa para los estudios
superiores, tanto universitarios como técnicos».

Asimismo imprime mayor alcance o las pruebas, con el fin de
que permitan «comprobar la madurez de los escolares para su ac-
ceso a aquellos estudios y garantizar la formacion exigible al Ba-
chiller superior, evidentemente superada en el sistema conjunto
de los ejercicios que las integran».

El Decreto establecia como materias comunes: Religion, Doc-
trina Social catdlica, Literatura Espaniola, Historia de la Filoso-
fia y de las Ciencias; Historia de Espania; Biologia e Id.iqmas.

Como materias especificas de la Seccion de Letras, Latin y
Griego; y de la Seccion de Ciencias, Matemdticas, Quimica y Fi-
sica,

Desde hace varios afios, y al igual de los Temas de Grado, hemos
venido publicando los propuestos en las Pruebas de Madurez, dado
el valor que en calidad de «ayuda diddcticas poseen para los tra-
bajos prdcticos y ejercicios de clase. No siendo fundamentales las
diferencias entre los cuestionarios anteriores de Matemdticas y
Fisica con los establecidos por la nueva ordenacidn, nos parecio
conveniente, a dichos fines, recoger en un volumen los correspon-
dientes a las convocatorias precedentes. Pero regularizadas ya las
Pruebas de Madurez por Orden de 22 de abril de 1964 («Boletin
Oficial del Estados de 1 de mayo), y celebrados los exdmenes a
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través de varias convocatorias, de acuerdo con la nueva estructura
del Preuniversitario, publicamos los propuestos en las mismas,
completdndolos a la vez, encajados dentro de los actuales Progra-
mas, con los que se propusieron en todas las pruebas verificadas
con arreglo’ a la anterior disposicion de materias. Dichos Temas
complementarios han sido agrupados y ordenados siguiendo los
cuestionarios, hasta formar ast una verdadera «Metodologia Prdc-
ticay.

Los Temas de la prueba especifica de Ciencias, van en dos to-
mos: uno dedicado a Fisica y Quimica; y otro a Matemdticas.
e

Nos ha parecido conveniente, ademds, agregar a este tomo de
Matemdticas, los Temas de la Prueba Comin para dar a los alum-
nos una idea del alcance de dicho ejercicio.

Con todas estas modificaciones, creemos ir superando, paso «
paso, el propdsito que movié a la Direccion General de Ensefian-
2a Media al editar estas «Guias Diddcticas», proporcionando a pro-
fesores y escolares un valioso instrumento de orientacion y tra-
bajo.
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TEMAS PROPUESTOS
EN LAS
PRUEBAS DE MADUREZ DE 1968

PROBLEMAS:

1.—Al dividir un polinomio por x + 1 se obtiene de resto 5. Si el mismo
polinomio se divide por & —1, el resto es —1, y al dividirlo por
x —2, el resto que se obtiene es también — 1, ;Qué resto se ob-
tendra al dividir el polinomio en cuestién por (x2—1) . (w —2)?
¢ 2.—Hallar un nmero natural n que no admita otros divisores primos
que 2, 3 y 7. Se sabe ademas que el nimero total de sus divisores,
entre primos y compuestos, es 24, que 3n tiene 32 divisores y n
posee 36,

TEMA:

Coordenadas astrondémicas,

" PROBLEMAS:

1.~—Calcular los angulos de un tridngulo esférico equilatero cuya 4rea es
igual a la de un circulo maximo. Caleular los lados de dicho tridngulo.

2.—FEl area del circulo circunscrito a un tridngulo escaleno es 40:dm?2.
Demostrar que el irea del circulo que pasa por l}s puntos medios de
los lados del tridngulo es 10 dm?2, .

Clases residuales.
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PROBLEMAS:

1.—Dada la circunferencia x2? + y? — 2ax = 0, referida a un sistema de
ejes rectangulares de origen O. Se considera el tridngulo OAB equila-
tero inserito en esa circunferencia. Si llamamos S,, S, y S; a las si-
metriag respecto a OA, OB y AB, respectivamente, se pide: las ecua-
ciones de las circunferencias en que se transforma la dada por medio
de los productos S8, S,8. y S.8.8,.

2.—Demostrar que las cuatro raices de la ecuacién x4 —1 =10 forman un
grupo multiplicativo abeliano, Encontrar razonadamente un subgrupo
" del anterior,

TEMA:

Nimeros congruentes

PROBLEMAS

é{‘k—Dada la ecuacién diofantica:
A\ Tao—-12y = 13

-se pide:
a) Hallar todas sus soluciones pertenecientes al anillo de los ntme-
ros enteros.

b) En el plano cartesiano x, y, determinar todos los puntos cuyas
coordenadas son las soluciones de la ecuacién diofantica dada, que
se hallan en el interior de la circunferencia de centro (10,10) y
tangente a los ejes de coordenadas.

2.—Sea A el afijo de 3 + © en el plano de los nimeros complejos. Se pide:

a) El nimero complejo cuyo afijo es el punto B, simétrico de A res-
pecto de la bisectriz del primer cuadrante.

b) Hallar el nimero complejo y su afijo C de la suma del nimero
complejo 3 + i y el ndmero complejo de afijo B.

¢) Volumen del cuerpo engendrado al girar 360° el triangulo OAB
alrededor de OC. '

TEMA:

Giros en el plano,

PROBLEMAS:
1.—Dada la funcién
y=axd+ bx? + cx +d

que admite el maximo y =1 pai‘a 2 =—1 y el minimo y = —2 para
x = 2. Se pide:
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a) Calcular a, b, ¢ y d.

b) Coordenadas del punto de inflexién de la curva representada por
la ecuacién dada.

¢) Representacién grafica de la curva,

2.—Los coeficientes de los términos T , an , "I‘Mz que ocupan los lu-
gares n, n + 1, n + 2 en el desarrollo de (a -+ b)14 estin en progresién
aritmética,
Se pide:

a) Calcular n sabiendo que n < 7.

b) Calcular dos nimeros complejos sabiendo que: I) Su diferencia es
un nOmero real, 1I) La parte real de su suma es igual a n — 3,
siendo » el valor hallado en a). III) Su producto es igual

a—251+ 84.
TEMA: .
Resoluciéon de tridngulos rectdngulos esféricos.
6
PROBLEMAS :
—1
1.—Dada la funcibn y = —————— se pide: 1.° Hacer su repre-
(x+1) (x—2)

N sentacién grafica, 2. Hallar a y b para que idénticamente se verifique
—1 a b
= + . 8." Calcular el area del recinto li-
(x+1) (x—2) z+1 x—2

mitado por la curva y la recta y = 1.

;2\? Demostrar que para tode nimero natural n, los nimeros 4n +5 y
“-" 2n + 8 son primos entre si,

TEMA:

Conceptos de grupo y subgrupo.

7
PROBLEMAS:
1.~—Dadas dos rectas paralelas a y ¢, y un punto O exterior a la banda

(a, ¢), construir un cuadrado OABC, que tenga el vértice A sobre la
recta a, y el vértice C sobre la recta c.
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Si O es el origen de coordenadas, y las ecuaciones de las rectas a y ¢
son, respectivamente, ¥y = 3 e y = 5, calcular las coordenadas de los
vértices A, By C,

2—En un trapecio (no isbsceles) cuyas bases son AB y A'B’, sea O el
punto de interseccion de las rectas AA’ y BB’, y sea Q’ el punto de
interseccién de las rectas AB’ y $&8”, Demostrar, utilizando el produc-
to de dos homotecias, que la recta OO’ pasa por los puntos medios de
las bases del trapecio. T o
debbe S i (B
TEMA:

Numeros congruentes, Propiedades.

PROBLEMAS :

1,—Dadas las circunferencias:
Co: x2+y2—8+7=0
Co: 22+ y2+6x—2¢y+m=20
Se pide:
1.* Encontrar el valor del pardmetro m para que las dos circun-
ferencias sean iguales,
2, Hallar las coordenadas del centro de un giro G que transforme
C, en C, y que el transformado del punto P(4, ——3) pertenecien-
te a C, sea un punto P’ del eje OY.
3. Amplitud del giro G y ecuaciones del mismo,
2—En un tetraedro, ABCD, la arista AD es perpendicular al plano de la
cara ABC; esta cara forma con la BCD un diedro de 30°. Se conocen

las longitudes AD =65 dm. AB =12 dm, y el érea‘ de la cara BCD
que es 125 dm?2,
Calcular las longitudes de las aristas del tetraedro.

TEMA:

Regla de Cramer.

PROBLEMAS :

1,—Dadas las circunferencias C, y C, cuyas ecuaciones respectivas son:
22+ (y—2)2 =4 y  (z2—4)2 +y% =16

se considera una inversién cuyo polo es el origen de coordenadas, y la
circunferencia. de puntos dobles tiene de radio la cuerda comin de las
circunferencias C, y C,.
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Determinar analitica y graficamente:
1.» Las figuras inversas de C, y C..
2. El angulo g bajo el cual se cortan dichas circunferencias,

3. La figura inversa de la parte comin a C,y C..

2.—1. Dada la ecuacién z4 — 1 = 0, representar graficamente sus raices.

2.° A los puntos obtenidos se les aplica el giro de +45° y de centro
el origen: Hallar las coordenadas de los puntos transformados.

3. A continuacién se aplica a estos Gltimos la traslacién definida
por el vector OA, siendo 0(0,0) y A(}/2, ] 2). Hallar las co-
ordenadas de los nuevos puntos.

TEMA:

Conceptos de grupo y anillo,

10
PROBLEMAS :

1,—Dado el conjunto de rectas:
rn: @2m—4) x—my+m+3=0,

demostrar que todas las rectas de », pasan por un punto fijo H, y
caleular sus coordenadas. Encontrar la recta del conjunto que pasa por
A(—1,2).

2.—Dada la funeién
ax + b

fl@) =———
cx +1
caleular a, b y ¢ sabiendo que:

1 '
J—8) =—; | (—)=—3;
4 3
1 4
TER S
4 3
Estudiar la grafica de la misma.

TeMA:

Resolucién de tridngulos esféricos rectangulos,
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11
PROBLEMAS
1.—Dado el tridngulo equildtero ABC, se definen estos dos movimientos
del plano: 1.°) G: giro de centro A y angulo ﬁA\C, 2.") T: traslacién

de vector CB. Se pide: estudiar y caracterizar los dos movimientos
productes: G. Ty T. G.

2—B es un punto fijo (b, 0) del eje . C es un punto variable (X, 0) del
mismo eje. A es un punto variable del semiplano ¥ >0 con las dos
condiciones siguientes: 1.*) el tridngulo ABC ha de ser is6sceles (AB =
= AC), 2.") el radio r del circulo circunscrito al tridngulo ha de ser

constante. Se pide: lugares geométricos de cada uno de los vértices

A,

Cy
TEMA:
Divisibilidad en el anillo de los nimeros enteros.
12
PROBLEMAS:

1~Dado el triangulo esférico equiltero ABC, de lado igual a 60° sobre
una superficie esférica de radio 1, se pide:
a) Calcular el coseno del dngulo A,
b) Calcular el coseno de 8 A.
¢) Calcular el exceso esférico de ABC.
d) Calcular el 4rea del tridngulo ABC.

2,—Dada la circunferencia de ecuacién:

22 + y? — 62 = 0,
se pide:
a) Ecuacién de la figura homotética en una homotecia cuyo centro
es el origen de coordenadas y razén —5/3.

b) Coordenadas del centro de la homotecia de razén positiva que
transforma la circunferencia obtenida en la dada.

TEMA:
Sistema de ecuaciones lineales, Equivalencia,
13
PROBLEMAS:

1.—Dados los puntos A(0, 8), B(3,0), C(0,—3), D(—3,0). Se consideran
las cuatro simetrias axiales S,, S., 8; y S,, cuyos ejes respectivos
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son las rectas AB, BC, CD y DA, Probar que para cualquier punto
P del plano su transformado en el producto S,. S, . S, . S, (producto
de transformaciones de derecha a izquierda), es un punto PIV tal
que la distancia PPV es igual a 12 unidades. Hallar también las
coordenadas del transformado del punto (1,—b5) en dicho producto.

2,—En un cuadrado ABCD, inscrito en un circulo de radio r, se considera
una inversion de polo el centro del circulo y potencia r2, Se pide el
drea del recinto transformado por dicha inversién de la porcién del
circulo exterior al cuadrado.

TEMA:

Movimientos de la Tierra.

14
PROBLEMAS:

1.—Determinar la base del sistema de numeracién en la cual se verifica que
2311 = 482,
149

2.—Descomponer la fraccién en suma de dos fracciones positivas

cuyos denominadores respectivos sean 7 y 13.

TEMA:

Area de un tridngulo esférico.

15
PROBLEMAS:

1.—Determinar un polinomio P(x) de tercer grado divisible por x +1y
tal que al dividirle por 2—2, x—8 y x—4, los restos sean iguales.
Calcular, ademis, las raices de la ecuacién P(z) = 0.

/CZ\-—Determinar todas las soluciones posibles del sistema
x + y = 400,
m.cd. (x,y) = 20,

(la notacién 400, y 20, significa que dichos nimeros estin expresados
en base 6).
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TEMA:

Simetrias en el plano,

16
PROBLEMAS !
1,—El ntmero que en base & se escribe 72, sumado con el nimero que

en base y se escribe 43, da como suma el nimero que en bhase 3§
se escribe 10121, Calcular = e ¥,

2~—;De cuintas maneras se pueden colocar 9 objetos diferentes en tres
cajas distintas, de forma que haya treg objetos en cada caja?
TEMA?

Coordenadas astronémicas.

17
PROBLEMAS:
1.—En el anillo Z/6 de las clases residuales, médulo 6, formar las ta-
blas de las dos operaciones: adicién y multiplicacién, Resolver cada
una de las ecuaciones:
2 —4p + 3=
3 —4 =0

en las cuales los coeficientes y la incégnita son elementos de dicho
anilio,

2—Demostrar que, si % es par, los nimeros naturales n? — 1 y 3 +1
son primos entre si,

TEMA:

Simetrias axiales en el plano.

18
PROBLEMSAS:

1.—En el sistema de numeracién de base 4 se designa por 0,§i al na-
mero & que verifica la igualdad

100x = 21 + »
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en el supuesto de que tanto 100 como 21 estan escritos en dicho
sistema de numeracion.

Hallar « en forma de fraccién ordinaria irreducible cuyos términos
sean numeros escritos en base 4.

/2. Dada la ecuacién diofantica:

' 5950 — 12750y = 69700
Se pide:

1. Hallar la expresién general de las soluciones (x, ¥) donde » e ¥
son nimeros enteros.

2." Sumar los valores de y correspondientes a dichas soluciones y
tales que —100 < y < 100.

TEMA:

Geometria sobre la superficie esférica,

19

PROBLEMAS:

PR, —_— A

1.—En un triangulo rectdngulo ABC: AB = 3 dm, AC = 4 dm, A = 90",
Se considera la inversion de polo A que transforma la recta BC en
una circunferencia que pasa por B, Si esta circunferencia corta a
BC en M, calcular el drea del tridngulo ABM.,

2~En el eje de abscisas se dan los puntos A, de abscisa 1, y B, de
abscisa 3. A cada punto M de dicho eje, de abscisa x, se le hace co-
rresponder el punto M’ del mismo eje y de abscisa 2’, tal que 2’ sea
igual a la razdén simple (ABM). Hallar:
1. La ecuacién de la correspondencia M - M’ :
2. Las abscisas de los puntos dobles de dicha correspondencia,

TEMA:

Kcuaciones diofanticas.

20

PROBLEMAS :

1.—En una circunferencia de centro O se consideran dos didmetros per-
pendiculares AA’ y BB’. Un punto M recorre el didmetro BB’ y se
proyecta ortogonalmente en M’ sobre la tangente a la circunferen-
cia en A. Se pide el lugar geométrico de los puntos P de encuentro

s de las rectas AM y A'M’,

MATEMATICAS PREU. — 2
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2.—Encontrar la ecuacién de la recta transformada de la ¥y —x =1 por
un giro de centro M(2,1) y amplitud de —90°. La recta dada y su
transformada por el giro forman con los ejes coordenados un cua-
drilatero, en cuyo interior estd el punto M. Hallar la ecuacién de
la circunferencia circunscrita a este cuadrilatero, y la figura inver-
sa de ella en una inversién de polo el origen de coordenadas, en la
cual es invariante el punto M,

TEMA:

Ecuaciones dioféanticas.

21

PROBLEMAS:
1.—En una simetria central, el semiplano ¥ > = + 2 se transforma en el
semiplano y < « —2, y el transformado del punto (1,5) pertenece a
la recta y = 3. Determinar el centro de la simetria y las ecuaciones
de la misma,
2-—~A, B y C son tres puntos alineados; a y b son dos rectas paralelas;
la primera pasa por A y la segunda por B; ¢ es una transversal, yuc
pasa por C, y corta a a y b en los puntos M y N, respectivamente. Se
pide: construir otras dos paralelas a, y b,, la primera que pase por A
y la segunda por B, que corten a ¢ en M,, y N,, respectivamente, y de
forma que se verifique:
1
M,N, = —— MN
2

Si varia ¢, pasando por C, ;seguird verificindose esta relacién?

TEMA:

Sistemas de numeracién:

22
PROBLEMAS:

t.—Encontrar los coeficientes a, y b, enteros y tales que 0 < ¢ <1,
0 < b <1, que verifiquen la igualdad:
136875 =@, +» 28+ a, « 22 + @, + 2V + @, + 20+ b, . 27 +
+b,.22+b,.294+b,.21
Demostrar que la solucién es unica,

2—~En el conjunto de los nGmeros racionales se define la siguiente
operacion:

1
a*b=a+~£—, (b 54 0)
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Comprobar que no es asociativa,

Dados cuatro niimeros racionales, a, b, ¢, d, encontrar todos los re- |

sultados de la operacién ‘
akxbkecxd |

conservando el orden de los datos y colocando los necesarios pa-

réntesis de todas las maneras posibles.

TeEMA:

Semejanza en el plano.

23
PROELEMAS:

1.—Encontrar los polos y las respectivas potencias de las posibles in-
versiones, que transforman la circunferencia «2 4+ y? —dx —4 =0
en la recta y—2x =0,

2.—Dada la parabola y = —4«? + 10z, se consideran: los rectdngulos que
tienen dos vértices consecutivos en el eje de las «x, y los otros dos
son puntos de la parabola de ordenada positiva. Se piden lag coorda:-
nadas de los vértices del rectdngulo de Area méaxima, :

TEMA: i
N El ntimero racional. Concepto de cuerpo.
24 ‘
!
PRroBLEMAS:

1.—Encontrar un polinomio de cuarto grado que sea divisible por x2—1,
vy que al dividirlo por (xz + 2), por (x —2) y por (x — 3), se obten-
gan en los tres casos restos 1guales
2.—Resolver la ecuacién:
B3 — 1202 — 22 +3=0,

sabiendo que las raices estdn en progresién aritmética.

TEMA:

Giros en el espacio,
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25
PROBLEMAS :

1—Encontrar un polinomio de tercer grado P(x}, que verifique la si-
guiente relacién:

P(x) — P(r — 1) = x2,
Deducir de él el valor de la suma;:
12 + 22 + 32 + .., + n?
2—Dada la familia de paribolas
pmi y=m+3) a2 —CZm—1) 2 + (m—1),

donde m es un parametro variable, demostrar que todas las para-
bolas de la familia pasan por un punto fijo y tienen en él la misma
tangente. Encontrar las coordenadas de este punto y la ccuacién de
dicha tangente,

TEMA:

Férmulas de Bessel de la Trigonometria esférica.

26

PROBLEMAS:

1.—Estudiar y caracterizar la transformacién G . T, producto de la
traslacién T, de vector (2, —4), y del giro G, de centro (4,0) y am-
plitud (—909).

2.~—Dados los puntos O (0,0), A (2,2), B (4,0), C (2,—2), se considera
la inversién de polo el punto O y potencia K = 16. Se pide calcular
el 4rea del recinto transformado en dicha inversién del interior del
triAngulo ABC.
TEMA:

Sistema de ecuaciones de primer grado. Teoremas de equivalencia.

27
PROBLEMAS:

1.—Gréfica de la curva representada por y = wex hallando el area del
recinto limitade por la misma, el eje X y la recta paralela al eje Y
que pasa por el minimo de la curva.
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2.—Uniendo convenientemente cuatro de los vértices de un cubo de area
igual a 144 em?2, se obtiene un tetraedro regular.

1. ;Cuéantos planos de simetria del cubo son también planos de si-
metria del tetraedro?

2. ¢(Culles de los giros que transforman el cubo en si mismo hacen
igual en el tetraedro?

3. Hallar la razén de los volimenes de los dos poliedros.
TEMA:

Movimientos de la Tierra. Tiempo sidéreo.

28
PROBLEMAS:

1.—H, es una homotecia de centro 0,(0,0) y razén k, =2; H, es otra
1 ?
homotecia de centro 0,(0,0) y razdén k, = — ——,
2
Estudiar las cuatro transformaciones:

T,=H,.H , T,=H,.H,
Ty=T,.T, , T,=T,.T,

y definir los elementos que determinan a cada una de ellas.

H

2—La tangente a la hipérbola y = en el punto de la misma de

X

abcisa A corta a los ejes de coordenadas en los puntos A y B, Cal-

cular las longitudes de OA y OB y el area del tridngulo determi-
nado por dicha tangente y los ejes OX y OY.

TEMA:
Principio de identidad de polinomios de una variable,
. 29
PROBLEMAS :
1.—Hallar el polinomio D(x) que sea m. ¢. d. de los polinomios:

A(x) =24 —ba? + 822 + bor —4
B(x) =22 + 322 + 62 — 8,
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Representar graficamente la funcién y = D(x) y calcular el area del
recinto limitado por esta curva y el eje OX

2.—Escribir las tablags de sumar y de r;xultiplicar en el anillo de las

clases de restos moédulo 5. Hacer aplicacién de ellas para resolver
en dicho anillo el gistema;

4 + 3y =1
3x + 2y =3

en donde los coeficientes son clases de restos médulo 5.

TEMA:

Teoremas de Menelao y de Ceva,

30

PROBLEMAS:

1.—La recta 6x + 4y = 24 forma con los ejes de coordenadas un triangulo
rectangulo AOB. Se transforma por medio de una inversién de cen-
tro O y pardmetro 2. Se pide: Calcular el area del recinto en que se
transforma el tridngulo AOB.

| 1 w—2 (r—2) |
2.—Resolver la ecuacién | 2x—2 (w—2)2 1 =()
1 1 b
TEMA:
Rectas de regresién.
31
PROBLEMAS:

1,—Los afijos de los dos complejos:
2, =8—2¢ , =2, =T+ 21
son dos puntos, vértices opuestos de un hexagono regular. Encontrar
los complejos 2, 2, %2, ¥ 2, cuyos afijos son los otros cuatro vér-
tices de dicho hexéagono.
AN ) .
i‘ 2.3}rDemostrar que para todo nimero natural n, el nimero:
nn+1) @n+1) Bn2+38n—1)

es miultiplo de 30.
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TEMA:

Simetrias respecto de rectas, en el espacio,

32
PROBLEMAS :

14-Los nimeros 123, 140 y 156 estdn en progresién aritmética. Hallar la
base del sistema de numeracién en que estan escritos y la diferencia
de la progresidn,

2—Se considera el siguiente sistema de ecuaciones
3r— y+22= 1

x+4dy+ z= b
2% — by + az = —2.

Estudiar dicho sistema para los distintos valores de los parametros
a y b y resolverlo en los casos en que sea posible.

TEMA:

Giros en el plano,

33
K PROBLEMAS:

1.—Los nimeros complejos z y 2z’ estin relacionados por la ecuacién
2.2 =8,
Encontrar el afijo de 2’, si 2 =8 + 2¢.

x ¥
Si el afijo de # recorre la recta —2- + —— =1, encontrar la ecua-
2
cién de la linea descrita por z’.

2.~—Dado un tridngulo equilatero ABC, se consideran los tres giros si-

guientes: G,, de centro A y angulo BAC; G,, de centro B y angulo
CBA; G,, de centro C y angulo ACB.

_Estudiar y caragterizar los tres movimientos:

Gy X G, X G,
G, X G, X G,
G, X G, X G,

[Los factores de estos productos se consideran de derecha a iz-
quierdal.
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TEMA:

Determinantes de segundo y tercer orden.

34
PROBLEMAS :

1.—Los vértices de un tridngulo son los puntos:
A44V3), B0, COY
Si hacemos girar el tridngulo un angulo de 30° en sentido positivo
alrededor del origen de coordenadas,  calcular las coordenadas de los
nuevos vértices,
2—En la funcién:
Yy =awd+bx? +cx+d
determinar a, b, ¢ y d, sabiendo que admite un minimo igual a —2,
para = = 0, y un maximo igual a 10, para x = 2. Encontrar el punto

de inflexién de la curva y comprobar que este punto es centro de si-
metria de la misma,

TEMA:

El nimero entero.

35
PROBLEMAS :

1.—Resolver en el cuerpo Z/5 de las clases residuales, médulo 5, el sis-
tema de ecuaciones:

w—8y+ z=1 )
do+ 2y +dz=2
x —2z=—3\

2.~—Sabiendo que:

aror=()e(7)at(3) et (%)

demostrar la identidad:
n n n n\_ on-
(1)+2(2)+3(3)+ ...... +n(n)—n.21

TEMA:

Inversién en el plano,
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36
PROBLEMAS

1.—Resolver la ecuacién xz¢-—1 =0, Representar los afijos de las cua-
tro raices. En la inversién de polo P (—1,0) y potencia 2, encontrar
lag figuras inversas de los segmentos que son los lados del cuadrado
cuyos vértices son dichos afijos. Indicar en qué recinto se transforma
el interior del cuadrado por aquella inversién,

2—En un tridngulo esférico equildtero, ABC, los lados miden:

a=b=c=60"

Se pide:
1. Los cosenos de los 4ngulos A, B y C.
2.° Si el tridngulo esférico MNP tiene por vértices los puntos me-

dios de los lados del ABC, calcular los cosenos de los lados y de
los angulos de dicho triangulo.

TEMA:

Conceptos de anillo y de cuerpo. Ejemplos,

37
. PROBLEMAS:

1.—-Se considera el cuerpo de las clases residuales de Z médulo 7. Se pide:

1. Encontrar una ecuacién de la forma z2 + px + ¢ = 0 que tenga
dos soluciones, otra que tenga una, y otra que no tenga solucién.

2. Resolver la ecuacién:
23 + 222 + 5x + 3 =0
Los coeficientes y la incdégnita son elementos de dicho cuerpo.
2.—Descomponer el polinomio x4 + 4 en un producto de dos factores, po-
linomios de segundo grado. Demostrar, utilizando el resultado ante-
rior, que el ntimero n* + 4, para cualquier valor entero de n, no es
nunca un nimero primo.

TEMA:

Teoremas de Menelao y de Ceva,
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38

PROBLEMAS

1.—Se consideran los puntos fijos A(0,2) y B(0,—2) y un punto variable

C tal que el area del tridngulo ABC es constantemente igual a 6 en
todas las posiciones del punto C. Hallar el lugar geométrico del ba-
ricentro del tridngulo ABC al variar C con la condicién anterior.

2—Se considera el cuadrado de vértices A(—2,0), B(0, —2), C(Z0) vy

TEMA:

D(0,2) y las simetrias S,, S.,, S, y S, cuyos cjes respectivos son: ¢,
de ecuacién x = —2; e, es la recta AB; e, es la recta BC y ¢, es la
recta » = 2.

Demostrar que el producto S,8.S,S, es un movimiento; determinar sus
caracteristicas y las coordenadas de los vértices del cuadrado transfor-

mado del ABCD por dicho movimiento., Entendiendo que los factores en
el producto de las simetrias se han de tomar de izquierda a derecha.

Divisibilidad de polinomios de una variable, Principio de identid:d,

39

PROBLEMAS :

1.—Se dan los puntos A(4,0), B(6,0), A0,?2) y B(0,4). Encontrar el

TEMA:

centro y el angulo del giro que transfomma el vector AB en el A’R’
Hallar el transformado, en este giro, del origen de coordenadas. Si

los vectores AB y A’B’ se trasladan sobre los ejes de coordenadas,
icudl es el lugar geométrico de los centros de los giros que trans-

forman AB en A’B’?

2—Hallar el lugar geomét}‘ico del baricentro de un tridngulo que tiene

dos vértices, A y B, fijos, y cuyo tercer vértice C describe una cir-
cunferencia dada.

Divisibilidad de polinomios de¢ una variable.

40

PROBLEMAS ;

1.—Se dan los puntos 0(0,0), A(3,0) v B(5,0). Se considera una cir-

cunferencia variable del plano tangente en B al eje X, v la tangente
OT a esta circunferencia desde O, distinta de OB. Se pide la ecuacién
del lugar geométrico de! punto variable T. Se une el punto T con
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A; la recta AT corta a la circunferencia variable en otro punto T’.
Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de log puntos T".

2.—;Qué duracién tendrd en Madrid el dia del solsticio de verano?
(Latitud de Madrid: ¢ = 40° 24"),

TEMA:

Conceptos de grupo y anillo,

41

PROBLEMAS

1.—Se dan los vectores o =tu +2tv y b =(1—2t)u + (1+¢2)v donde wu

Yy v son vectores unitarios sobre dos ejes ortogonales y ¢ es un esca-

lar. Se pide: 1.° El lugar geométrico que describe el vector a + & al
variar t. 2.° Determinar el valor de ¢ para el cual el tridAngulo deter-

—_ — —

minado por los vectores ¢, b y a—>b tiene Area maxima.

2—Sea D el maximo comin divisor de dos niimeros y M su minimo coman

miltiplo. Se sabe que D X M =504 y que M/D = 14. Determinar ra-
zonadamente esos nimeros.

“TEMA:

Simetria axial en el plano. Producto.

42

PROBLEMAS:

1.—Se multiplica la simetria de eje x =y por la de eje ¥ = 0. En el mo-
vimiento producto hallar el homélogo del punto (3, 1).

2~—Sea ABC un tridngulo equilatero de centro O. Se considera la inver-
sién de centro O y potencia r2, siendo » el radio del eireulo circuns-
crito al tridngulo. Construir la figura inversa del contorno del trién-
gulo, y calcular el perimetro de la misma en funcién de #..

TEMA:

Concepto de anillo.
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43

PROBLEMAS :
1.—Se tiene la ecuacién 2% + ¢ =0,
1.* Comprobar que ¢ es raiz de dicha ecuacién.

2." Separar dicha raiz y resolver la ecuacién de segundo grado que
resulta, de coeficientes complejos.

3." Representar graficamente las tres raices obtenidas y aplicar la
inversién cuyo polo es el origen de coordenadas y cuya potencia es
—1, al tridngulo determinado por esas raices.
2.—~8e considera un punto A, una circunferencia @, una recta » y un
vector V. Se pide:
a) Construir un tridngulo ABC con Beg, Ce ry BC=V

b) Buscar el lugar geométrico de los centros de inversién que dejan
los tres puntos A, B y C alineados.

TEMA:

Trigonometria esférica. Férmulas de Bessel.

44
PROBLEMAS:

1.—Sea la ecuacién:
22 —=2m+Due+8m+2=0

Se pide:

1r Estgblecer una relaci‘én entre las raices x, y u,, independiente del
parametro m. Deducir de esta relacién los valores de las raices
cuando son iguales.

2. Determin_ar para qué valores de m la suma de las raices, reales
o gompleJas, es igual a la suma de sus cubos. Encontrar dichas
raices. ‘

2.—Dada la sucesién definida por la ley de recurrencia
#,=a.x., +b, donde a y b son constantes y x, = 0. Se pide:
1. Caleular z.» en funcién de a y b.

2 El limite de « , cuando « tiende a infinito, y la| < 1,




MATEMATICAS 29
n
3. Calcular I «,.
=
TeEMA:
Giros en el plano.
45
PROBLEMAS

1.—Sean A{0; 3) y B(0; —3) dos vértices de un tridngulo, El tercer vér-
tice C es variable y describe la circunferencia de centro (4;0) y ra-
dio r = 2. Se pide:

1. Ecuacién del lugar geométrico del baricentro del tridngulo al
variar C.

2" Determinar las posiciones de ese baricentro cuando el tridngulo
ABC tenga areas maxima y iminima,

2—El trinomio P(x) = ax? + b2 + ¢ presenta un minimo relativo para

x = —— vy al dividir P («) por «—2 y por «+1 da, respectivamente,
6
por restos 10 y 4. Se pide determinar el irea del recinto limitado por

la curva y = «P(x) y el eje y = 0 explicando el signo que pueda apa-
recer.

TEMA:

Coordenadas astronémicas.

46
PROBLEMAS:

L.—Un cono de altura /i estd inscrito en una esfera de radio r. Si se corta
la figura por un plano paralelo al de la base del cono, se forma una
corona circular limitada por :las secciones de dicho plano c¢on la es-
fera y con el cono. ;A qué distancia del vértice del cono se ha de
considerar el plano secante para que el 4rea de dicha corona sea
maxima?

2.—Una semejanza del plano es el producto de una homotecia, de centro
(2,0) y razén 2, por un giro de centro el origen de coordenadas y
angulo + 90". Encontrar las ecuaciones de la sermejanza y las coorde-
nadas del centro (punto invariante).

TEMA:

Niumeros congruentes,

i
t
|
|
i
|
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47
PROBLEMAS:

1.—Un movimiento directo del plano transforma el punto A (1,—1) en
el origen de coordenadas, y el punto B (—1,—3) en el B’(2,0). Des-
componer este movimiento en el producto de una traslacién por un
giro, Encontrar el transformado (P'(x’,%’) de un punto P(x,y) en
dicho movimiento. Determinar analitica y graficamente el punto in-
variante,.

2.—Dado un tridngulo cualquicra ABC, dividir este tridngulo en dos par-
tes equivalentes por una paralela al lado BC.

TEMA:

Rectas de regresién y coeficiente de correlacion lineal.
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48 (N

PROBLEMAS;

~ 1.—Dados los polinomios
A@)=2—313+312—32+a
B(x)=x3—4x2+51r—2

determinar el valor de a, sabiendo que el imdximo cornin divisor
de ambos es un polinomio de segundo grado. Encontrado éste, re-
solver las ecuaciones 4(z) =0 y B(x) =0.

_2.~—Se tiene la igualdad

a b c d e 26
—_—t—t— e — =
3 32 3 34 35 35

Calcular los nimeros a, b, ¢, d ¥y e; que son nimeros naturales y
menores que 3.

TEMA:

Inversion en el plano.

49 (2)
PROBLEMAS:
:1.—Dado un tridngulo cualquiera ABC, trazamos los vectores

— — _—

CD=BA y AE = CA,

Los puntos D y E obtenidos se unen entre sf{ y con el punto B.

1> Demostrar que los lados del triangulo BDE son respectivamen-
te dobles de las medianas de ABC.

2, Deducir qué punto es el 4 respecto del triangulo BDE,

3> Explicar cémo puede construirse un tridngulo ABC dado por
sus tres medianas.




32 PRUEBAS DE MADUREZ. CURSO PREUNIVERSITARIO

+2.—8i O es el origen de coordenadas, a cada punto P del plano se le
hace corresponder uno de los puntos P’ tales que el triangulo OPP’
sea equildtero.
a) ¢(Qué transformacion geométrica es la que asigna a cada pun-
to P el P’ asf elegido?
b) Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de P’ cuando P re-
corre la recta r = 2.

‘TEMA:

El numero entero. Concepto de anillo.

50 (%)

PROBLEMAS :

:1.—En una gran caja ciibica se pueden colocar, sin dejar vacios, cajas
ortoédricas iguales, cuyas dimensiones son 28 c¢cm., 14 cm. y 10 cm.
Calcular la arista de aquella gran caja sabiendo que es la menor
posible.

{Cudntas cajas menores cabrin en aquella gran caja minima?

2.—Un polinomio P(x) de segundo grado es divisible por 2+ 1, y los
restos de dividirlo por x—1 y por r—2 son iguales. Ademsis,
P(0) = 4.
a) Determinar el polinomio P(r) y representar la funcién y = P(z).

b) Determinar el campo de existencia de la funcién 2z = \ B(1).

TEMA:

Simetrias en el espacio.
s1 ()

- 1.—8e consideran 1os puntos A(—1, 0), B(, 0).
1° ¢Qué transformacién geométrica es la que asigna a cada punto
P de] plano, el baricentro G del tridngulo PAB?
2" Encontrar la ecuacién del lugar geomsétrico del punto G cuando
P recorre la recta de ecuacién 2z + y = 6.

PROBLEMAS:

2.—En un lugar, cuya latitud N es 40" 25', el Sol culmina cierto dia,
8 su paso por el meridiano del lugar, en un punto cuya distancia
esférica al punto Sur del horizonte es 7¢°.
a) ¢Cudl es la declinacién del Sol ese dia?
b) (Entre qué valores.debe estar comprendida la declinacién de
una estrella, no circumpolar, para que sea visible en dicho lugar?

TEMA:

Sistemas de numeracidn,
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52 (¥)

PROBLEMAS !

1. — El méximo comun divisor de los numeros naturales es 8, y su mini-
mo comun multiplo es 504. Se representa por z’ el cociente x:8 y
por ¥’ el y: 8. Calcular:

a) El producto z’'.¥y’.
b) Todos los pares posibles de z’ e y'.
¢) Todos los pares de valores de z e y.

2.— Calcular a y b para que el polinomio
P(x) =ax*+br+1
sea divisible por (x— 1)2, y hallar el polinomio cociente

P(x)
Qx) = .
(x—1)2

Representar la funcién y = @(x) y encontrar el drea del recinto limi-
tado por esa curva y la recta y = —zx + 1.

TEMA:

Tridngulos esféricos. Area de un tridngulo esférico.

53 (6)
PROBLEMAS: :
1.—-P y @ son dos puntos variables del plano alineados con 0(0, 0),

1

que cumplen la condicién: razén simple (OPQ) = — —. Encon-
2

trar la ecuacién del lugar geométrico de P cuando @ recorre la cir-
cunferencia de centro el punto C(4, 4) y radio 2.

2.— Un rayo luminoso parte del punto F(5, 10) y después de reflejarse
en la recta 3z + 4y = 30, pasa por el punto P(13, 4).
Determinar:

a) Coordenadas del punto de aquella recta en que el rayo luminose
cambia de direccidn. )

b) Longitud del camino recorrido por el rayo desde F hasta P, y
explicar por qué esta longitud es minima.

TEMA:

Divisibilidad de polinomios de una variable.
MATEMATICAS PREU. — 3
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54 ()
PROBLEMAS Veve Yo el by

i
y 1. — Un nimero entero N descompuesto en factores primos es de la forma

N=a%.bB.cY

y tiene 36 divisores positivos.
Si se expresa en base 2, en base 3 y en base 6, se obtlene numeros
terminados en dos ceros. Determinar N. N o wuc w WA a

' . . er G 2,
#2.— Se tiene el sistema z'w e

m—D.x+m+12y=m+1)
m+D.xtm—1y=m+1}
y se pide:

a) Discutirlo encontrando los posibles valores de m, a fin de que
el sistema sea determinado, indeterminado o imposible,

b) Resolver el sistema en los casos de compatibilidad.

¢) Encontrar valores de m para que aquellas ecuaciones represen-
ten en coordenadas cartesianas: 1) rectas paralelas, y 2) rec-
tas perpendiculares.

TEMA:

Fdérmulas de Bessel.
55 (ﬂ)\

1.— En una inversién de polo O(0, 0), son homdlogos los puntos 4(2, 0)
y 4’8, 0). Encontrar la ecuacién de la cireunferencia de puntos
dobles, y la ecuacién de la figura inversa de la recta z + y =4.

PROBLEMAS :

2.—En el plano se dan las rectas a, b, ¢ concurrentes en O. El angulo

N N\

(@, b) =30° y el dngulo (b, ¢) = 60". Si P es un punto cualquiera
del plano, P’ el simétrico de P respecto de a, P’ el simétrico de P’
respecto de b y P’ el simétrico de P respecto de ¢, encontyar, to-
mando la recta a como eje z, la ecuacién del lugar geométrico del
punto medio M del segmento PP’"’, cuando P recorre el plano.

TEMA:

Rectas de regresion de una distribucién estadistica bidimensional.

PROBLEMAS 56 @' \

s L.—Demostrar que si dos niumeros naturales 4 y B se escriben, res-
pectivamente, en bases o y B con las mismas cifras.y en el mismo
orden, se verifica:

4 =B (méd a—Pp)
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2’ Se tiene idénticamente:

z@—1) A Br+cC
= +
e+ @+ z+1 :TZ+1

Se pide;
a) Obtener 4, By C.

b) Calcular
fl I(r—1)dzx
o @+ (@4 1)

‘Resolucién de tridngulos esféricos rectdngulos.

TEMA:

57 (Ao

PROBLEMAS;

J.— A cada punto P(z, y) del plano se le hace corresponder el P'(x’, y)
1 _
dado por la ecuacién (I) 2 =——, en donde 2’ =z’ +iy y 2 es
' 2
el conjugado de 2 =x + iy.
1. Encontrar z’ e ¥’ en funcién ce r e y.
2. Hallar la figura transformada de la circunferencia z2 + y2—x = 0.
3. ¢Qué transformacién geométrica representa la ecuacién (I)?
" 2.—Sea el conjunto {x, v, 2}, de tres rectas concurrentes en O, y per-
pendiculares dos a dos.
a) Demostrar que la identidad I y las tres simetrias axiales S.,
S,, 8, forman un grupo. Formar la tabla del grupo.
b) Formar los productos de las simetrias S,,, S,., 8., respecto de
los planos determinados por cada dos de aquellas rectas.
¢) Producto de la simetrfa axial S, por la simetrfa plana S,

TEMA
Coeficiente de correlacidén lineal.
58 ( 1)
PROBLEMAS. '
¢ 1.~ Sesn la identidad

Ant + Bn} P Cnl ~ D—Am — 14— B — D -
—Cm--1'—Din—1) = (2n -1}

Calcular 4, B. Cy D
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. 9. — Resolver el sisterna de ecuaciones:

3r—2y+ 2=3 )
2z + y—3z2=0
z+3y+2z=1\

en el cual los coeficientes y las incégnitas pertenecen al anillo de las
clases residuales mdédulo 6.

Constriyanse previamente las tablas de adicion 'y multiplicacién en
dicho anillo.

TEMA:

Coordenadas astronomicas.

59 |\L)

1. — Se considera la circunferencia de ecuacién 22 + y2 = 16, y en ella los
puntos A(—4, 0) y B(4, 0). Si P es un punto variable de la circun-
ferencia, M el punto medio del segmento BP y @ el punto medio
del segmento AM, encontrar la ecuacién del lugar geométrico de @
al recorrer P la circunferencia.

PROBLEMAS:

2. — Sabiendo que la longitud del Observatorio de Madrid es 3" 41’ 15
W y que la de Buenos Aires (Estacién radiogrifica de la Dirsena)
es de 58" 22’ W, se pide:

a) Encontrar la diferencia entre las horas locales de dichas ca-
pitales,

b) ¢Qué dia y hora es en Buenos Aires cuando en Madrid son las

dos de la madrugada del dia 15 de junio?

TEMA:

Sistema de ecuaciones de primer grado. Teoremas de equivalencia,

PROBLEMAS: 60 ( “.))

. 1.— Dada la identidad
' 12 —1 Az + B c

i+ 2+1 z
se pide:

a) Obtener 4, By C.
b) Calcular el valor de

2 1\2_1
f ——dzx
n+z

1
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' 2. — Demostrar, por el principio de induccidon (o recurrencia), la si-
guiente férmula:
2n + 2)

22+42+62+...-'r(2n)2:( 3

Como aplicacién, calcular:
8, =22 +4+ 6+ ... + 1002

y después:
S,=12+22+ 3+ ... +1002
S, =12+3+52+ .+ 99

TEMA:
Triangulo astrondmico. Transformacion de coordenadas.

PROBLEMAS ol ( " )

1. — Se tiene el tridngulo ABC de lados
a=17 ; b=6 , ¢=5
1.» Determinar algebraicamente los radios de las circunferencias
cuyos centros son 4, B 'y C y que son tangentes dos a dos.
2. Reconocer que las tres tangentes comunes a los tres pares d=
circunferencias tangentes obtenidas pasan por un punto, ¢(Qué
punto es éste, respecto del tridngulo ABC?

2 — Se sabe que el argumento de un producto de numeros complejos es.
igual a la suma de los argumentos de los factores, y que el mddulo
del producto es el producto de los mddulos.

Recordado esto, explicar cudl es la transformacidn geométrica del
plano que hace corresponder a cada punto Z =z + iy el punto
Z =z’ + iy, tal que Z2'=2i2.

Si Z recorre la linea 22 + y2—2x = 0, ¢qué curva describe Z'?

-

TEMA:
Determina segundo y tercer orden.
62 (17)
PROBLEMAS:
230
+ 1. — Descomponer de todas las maneras posibles la fraccidn en
. 247
suma de dos fracciones. positivas de denominadores respectivos

19 y 13.

%2.-— Los gastos anuales de entretenimiento de un automdvil son:
Fijos: a) Por amortizacién, 8.000 ptas.; &) Por seguros e im-
puestos, 2.000 ptas.
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Variables: a) Por gasolina, 8 litros a 11 ptas./litro cada 100 km.;

b) Por cubiertas y cdamaras, 4 2 750 ptas./una cada 30.000 km,;

¢) Por engrasado y lubrificantes, 300 ptas. cada 2.000 km.; d) Por

reparaciones, 500 ptas. cada 5.000 km, '

Se pide:

1. Encontrar la expresmn del gasto total ¥ en funcién del nume-
ro z de kildmetros recorridos en un afio. Representacién gra-
fica. con las siguientes escalas:

1 cm. por cada 1.000 km. recorridos;
5 mm. por cada 1.000 pesetas de gasto.

2." Se designa por z al cociente y/r y resulta una { -cién 2 = f(~
cqué linea es la grdfica de esta nueva funcic
3. Calcular los valores de y y de 2z para x = 15.

“TEMA:
Teoremas de Menelao y de Ceva.

14
PROBLEMAS 6 ( >

1.— A cada punto 2=z + iy del plano se le hace corresponder el
punto 2’ =z’ +1iy tal que ' = —2z2,

Se pide:

12 ¢Qué transformacién geométrica representa dicha correspon-

dencia?

2. S8i z recorre la curva de ecuacién z!+ y?—2y =0, encon-
trar la ecuacién de la curva descrita por 2.

3.° 8i A4, B, C son los vértices de un tridngulo y A’, B/, C' sus
transformados en la correspondencia anterior, hallar la ra-
zon de las dreas de los tridngulos 4ABC y 4'B'C’.

2. —Dado un tridngulo esférico trirrectingulo, se considera el tridngulo
esférico determinado por los puntos medios 4, B, C de los lados de
aquel. Calcular los lados del tridngulo ABC y los cosenos de sus

angulos.
"TEMA:

Regla de Cramer.
PROBLEMAS;

?’ 1.-— A un congresc de cientificos asisten100 congresistas. De ellos, 80
hablan francés y 40 inglés. (Cua ~la probabilidad de que. dos
congresistas elegidos al azar no puedan entenderse sin intérprete?

N 2.—7Un rubi que pesa p y vale » se rompe en dos trozos uno de los
cuales pess I.
Sabiendo que los valores de los rubfes son ‘proporcionales a las
potencias de exponente 3/2 de Sus pesos, se pxde calcular:
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a) Depreciacién de aquel valor » por la fractura.
b) Calcular z, de modo que la depreciacién sea mdxima.
c) Valor de esta depreciacién maéaxima,

TEMA:
Tiempos sidéreo, solar y solar medio.

65 [1%)

PROBLEMAS:

1.—Dado el numero complejo a=1+14, a cada punto z2=a +iy del
plano se le hace correspoander el punto #=z'+iy’, tal que z'=z+a.

12 ,Qué transformacion geométrica representa la correspondencia
anterior©

2. 8i z recorre la recta de ecuacién x + 2y = 2, encontrar la ecua-
cion de la figura descrita por 2.

3.° 8i r es una recta paralela a la bisectriz del primer cuadrante,
¢cudl es la flgura transformada de r?

2.-—8e da un dngulo y en su interior un punto. P. Construir las circun-
ferencias que pasan por P y son tangentes a los lados del dngulo.

TEMA:
El mimero racional. Concepto de cuerpo.

66 (44)

PROBLEMAS

+ 1. — Escribir en el sistema decimal todos los nimeros naturales que en
el sistema de base 7 se escriben con tres cifras, y en el de base 9
con las mismas cifras en orden inverso.

4 2.— Reconocer que la ecuacidn
D+@+b+Dat+(ab4+2b—ar+@ab—a+b-—1)=0

admite la raiz x = —1.
Rebajar de grado dicha ecuacidn y determinar las otras dos raices
de la misma,

TEMA:
Tridngulos esféricos polares. Propiedades.

67 (20)
PROBLEMAS:

1.—En un semicirculo de borde diametral 4B y de ceniro O, se cons-
truyen las sernicircunferencias interiores de didmetros AOQ y OB.
Mediante la inversién de polo O y potencia OA? se pide construir
la circunterencia tangente a las tres semicircunferencias conside-
radas. Calcular también el radio de la circunferencia pedida
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2, — Se tiene la curva cuya ecuacién cartesiana es:
y=x'—22122

Determinar razonadamente:

a) Puntos de interseccién con los ejes coordenados.
b) Simetrias existentes.

¢) Puntos de ordenada mdxima o minima relativa.
d) Puntos de inflexién,

e) Dibujo de la lfnea.

TEMA:

Ecuaciones diofdnticas.

68. (1)

PROBLEMAS :
< 1.— Calcular:
MCD. (£3—42x2—91—4; 24—5x3—3x2—5x—4)
y resolver el sistema:
B—4x2—9r—4
#—5x—3x2—51 =4
« 2 —En el sistema de numeracién de base 5, se adopta la siguiente clave:

a=4, e=2, 0=0 i=3 u=1
Se pide:

a) Expresar en dicho sistema el nimero 1967.
b) Expresar en sistema decimal aeiou,.

TEMA:

Traslaciones en el planp y en el espacio.

PROBLEMAS ; 69 U.L)

1.—En un tridngulo ABC (no is6sceles ni, por tanto, equildtero) se de-
signan con las letras G, O y H, respectivamente, al baricentro, al
circuncentro y al ortocentro.
Encontrar, en la homotecia de centro G y razén — %, las rectas ho-
mdlogas de las alturas del tridngulo dado. Deducir, de ello, la rela-
cién de posicidn de los tres puntos G, H y O, y calcular el valor de la
razon simple (GOH).

2. Se tiene la curva cuya ecuacién en coordenadas cartesianas es

\y::34__4z3
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y se pide:
a) Intersecciones con los ejes coordenados.
b) Puntos de ordenada mdxima o minima relativa.
c¢) Puntos de infiexidn.
d) Construccién de la linea.
e) Calculo del drea del recinto limitado por el'eje x y por el arco
de curva cuyos puntos son de ordenada no positiva.
TeMA:
Divisibilidad en el conjunto de los niimeros enteros.

70 (23)
PROBLEMAS ;

4 1.—8e dan los polinomios

A=xt—223—322 ; P=224ax+b , R=cz+d

tales que
A=P1+ R
y se pide:
1. Determinar los valores de las constantes a, b, c y d.
2 Comprobar que las tres ecuaciones
A=0 , P=0 , R=0

tienen una raiz comun, supuesto que a, b, ¢ y d toman los valo-
res antes encontrados.

; 2.— El numero 13530 (expresado en sistema decimal) se escribe 20503
» en el sistema de base n. Calcular 2 y una vez calculado este valor
encontrar también en base 7, el valor de 205032 i

TEMA:
Giros en el plano.

7 (2Y)

PROBLEMAS

1.—Dado un tridngulo ABC cualquiera, determinar razonadamente un
punto P en el interior del tridngulo, tal que los tridingulos PA4B,
PBC y PCA sean equivalentes.

9. — Calcular las tres rafces de la ecuacién x3 + 222— 16 = 0, sabiendo
que una de ellas es entera.
Representar en el plano cartesiano el tridngulo cuyos vértices
A, B, C son los afijos de dichas raices, y encontrar las ecuaciones de
las circunferencias inversas de dos lados del tridngulo ABC en la
inversion de polo el origen de coordenadas y potencia 8.

TEMA;
Numeros congruentes.
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72 (ZS’\)
PROBLEMAS:

1. —Escribir la tabla de multiplicar en el anillo de clases de restos moé-
dulo 8, y resolver en dicho anillo la ecuacién 22?2 == 2. (Hallar todas
las soluciones).

2, —8in desarrollar ninguno de los dos determinantes, demostrar la
identidad

a+bd b+c c+ta a b c
m+n n+l I+m|=2'm =n l
T+ y y+tz z+zx x Yy 2
TEMA:
Simetrfas en el plano.
73 ( 26)
PROBLEMAS:

1.—8e considera la circunferencia 22+ y2=1, y en ella los puntos
A(—1,0) y B(1, 0). 8i C es un punto de dicha circunferencis y D
es el punto tal que ABDC es un paralelogramo, encontrar, cuando
C recorre la circunferencia dada: a) la ecuacién del lugar geomé-
trico de D; y b) la ecuacion del lugar geométrico del centro del pa-
ralelogramo ABCD.

2.-~8Sean 4, B, C y D cuatro puntos distintos y alineados. Calcular los
valores de:

a) AB.CD + 4AC.DB + 4D . BC
b) AB:.CD + 4C?.DB + AD:. B¢ + 8D . DF. BO.

(Las medidas de los segmentos indicados son algebraicas, esto es,
con su signo correspondiente’ Estas medidad pueden obtenerse fijan-
do sobre la recta soporte un sistema.de abscisas).

TEMA:

Conceptos de grupo y de anillo. Ejemplos.

74 (L‘%\

PROBLEMAS ;

1.—Se da el sistema de ecuaciones:

3z+Ty+2z2=11
T+ y+ z2=117

Obtener las expresiones de las incégnitas z, # en funcion ie v,y
determinar después las soluciones del sistema formadas por ternas
de mimeros naturales.

4

e e e .5y NPt e BB i 4 . . e, . w7t o i, . Aot o . oo i, s e
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f\? 2. — Sin desarrollar los determinantes, demostrar la identidad:

1 a? al
1 bt b3
1 c? ¢l
TEMA:
Homotecia en el plano.
PROBLEMAS:

bc- a a?

= ca b b?
ab c c?
75 (21)

1.—Be considera la circunferencia C de ecuacién 12+ y2=4, y el pun-

to P(1, 0).

1. Demostrar que existe una inversion de polo P que transforma
la circunferencia C' en si misma y calcular la potencia de esa

inversién.

2. Hallar la ecuacién de la linea K inversa de la recta 1 =2, y el
drea del recinto comprendido entre la circunferencia\g y la

linea K.

2, — La latitud de un lugar de la tierra es 36" 33’ N, Calcular la altura
del Sol sobre el horizonte en el rhomento de su paso por el meri-
diano de dicho lugar el dia del solsticio de invierno.

Calcular también la altura de una torre que en ese lugar y en aquel
momento, arroja una sombra de 42 metros de longitud.

TEMA:

El nimero entero.

PROBLEMAS

76 (ﬁh)

A 1.—Se sabe que la ecuacién de coeficientes reales
H+2+az+db=0

admite la rafz

n=1+i

Se pide:

a) -QObtener los valores He a y de b.

b) Comprobar que dicha ecuacién admite también la raiz £, = 1—1,
supuesto que a y b se sustituyen por los valores encontrados.

¢} Rebajar el grado de la ecuacién y encontrar las otras dos. raices.
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4 2.— En el conjunto de los numeros naturales se deflnen las dos opera-
ciones siguientes ‘(designadas con los signos * y °):

a*b=a+2b
a*b=2ab
Verificar si la segunda operacién (") es o no distributiva respecto
de la primera (*).
TEMA:
La transformacién de semejanza en el plano,
77 (%o\)
PROBLEMAS

1.—Dados los puntos A4(1, 0) y B(2, 2), calcular las coordenadas del
punto C, sabiendo que la longitud del segmento AC es doble de la

/ S
del segmento 4B, y que el angulo BAC\,‘ mide 60°.

2.— Se consideran los puntos O(0, 0), 4(1, 0) y B3, 0). P es un punto
variable del plano, P’ el simétrico de P respecto de O, P” el simé-
trico de P’ respecto de A y P’’’ es el simétrico de P” respecto de B.
Demostrar que el punto medio M del segmento PP’ es un punto
fijo del plano cuyas coordenadas se piden.

TEMA:
Principio de identidad de polinomios de una variable,

78 (%x\

PROBLEMAS

¢ 1.— Determinar el polinomio M.C.D. de los polinomios
Az) =29+ 1 y B@x =x¥5+1

. 2.—8i convenimos en escribir:

a b c d
—t—+ —+ — =0, abed,,
2 22 22 24
siendo a, b, ¢ y d nimeros naturales iguales a 0 o a 1, de mane-
ra analoga a como se escribe:

8 1 » 5
—_— et — 4
10 100 1000 10000

= 0,8125,

se pide:
Calcular a, b, ¢ y d sabiendo que:

0,8125 = 0, abced,,
TEMA: .
Teoremas de Menelao y de Ceva.
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79 (82.)

PROBLEMAS:
¥ 1.— Se tiene la equivalencia
a@—5y+32) +bGr—9y+1la) te@w—y +22) =0

Calcular valores numéricos, no todos nulos, de a, b y c.

o 2, — Se numeran los dias trece de cada mes del afio 1968 asignando el
numero 13 al de enero, ‘z‘iq-al de febrero, y asi sucesivamente. Se di-
viden estos numeros por 7 y se consideran los restos correspon-
dientes.

a) Si dos de dichos numeros dan el mismo resto, ;qué particula-
ridad ofrecen los dias respectivos?

b) Comprobar, considerando los restos indicados, que algunos de
los dias trece sefialados caen en martes. Téngase en cuenta que
el dia 1 de enero de 1968 es lunes.

TEMA:
Giros en el plano. ’

33
PROBLEMAS ; 80 (5)

4 1.+~ Tres polinomios. P(x). @(x) y R(x) se dice que son linealmente de-
pendientes cuando existen tres numeros, «, B Y v, no nulos, simul-
tdneamente, tales que el polinomio ¢

a P(x) + B Q) + v R(x)

. es el polinomio cero (idénticamente nulo) En caso contrario, esto
es, cuando la identidad

aP@) +BQE +yRE@ =0

es cierta solamente cuando o = f =y = 0, los polinomios son lineal-
mente independientes.

Demostrar que un polinomio P(x) de segundo grado y sus polino-
mios derivados P'(x) y P’(x) son linealmente independientes.

'y, 2. — Determinar el valor de a para que el sisterna homogéneo:

ar+y—e2=0 /
zt+3y+z=10
3z+ 10y +42=0

admita soluciones distintas de la (0, 0, 0) y resolverlo para dicho
valor de a.

Inversién en el plano.
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st (1)

1.— Descomponer el polinomio x*-+ 12z-—5 en un producto de dos
trinomios, sabiendo que la suma de dos de sus rafces es 2.

PROBLEMAS

" 2. — 8in desarrollarlo, demostrar que el determinante

1 a b+ ¢
1 b c+a
1 c a+b

es cero.

TEMA:
Tiempos sidéreo, solar y solar medio.

82 | 5‘3’)

PROBLEMAS

»1,— Reconocer que el nimero 4 — 13542, es divisible por el numero

B =122 para todo valor de n mayor que 5. Encontrar el cocien-
te 4. B.

4 2.—Se tienen las igualdades:
Tty=u , zy=v

a) Expressr sucesivamehte +yry a4yt en funcién de u y de ».
b) Con auxilio del resultado anterior, resolver el sistema: :

rt+y= 2
o+ yt =34
adoptando como nuevas incégnitas u y .
TEMA:
Simetrfas en el espacio.

83 ( %C«.\)
PROBLEMAS;
-+, 1.— Discutir el sistema
ax+ by+ &=1 )
r+aby+ 2=9
T+ bytaz=1
segun los distintos valores de a ¥y b.
Resolver el sistema cuando sea determinado o indeterminado.

w 2.—El conjunto {«, B, y} es un grupo multiplicativo. Formar la tabla
del grupo. 8i o, B y y son tres nimeros complejos 2, 2, y 2,, encon-
trar estos tres mimeros.

TEMA:
Tridngulo astrondmico. Transformacién de coordenadas,
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PROBLEMAS: 54 ( %})

«1.— Escribir las tablas de adicion y multiplicacién en el anillo de las

clases de restos mdédulo 5.
Reducir y ordenar el polinomio producto:

@2rr+4z+1.@x2+1x +2)

en donde los coeficientes son ciases de restos mddulo 5.

2. — Estudiar, seguin los posibles valores de A, el sistema:

A
A+ oyt o z2=1
z+Ayt+ =2z=1
z+ ytrz=1
TEMA:
Tridgngulos esféricos. Area de un tridngulo esférico.
85 (3%)
PROBLEMAS

1.— Enconirar el valor de a para el cual son compatibles las ecuacio-

K nes del sistema: .
2y— 2= a )
3z—22=11
y+ 2= 86 (
2r+y—4z2= a
y resolverlo para dicho valor de a.

v 2.—Determinar los valores de a¢ y de b para que el polinomio g zn*! +
' + ban + 1 sea divisible por (r—1)2, y hallar el cociente para esos

valores de a y b.

TEMA:
Coordenadas astrondémicas.

8 ,

PROBLEMAS: 6 (3(;])

¢ 1.—Demostrar que en cualquier sistema de numeracién de base ngf8,.
el nimero 48841, es un cuadrado perfecto, y hallar su raiz cus-
drada en base 7.

¥ 2.— Estudiar el sistema
z+ytz=a
s+ +a)y+2=2a
z+ty+Q+a)z=0
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segun los valores de a, y resolverlo por la regla de Cramer para
aquellos valores de u en que sea posible la aplicacién de ests regla.

TEMA:
Foérmulas de Bessel,

87 (L‘-o)
+ 1.— Determinar todos los numeros enteros que verifican la igualdad
3z=5 (mdéd. 7).

PROBLEMAS

2. — Hallar todos los valores de «, B, v para los cuales el polinomio en z:
a@?—2z+ 1) +B@E—3x+56) +y@Brz—11z+9)
sea el polinomio cero (idénticamente nulo).

TEMA:
Resolucién de tridngulos esféricos rectﬂnguios.

PROBLEMAS: 38 ( L{ ' )

1.—Dada la recta r de ecuacién y =2.z + 3, y el punto P (1, 1), se pide
encontrar las coordenadas del punto P’ simétrico del P con res-
pecto a la recta r.

. 2,— Simplificar:

sena + sen3da + senlga

cosa +cos3a+ cosba

TEMA:
Fracciones continuas.

89 (42)

PROBLEMAS®

1.— Suponiendo la Tierra perfectamente esférica, se pide detérminar el

, 8rea del casquete visible desde un punto situado a 15 km. sobre la
" superficie terrestre.

2.—Dada la circunferencia de ecuacién z2 + ¥2—4 1 = 0, encontrar la

ecuacion de su flgura inversa en una inversion de polo el origen y
de potencia 4.

TEMA;
Ecuaciones diofsnticas.
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0 (43 |

1. —Se tiene un segmento de longitud constante k, que se desliza, apo-
yando sus extremos sobre los ejes coordenados. Se pide encontrar
el lugar geométrico del punto medio de dicho segmento.

PROBLEMAS :

2. —Dadas las circunferencias x2+ y2 =1, 22+ y>*—8x + 12 =0, se pide
hallar el centro de la homotecia directa que transforma la primera
en la segunda, y determinar la razén de la misma.

TEMA:
Numeros congruentes.

o1 (49)

PROBLEMAS:

2 1.—Se da la curva y —=13—4.2. Se pide: a) Dibujarla. b) Encontrar
el drea limitada por la curva y el eje z entre los puntos de abscisas
r=—2y2x=2

- 2. — Determinar un numero comprendido entre 400 y 500 tal que al di-
vidirlo por € se obtenga de resto 5, y al dividirlo por 11 el resto sea 2.

TEMA:
Traslacion en el plano.

92 /qr}

3 1.—a) Formar las tablas de sumar y de multiplicar en el sistema de
base 7. b) Obtener, operando en base 7, 4324, - 235,

PROBLEMAS;

» 2.— Discutir, segin los valores de m, el siguiente sistema:

r+3.y+e=>5 ,
mey—=e=10
'T-Tl I+ 2:2=0 S
TEMA:
Coordenadas astronémicas.

93 (Y6 )
PROBLEMAS:

¥ 1.—a) Hallar las rafces cibicas de 1.
Comprobar que forman un grupo multiplicativo.

-4 2. —Hallar la ecuacién de la tangente a la curva y = (senx)* en el punto
de abscisa z = w/2.

TEMA:
Simetrias en el plano.

MATEMATICAS PREU, — 4

I
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94 (4t

PROBLEMAS ;
., 1.—Dada la funcidn
3ex—2

y=—
x2—4-x+3

a) Encontrar dos nimeros 4 y B tales gue:
3.x—2 A B

= +
P—dex+2 z—1 x—3

b) Aprovechando el resultado anterior, calcular [y dz.

=2,— Comprobar que el paralelismo de rectas en el plano es una rela-
cién de equivalencia. ;Se puede afirmar lo mismo de la perpendicu-
laridad de rectas en el plano?

TEMA:

Movimientos de la Tierra.
95 {M)

» 1.—En el desarrollo de (22 +z + 1)’ encontrar el coeficiente de 3.

PROBLEMAS

» 2.— Determinar las cifras r e y a fin de que el nimero 2x4 5y sea mul-
tiplo de 72.

TEMA:

Inversién en el espacio.

96 %m

+1.— Dada la circunferencia de centro (2, 0) y de radle la unidad, se
pide encontrar la ecuacién de la circunferencia homotética de la an-
terior y de centro en un punto de abcisa 6, siendo el centro de ho-
motecia el origen de cnordenadas.

PROBLEMAS:

2. —Dado el tetraedro regular de arista 10 cm., hallar los radios de las
esferas: a) de la que pasa por los cuatro vértices; b) de la que es
tangente a las cuatro caras; ¢) de la tangente seis aristas.

TEMA:

Sistermas de numeracién.
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o7 (\S’\O)

PROBLEMAS:

1. — El séxtuplo del nimero de ¢ombinaciones que se pueden formar con
m objetos tomados de 3 en 3, es igual al numero de variaciones que
se pueden formar con m —1 objetos tomados de 4 en 4. Deducir
el valor de m.

{2.— Hallar todas las parejas de numeros naturales tales que su pro-
ducto sea 3.024 y su minimo comun multiplo 504.

TEMA:

Tridngulos polares. Area del tridngulo esférico.
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METODOLOGIA PRACTICA DE MATEMATICAS

SISTEMAS DE NUMERACION

¢En qué sistema de numeraclion los nfimeros 123, 140 y 156 forman
progresién aritmética? Calcular la razén de la progresion.

La suma de los numeros 53, y 62, escrita en el sistema decimal, es
92. Hallar las dos bases %, .

En el sistema de base n> 4 se tienen los nimeros a = 40001,
b = 221. Se pide:

a) Expresiones polinémicas de a y b.

b) Probar que a es divisible por b y obtener el cociente.

Hallar la parte real del ntmero complejo (@ + b )", slendo ¢ y b
1as rajces comunes de las ecuaclones
e — 320+ 32 -3 +2=0,
28 — 5 4+ x+2=0
y n la base del sistema de numeracién, en el cual los nimeros que
en dicho sistema se escriben 123, 140, 156 estan en progresion arit-
mética.

a) Escribe el numero 34.250, en el sistema de base 4.
b) Descomponer el niimero 26.894, en suma algebralca de poten-
cias de 3.

.. Se tiene:

P@E)=a& —ax’ + bx — ¢,
siendo a = 2l,, b =113, ¢ =33, ¥y a+b +c = 4%,
Se pide:
i.° Calcular, en el sistema decimal, los valores de a, b y c.

2. Sustituidos los valores hallados en la expresién de P (x), re-
solver la ecuacién P (x) = 0.

|

Directamente en el sistems de base 2, sin pasarlos al sistema
decimal hallar la suma de todos los nimeros que en dicha base
2 tienen cinco cifras. Después expresar la suma obtenida en base
10. ¢(Cuantos numeros hay que cumplan dicha condicion?
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10.

11.

16.

Determinar el sistema de numeracién, de base menor que 10, en
el cual la diferencia entre el numero formado por cinco cifras
consecutivas, escritas de mayor a menor y el formado por las
mismas cifras escritas en orden inverso, es 41643, y calcular ese
nimero, Compruébese que, encontrado 7, hay dos valores para
el namero.

. Demostrar que, en el sistema de numeracion de base n, el ultimo

numero de la tabla de sumar es 1 n—2, y el ultimo numero de
la tabla de multiplicar es n-—2 1. Compruébese en el caso n = 13,

Sean los numeros 4 y B que se escriben de la misma forma en
los sistemas de bases respectivas m y n (m > n)

= 444, B = 444,

1> Demostrar que siempre son congruentes respecto del médulo
igual a la diferencia de las bases: 4 = B (mdd. m —n).

2. 8i m == 10, hallar el valor que debers tener n para que sea la su-
ma A + B = 616 escrita en base decimal,

Demostrar que el numero 44944, representa un cuadrado perfecto
en todo sistema de numeracion de base n>9. Hallar el valor de
la raiz de dicho numero cuando n = 12 y pasar el resultado a base 5.

En los sistemas de numeracién de bases n y 7 + 1 un rumero
estd representado por 435 y 3286, respectivamente. Hallar n y la
expresion del nimero en el sistema decimal,

Determinar todos los nimeros que en el sistema decimal se escri-
ben con tres cifras, y que en el sistema de base 7 tienen también
tres cifras, respectivamente, dobles de aquéllas.

a) Se designa por S al menor niimero que tienen quince diviso-
res positivos, y por D la base del sistema de numeracién en que
tres numeros en progresién aritmética se escriben 216, 222, 226.
b) Calculados S y D, resolver el sistema:

a+b=3S5
m.c. d. (a,b) = D.

Hallar un nGmero de tres cifrags tal que, colocando 73 a su
2

lzquierda, el numero resultante sea 4 — veces mayor que el que
7

se formaria colocando 73 a su derecha,

Un numero N al escribirlo en el sistema de base 3 tiene 7 cifras.
Razonar las siguientes contestaciones:

1° ¢Cudntas cifras puede tener el sistema decimal?
2 Escribir en el sistema diddico (de base 2) el menor ntmero
posible que satisface al presente enunciado.
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1. 117.

17

17

17

17

1!

En la ecuacion x* — ax® + bx — ¢ = 0, los ntimeros a, b, ¢, escritos
en cierta base, dan
a=10, b=113, ¢=104 a+b+c=232

1° Encontrar su valor en base decimal.

2.° Resolver la ecuacién.

3 Dibujando en el plano cartesiano los puntos correspondientes
a las raices de esta ecuacion, encontrar la ecuacion de la circunfe-
rencia que pasa por ellos y el area del circulo correspondiente,

Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacién ax—by =13,
siendo a la base del sistema de numeracién en el cual 123, se escri-
be 66 en base 10, y b es el menor entero positivo que hay que sumar
a: 1963*% para obtener un multiplo de 4.

Dado el numero 431, escrito en el sistema decimal, se pide:

a) Hallar la expresion:

dcbad

de dicho numero en el sistéema de base cuatro.

b) Dibujar los afijos de los niimeros complejos a + icy d 4+ ib,
calculando el area de la figura transformada de la recta de-
terminada por dichos afijos en la inversion cuyo polo es el ori-
gen de coordenadas y su potencia 16.

Se establece un sistema S de numeracicn, cuyas cifras son las 26
letras del abecedario espafiol, con las siguientes equivalencias:

a=0 b=1¢=2 d=3, ......... ,y =24, z2=25

se pide:

@) Representar en dicho sistema el numero 1965, escrito en el sis-
tema decimal.

b) Expresion en el sistema duodecimal (base = 12) del numero ex-
presado en el sistema S por: preu.

El numero 12.620, escrito en el sistema de base n tiene su raiz cua-

drada igual a 112 y su resto igual a 43, ambos expresados también

en base n.

Se pide:

a) Calcular la base n.

b) Calcular las coordenadas de los polos y las potencias de las in-
versiones que transforman la recta en la circunferencia.

El nimero 46578 (de base 10) se representa por 70803 (en el sis-

tema de base n).

Se pide:

a) Calcular n. ,

b) Descomposicion de 7x'+ 8x’— 46575 en producto indicado de
cuatro factores de 1. grado y coeficientes complejos.

En una reunién hay varios (mds de uno) hombres, mujeres y ninos
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17¢

®

Entre estas personas rednen 24 pesetas, aportando § ptas. cada hom-
bre, 2 ptas. cada mujer, y una peseta cada nifo. El nimero de mujeres
gs m;a\gor que la sumsa del nimero de hombres y el numero de nifios.
e pide:
@) Hallar los nimeros de mujeres, hombres y nifios de la reunidn.
b) Los tres niimeros obtenidos en a) se consideran como cifras de
un nimero N, escrito en un sistema de numeracién de base 7.
¢En qué orden hay que colocar las cifras, y cuédl ha de ser la
base 7 para que el nimero N sea el menor posible?
Escribir N en el sistema decimal.

Determinar todas las soluciones posibles del sistema

X 4y = 400,
me.d (x,y) =20,

(la notacion 400, y 20, significa que dichos nimeros estdn expresa-
dos en base 6).

CONGRUENCIAS

Demostrar que cualquiera que sea el niimero n, la expresién:
et — 48" — 7 es divisible por 48.

1° Hallar el criterio de divisibilidad por 101, por medic de los

restos de las potencias de 10, modulo 101.

2.° Determinar razonadamente las cifras = e Y, para que el na-
mero 4 = Trly4 (base decimal) sea divisible por 101 y por 11.

Siendo 28 = 52 = 88 (mod. m), calcular m. A
Construye la tabla de multiplicar de las clases de restos (mod. 7)
y. con su auxilio, resuelve la ecuacién de congruencis:

26z 4 18 = 30x — 15 (mod. 7).
Calcular los restos potenciales de 7, de 11 y de 13, y demostrar
que todo numero de la forma
ebcabde

escrito en numeraciéon decimal, es divisible por el nimero 1691,
Demostrar que el producto de 4n enteros consecutivos es divisible
por 2°°,

Obtener el criterio de divisibilidad por 7 en el slstems declmal.
Aplicacion. Dado el numero natural :

a = 123 x 45,
cbtener = a fin de que sea 4 divisible por 7.

Demostirar que siendé n un numero natural cualquiera, el pro-
ducto n 2n + 1) {Tn 4 1) es multiplo de 6.
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24.

25.

26.

28.

28.

32.

Se tienen las congruencias
9.815 = 575 (mod. m.)
442 = 142 (mod. m.)

Calcular todos los valores posiblez de m.

i

Dades los numeros 91 y 271, enconirar todos los modulos respecio
de los cuales esos numercs son congruentes.

Probar que A es congruente con B respecto al médulo C, slendo:
A = ¢l mewor nimero entero positivo que tiene 50 divisores entexos
posltlvos;

B = el nimerc que express el 4rea limitada por una tangente cual-
quiera a la hipérbola zy — 6 y los ejes coordenadons,

C = el coeficienie de z° en el desarrcllo de (1 + z + x%)°

Determinar la dltima cifra de la potencia 17V, siendo N el nu-
mero de orden que corresponde a la permutacién 53179, supuestas
ordensdas en orden creciente todas las permutaciones que pue-
den formarse con las cifras 1, 3,5, 7, 9.

En base 7, deducir los criterios de divisibllidad por 8., por 11
v por 14,.. (86lo puede operarse en base 7.)

Establecer los caracteres de divisibilidad de un ntmero por 4 ¥
por 7 en e} sistema de numeracién de base 8.

Aplicar estos caracteres para determinar en dicho sistema el ma-
yor y el mebor nimero de cuatro cifras, divisibles a la vez por

4 por 17,

Deducir el criterioc de divisibilidad por 13 en el sistema decimal,
y determinar el valor que debe darse a la cifra m en la expre-
slén 8201 m 046 para que resulte un nimero divisible por 13.

Hallar los caracteres de dlvisibilldad por 6, y 11; en el sistema
de numeracién de base 7. Una vez obtenidos, resolver las siguientes

cuestiones:

a) ¢Es divisible por 8, u 11, el nimero 4.251.644,,?

b) En caso de no serlo, sustituir la cifra 2 por otra, para que el
nimero qie rcsulte sea divisible por 6.y 11,

Se da la sucesién de numeros naturales 15; 693, 3.3.15, 9.177,
...... y coeeny de términe general a,=(@ n-5) B n-3) (6n-1) 5 se

a) Expresar como funcién de m, en forma simplificada, la suma
de sus m primeros términos.

b) Demostrar que la cifra de las unidades de a, es 5, siempre
que 7 no sea congruent® con 2 ¢ con 4 respecto al module 5.
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33.

33

33»

33

33¢

34.

35.

36.

Obtener el caracter de divisibilidad por 3, de un numero escrito en
base 2. Determinar si el nimero escrito en base 2, de 128 cifras,
de las cuales son distintas de cero aquellas que ocupan lugares
de orden, a partir de la derecha, dados por potencias de 2, es di-
visible por 3, ¥ caso de no serlo, hallar el resto de su divisién por 8.

Escribir las tablas de sumar y de multiplicar en el anillo de las
clases de restos mddulo 5. Hacer aplicacién de ellas para resoiver
en dicho anillo el sistema:

4r+3y=1
Br+2y=3
en donde los coeficientes son clases de restos médulo 5.

4) Formar las tablas de sumar y de multiplicar con ntmeros del
anillo de clases residuales mdédulo 7.
B) Resolver el sistema:

2x4+3y-— z=1
3x— y+4+2z=2
X+2y—3z=4

supuesto que sus coeficientes son elementos de aquel anillo some-
tidos a dichas operaciones indicadas de sumar y multiplicar.

Hallar la formula general de todos los niimeros naturales congruen-
tes con 5 respecto al mddulo 11 y a su vez congruentes con 4 res-
pecto al moédulo 13. De ellos, ¢cudl es el de tres cifras, miltiplo de
7? También de ellos, {cual es el mayor de cuatro cifras?

Hallar la sucesién de restos potenciales de 7 respecto al médulo 10
y calcular la ultima cifra de la potencia:

17809,

DIVISIBILIDAD

Obtener todos los numeros comprendidos entre 100 y 500, que ten-
gan con 2160 el maximo comun divisor 40. ‘

Las aristas de un ortoedro miden 336,6 cm., 3388 cm. y 715 cm.
Se quiere dividir a dicho ortoedro en el menor nimero posible de
cubos iguales. ¢Qué longitud debera tener la arista de dicho cubo?

Calcular los nimeros o y b, para {(que sea m. c. d.)- (@ b) = 18, sa-
biendo que a tiene 21 divisores y b, 10.
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37.

38.
39.

40.

N

i

N 42.

43.

45.

PN

# 46)

Hallar todos los divisores del ntimero 1274000 que sean cuadra-
dos perfectos, y calcular la suma de todos ellcs.

a) Hallar el namero que admite sélo Jos factores primos 2 y 3.
y la suma de sus divisores es 28.

b) Hallar dos nimeros A y B, conociendo A —-B =990 y su m. c.
m. igual a 273581,

Calcular la arista del menor cubo en el que pueden acoplar, sin
dejar espacios vacios, un nUumero entero de ortoedros iguales
cuyas dimensiones, expresadas en centimetros, son C, . P, y el mo-
dulo del complejo 8-6i. ¢Cuantos ortoedros pueden acoplarsef

Hallar dos numeros: su m. ¢. d, D — 15 y su m. ¢. m.,. M —
= 6300. Encontrar todas las soluciones.
Numero de soluciones en el caso general en que el cociente

M
— admita descomposicién factorial de n factores primos distintos.

D

‘\41;} Hallar todos los niimeros menores que 1.000, que sean multiplos

de 28, y que divididos por 15 den resto 9.

1.—Un cierto numero, descompuestoc en factores primos es de la
forma N = a¢*.b’.c'. Este numero ?Qene 36 divisores;%y si le escribi-
mos en la base} en la base 5 0 en™a base 6, se obtienen niimeros
terminados en dos ceros. Determinar dicho nuamero.

Hallar tres nimeros naturales a, b, ¢, sabiendo:

1° Que tomados dos a dos tienen como m. ¢, d. 17.
2° Quea 4+ b+ c=255.
3° Que elm. ¢, m de a, b yc esigual a 1.785.
Comprobar que los numeros obtenidos pueden ser las longitudes
de los tres lados de un tridngulo, y determinar el valor del dngulo

copuesto al mayor lado.

| Dada la descomposiciéon en factores primos de N == 2* 3" 5%, hallar

el nimero y la suma de sus divisores pares.

Hallar cuantos nimeros hay menores que 1,300 primos con 23 y 53.
Hallar también-la suma de los nameros no primos con 23 y 53,
menores que 1.300.

Se tiene el numero de cuatro cifras de la forma N = aabb, Se pide:
a) Demostrar que N es divisible por 11, Calcular el cociente N: 11.
b) Expresar la igualdad que relaciona a y b para que el cocien-
te N: 11 sea también divisible ‘por 11,

¢) Supuesto todo lo anterior, - determinar el valor de a para que
el cociente N: 11* sea cuadrado perfecto.
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47. Dado el nimero 23a 7b 3, hallar la condicion que han de cumplir
8 ¥y b para que el nimero sea divisible por 7. Hallar también valo-
res de los digitos a y b, para los cuales el nimero es maltiplo de 7.

48. Demostrar que sl & y b son primos entre sf, los nimeros & + b
¥y (a -+ b)* 4+ ab. tamblén son primos entre si.

49. Encontrar dos niimeros, sablendo gue la suma del m. c. d. y el
m, ¢, m, de estos numeros es 76.

50. Se consldera la fraccién decimal periodica: 1.04166... y las fraccio-
nes iguales a la generatriz de este namero. Encontrar aquellas de
estas fracclones en que la suma de los términos es un multiplo
de 42 comprendido entre 500 y 1.000.

% 51. Se tiene el nimero N = 3 ¥ 4x, cuyas cifras son %, 4, y, 3.
Calcular x, e, y, de modo que N sea multiplo de 18. Obtener todas
las soluciones existentes,

52. Hallar dos numeros naturales, n Yy 7', que sean proporcionales g
3 y 5y tales que el producto de su m. c. d. por su m, ¢. m. ges
16.360. ¢Cudl es el logaritmo de la diferencia 7' — 7, sl la base
es 0,5?

53. Dada la descomposicién en factores primos de N = 3°, 2°. 5r, Te,
hallar el nimero de sus divisores que son mltiplos de 6 y el pro-
ducto de estos divisores,

#% §4, Hallar un mimero entero N sablendo que no tiene més factores
primos que 2, 5, 7. '

5 N tlene 8 divisores mfs que N

8 N tlene 18 divisores mfs que N

Calcular la suma de todos los divisores de N.

55. EHallar un numero n, que no tenga otros factores primos gue 2 y
3, y tal que el numero de divisores de n® sea el triple del ntme-
xo de divisores de n.

58. Hallar dos nlumeros, sabiendo que su miximo comun divisor es
120, y la diferencin de sus cuadrados $45.600. (Cusntas soluclo-
nes hay?

7+ 67. Determinar los valores z, y, 2, para que el nﬁmeroﬂ’l&zy%z sen
divisible por 702,

58. Hallar un nimero natural que cumpla estas condiciones:
a) 8olo tiene dos divisores primos distintos.
b) El nimero total de sus divisores es 6.
¢) La sumea de todos sus divisores es 18.

59. El minimo comin miiltiplo de dos nameros es 1.260, y la suma de
sus cuadrados es igual a 30.456. Hallar dichos numeros.
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¥ 60,

61.

82.

82

“82°

62°

g2°

2n 4 3

Demostrar que la fraceidon —————, es irreducible pars cualquier
4n 4 5

valor natural de n.

Demostrar gque no existe ninguna fraccion ordinaria tal que su-
1
mando 36 a su numerador y — a su denominador dé por resul-
4
7
tado —,
11

Probar las siguientes relaciones entre numeros naturales:

a) El cuadrado de numero par es multiplo de 4, y el cuadrado
de un numero impar un multiplo de 4 mas 1.

b) 8i a, b, ¢ son numeros primos entre si, gue satisfacen a la
relacion a? = b + ¢, se verifica que de los nlimeros b y ¢ uno es par
y el otro impar y ¢ es impar.

@) Con la misms hipotesis del apartado anterior y suponiendo
gue b sea de los niameros b y ¢ el que es par, demostrar que ¢ + b
¥y ¢ — b son primos entre si, y son los cuadrados de dos nimeros im-
pares m y n, primos entre si. Expresar a, b, ¢ en funcion de m ¥ #.

Sean A — 7' + 3n° — Ty B = n 4+ 1 dos numeros enteros defi-
nidos para e entero superior a dos.

a) Demostrar que todo divisor comin de A y B divide a 5.

b) Deducir de lo que precede qué particularidad debe presentar n
para que 4 y B admitan por maximo comun divisor €l nimero 5.

Dividiendo el numero a = 2103 por el mimero b, resulta el cocien-
te entero ¢ y el resto 81.
Calcular todos los pares de valores de b y c.

Dos numeros naturales a y b, proporcionales a 3 y 7, respectiva-

mente, son tales que su maximo comun divisor es igual a 21.504.

Se p]de

a) <Caleular a y b.

b) Calcular log: (b — a). (La base del logaritmo es dos).

¢) Siendo a/10 y b/10 las longitudes E de dos puritos A y B de la
superficie terrestre, expresadas en grados sexagesimales y
40° N y 60° N sus respectivas latitudes, escribir la formula que
mide la distancia esférica AB.

a) Demostrar que si un namero entero es divisible separadamente
por varios numeros dados, es divisible por su m. ¢. m.

b) Encontrar dos numeros tales que cada uno sea divisible por
20, por 30 y por 35, y que la diferencia de sus cuadrados sea
igual a 520200.




64

METODOLOGIA PRACTICA

62°

62°

62¢

83.

64,

65.

ée.

@) Demostrar que si un nimero es multiplo de otros dos primos
entre si, también es multiplo del producto de estos nUmeros.

b) Como aplicacion, probar que si 7 es un ntmero primo mayor
que 3, n—1 es multiplo de 24.

Dos numeros naturaies A y B al dividirlos por su m. c¢. d. dan de

cociente 8 y 15 respectivamente.

@) Hallar esos nimeros sabiendo que la suma de su m.c.d. y su
m.c.m, es 726.

b) Determinar los valores que debe tener m en la expresion

X—m+1)x—m+p

para que sea positiva para todos los valores de x, sabiendo que
p es la sexta parte de la diferencia de los ntimeros A y B.

Se considera el conjunto C formado por todos los nuimeros na-
turales que tienen doce divisiones (y no mas de doce). Se_pide:
@) Hallar el minimo m del conjunto C,
b) Calcular a y b, siendo:
1
a+ ib= —_—
cos 5 2n/m + isen 5 2m,/m

en donde m es el numero hallado en a), e i la unidad imaginaria.

COMBINATORIA

Disponiéndose de 6 libros diferentes para premiar a 10os cuatro alum-
nos mejores de una clase, se pide:

Hallar de cudntas formas pueden distribuirse esos libros, de modo
que a cada uno de esos cuatro alumnos le corresponda un libro
por lo menos. .

Permutando de todos los modos posibles las cifras de 111223

se forman distintos nimeros que ordenaremos de menor a maycr,
¢Cuantos nimeros resultan? (Qué numero ocupa el lugar 50 en
esa ordenacion.

Calcular A y B, siendo: m. ¢. m, (A, B) == M = numero de puntos de
corte de las diagonales de un decagono convexo, interiores al poli-
gono: m. c. d. (A, B) == D = abscisa del punto en el cual la tangente
alacurvay=x'—16x + 5 es paralela a la recta4.x —y + 7 = 0.

2° Resolver la ecuacién

2 (P5)=+(P2)7)

supuesto que = es un nimero natural.




Mz‘rx'l‘l‘IMA'l‘I(,‘AS 65

71

3.

73.

68.

69,

70.

Si V., representa el nitmero de variaciones ternarias con n elementos
(sin repeticion), se pide:

1° Averiguar la clase de progresién formada por lus numeros
Va,: V:A an ey V““ e

2.° Si con S, representanios la suma de los p primeros términos de
la progresién anterior, ¢qué clase de progresion forman los niimeros

8,8, ... 5, ...7
Si C.. representa el numero de combinaciones sin repeticion

de orden p con n elementos, hallar la razon de los numeros V,, ¥y C,.
y descomponer C,, en la suma de otros dos niumeros combinatorios
de inferior base.

Si V,, representa el ntmero de variaciones ternarias con 7 elemen-
tos (sin repeticidén), se pide:

1° Demostrar que si p es congruente con g respecto a un moédulo,
m, también V,, lo es con V,, respecto al mismo maédulo.

2° ¢(Qué numeros primos dividen a la vez V., y a V..., cual-
quiera que sea n? ¢Cuales son los Gnicos numeros primos que dividen
alavezaV,,y a V,,,, para algiin valor de n?

3.© Estudio y representacion grafica de la funciéon y=x (x—1)
(X-—2).

En un puesto de mando, y para transmitir sefiales, hay, en linea
recta, cuatro astas. Las sefiales consisten en colocar banderas de
distintos colores en dichas astas. Segiin el numero de banderass
colocadas, colores de las mismas y lugar que ocupen, la sefial sera
distinta. Hallar el n@umero de sefiales que se pueden transmitir, si
se posee un juego de siete banderas con los colores del arco iris.
Nora.—En cada asta solamente se puede colocar una bandera.

Con las cifras 3, 4, 5, 6 se forman todos los numeros posibles
de cuatro cifras (repetidas o no). Se pide:
a) ¢Cuantos numeros se pueden formar?
b) ¢Cuantos son miltiplos de 11? ¢Cuintos multiplos de 4?
. €) ¢Hay que sean a la vez multiplos de 11 y de 4? Escribir estos
Gltimos

Con las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5, ¢cuantos numeros diferentes de cin-
co cifras, distintas o repetidas, se pueden formar? Calcular la sumsa
de todos ellos.

Con las seis cifras, 1, 2, 3, 4, 5, 9, ¢cuantos numeros de seis cifras
diferentes se pueden formar que sean multiplos de 11? ¢Cual es el
menor? ¢{Cual es el mayor? ¢Cuianto vale la suma de todos e;los?

Un conjunto A est4d formado por los 12 elementos distintos
a, (i = 1, 2, .., 12). Se quiere formar otro conjunto B con 7 de
aquellos elementos, en los siguientes casos:

MATEMATICAS PREU, — §
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4.

75.

18.

7.

78.

79.

80.

I) En B se incluye el a,, pero no el a..

II) Por el contrario, en B se incluye el d,, pero no al a,.
III) En B no se incluye ni al @, ni al a,.
1IV) En B ho pueden estar a la vez el a, y €l a..
¢Cuadntas formas posibles hay de obtener el B en cada uno de los
los cuatro casos anteriores? Si el orden de los elementos en B no se
tiene en cuenta. ¢cuantas formas posibles encontrariamos para el
caso 1V).

¢(Cuantos nameros mayores que un millén pueden escribirse con
las cifras 0, 2, 2, 3, 3, 3, 4?

Hallar el nimero de permutaciones de las cifras 1, 2, 3,4 y 5, en las
cuales las tres primeras conserven siempre el orden relativo 1, 2, 3.
Demostrar que ninguna de las permutaciones obtenidas es multiplo
de 4.

Con las cifras 1, 2, 3, 4, ¢cudntos nameros de seis clfras pueden
formarse? Hallar la suma de todos ellos.

¢Cuéantos numeros de 7 cifras se pueden formar con 3 cifras pares
y 4 impares, distintas?:

1° Sin que intervenga el 0 en ninguno de ellos.

2° Pudiendo Intervenir o no el cero, pero nunca en el primer lu-
gar de la izquierda. #

Hallar el valor de la razon del numero de variaciones ordinarias
de k objetos tomados de 5 en 5 y el de combinaciones con repeticion
de los mismos objetos 5 a 5, siendo k el valor obtenldo con la con-
dicion de que resulte exacto el cociente

Kx®* — 21x’ + 6x® — 14

I — 1

Demostrar que cualesquiera que sean las cifras a, b, ¢, se verifica:
1° La suma de los niimeros que representan las variaciones bina-
rias que se pueden formar con ellas es multiplo de 22,

2° L& syma de los niimeros que representan las variaciones terna-
rias con repeticiéon que se pueden formar con ellas es miltiplo de 37.

Con las cifras 1, 3, 4, ,5 y 7 se forman nameros de cinco cifras
que no tengan ninguna repetida; se pide:
a) Numero total de niimeros que se pueden formar.

b) Numero de ellos que son multiples de 4 y los que son multiplos
de 2.
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80*

81.

82.

82¢

g2r

¢) Numero de ellos que son multiplos de 11.
d) Escribir el menor y el mayor de los miltiplos de 11.

Calcular:

a) El numero n de numeros de cinco cifras que se pueden escri-
bir, empleando Unicamente las cifras impares, sin repetir en
cada namero ninguna cifra.

b) La suma de todos los numeros asi formados,

¢) El valor de la derivada de la funcién y = \/

z=1p en donde n es el numero hallado en a) y
1 r S
pP=— / -
3 l\/ 3 l/ 3 vi3.... )

POTENCIA DEL BINOMIO

Los valores numéricos de los términos, segundo, tercero y cuarto
del desarrollo de (x + y)" son 240, 720 y 1.080, respectlvamente.
Calcular:

1° Los valores de x, y, n.

2° Obtener la ecuaclén P (x) = 0, cuyas rafces sean los name-
ros primos entre si proporcionales a aquellos valores.

3° Estudiar y representar la funcion y = P (x)..

Los términos 2.°, 3. y 4° del desarrollo de la potencia (@ + b)"
son 240, 720 y 1.080, respectivamente. Calcular @, b y 7, siendo
@ y b primos entre sf. :

Dada la potencia indicada:
x*— 2x — 1)7,
se pide:
a) Expresion del término general de su desarrollo.
b) Caleulo de los coeficientes de los términos de grado diez en di-
cho desarrollo.

Los coeficientes de los términos T,. T,.:, T,.» que ocupan los luga-
res n, 4+ 1, n -+ 2 en el desarrollo de (3 4 b)" estan en progresion
aritmética.

Se pide:

a) Calcular n sabiendo que n < 7.

b) Calcular dos nimeros complejos sabiendo que: I) Su diferen-
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83.

84,

84-

84°

cia es un numero real. II) La parte real de su suma es igual a

n—3, siendo n el valor hallado en a). ITI) Su producto es igual
a -- 51 t 8i

CALCULO DE PROBABILIDADES

En una bolsa se tienén cinco bolas numeradas del 1 al 5. Se pide;

a) Probabilidad de que, al sacar dos bolas, sean de la misma
paridad.

b) Probabilidad de que, al sacar dos bolas,sean de distinta pa-
ridad.

¢) Probabilidad de que, al sacar dos bolas diez veces seguidas, de-~
volviendo las bolas en cada extraccidn, se obtengan, alternativa-
mente, de la misma paridad y de distinta paridad.

d) Probabilidad de que, en las diez extracciones, cinco sean de
distinta paridad.

e) S8i se saca una bola, se devuelve a la bolsa, y después se saca
otra. Probabilidad de que la cifra de la segunda sea superior que
la de la primera,

De una baraja espafiola de 40 cartas, se toman al azar 5 de ellas.
Calcular la probabilidad de obtener 3 ases y otras dos cartas
iguales (2 doses o dos treses, ete.,)

Una urna contiene diez bolas blancas y siete bolas negras, Se ex-

traen de dicha urna simultdneamente dos bolas.

1* ¢Cudl es la probabilidad para que estas dos bolas sean de co-
lores distintos? Justificar la respuesta.

2.' ¢Cudl es la probabilidad para que las dos bolas sean blancas?
¢Cudl es la probabilidad para que las dos bolas sean. negras?

3." Si consideramos la pregunta primera, ¢a qué se puede llamar
suceso contrario? ¢Cudl es su probabilidad? ¢Los resultados de
la segunda pregunta, pueden ser controlados?

En una loteria los billetes estdn numerados consecutivamen-
te desde el 0000 al 9999. Calcular ia probabilidad de que obtenga el
primer premio alguno de los numeros que solo tengan tres cifras
distintas, tales como: 0094, 0210, 8550, 9676, 3283,

De un conjunto de billetes numerados asi: 0000. 0001, 0002,
9998, 9999 se saca al azar uno de ellos.

Calcuiar la posibilidad de que tal billete esté numerado con tres ci-
fras distintas (una de ellas repetida).
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85.

36.

a1,

DETERMINANTES

Resolver las siguientes cuestiones:

@) Hallar los valores de los adjuntos A, A, As ¥ A, de los ele-
mentos de la segunda fila del determinante:

10 3 2 |
—1 1 4 0 !

0 01 3

2 71 4

b) Desarrollar en fraceion continua la fracclon ordinaria:
—An/A,.

¢} Bscribir la ecuacién de segundo grado cuyas raices son los dos
ultimos cocientes incompletos de esta fraccién continua y tal que
el coeficiente de z* sea 3, y encontrar el area de la porcion de plano
limitada por el eje de abscisas y la gréfica de la funcién y =P (x)
siendo P (x) el polinomio primer miembro de la citada ecuacidn.

a) En virtud de las propiedades de las determinantes, y sin des-
arrollar, establecer la igualdad siguiente:

l 1+a 1 a0, 1o ‘ i1 al
1 1+4b |7 job by 1p ity [H] 01
' Demostrar por generalizacion de la anterior, que
l 14+a 1 i 1
i 1+4+b 1 1 = abed + bed + acd + i
I 1 1 1+4¢ 1 + abd + abe. |
| 1 1 1 1+d

¢) Directamente, sobre el anterior determinante, sin acudir, por
tanto; a su desarrollo, establecer que al permufar dos de las letras,
el determinante no varia.

Hallarx:
1. El valor de A en la siguiente expresiéon:
X — ¥ y — & Z — X
m — p P —.n 0 ~ m
2.° El valor de A, siendo:
1 i 1 1
-1 A 1 1
A, = — 1 — 1 A 1
=1l =1 -1 A

= x — A,
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88. Resolver la ecuaclén
b4 22 4+ 1 2% + 1 |
2x + 1 X — 1 4x =0
3x — 1 4x 6x — 1
efectuando precisamente las trausformaciones que se estimen cop-
venientes en el determinante.
89. Sean los determinantes:
i 1 1 1 1 1 1 1 1
D= |—1 3 x|; D= 1 9 i, Dy=|— 1 kK b4
1 9 T — 1 27 z — 1 27 o
1> Hallar las raices de la ecuacién D = 0.
2° Demostrar que D, y D, son divisibles por D y hallar las rafces
de las ecuaciones D, = 0, D, = 0.
$0. Hallar los valores de los adjuntos 4,, y 4. en el determinante:
— 1 0 3 —2
—1 4 1 3
2 1 0—1
3 5§—1 -0
y escribir todos los divisores del producto — 4u 4e.
SISTEMAS DE ECUACIONES
azxz+ dbDy+ =z2=1
91, Discutir el sistema zt+taby+ 2=20
z+ dby4+az=1,
segiin los diversos valores que pueden tomara y b,
Hallar ios valores «, 3, y que satisfacen a la identidad « (x — 2y +
+2) +Pp@—3y+52) +yGBGr--11y + 92 = 0. Generaliza-
cién para el caso en que los coeficientes de los trinomlios sean cual-
qulera.
92, Determinar A y ¢ en el sistema
32— y=A-u
z — v= 4
para que éste resulte compatible.
93. Determinar los valores de m que hacen compatible el sistema

de ecuaciones homogéneas:
2 —my 4+ 42 =20
T+ yt+tT=20
me — y + 132 = 0

y resolver el sistema resultante.




MATEMATICAS 11

99.

Discutir el sigulente sistema, segin los valores del pardmetro K:
5 — 11y + 92 = K.
x — 3y + 52 2
22— 4y + 22 i

Dado el sistema

m— 1)z —my =2

6 mr —(m —2)y =0 — m)
calcular los valores de m, 2 fin de que aquél sea determinado, in-
determinado o imposible. "

Determinar 1s condicién que han de cumplir a, b, ¢, para que el
sistema

5

o
8
++
W oW
it

Yy = 5
c—b
a

[
]

sea compatible,
Resolver el sistema para: ¢ = 5, b = 3, ¢ = 2

Dado el sistema de ecuaciones lineales, con las incognitas z, ¥, 2:

r+my+ z=m+ 2
T4+ Y+ mz=—2@m+1)
mz + y+ &2=m

1" Encontrar cudles son los valores del parsmetro m para los
que no se puede aplicar la regla de Cramer.

2. En los casos en que sea posible, resolverlo por dicha regla.
3. Estudiarlo para los casos comprendidos en el apartado 1.°.

Hallar el valor de a que hace compatible al sistema

ar + 3y = 2
3z + 2y = a
26 + ay = 3

Sustituido el valor de a en el sistema, resolverlo

Hallar el valor de a que hace compatible el sistema de ecuaciones:

2 — 2 = ¢
3xr — 22 = 11
yt+tz=2=8

2z + ¥y — 42 = 0,

y resolver el sistema después de sustituir a por el valor numérico
obtenlido.
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99

99°

99¢

99"

99'

Discutir el sistema:

l—m)z + (m +
200 -m)z 4 (m

segun los valores d€ m.

Resolverlo en funcién de m cuando ses, determinado,

Dado el sistema:
m - )X 4+ (Mm*— 1) y = (m + 1)®
2m -~ 1) x +m + 1) y = m*— 1,

se pide:

a) Discutir las condiciones de compatibilidad, incompatibilidad o
indeterminacion, segin los valores de m,

b) Resolver el sistema en los casos en que sea posible.

¢) <¢Existe algin valor de'm para el cual las ecuaciones del sis-
tema representen dos rectas paralelas?

Dado el sistema:
m +2) x + (m 4 3) y =86,
3m + )X 4+3my — 4,

Se pide:
a) Calcular m de modo que la solucion del sistema verifique a la
ecuacion

X—y=2
b) Calcular dicha solucion.
Dado el sistema de ecuaciones:

ax 4+ (2a—b)y=a+b—3
5x +4y=1

Se pide:

a) Calcular a y b de modo que ei sistema posea infinitas soluciones.

b) Si M= (a,b), hallar el lugar geométrico de M cuando el siste-
ma dado es incompatible.

Dado el sistema
ax+2z
ay—z
X+4+3y+z
calcular los valores de a.

1° Para que el sistema no tenga solucion,
2° Para que tenga infinitas soluciones.

oy
oo

Determinar el valor de m para que el sistema

3
§
-
.
]
.
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100.

101.

102.

103.

104,

105.

106.

X+ 2y + 62=0
2+ y+mz=0
X—3y— 22=0
sea compatible. Obtener la solucion general de dicho sistema.

VALOR NUMERICO DE UN POLINOMIO ¥ DIVISIBILIDAD
UN POLINOMIO POR EL BINOMIO X—A

Un polinomio P (x) dividido por & + 1 da el resto —4b6; divi-
dido por £ —3 da de resto —165. (Qué resto dara el dividirlo por
Tt —921—3? Determinar P (z), sabiendo, ademds, que es de cuarto
grado y divisible por z (z*—4). Resolver, en este caso, la ecuaclén

P (x)y = 0.

Un polinomio P (x) es tal que dividido por (r—1) da de resto,
5, dlvidido por (x£+1) da de resto—1, y dividide por (z+2) da de
resto ——4. Calcular el resto que da al dividirle por el producto
(xz—1). (x+1).(xz+2).

Hallar el polinomio de tercer grado P (n), tal que P (0) = 15;
P @2 =3 P 4 =9, AP (n) =86
Hallar:

a) El resto de la divisién del polinomio ¥* — x* + x* — x* por ¥’ — 1,
sin efectuar la divisién.
b) Descomposicién factoral del polinomio.

Probar que el polinomio
x —3)" + (x —2)"—1
es divisible por (x—2) (x—3)
vy hallar su cociente por x — 3, teniendo presente la igualdad
X -3+ (x—"—1 +x—3)"+[x—3+D]"—1L
El polinomio P (x) dividido por (x — 2) da resto 6: al dividirlo
por (z+1) da resto —3, y al dividirlo por (z—1), el resto es —3.
Calcular el resto de la division de P (z) por el producto (z—2),
(x+1), (z—1).
Dado el polinomio
F (z) = 28 — 32* — 11z + 6,

Hallar otro polinomio de tercer grado. P (x), cuyas raices sean
los cuadrados de las raices de F (m)dy tal que P (0) — P Q) = — 36. @i




74 MMETODOLOGIA PRACTICA

107. Contestar las siguientes partes:
1° Dividiendo separadamente un polinomio en x, por £ -— 5 Y POT
z + 2, se obtienen los restos 15 y 1, respectivamente, ¢Cual es el res-
to de la divisién de dicho polinomio por (x — 5) (z + 2)?
2° Estudio y representacion geométrica de la funcién y = & — 5)
(x+2).
3° Area de! recinto limitado por la curva y= (z—5) (zi2) y la
recta ¥y = 2z + 5.

108. Hallar los valores de a, b, ¢ en el polinomio P (x) == ax* + bx + ¢
para que sea P (1)=4; P’ (1)=8; P (2)+15 P (0)=0. Una vez halla
dos «a, b, ¢, representar la funcion y=P (z). Calcular el aArea com-
prendida entre la curva y el eje ox.

102. Resolver la ecuacién

_ '+ 2521 —4x*—3r—6=0
sabiendo que admite la raiz @ = -—-2.

110. E] polinomio P (), dividido por (z + 2) da el resto 4; dividido por
(x+3) da el resto 59, y dividido por (x—4) da el resto 136, Hallar
el resto que dara dicho polinomio al dividirle, por el polinomio
produc.o de los binomios (x + 2). (x + 3). (x — 4).

111. Determinar 4 y B en el polinomio 4z' + Bx* + 1, de modo que
sea div'sible por x*—2z+1, Escribir un polinomio de cuarto.grade
que se anule para los sigulentes valores: el medio aritmético en-
tre 4 y B, el medio armdnico entre 4 y B y los complejos conju-
gados A -+ Bi, A—Bi. -

112.  El polinomlo 2* -— 22° —— 167 — g* V'3 + 22 V3 + 15 V' 3 se anuls
para los valores t = V3 v & = —3. 1.° Determinar otro valor de &
que también lo reduzeca a cero, 2.°) Tomando en orden creciente los
valores que anulan al anterior polinomio como abscisas de tres puntos
A, B, C, hallar un cuarto punto-D tal que ABCD=—1. 3.°) To-
mando como unidad 1 centimetro, dibujar sobre una rects los tres
puntos A, B, C y determinar graficamente e! punto D.

113  Sea la ecuacion: ' —2 (m + H x4+ 3m 4 2 = 0.
a) Expresar la sumsa de los cubos de las raices en funcién deil
parametro m.
b) Determinar el valor de m cuando esta suma sea igual a la°suma
de las raices (reales o imaginarias).
¢) Compruébense los resultados obtenidos.

114  Sea la ecuacién: = —2m + 1) x +3m+ 2=0.

a) Estudiar el signo y existencia de las raices reales de esta ecua-
ciéon para cada valor del parimetro m.
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115.

118.

117.

118.

119.

b) Establecer que las raices x, y . de esta ecuacion estdn ligadas
por una relacién independiente de m. (Se utilizarin para ello rela-
ciones conocidas entre las rafces y los coeficientes).

Deducir de esta relacién los valores de las raices cuando éstes
son iguales.

Determinar los valores de los pardmetros @ y b para que el poli-
nomio
z*+5z'4-ax+b

sea divisible por x — 3 y también por el cuadrz'xdo perfecto (z + m)*
para cierto valor de m, que se calculard también.

Dados los polinomios: &* -- 4x + 3 y 2 — 4, encontrar dos bino-

mios P(z) y Q(z) tales que P(x)(x*—4x+3)+Q(2).(22—4) =28°—T2"+
+182—23.

Las tres raices de la ecuacién 2* — 22 — £ + 2 = 0 son nameros en-
teros Se pide:

a) Hallar dichas tres raices, ', 2" y 2"
b) Una vez obtenidas dichas raices, descomponer la fraccién

222 42 —17

P—2%8—z4 2
en la suma de tres fracclones,
A B C

» » ’

o3 —z” L'
es decir, hallar AB y C, con la condicion que

2 a1 A B C
'—2 2*--2+2 ' —x” Tz
B
Hallar las tres raices de la ecuacién Azx* + — =0
C

siendo:

A=E! numero que en el sistema de numeracion decimal equivale
al 0,12 en el sistema de base 3.

B=:El nimero de numeros distintos de siete cifras que se pueden
formar con las: 5,3,4,4,0,0,0, (Los que emplecen por cero no deben
considerarse). )

C=El valor que hace incompatible el sistema 3z— 2y—4
92— Cy="T

a) Resolver la ecuacién #* — 8 ° + 29 ¢ — 52 = 0. sabiendo que
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una de sus raices es entera y dibujar los puntos afijos de las tres
raices.
b) Descomponer factorialmente el polinomio x*—8 x°+29 x—52.
¢) Hallar por integracion el volumen del cuerpo de revolucién
engendrado al girar alrededor del eje real el triangulo formado por
los afljos de dichas raices.
119* 1° Determinar un polinomio P(x) de segundo grado con el coefi-
clente z* igual a 1, divisible por z + 1 y tal que los restos de
dividirlo por x—1 y por = — 2 sean iguales, .
2° Representar la funcién y = P (x) y hallar sus mdximos y mini-
mos. Determinar también el campo de existencia de la funcién:
y=vP@
119* Dado el polinomio
X+y +2—mxyz,
ge pide:
a) Hallar m de modo que sea divisible por x +y 4+ z.
b) Hallar todas las soluciones enteras y positivas de la ecuacién
diofdntica:
X+ y + 2 —3xyz = 0.
119° Calcular el resto R de la division del polinomio
X' — x + 22
por el binomio x + 2.
a) Calcular el séptimo término T de la progresion geométrica,
cuyo primer término es 1458 y cuyo tercer término es 162,
b) Calcular x en la siguiente expresion:
log T log T° log R__
T R 1
x= R \/ T T
siendo R y T los valores obtenidos en a) y b) respectivamente,
119° Sabiendo que los restos de la divisicn de un polinomio P (x) por
(x—3) y por (x—1) son 58 y 6, respectivamente, se pide:
a) Calcular el resto de la division de P (x) por (x—3) (x + 1).
b) Calcular el area del recinto limitado por la curva
y=x"—19x + 88,
El eje xx’ y la bisectriz del primer cuadrante.
119 a) Hallaray b en el polinomio 3x*— 2%’ —6x" + ax 4+ b para que

Sea dlvisible por x —2, y el polinomio cociente tenga por término

independiente 4.

b) 8iendo a y b las coordenadas de un punto P, calcular los de P,
simétrico de P respecto a la bisetriz del segundo cuadrante.
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119

119¢

119"

120.

121.

Dado el polinomio 4x°...36%" 4 33x 4 m.

a) Determinar m de modo que dividido dicho polinomio por x + 1
dé — 81 de resto.

b) Sustituyendo m por el valor obtenido, resolver la ecuacion que
resulta de igualar a cero dicho polinomio, sabiendo que una de
sus raices es doble.

Efectuar la division de x™-—a™ por x*—a® y hallar la condicion
que el resto sea nulo.

Determinar un polinomio P(x) de tercer grado divisible por x + 1
y tal que al dividirle por x—3 y x — 4, los restos sean iguales. Cal-
cular, ademas, las raices de la ecuacion P(x) =0.

MAXIMO COMUN DIVISOR DE POLINOMIOS

Hallar el m. ¢. d. de los polinomios.
r—mrtnr—8 y +r—pz+8

slendo
m P
—, D—1 , —
2 2
Jos tres primeros cocientes incompletos del desarrolio en fraccién
347
continua de la fraccién —
112

Contestar 2 las siguientes partes:
1° Calcular el m. ¢. d. de los polinomios:
z + o — 132 — 31z — 18
Lt — 122 — 20z — 9.
2° Buprimiendo la solucién entera, en la ecuacién que resulta
jguslando s cero este m. c. d., se obtiene en el primer mlembro un

trinomio de segundo grado. Encontrar las coordenadas del vértice
y el eje de la pardbola representada por este trinomio.

3° Area del recinto limitado por esa pardbola y la recta y=2,

122. Dados los polinomios:

A(x) = 3z° —11z* +21x* +31x° +-26c—8
B(x)= 12z* —112° +10z* +11z—2
12 Hallar el m. c. d. de estos dos polinomios.

2.° Resolver la inecuaciéon D(x)> O, slendo D(z) el m. ¢. d. halla-
do anteriormente; y
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3. Calcular la suma y el producto ae los numeros compiejos ci-
yos componentes son las raices de la ecuacién D(x)=O0. _
123. Elevar al cubo el m. c. d. de los polinomios 3z — 14x* + 200 --
—11242 y 3x'—52°—42*+ 102—4.
124, Calcular m. c. d. (4, B) == D, siendo: 4 =a2® + 1, B = 2% + 1, y en-
contrar dos polinomios M y N, tales que MA+NB=D.
125. Las rajces enteras de la ecuacion & — 7z + 18 21— 22¢ + 12 = 0, se
obtienen resolviendo la ecuacién que resulta de igualar a cero el
m. c¢. d. del primer miembro de la ecuacién dada y del polinomio
3z — 132+ 8x + 12,
Hallar el m. ¢. d. de los polinomios dados ¥ las raices de la ecuacion.
126. Demostrar que el m. c¢. d. de los polinomios
A(D)=3'—145"+48x*+ 140—49
B(x) =z'—152*+631x—49
es B(x).
B (x)
Hallar: a) Los puntos de interseccién de la curva y == con
8
los ejes coordenados.
-‘b) Maximo, minimo y ecuacién de la tangente a dicha curva
en su punto de inflexidén.
¢) Dibujar la grafica y calcular el Area de la superficie de la
figura comprendida entre la curva y el eje z.
127. Hallado el m. c. d. de los polinomios x* — 5x° -+ 31° + 5z — 4 y-— 4

128.

129.

+3z°+6xr—8, representar la grafica de la funecién que resulta al
tomar como expresiéon de y dicho m. ¢. d. Calcular el area limitada
por esa curva y el eje de las z.

Dados los polinomios:
P@)=x'4+-me—2x*+Tx+m
Q) =2"—42—m
demostrar que se puede determinar m para que P(x) sea divisible
Q(z); hallar dicho valor de m ¥y resolver la ecuacion P(x)=0,
en tal caso.

Sean los dos polinomios:

P(x) =92'4-272+302—18x+- ¢

Q@) =3x+-8x*+91—4
Hallar el parametro ¢ para que el maximo comun divisor de P
¥ @ sea de segundo grado. Aplicarlo para hallar las raices reales
e imaginariag de las ecuaciones: P(z)=0, @(z)—0.
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129°

129°

129°

1297

130.

131.

Héllese el M. C.D.
@ —2x 4 —2 22 —1, 232 4124 2z—1)
y resuélvase la ecuacién:
32 4+22—22x—1=0
Calciilese el drea limitada por la curva:
y:x’——3r‘+x’+ 2z—1
el eje X y las ordenadas — 1 y 0. Dibdjese la curva.
Hallar el polinomio D(x) que sea m. C. d. de los polinomios:

A(x) :—.x‘—5x’+312+5x——4
Blz) =—12*+3x*+6x—8

Representar graficamente la funcién.y =D@) ¥ calcular el drea del
recinto limitado por esta curva y el eje OX.

Dados dos polinomios Px) =x—5x*4+9x+ kY Mx) =x—1.
a) Determinar el valor de k para que M(x) sea méaximo comun di-

P(x)
visor de los dos y hallar Q(x) = - para dicha valor de k.
M(x)

b) Representar la funcién y = Q(x) y hallar las coordenadas de su
vértice y la ecuacién del eje.

Se dan dos polinomios:
A(x) = X — 2% — 14x* — 2X —— 15; B x) =% — 2X" — 15x.

y se pide:

a) Calcular el maximo comtn divisor D (x) de A (x) ¥ B (x).
b) Resolver la ecuacion D (X) = 0.

¢) Resolver la ecuacion A (X) = 0.

COEFICIENTES INDETERMINADOS

Sl a y B son las raices de 1a ecuacién az® + bx + ¢ = 0, calcular en
funcién de a, b y ¢ las sigulentes expresiones:
1 i 1 1
o'+ —+— —t—
a B o p*

Se flene y= aZ' + ba® +cx + m
Tal que
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132.

133.

134,

135.

138,

137.

para r=——1 es y= 8
Yox=3 esy= 36
U pm=— g esy'= 129
=0 esy'= i
Calcuiar los valores de a, b, ¢, m.

Por el método de los coeficientes indeterminados, encontrar los
valores de A, B ¥ C que verifican la igualdad:
8 A B C

(X—1) (x—2) (x—3) £—1 x—2 x—3

Dada la fracelén algebraica:
'—b5a*+4

F (@)= ,
T —4x5 23+ 820 i 424 4

se plde:
1' Hallar la rafz cuadrada del denominador, sabiendo que la raiz
cuadrada es un polinomio.
2° Simplificayp la fraccion F (z), sabiendo que el numerador y el
denomindor se anulan pars tres valores comunes de la variable z.
3° SBi F, (@) es la expresion irreducible de F (r), descomponer
F, (z) en fracciones simples; es decir, hallar los nimeros a, b, ¢ v
4, B, C, tales que se verifique:

A B. C

&—a r—b x—0c .

Descomponer en suma de fracclones simples la fraccion algebraica
3x*+ne411

F (p)=
@+1)e(x42)o(xz+3)
en la que n es el nimero de divisores de 54.000

Caleular a, b y ¢, para que la expresién
r+ar4+d  +brte a'+ex+ta
E ()= + -+
z—1 -2 T—3

sea entera.

Dado el polinomio 8x* —141° 49z —3, que es la diferencia de los
cuadrados de dos trinomios de segundo grado, hallar:

1° Fstos trinom os.

2.° La descomposicién factorial de los mismos.

8° La posicion relativa de Ias parabolas representativas de estos
trinomios, y calcular la distancia entre sus vértices. ‘

El vértice de la paribola ¥y = —& + ar + bes el punto (« B) tal
que dichos valores cumplen para todo valor de z:
Tz—17 foq B
= +
T*—52+6 r—2 -3
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Se plde:

@) Representar dicha parébola.
a B 1

b) Probar que es nulo el determinante: a b 2
9—1 3

137+ Dada la igualdad
—2X 4+ 11 a b
1) —— S S
5" 4+ 5x— 10 x—1 x4 2

Se pide:

a) Calcular a y b de modo que se verifique ls igualdad (1).

b) Determinar A de modo que sea compatible el siguiente siste-
ma homogéneo.

ax +3y 42z -0
X---by +2Az=20
X 4 2y — 22 =0,

siendo ¢ y b los numeros calculados en a).

137" Dado el polinomio: x'--- 8%’ + ax* + bx + 1. Se pide determinar:
a) a y b para que dicho polinomio sea cuadrado perfecto.
b) Hallar todas las raices del polinomio que resulta al sustituir
a y b por los valores hallados en a).

137" @) La funcion y = ax® 4 bx*+4 cx + 2 tiene los coeficientes ente-
" ros positivos y menores que 10. Calcular esos coeficientes a, b y ¢,
sabiendo que los valores que toma esa funcion para x =— —1, x =0,

X = 1, X = 2, son todos ellos congruentes modulo 5.
b) Calcular el volumen de la figura engendrada, al girar alrededor
del eje de las 1, el recinto limitado por ese mismo eje, por la
grafica de la funcion anterior y por las rectas x =1, x = — 1,

137° Se da la funcibny = f(x) = 4 x* —- 2 x*— 3 x 4 1
a) Determinar los coeficientes a, b, ¢, d de modo que

fix) 12 x*—4x—3).(ax + b)) 4+ cx 4+ d

b) Demostrar que y = f(x) pasa por un maximo M y un minimo
m y que la abscisa u y la ordenada v de uno cualquiera de es-
tos valores médximos o minimos verifican la relacion:

20 5

= 4+ — u + . Deducir de ello My m
9

6
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- 138.

- 139.

140.

141.

142.

TRASLACION, GIRO Y SIMETRIA

Dos rectas paralelas r y ¥’ limitan una banda; s un lado, y fuers
de ella, se tiene el punto A, y al otro lado, y también fuera de elle,
¢l punto B.

Encontrar un punto M en r ¥ otro M’ en r’, de modo que sea
AM = BM’, y tal que MM’ ses perpendicular & r y r,

Dada una recta 7 y una circunferencia C, determinar un seg-
mento 4B que cumpla las sigulentes condiciones:

1.* Que A pertenezca a la circunferencia C.

20 Que B pertenezca a la recta 7.

35 Que el segmento AB tenga direccién y longlitud dadas.
Discutir el namero de soluclones del problema, segin cudles sean

la longitud del segmento AB y la posicion relativa de la recta y

la. circunferencia,

Se dan en el plano dos rectas paralelas r y 7’ ¥, a uno y otro 1ado
de la zona determinada por ellas, dos puntos fijos, 4 y B.
Encontrar sobre » un punto, M, y sobre  un punto, M', tales que,
dada ademas la direccion de la recta MM, se verifique:

1 a) AM = BM’; b) AM + BM'.

20 Que el camino total AM + MM’ + M’ B sea minimo.

3.2 Si los puntos 4 y B estan situados a un mismo lado de la re-
ferida zona, distando del lado de la misma mas préximo a ellos
10 cm. y 15 cm., respectivamente y midiendo 20 cm. la proyeccién
ortogonal de AB sobre dicho lado, determinar, analitica y grafica- -
mente, sobre este lado de la zona el punto, P, para el cual el ca-
mino APB es minimo.

Un movimiento inverso de plano hace corresponder a la semi-
rrecta de orlgen A (1,0), situada en el eje de abscisas y de sen-
tido positivo, la semirrecta de origen A' (2,2), situada en la bisec-
triz del primer y tercer cuadrante del sistema de ejes coordena-
dos cartesianos ortogonales, y toda ella en el primer cuadrante.
Se pide.

a) Hallar una simetria axlial y un giro de cuyo producto resul-
te el movimiento dado.

b) Hallar una traslacion y una simetria axial de cuyo producto
resulte el movimiento dado. :

¢) Hallar en el movimiento dado la circunferencia homdloga
de la que tiene por centro el punto B (3, —1) y de radio 2.

Dadas las circunferencias x* + 3° — 8y + 12 = 0y (x—6)* 4+ 3/'=8,
hallar graficamente, por el método de las simetrias, los segmen-
tos cuyos extremos estén cada uno en una de ellas y, siendo per-
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pendicular a y=z, tengan su punto medio en esta recta. Obtener
la ecuacién de la recta sobre la cual se halla uno de estos segmen-
tos.

- 148. El vector que define una traslacién en un plano tiene por proyec-
ciones sobre los ejes coordenados OX y OY respectivamente, —2
y 3. Hallar las coordenadas del transformado de 4 (5,2), mediante
la translaciéon. Hallar también la transformada de la recta
X y
e pi—— |
3 2

144. En la simetria axial en el plano respecto al eje ¥ =: r, hallar:

a} X' simétrico del punto P (2,5). .
b) La simétrica de 4z — ¥y — 3 = 0, que pasa por P (2,5).

- 145 Se multiplica la simetria de eje £ = y por la de eje x = 8. ;Qué
clase de transformacién se obtiene? Calcular los elementos deter-
minantes de esta transformacién y el punto homdlogo del origen
de coordenadas.

146. San los dos cuadrados O4BC y OAMN: O (0,0); A (a, 0); B (a, a); ’
C (0, a); M (a3, —a);.N (0, —a), ;Cuil es la transformacién ce «
igualdad que trensforma el primer cuadrado en el segundo, coa |
el Ginico punto doble O? Definir dicha transformacién por sus ele- ‘
mentos fundamentales. Descomponer dicha transformaciéon en el ‘
producto de una simetria central de centro O seguida de un giro
G, determinando los elementos (centro y amplitud) de G.

147. 4, B, C, D, E, F, son los vértices consecutivos de un hexigono regu-

lar inscrité en un circulo de centro O de radio r. Se pide

1° El punto X alrededor del cual ha de girar el segmento
PQ=AB (P -A,Q=B) para que P pase a coincidir con O y Q con D,

2° Calcular en funcion de r el volumen del cuerpo engendra-
do por el tridngulo XAB al girar 360° alrededor del eje OX.

3.° EIl area de la corona circular limitada por las circunferen-
clas de radios XA y XB; el perimetro y el area del recinto ba-
rrido por el segmento PQ en su giro alrededor de X,

148. Dada la recta r de ecuacion y = mx + n (n #£ 0),y el punto 4 (0. @),
hacer aplicacién del método de giros en el plano para encontrar
un cuadrado 4BCD que tenga el vértice B sobre 0r y el D sobre !
la recta dada r. En el caso particular n = a, m = — 2 deberan dar-
se lus coordenadas de los otros vértices B, C y D. (Cuantas so-
luciones tiene este problema? :

14¢. En un plano, en el cual se ha definido un sistema rectangu- |
lar de ejes de referencia, AX, AY, se consideran cuatro simetrias
axiales, 8,, S., S, S, cuyos ejes respectivos son las rectas de ecua-
ciones: (,y =0, ) y = x, (L) x = 0 (L) ¢ — 4. Se pide;
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150.

7~ 152

153.

154.

155.

158.

151

1. Demostrar que el producto de esas simetrias es un giro
G:8u5..5..5,, del cual se pide el centro O y el angulo de giro v.
(Nota. El orden de las simetrias es S,S.5,5.).

2. Hallar la ecuacién de la figura transformada de la circun-
ferencia .x* + y° — 25 por el giro G (o, v).

A, B, ¢, D v E son cinco vértides consecutivos de un hexagono
regular. Los lados AB, BC, CD y DE son, respectivamente, los
ejes de las simetrias axiales S,, S, S, y S.. Estudiar la transforma-
cion producto (de derecha a izquierda) S. 8. S. S, = T, clasifi-
candola y deflniendo sus elementos fundamentales {en su caso,
centro, eje, ampitud,...). En particular, hallar las transformadas
de las tangentes en B y D a la circunferencia circunscrita al hexa-
gono y del lado BC.

Demostrar que el producto de dos giros de diferentes centros O,
y O, del mismo sentido y angulos de giros, respectivamente, 45°
y 60°, es otro giro. Hallar graficamente el centro de dicho giro
y calcular su angulo.

(Sugerencla: para multiplicar los giros, descompénganse en sime-
trias).

Se consideran dos giros de distintos centros O, y O. y del mismo
sentido. El primer giro es de 80°. (Qué amplitud debe tener el se-
gundo giro para que el producto de ambos sea una simetria?
(Sugerencia: para multiplicar los giros, descomponganse en sime-
trias).

Demostrar que el producto de dos giros de distintos centros, de
distinto sentido y angulos iguales, es una traslacién. (Sugerencia:
Descomponganse, para multiplicar los giros, en productos de si-
metria),

Si e! angulo de giro es de 60° y la distancia de los centros de
4 em., calcular la amplitud de la traslacién producto.

Demostrar que el producto de dos giros de centros diferefites y
de sentido contrario, e igual amplitud, es una fraslacion ¢(Cémo
de ser los giros para que la citada traslacion tenga por amplitud
el doble de la distancia entre los centros de giro? ]

Sea una circunferencia de centro C (0, 2) y radio 3.

1° Determinar (analitica o graficamente) el centro del giro igual
al producto de dos simetrias axiales que transforman: C (0, 2)
en C" (5, 0), y este punto en_el C” (5, --3).

2" Determinar la circunferencia transformada de la primera en
este giro,

Hallar las coordenadas del centro C del giro G,=G,.T, siendo T
la traslacién que lleva el origen de coordenadas al punto 4 (4, 4),
y G, el giro de centro A y amplitud 90", Determinar después las
coordenadas del punto B’, homdlogo de B (2, — 2) en el giro G..
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Se consideran dos giros distintos de centros O, y 0. y del mismo
sentido; Si el primer giro tiene una amplitud de 50°, ¢qué amplitud
debe tener el 2.° giro para que el producto de ambos sea una si-

158.

metria central? Hallar graficamnte el centro de dicha simetria.

Se tiene un giro C, cuyo centro M, es el origen de coordenadas,
de amplitud 45°, y otro giro G, de centro M. (8, 8) y amplitud 90°
Calcular las coordenadas del centro M del giro G=G, G,, producto
de los anteriores, y la posicion del punto A”, homdlogo del punto
A (6,0), en este nuevo giro.

159. a2 En-la simetria axial en el plano respecto al eje ¥ — &, hallar:

160.¢

160

160°

y 160°

160¢

a) El simétrico del punto P (2, 5).
b) La simétrica de 4z — ¥ — 3 = 0, que pasa por P(2,5).

En el gire cuyo centro es el origen y de amplitud de 80°, hallar el
homologo del punto (2,0). Hallar también la ecuacién de la recta
transformada de la X—2=0, mediante el giro dicho.

En una translacion T el punto A4 (4,0, tiene por imagen el punto
A’ (4,6). ¢Qué amplitud ha de tener un giro G de centro O (0,0)
para que la transformacién praducto T .G sea una simetria central?
Hallar en este cso el centro He esta simetria y las coordenadas del
punto imagen del A en dicha simetria.

Se considera el cuadrado de vértices 4 (—2,0), B(10,—-2), C(2,0) y
D (0,2) y las simetrias S,, S., S. y S. cuyos ejes respectivos son: e,
de ecuacién r = — 2; e, es la recta AB, e, es la recta BC y e, es la
recta r = 2,

Demostrar que el producto S, S. S, S, es un movimiento; determinar
sus caracteristicas y las coordenadas de los vértices del cuadrado
transformado del ABCD por dicho movimiento. Entendicndo que los
factores en el producto de las simetrias, se han de tomar de iz-
quierda a derecha.

Se tiene las simetrias S,, S,, S,y S, cuyos ejes son, respectivamente,
las rectas de ecuaciones y = 0;’ x =0, y =4, Xx=4. Héllese la trans-
formacién producto 8,8.8.S,, en la que los factores se han tomado
de izquierda a derecha, Encontrar los elementos dobles de la misma
y el transformado en ella del punto A (0,2).

Dado el cuadrado LMNP se llaman Q, R, S, T a los respectivos pun-

tos medios de los lados LM, MN, 'NP y PL. Se pide:

a) Calcular el angulo del giro necesario para colocar en posicion
homotética los cuadrados LMNP y QRST.

i . ’ = d
b) Determinar el centro del giro que transforma el vector LQ en

->
el RN.

¢) . Determinar el centro, y calcular la razon, de la semejsnza que
transforma el vector TQ en el vector MN.
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160°

160*

160

160"

160

Dos rectas ¢ y b se cortan formando un angulo de 40°. Tomando

las rectas a y b como ejes de abscisa y ordenada, respectivamente,

se considera el punto P que, en este sistema, tiene por coordena-

das (4 —3).

Se pide:

a) 8i 8,y 8, son las simétricas respecto de a y b, respectivamente,
calcular las coordenadas del punto P’ transformado del pun-
to P en el movimiento producto de la simetria S, por la si-
metria S,.

b) Calcular el angulo del giro equivalente al producto de S, por S..

c¢) Si P’ es el simétrico de P respecto de S,, calcular el volumen
del cuerpo de rotacion obtenido al girar el tridnguo P P’ P” al-
rededor de la recta a un angulo de 360.

A un triangulo equilatero ABC se le aplica una rotacion de cen-

tro A y amplitud 90° en sentido positivo. Se pide:

a) Descomponer dicha rotacion producto de dos simetrias, sien-
do el eje de la primera la altura del tridangulo relativa al
lado BC.

b) Designando por £ la longitud del laao del tridngulo y por B
y €’ los puntos respectivamente homoiogos de los vértices B y
C, en el giro, calcular el area del trapecio BCC’B’,

Siendo 4 (1, 0), se hace corresponder a cada punto P del plano el

punto P’ tal que el triangulo APP’ sea equilitero y el dngulo PAP’

de sentido contrario al de las agujas del reloj.

1° ¢Qué transformacién geométrica es la asi definida?

2.° Suponiendo que P recorre la recta x = 0, hallar la ecuacién del
lugar geométrico de P’

3 La transformacién anterior se puede descomponer en el pro-
ducto de dos simetrias respecto de dos rectas. Si la primera de
éstas es el eje OX, hallar la ecuacién de la segunda,

1° Dada la ecuacién z'—1 == 0, representar grificamente sus raices.

2.° A los puntos obtenidos se les aplica el giro de + 45° y de centro
el origen; Hallar las coordenadas de los puntos transformados.

3. A continuacién se aplica a estos iltimos la traslacién definida
por el vector OA, siendo O(0,0) y A(V 2, V 2). Hallar las coor-
denadas de los nuevos puntos

Se considera un punto A4, una circunferencia a, una recta 7. y un
-
vector V. Se pide.

g g -

a) Construir un tridngulo. ABC con B€x, C€r y BC — V.
b) Buscar el lugar geométrico de los centros de inversién que de-
jan-los tres puntos A, B .y C alineados. ‘ -
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VECTORES

-
161. d En el tridsngulo plano ABC se tiene: vector AB = ¢, vector

161

161°

161°

162,

N
AC = b. Obtener las expresiones vectoriales siguientes:
1° del vector AM (siendo M el punto medio del lado BC);
20 del vector AG (siendo G el baricentro del tridngulo ABC);
3° del vector BG y del vector CG.

— -2 > - — —>
Se tiene tres vectores no coplanarios OA =& OB=fy OC =Y.
Designados por M el punto medio del segmento rectilineo AB y por
G el baricentro del tridangulo ABC, se pide obtener razonada y su-
cesivamente:

— - -
1° Expresién de OM en funcién de <y B,

—> — - -
2. Expresion de MC en funcion de OM y de vy, asi como la de GC

-
en funcién de MC.
— e
3.° Expresién de OG en funcién de o, By ¥

De un cuadrade ABCD se conocen los numeros complejos repre-
sentativos del vértice, A, que es 1 4+ 2 y de su opuesto C, que es
9 + 6i.

Se pide:

-
a) Calcular el numero complejo correspondiente al vector libre AC.
b) Caleular el nimero complejo correspondiente al vector libre

=3 -> .
AM = MB siendo M el centro del cuadrado.
¢) Calcular los ntimeros complejos correspondientes a los vectores
- -p
libres MB y MD,
d) Calcular los nimeros complejos cuyos afijos son B y D.

Si Ay B son los afijos de los complejos 3 - 2i y 4 + 5i,
1° Construir graficamente el punto C tal que (CAB) = —2/3.
9.° Hacar el nimero complejo cuyo afijo es dicho punto C

RAZON DOBLE

Dadas las rectas ¢ y b de ecuaciones respectivas:

2r—3y= 2,x+ 2y =2. Se consideran las rectas ¢ y d del haz que
ambas determinan y de ecuaclones:

3r—y = 4,20—3y—2+u (x + 2y—2)="0

Hallar:
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163.

164.

165.

186.

167.

167°

1.» La razon doble (abed)
2° Determinar u, para que (abed) == -1, y hallar la recta del
del haz correspondiente a este valor de u.

Dada la ecuacién:

r + Tzt — 21z — 27 = 0.
1.» Hallar sus raices.
2. Tomando estas soluciones en orden creciente, como abscisas de
los puntos A, B y C de una recta, hallar la abscisa del punto D
que forme con aquellos una cuaterna armonica,
3. Estudio y representacién de la funcién y —= P (), slendo P (%)
el primer miembro de la ecuacién dada.

Dada la ecuacion
@2 + T8 — 21z — 27 =0 .
1° Encontrar sus raices. ‘
2. Tomando estas soluciones en orden creciente, como abscisas
de los puntos A, B, C, de una recta, encontrar la abscisa de otro
punto, D, que forme la cuaterna armonica (ABCD)=-—1.
3. Calcular el area comprendida entre la curva
y=x' + Ta* — 21z — 27,
¥ la cuerda AB.

En un eje se tlenen los puntos A(—=3)B@3), C @) y D ).
Ecuacidon que relaciona z e ¥, siendo (ABCD) = —1
Siendo z = 0, calcular y. Siendo x = oo, calcular .

En un eje se tienen los puntos O, U, M cuyas abscisas respectivas
son 0.1 y x.
Calcular la abscisa y del punto N conjugado armoénico del M res-
pecto de O y U.
Encontrar valores de ¥ correspondientes a los valores

1

=0, —, 1 & cc
2

Desde un punto P exterior a una circunferencia de centro O y
radio r, se trazan la tangente PT y la perpendicular TH al dis-
metro AB que pasa por P. Se pide:

) Demostrar que ABHP es una cuaterna armoénica.

b) Siendo PA’B’ una secante cualquiera trazada por P, demostrar
que las bisectrices de los &ngulos HA’B’ pasan por un punto fijo, cual-
quiera que sea la secante, y que la recta AB es bisectriz exterior
del dngulo A’HB’

En un eje de abscisas, se tienen los siguientes puntos con sus absci-

sas correspondientes: A(3), B(— 1), M(x). Encontrar:

1° La expresién de la razdn simple (ABM) en funcién de z.

2> Siendo otro punto N(y) y (ABM) = — (ABN) encontrar la ecua-
cién que relaciona r e y.
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169.

~ 170.
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« 172,

3.° Encontrar las abscisas comunes de M y N, cuando estos sean coin-
cidentes.

HOMOTECIA

En la homotecia plana cuyo centro es el origen O de coordenadas
¥y los puntos A(0,2) y A’(0,4) homologos hallar:

& U
a) El homélogo de P (3,0) ¥ 12 recta homoéloga de — + — = 1

3 2
b) La ecuacién de la circunferencia homoéloga de la de ceniro
(1,1) y radio 5.

Un cono de revolucion tiene de altura 16 cm. y de didmetro béa-
sico 24 cm.

i° Por el vértice, V, del cono, y por la circunferencia de su base,
pasa una superflcle esférica, S; y sl se transforma por una ho-
motecla directa, de razon 2, y ceniro V, en otra superficle, ', cal-
calcular la distancla de V al punto de Interseccion de 8 con el
eje del cono.

2° Calcular el 4drea y el angulo del sector que es desarrolio de
12 superficie lateral de ese cono.

3 Si un plano paralelo a la base divide a la superficie lateral

en dos partes de igual area, hallar la distancia de ese plano al
vértice.

Se tiene un tetraedro regular ABCD.
a) Demostrar que existe una homotecia que transforma sus vér-
tices en los centros de las caras opuestas.

b) Deducir el centro de homotecia y la razén de homotecia.

La base menor AB de un trapecio rectangulo ABCD mide 7 cm.;
la mayor DC, 10 cm. y la altura AD, 4 cm. En la semirrecta AD,
se toma un punto O, distante de D 5 cm. Se pide:

@) Construir la flgura ¥ homotética del trapecio dado F, sien-
2
do O el centro y la razon de homotecia igual a — —.
3
b) Colocar F y F’ en posicion homotética directa y con un par
de lados parcialmente superpuestos, mediante un producto de
operaciones. :
¢) Calcular la medida de los cuatro lados del nuevo cuadrildtero,
asi como del segmento que une los puntos medios de las bases.

De un trapeclo rectdngulo de 4 dm. de altura se conoce la base
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- 173.

- 174.

- 195.

- 176.

mayor B = 10 dm. y la paralela media p = 35 cm.
Se pide. . .
a) "El érea del trapecio semejante al dado, cuyo perimetro mide

52 cm. -

b) Dibujado este trapecio, determinar el punto conjugado armo-
nico de O (punto de interseccion de las diagonales) respecto a los
extremos de la diagonal mayor.

¢) Construye la figura homotética del referido trapecio respec-
to al punto O como centro de homotecia y razon %.

Se tiene las esferas cuyos radios son 7 = 9 em. y 7 = 5 cm.
Encontrar la distancia de los centros de homotecia de ambas es-
feras, siendo 20 cm., la distancia de los centros de aquellas.

b) Si C y €' son los centros de las esferas y H y H’ los centros
de homotecia, calcular el valor de la razén doble (C C' H H).

Se considera la homotecia directa H, cuyo centro es el origen
3

y la razén de homotecia —. 4’ es el transformado del 4 (0, 2).
2

Por otra homotecia directa H, el punto 4’ se transforma en el

A” 4, 1), la correspondiente razén es k.

Hallar el centro de ésta, H,, si:
2 . 1
a) k, = - b) k, [ —
3 3
En ambos casos, determinar la transformacién producto H, H.

Construir un tridngulo ABC, supuestas conocidas las tres media-

nas. Construir el tridangulo A’B’°C’, homotético del ABC en la ho-
1

motecia de centro ¢l baricentro de ABC y de razén — ——. Cons-
2

truir la figura homotética de A’B’'C’ en la homotecia de centro 4

y razén 2.

Las hipotenusas de dos tridngulos rectangulos semejantes estan
sobre dos rectas. m y m’, que se cortan en un punto, P, y forman un
angulo de 30°. Los vértices B y C_del primero distan de P, PB = 1,
PC = 6, y los B’ y C’ del segundo, homologos de B y C, del PB’ = 2y
PC'=—4,5. Los catetos del primer tridngulo miden b—4 y c¢=3. Sa-
biendo que la semejanza entre los dos triangulos es directa, se
pide:

a) Hallar el centro o punto doble de la semejanza.

b) Dibujado e! primer tridngulo A B C, hallar A’ homologo del
vértice A del! angulo recto del primero, utilizando el giro y la
homotecia, de cuyo producto resulta la semejanza.
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179,
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182.

Por homotecia, resolver el problema siguiente: Dada una circunfe-
rencia de centro O y los radios OA y OB que no estan en prolon-
gacion, trazar una cuerda MN (de aquella circunferencia) que sea
dividida por OA y OB en tres segmentos iguales:

MA'=AB'=B'N

Sea un tetraedro regular de arista «. Consideremos los baricen-
tros de sus caras como vértices de un nuevo tetraedro. Se pide:
1> Demostrar que los dos tetraedros son homotéticos. Hallar el
centro y la razén de homotecia.
2.° Hallar el volumen del segundo tetraedro en funcién de a.

Los puntos A (0, 2a) y B (0, a) se transforman por una seme-
janza, en los A’ (6, 0) y B’ (@, 0). Hallar las coordenadas del centro
de semejanza, ¥y especificar un giro (del cual se determinari su cen-
tro y su amphtud) y una homotecia (de la cual se determinara su
centro y su razon) cuyo producto sea la semejanza anterior.

Se da la. circunferencia C de ecuacidon

4y —5bx==0.
5
La homotecia directa de razén k==— y centro el orgien 0, la trans-
6

forma cn otra C. La homotecia inversa del mismo centro 0 y ra-
zoén —k la transforma en otra C, Hallar los ceniros de homotecia
inversa que transforma C en €, y de la homotecia directa que
transforma C en C,.

Designemos por (F) la familia de circunferencias de un plano que
son vistas desde un punto fijo P de esie plano bajo un angulo
constante c.

Llamemos C a una de esas circunferencias, A y B, a los ex~
tremos del diametro de C que pasa por P, y Q al conjugaac armo-
nico de P respecto de A y B.

Dados P y Q y «, se pide:

a) Construir la circunferencia C de centro O.

b) Probar que O y @ son puntos homoélogos en una homotecia

X
de centro P y razén 1/ cos’ —.

o

4

Considérese un triangulo escaleno. Tracémosle la circunferencia
cla circunscrita al mismo y la circunferencia que pasa por los pies
de las medianas.

a) Demostrar que dichas circunferencias son hemotéticas.

b) Hallar el centro y la razon de homotecia. Determinar la po-
sicion de las circunterencias anteriores respecto al centro de hc-
motecia.
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183.

184.

185.

186.

187.

188.

A la circunferencia k, de ecuacion = + ¥ — 10z + 21 = 0,
se le da un giro G de 60° alrededor del origen de coordenadas, trans-
formandose asi en la circunferencia k’. A ésta se fplica una homo-
tecia H, de razon 2, cuyo centro est en el centro de la primera cip=
cunferencia, transformandose k’ en la circunferencia K. Obtener la
ecuacion de esta ultima circunferencia y las coordenadas del centro
de homotecia negativa de las circunferencias K’ y K”.

Dadas las circunferencias: z + ¥* = 049 y a* + 3 —2 2z + 088 =
= 0, hallar:

@) Las coordenadas de los centros de homotecia directa e in-
versa.
b) Sin tablas, calcular la longitud de la correa de transmision que
enlaza las dos ruedas representadas por dichas circunferencias, cu-
yos radios supondremos expresados en metros.

Dadas las circunferencias ' + y* —6x — 8 ¥y = 0, e+ yr=29
se pide: .

@) Calcular las coordenadas de sus centros de homotecia y la
distancia d entre ambos puntos.

b) Area de superficie esférica que tiene como secclones pro-
ducidas por dos planos paralelos, due distan entre si dos unidades,
dos circunferencias iguales a las dadas.

Dadas dos circunferencias secantes, trazar por uno de los pun-
tos P de interseccién una recta tal, que la longitud de una de las

1
cuerdas sea —— de la otra.
3

Sea la circunferencia de centro el punto C (4, 0) y que pasa por
el origen de coordenadas O. Dos cuerdas variables, OA y OB, per-
pendiculares entre si, se toman como didmetros de sendas cir-
cunferencias, que se cortan en O y en otro punto P. Probar que el
punto P pertenece a la recta AB, y determinar el lugar geométrico
de P.

Construir la figura homotética del lugar geométirico hallado, en la
homotecia que tiene por centro el punto O y por razéon — 2.

Contestar a las siguientes partes:
1.° Sabiendo que la ecuacion:

¥+ 3x+4x +4x*4+3x +1=0,
tiene una solucién real triple y dos imaginarias puras encontrar
sus soluciones. '
2.° Dibujando en el plano cartesiano los puntos A, B, C, correspon-
dientes a tres raices distintas, calcular las coordenadas de los vér-

tices del triangulo homotético del anterior respecto del origen de
coordenadas, cuyo lado mayor mide 6.

3 Calcular también el perimetro y el area de este ultimo triangulo.
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188°

188°
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188°

Sean las rectas r,, T. y I', cuyas ecuaciones respectivas son:

V3
y = — X
3
y = \/3X
y+x=28

y los dos ejes de coordenadas. Se pide:

1° Construir graficamente un cuadrado con un lado en el eje 2y
con vértices sobre las rectas r; y nj.

2 La recta r; corta al eje x, a 1, ¥y 1; en los puntos M, A y B res-
pectivamente. Hallar la razén simple (MAB)

Se considera el circulo cuyo centro es el origen de coordenadas y
de radio 1, asi como los puntos 4 (-1, 0) y C (2, 0). Siendo MM’ un
didmetro variable de esa circunferencia y P el punto de interseccidén
de las rectas AM’' y CM, se pide:

1° Obtener la razén CP:CHM, y

2° Hallar el lugar geométrico de los puntos P al variar el didme-
tro MM'.

Dado un tridgngulo ABC, cuyo baricentro es G, y la homotecia de

centro G y la razén —Y%, se pide:

a) Hallar el transformado del tridngulo ABC en la homotecia dada.

b) Hallar las rectas homoteticas de las alturas del tridngulo ABC
(consideradas como rectas).

¢) Como consecuencia, demostrar que el haricentro, el ortocentro y
el circucentro de un tridngulo estdan en la misma recta.

Dada la circunferencia de ecuacion:
¥4y —6x=0
se pide:
a) Ecuaciéon de la figura homotética en una homotecia cuyo cen-
tro es el origen de coordenadas y razon —5/3.

b) Coordenadas del centro de la homotecia de razon negativa que
. transforma la circunferancia anterior en la dada.

Se da una circunferencia C de centro O, tangente en B a una
recta 7. Un punto A de esa circunferencia es centro d¢ una homo-
tecia cuya razon es 1/2.

a) En esa homotecia, determinese la figura C’ homotética de la
dada, y unidos los puntos B’ y O’, homodlogos de los B y O, esta
recta corta ademas a C’en M, y en N a la recta 7, Demostrar
que el cuadrilidtero AMNB es inscriptible en una circunferencia.

b) Si el radio de la circunferencia dada es 7,5 cm., y la distancia

AB = 12 cm., determinar la medida del segmento BN.




94

METODOLOGIA PRACTICA

188°

188¢

188"

188

189.

190.

Dadala circunferencia de ecuacion x? 4 ¥ = 4x, obtener:

1° La ecuacion de la circunferencia homotética de la anterior en
la homotecia de centro el origen de coordenadas y razon 1/2.

2° El area comprendida entre ambas.

Se da un tridangulo equilatero de lado 1 =10 cm, A partir de sus
vértices y en un mismo sentido se acortan estos lados en una lon-
gitud x, uniendo los nuevos vértices obtenidos.

a) Hallar el valor que debe tener x, para que el area del nuevo
triangulo obtenido sea los 3/4 del primitivo,

b) Tomando como centro el baricentro del triangulo dado, deter-
minar la tangente trigonométrica del angulo de giro preciso
para colocar el nuevo tridngulo en posicion de homotético res-
pecto al dado.

Sean A’, B’, ¢, los puntos medios de los lados a, b, ¢, del triangu-

lo ABC. Sea P up punto genérico de su circunferencia inscrita. Ha-

llados los simétricos de P respecto de A’, B’, C’, se obtienen P/,

P P’” respectivamente.

@) Transformar el triangulo P’P”P’'” en el triangulo ABC, median-
te una homotecia, cuyo centro y razon se determinaran, asi co-
mo la transformada en ella del lugar descrito por P.

b) Siendo el circulo de centro O, inscrito en el tridngulo dado
ABC, la base de un cono de revoluciéon de 176 dm’, hallar el
volumen del cono cuyo vértice es O, y cuya base es el paralelo
medio del cono dado.

En una homotecia que tiene por centro el origen de coordenadas,
el homologo del punto A (2,1) esta en la recta x + 3y = 16. Hallar
las coordenadas del punto B’ homologo del B (3 —1) y cacular la
razon de la homotecia,

INVERSION

Dos circunferencias tangentes exteriormente, son inversas res-
pecto del origen de coordenadas como centro de inversién. La ma-
yor tiene por ecuacion:
2+ y*— 26x + 144 = 0.

Calcular: a) la potencia de inversion.

b) Radio y centro de la circunferencia menor.

¢) ¢Cual es la figura inversa de la recta perpendicular al eje
X, trazada por el punto inverso del centro de la circunferencia
dada?
d) Coordenadas de los puntos dobles situados en dicha recta.

En una inversion en el plano, de centro el origen de coordena-
das y potencia K = 9, se da la circunferencia de centro C (2,0) y
radio 1. Hallar:
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1.° La ecuacion de la figura inversa de dicha circunferencia.

%.° Se traza por el origen de coordenadas una tangente a la cir-
cunferencia dada. Hallar las coordenadas del punto P de contacto
y las de su inverso P‘, asi como las coordenadas del punto C’, in-
verso del centro C de la circunferencia dada.

El centro de una inversién ¢ es el origen de coordenadas, y dos
puntos homoélogos son A (2,0) y A, (4, 0). Una homotecia » estd de-
finida por su centro S (10,0) v la razén r = 2.

1. Encontrar la transformada de la recta x = 2, al aplicarle la
transformaciéon producto ¢ .

2° 8i ¢ es la circunferencia correspondiente a la recta x = 2 en
la inversidn ¢ y ¢’ la circunferencia homologa de la ¢ en la ho-
motecia o, encontrar las coordenadas de los puntos de contacto de
la tangente comun trazada desde S a las dos circunferencias.

3.° Calcular el volumen del cono de vértice 8, de superficie circuns-
crita a la esfera, cuya circunferencia es ¢, y limitado por la clrcun-
ferencia de contacto.

Se tienen dos circunferencias tangentes en un punto A y ofras
dos circunferencias que pasan por A y son ortogonales cada una
de ellas a aquéllas.

a) ¢Dénde estdn los centros de estas otras circunferencias?

b) ¢Qué figura forman las transformadas de las cuatro circunfe-
rencias en una inversion de polo A?

Dada la circunferencia de ecuaciones: x* + y* —2x = 0; (x — 3)* +
+y"' = 5.

a) Hallar las coordenadas de sus centros de semejanza directa e
inversa.

b) Hallar los centros y las potencias de las inversiones que trans-
forman una en otra las circunierencias.

En una circunferencia de radio r, consideramos inscrito un tridn-
gulo equilatero. En la inversion o, cuyo centro es el del poligono,
y de potencia 1% hallar:

a) El angulo que forman los elementos transformados por <, del
contorno de uno de los segmentos circulares que el tridngulo y la
circunferencia, determinan.

b) EIl 4rea de la figura en que  transtorma a uno de los segmen-
tos a que se reflere la primera parte.

Sean O y O’ los centros de dos circunferencias C y € situadas en
un plano. R = 4 em. y R’ = 2 cm,, los radios de estas circunieren-
cias. OO0’ = 9 cm. la distancia de los centros.

Determinar numéricamente las posiciones de los centros de las in-
versiones que transforman C en C’ y las potencias de estas lnver-
siones.

N

Las raices de la ecuacion
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107,

198.

199.

200.

201.

X —8=x"+x—26
corresponden a los afljos de los vértices de un triangulo.
a) Hallar la flgura inversa de ésta en una inversion de centro O
(0, 0) y potencia 2,
b) Hallar el area del tridngulo rectilineo cuyos vértices son los
del triangulo transformado.

Los puntos A y B, vértices contiguos de un trapecio, cuya altura AB
es igual a 8 cm. y cuyas bases AD y BC miden 6 cm. y 4 cm. respec-
tivamente, son centros de dos circunferencias de 3 cm. y 2 cm. de
rad.o.

Se pide:

a) Hallar ufilizando lugares geométricos, la circunferencia que
pasando por D y C corte ortogonalmente a las dos circunferencias
dadas,

b) Determinar la figura inversa de esa circunferencia hallada, slendo

C el centro de inversion y CT; la potencia. CT es la tangente tra-
zada desde C a la circunferencia dada de centro A).

Se considera una inversién de centro O (0, 0) y potencia 4, las rec-
tas r y s de ecuaciones x = 1 y x = 4 y las circunferencias Cn,
tangentes simultdneamente a r y s, cuyos centros son los puntos
Cn (5/2, (n — 11 3) en donde n es natural.

Se pide:

a) Las ecuaciones de las inversas de r, s y C.

b) Establecer que el inverso dcl punto de contacto de Cn y Cn + 1
cualquiera que sea n, estdn en una circunferencia que es ortogonal
a las inversas de las circunferencias Cn.

E] vértice B del triangulo ABC, rectangulo en A, cuyos lados miden:
AB = 3, AC = 5; se toma como centro de una inversién de poten-
tencia 15.

Hallar la distancia entre los puntos A’ y C’ inversos respectiva-
mente, de los A y C.

Dibujar la region del plano en que se transforma el tridngulo me-
diante la inversion.

Explicar como se construyen mediante el método de inversion
las circunferencias que pasando por un punto P son tangentes a
una recta r y a una circunferencia y exterior a r.

1. Sea la circunferencia (C) de ecuacién:

2+ y—4x+ 3 =20
1° Hallar la potencia de la inversién, de centro el origen de coor-
denadas, que transforma la circunferencia (C) en si misma.
2.° Hallar el lugar geométrico de los puntos dobles de la inversion;
si A y B son los puntos de dicho lugar situados sobre (C), ¢cuanto
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AN
mide el angulo A0B? ' .
3. Ecuacion de la linea transformada por la inversién de la recta
AB y coordenadas del punto inverso del centro de la (C).

En una inversién de centro el origen de coordenadas, la circun-
ferencia 2' + y* = 36 es de puntos dobles. Hallar:

1° La ecuacion de la figura inversa de la recta y — 6.

2° EH! homélogo del punto (0, 1) en la involucion subordinada por
la inversién sobre la recta z — 0.

3.° El segmento dureo del determinado por el punto 3, 0) y su con-
Jugado arménico con relacién a los puntos (8, 0) y (8, 0).

Dadas las circunferencias c, y ¢, de ecuacibnes respectivas
P+ yYP=4 T+py—-10z + 24 = (,
hallar:

1° Los centros O, y O, y las potencias K, y K. de las inversiones
que transforman una circunferencia en otra.

2° Demostrar que O, y O, son puntos homdlogos en la involueién
definida sobre la recta que une los centros C, y C, de las eircunfe-
rencias ¢, y ¢, y en la que C, y C, son los puntos dobles.

3° Probar que la circunferencia de didmetro O, O, pertenece al
haz determinado por € ¥ ¢ Hallar el eje radical de dicho haz.

En un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, el origen
de coordenadas es el centro de una inversién, en la que son ho-
mologos los puntos A (2, 0) y A’ (3, 0). Se pide:

@) Hallar la circunferencia de puntos dobles y la constante de
inversion.

b) Dibujar la figura inversa del tridngulo MNP, cuyos vértices son
M @, 2), N (—1, —1) Yy P (@2 —1).

Dado un triangulo rectdngulo O A B, cuyos catetos miden
OA = 2 V3. dm. AB = 2 dm,,
se construye la figura inversa AB’ del segmento AB respecto al pun-
to O como centro de inversion y potencia igual a 12. Se pide:
a) La longitud del arco de curva AB’,
b) Las longitudes de los segmentos de recta AB’ y B'B.
¢) El volumen del cuerpo engendrado por el tridAngulo mixtilineo

OAB’ (OA y OB’ rectas, AB’ arco de curva) al girar alrededor de
OA una vuelta completa.

Dadas las circunferencias
L+ Yy +4z—5=0, T+ P —8x— 16 = 0, i
hallar las coordenadas del centro de inversién positiva que trans-

forma una circunferencia en la otra, y el valor de la potencia de
esta inversidn.

MATEMATICAS PREU, — 7

F
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207.

- 208.

209.

210.

211

Fn una inversion con centro en el origen de coordenadas, son
homdlogos los puntos 4 (1, 2) y 4’ (2, 4). Se desea obiener:

1. La potencia de la inversién y la ecuacién de la circunferencia de
pun.os dobles.

2° Los puntos bases del haz de circunferencias inversas de las
rectas del haz con vértice en el punto (0, 5).

3.° La ecuacion de este haz de circunferencias.

Dada una inversion de centro 0 (0,0) potencia k == 36, se pide:
a) La ecuacién de la circunferencia de puntos dobles (principal) y
la flgura transformada de la recta x=9.

b) El area del huso esférico de un radidn de amplitud, correspon-
diente a la superficie esférica que engendra al girar sobre el eje 0z
la circunferencia principal. (Unidad: el centimetro.)

¢) La longitud del segmento de una de las tangentes trazadas s
dicha circunferencia principal desde el punto A (9,0), comprendido
entre A y el punto de tangencia y el volumen del cono de revolu-
cién que tiene este segmento como generatriz y por eje el de abs-
cisas.

Tomando como centro de inversion el origen de coordenadas ¥y
potencia p = 63, hallar: 1° La ecuacién de la circunferencia in-
versa de la :z-'+y f-102-+21=0.

Coordenadas del punto inverso de cada uno de los centlos de di-
ichas circunferenc:as.

Volumen del tronco de cono resultante sl girar alrededor del eje
X la flgura limitada por las circunferencias engendradas por los
puntos de contacto de las tangentes comunes exteriores.

Se da un circulo de centro O, de radio R, un punto fljo A, si-
tuado a una distancia del centro AO = d, (d <R), y se pide:

a) Construir el circulo inverso de la tangente MT en un punto M
del circulo, tomando el punto A como polo, y como potencia de
inversién la potencia del punto A con respecto al circulo O. Lugar
del centro del circulo inverso cuando el punto M describe el circu-
Io O.

b) Una secante cualquiera que pase por A, corta al circulo en dos
puntos B y C; encontrar el lugar del segundo punto de encuentro,
N, de los dos circulos que pasan por A y son tangentes al circulo O,
uno en B y otro en C, cuando la secante gira alrededor de A.

¢) 8I O,y O, son los centros de los dos circulos deflnidos en el
apartado b), demostrar que la figura AO, OO, es un paralelogramo
y que la suma de los radios & e y, de los dos circulos, es igual a R.

Se considera un-cuadrado de lado 3 cm. Construir graficamente
la figura transformada de dicho cuadrado en una inversiéon posi-
tiva que tenga por centro unc de los vértices y por potencia 9.
Rayar la parte del plano en que se transforma por la citada in-
version la superficie del cuadrado.
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Las circunferencias A y k& de ecuaciones ©* + y* + 9 x — 36. —
=0y2 + ¢y — 16z — 38 = O, pueden transformarse, por medio
de una inversién, en dos rectas h’ y k’. — Obtener las coordenadas
de los posibles centros de inversién y, eligiendo el de la ordenada
mayor y tomando por potencia de la inversién el numero 144, ob-
tener las ecuaciones de las rectas h’ y k’ y calcular el 4dngulo que
forman las circunferencias h y k.

Se tiene la circunferencia: ©* + * — 2 ax = 0 Viarectax + y =
= 2 a. Se efectlia la inversiéon de centro en el origen, deja inva-
riable el punto A (z, a). Razonar cuil es la figura transformada
por la inversion del menor de los segmentos circulares determi-
nados por la circunferencia y la recta dadas; hallar el area de esta
transformada.

Construir un tridngule 4BC, rectangulo en A4, del que se conoce
la hipotenusa a y la suma de los catetos. Dibujar la figura inversa
de dicho tr.dngulo, en la inversién que tiene por centro 4 y por
potencia — a’.

Sea un triangulo A B C rectangulo en A. Una perpendicular a BC
encuentra a la recta AB en Dy & la recta AC en E.

a) Hallar el lugar geométrico del punto de interseccién de CD y
BE,

Construir las figuras inversas del lugar geométrico hallado res-

Tomando como centro de inversién el origen de coordenadas, son in-
versas una de otra las circunferencias de ecuaciones:

X*+y— 8x+4 12=0
X¥+4+y'—24x 4108 =0

1> ¢Cudl es la potencia de esta inversién y cudles las coordenadas
del inverso del centro de cada una de ellas?

2° Determinar los centros y las razones de las homotecias que trans-
forman una en la otra.

3° Ecuacidn de la figura inversa de la recta r = 6,

En una inversién cuyo polo es el origen de coordenadas, la circunfe-

rencia de centro (—2, 0) y radio 2 es inversa de la recta x + 3 = 0.

Determinar:

1° La circunferencia de puntos dobles.

2° La figura transformada del poligono regular inscrito en ella,
cuyo lado es la cuerda que en la primera circunferencia deter-
mina la recta dada.

3.” El drea de dicha figura transformada.

Por uno de los puntos A de interseccién de dos circunferencias O
y O’ trazar una recta secante MN tal que el producto de los seg-
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215°

215°

215°

215"

215
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mentos AM y AN que las circunferencias determinan sobre ella,
tenga un valor dado K. Discusién del problema.

Hallar las coordenadas de los polos de las dos inversiones que
transforman las circunferencias:

C: 4y 4+ 9%x—-36=0
G X4y -16x—36=0

en dos rectas r, y r, respectivamente. Eligiendo de entre los dos el
de mayor ordenada y como potencia 144, hallar las ecuaciones de r,
¥ r. y como aplicacion el éngulo de las dos circunferencies dadas.

Determinar el polo y la potencia de la inversién que transformsa la
recta £ = 0 en la circunferencia: ’

F4+y—22z=0

y hallar en esta inversién la figura C inversa de la bisectriz del pri-
mer cuadrante,

Calcular el drea del menor de los recintos limitados por C y el
eje OY,

Dibujar la figura inversa del segmento rectilineo 4B, siendo A4(2, 1)
vy B(2, 3), en la inversién del centro el origen de coordenadas y de
potencia p = 8, expresando las caracteristicas de dicha figura, Ha-
llar las coordenadas del punto doble del segmento dado.

Se considera el tridngulo determinado por los afijos de la ecuacién
N X¥—1=0.

Hallar la figura inversa, siendo O(o, 0) el centro de la inversién y
la potencia — 1, Area limitads por el contorno de la figura trans-
formada en la inversién y que contiene a O,

8i designamos C, y C; a dos clrcunferencias secantes en los pun-
tos Ay B, y por C una circunferencia ortogonal a C, y C, toda in-
version de centro A y potencia arbitraria k transforma la circunfe-
rencia C en una circunferencia C’ y el punto B en otro punto B’
Demostrar que B’ es el centro de ¢’ cualquiera que sea la potencia k.

Los puntos A (1,2).y 4’(2,4) son homdlogos en una inversién de po-

lo 0(0,0):

1" Hallar la potencia de la inversién y la ecuacién de la cifcunfe-
rencia de puntos dobles,

2° Demostrar que las circunferencias inversas de todas las rectas
que pasan por el punto P(0,5) pasan por dos puntos fijos, y ha-
llar éstos.

a) Construir la figura inversa del contorno de un tridngulo equi-
latero, tomando como polo el centro de éste y slendo homdlo-
gos un vértice y e! punto medio del lado opuesto.
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b) Calcular el area del recinto limitado por la figura inversa ob-
tenida.

Se tiene la ecuacién 2¢ + i = 0.

1.° Comprobar que i es raiz de dicha ecuacién

2.° Separar dicha rafz ¥ resolver la ecuacién de segundo grado que
resulta, de coeficientes complejos.

3.° Representar grificamente las tres raices obtenidas, y aplicar’ la
inversién cuyo polo es el crigen de coordenadas y cuya potencia
es — 1, al tridngulo determinado por esas raices.

Dadas dos circunferencias de centros O, v 0., determinar:

1° El centro P y l1a potencia de la inversién que transformsa cada
circunferencia dada en sf mismas.

2° Trazar una circunferencia que sea tangente a las dadas y pase
por el punto P hallado.

Dadas las circunferencias C, ¥y C. cuyas ecuaciones son,
X+ —20=4y x—4)" 4y = 16,

respectivamente se considers uns inversién cuyo polo es el origen de
coordenadas, y la circunferencia de puntos dobles tiene de radio la
cuerda comun de las circunferenias Ciy C..

Determinar analitica y graficamente:

1° Las figuras inversas de C vy C.

2° El d4ngulo o bajo el cual se cortan dichas circunferencias.

3.° La figura inversa de Ia parte comin 2 C, y G,

Dadas las circunferencias secantes, de centros O y O’ se traza por
uno de sus puntos de interseccion P, una recta que las vuelve a
cortar en los puntos distintos A ¥y A’, respectivamente. Se pide:

@) Trazar por P otra recta que corte a las circunferencias en otros
dos puntos distintos, M ¥y M, respectivamente. que sean concf-
clicos con A y A’

b) Si los radios de las dos circunferencias miden 3 cm., y 5 em.
respectivamente, y si la distancia entre los centros es de 7 cm.,
calcular la medida del segmento cuyos extremos son P y el
punto medio de O0’.

Se designa;

Por P la condicién de que una circunferencia pase por un punto

dado; por r la condicién de que una circunferencia sea tangente a

una recta dada; por C la condicion de que la circunferencia sea

tangente a una circunferencia. dada. Tres de las condiciones ante-
riores determinan, en general, un numero finito de circunferencias.

Se pide:

a) Expresar por simbolos tales como PPP, Prr, r CC...... , todos los
€asos posibles de determinacion de circunferencias mediante
las condiciones dadas y caleular el nimero de casos posibles.

b) Resolver el caso representado simbolicamente por PrC.
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Dado el triangulo equilatero ABC, de lado igual a 2, se construyen:

el arco circular BC de centro A y el arco circular AC de centro B.

Se traza la semicircunferencia de diametro AB situado en cl se-

miplano que contiene a C. Los arcos BC y AC juntamente con la

semicircunferencia forman un triangulo curvilineo. Se pide:

a) Trazar la circunferencia tangente a los tres lados del trian-
gulo curvilineo (empléese el método de inversion).

b) Calcular el radio de la circunferencia inscrita en el triangulo
curvilineo.

Dada la circunferencia

C: ¥+y—2x—4y+4=0
y la recta
r. x—2y +2=20

a) Hallar la ecuacion de la circunferencia C’ que pasa por el ori-
gen de coordenadas y por los puntos de interseccion deCyr

b) Hallar el centro de inversion de potencia positiva que trans-
forma C en C’, y el valor de esta potencia.

@) La recta r pasa por los puntos A(4,0) y B(0,3). Una inversion

con centro en el origen de coordenadas O transforma esa recta en

una circunferencia que pasa por B y que corta al eje de las T en
el punto C. Hallar la potencia de la inversion y las coordenadas

de C.

b) A la circunferencia obtenida anteriormente se le apliga una
homotecia de centro A que transforma C en O. Hallar la pen-
diente de la tangente en dicho punto O a la circunferencia
transformada.

Dada la recta r de ecuacion y = 4, sea C la figura inversa de 7 en
la inversion de polo el origen de coordenadas y potencia 16 y 77 la
homodloga de r en la traslecién definida por el vector de compo-
nentes (0, — 1), Calcular €l area comprendida entre C y 7',

Los puntos A y B, de coordenadas (0,5) y 10.12), respectivamente,
son inversos en una inversion de polo el origen de coordenadas.
Obtener el centro y el radio de la circunferencia inversa de aque-
lla otra cuya ecuacion es

11 \* 1
("—‘"—) +y=—
2 4

Por el origen de coordenadas de un sistema cartesiano rectangular

pasan circunferencias que contienen a Jos puntos P (4,2),Q (d,—2).

1.° Determinar sobre la figura inversa de una de esas circunfe-
rencias, lo correspondiente a d = 1, en una inversion de centro
O y de potencia 30, los puntos, si existen, desde los cuales se
vea dicha curva bajo un angulo de 60°.

9° Siendo d =1 el radio del circulo inscrito en un tridangulo rec-
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tangulo de angulo B = 60°, y determinados los simétricos I,,
I, eI det incentro I respecto de la hipotenusa a y los catetos
b vy ¢, hallar los valores de los lados de aquel tridngulo rec-
tangulo, el de los segmentos 1,, 1, e I,, I. asi como los angulos
del trianguio I1,, I, I..

215" Be tienen dos circunferencias de centros A y B tangentes en un
punto O y una tercera circunferencia de centro C, exterior a aqué-
las.

Al conjunto de esas tres circunferencias se aplica la inversion de
polo O y potencia p (igual a la potencia de O respecto de la cir-
cunferencia ).

Se pide:

1> Figuras inversas de la circunferencia C y de las A y B.

2" Construccion de las circunterencias tangentes s las figuras in.
versas obtenidas: discusion.

AREAS Y VOLUMENES DE POLIEDROS

216. Dado un tetraedro regular de arista a, calcular el volumen del
tetraedro que vesulta al trazar por cada uno de los vértices del te-
traedro dado el plano paralelo a la cara opuesta. .

217. Las tres aristas de un ortoedro que concurren en un vertice es-
tan en progresion aritmética y suman 78 metros. El volumen del
ortoedro es 16.640 m:®. Hallar:

. 1° Las longitudes de dichas aristas.
= 2.° El area del triangulo que tiene por lados segmentos iguales
a las aristas del ortoedro.

218. Una piramide cuadrangular regular, su arista basica mide 10 cm.,
siendo el valor del diedro formado por dos caras laterales con-
tiguas de 120°. Calcular el volumen de la pirdmide.

219. Sabiendo que la suma de las longitudes de todas las aristas de
un icosaedro regular vale 450 cm., calcular:
1.° El area del icosaedro.
2.° La arista del tetraedro regular que tiene igual adrea que el
icosaedro dado.
3.° El volumen de la esfera circunscrita a dicho tetraedro regular.

220. Resolver las siguientes cuestiones:
a) Calcular el radio de la esfera tangente a las aristas de un te-
traedro regular, sabiendo que la longitud de una de dichas aristas
es 12 centimetros.
b) Calcular el volumen del tetraedro que resulta al trazar por
cada uno de los vértices de un tetraedro regular el plano paralelo
a la cara opuesta.
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Dado un ortoedro cuyas dimensiones son tres numeros naturales
en progresion aritmética de diferencia 2, determinar su volumen,
sabiendo que su area total mide 142 m®

Describir el cuerpo que se obtiene al unir los centros de sus caras,
y calcular su volumen.

En un octaedro regular de arista 1 m. se inscribe el poliedro
cuyos vértices son los centros de las caras del octaedro. En el po-
liedro resultante se inscribe otro en igual forma, y asi se continua
indefinidamente.

Hallar 1a suma de los volimenes de los infinitos poliedros obtenidos
de este modo.

Un prisma cuadrangular regular cuya arista basica mide 3 m. y su
altura 5 m., es cortado por un plano que pasa por una arista de la
base superior y forma un angulo de 60° con elia. Se pide:

a) Hallar el area de la seccién producida por el plano.

b) El volumen del tronco de prisma resultante.

Se tiene el tetraedro regular ABCD de arista igual a 1 dm. Siendo
M el punto medio de la arista AB, y N el punto medio de la CD, se
pide encontrar:

a) Lados del triAngulo ABN.

b) Medida de MN,

c¢) Probar que los tres segmentos determinados por los pares de
puntos medios de las aristas opuestas pasan por un punto.

Se tiene un rectangulo de dimensiones a y b, por sus vértices A, B
y C se trazan perpendiculares al plano del rectangulo y en ellas
se toman segmentos
AA’"=5a BB =3, CC =3+Db

El plano A’ B’ C’ corta a la perpendicular en D en el punto D’
Calecular:

1. Naturaleza del cuadrilitero A B C D.

2° Longitud de D D’.

3. Area lateral del tronco de prisma A BC D A’ B’ C' D'.

4.° Volumen del tronco de prisma.

Un tronco de prisma recto tiene como base el rectangulo ABCD
tal que AB = 12, AD = 8 cm.
Tres de las aristas laterales de ese tronco son:
AA’ = 2dm, BB’ =23cm. y CC' = 25 cm.
Calcular:
a) La medida de la cuarta arista lateral DD’
b) Area lateral del tronco de prisma.
¢) Volumen del tronco.

Un paralelepipedo tiene por base un rombo ABCD de lado s,
formado por dos tridngulos ABC y CBD. La tercera arista AA’ que
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parte de A, forma con cada una de las AB y AD é4ngulo de 60° y

su longitud es a.

Demostrar;

1° Que todas las caras del paralelepipedo son iguales. Calcular el
4drea total del paralelepipedo.

2.° Que existe una esfera inscrita en el paralelepipedo; es declr,
tangente a las seis caras.

Una piramide de vértice V tiene por base un cuadrado ABCD. La

arista VA es perpendicular al plano p de la base. En cada una de

las caras VAB y VAD se trazan las alturas AH y AK a los lados
npuestos VB y VD, respectivamente.

Se pide:

a) Demostrar que: 1° La resta AH es perpendicular a la recta BC.
2.° La recta AK es perpendicular a la recta DC.
3.° El plano AHK es perpendicular a la recta VC.

b) Tomando VA = AC — 1 se corta la piramide por un plano pa-
ralelo al plano p, a una distancia xr de este plano. Calcular, en
funcion de z, el area de poligono seccion, estudiando su varia-
cién a variar x y dibujando la curva representativa de esta va-
riacion,

Dibuja un icosaedro regular. Sean A y B dos vértices opuestos del

icosaedro. Suprimiendo las dos pirdmides P, y P. cuyas caras la-

terales tienen en comun los vértices A y B, respectivamente, re-

sulta un poliedro Q.

Se pide:

a) Cuantas caras, cudntos vértices y cuantas aristas tiene el po-
liedro Q.

b) Cuantas diagonales posee el poliedro Q. (Diagonal de un polie-
dro es un segmentd cuyos extremos son dos vértices del po-
liedro y que no tiene mas punto comun con sus caras que di-
chos vértices).

c) ¢Cuantas rectas existen con la propiedad de que un giro de 72
alrededor de ellas superponen al poliedro @ consigo mismo?

ngostrar que si todas las aristas de un tetraedro son iguales, estas
seis rectas son perpendiculares dos a dos.

VOLUMENES DE CUERPOS DE FORMAS PARTICULARES

En el espacio, dos segmentos, AB y CD, se cruzan., Dichos seg-
mentos tienen lgual longitud 2 m., y son perpendiculares entre sf.
El segmento de perpendicular comun coincide con el segmento que
une los puntos medios M, y M. de dichos segmentos 4B y CD, y
mide también 2 m. Calcular la longitud de las aristas, el area total
y el volumen del tetraedro ABCD.
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Se da el rectangulo ABCD, cuyas diagonales, que se cortan bajo
angulo de 60°, mide cada una 2a.

Haller el volumen del prismatoide de altura 2 = 2 - AB (slendo 4B
el lado mayor del rectingulo) una de cuyas bases es ABCD y la
otra es el cuadrilatero cuyos vértices se proyectan ortogonalmente
sobre los puntos MNPQ que son los medios de los lados del rec-
tangulo citado.

Se da una pirdamide SABC. Su base ABC es un triangulo equi-
latero, de lado a; las otras caras son iguales, y la altura de la pi-
ramide es h. Se corta esta piramide por un plano paralelo a su
base. Sea DEF la seccién obtenida y x su distancia al vértice S.
Se pide:

a) Calcular el volumen V, de la piramide SDEF. El volumen V,
de la pirdmide HDEF, cuyo vértice H es el centro de la circunfe-
rencia circunscrita al tridngulo ABC.

b) Estudiar la variacion de la razon y = V./V, cuando z varia
de O a h.

¢) Caleular x para que el volumen del cuerpo obtenido, restando
de la pirAmide dada SABC las dos piramides SDEF y HDEF, sea
igual al volumen del s6lido formado por estas dos ultimas pirami-
des. ¢(Cudl es entonces el area del tridngulo DEF?

Se considera una piramide SABC, cuya base es un triangulo equi-
latero ABC, de lado a y cuya altura es SA = a.

a) Calcular el volumen de la pirdmide, la superficie de SBC y la
distancia del punto A al plano SBC.

b) BSe toman sobre SB y SC longltudes iguales BM = CN = b y
se considera el plano AMN, que corta a la pirdmide en dos partes,
de las que se calculara el volumen respectivo.

c¢) Calcular el perimetro del triangulo AMN.

Contestar a las siguientes cuestiones:

a) Un recipiente en forma de prisma de base cuadrada, de lado
4 cm, esta inclinado de tal manera que el liquido contenido en él
alcanza en las aristas laterales las alturas de 7 c¢m, 8 cm, 11 cm ¥y
10 cm. (Qué cantidad de liquido contiene el recipiente?

Las bases de un prismatoide son: un cuadrado DEPFG y un triin-
gulo isosceles ABC. La proyecciéon ortogonal de la base superior,
ABC, sobre Ja interior es el triangulo DEH (H e¢s el punto me-
dio del lado FG del cuadrado). Las caras laterales se forman uniendo
AconDy G, Becon EyF, y CconF yG. Hallar el volumen del
prismatoide, siendo la altura del mismo y el lado del cuadrado de
la base iguales a 4 m.

Nota.—Las proyecciones de A y B sobre la base inferior son, respec-
tivamente, los puntos D y E, y la de C es el punto H. El vértice F de
la base inferior es contiguo al E y opuesto al D.
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Las bases de un prismatoide son dos cuadrados. Las proyecclo-
nes ortogonales de los vértices de 1a base superior sohre el plano de
la inferior son los puntos medios de los lados de ésta. Las aristas
laterales unen cada vértice de la base superior con los dos vértices

méas proximos de la inferior. El lade de la base menor mide 8 vV 12
cm., y la altura del prismatoide es de 9 cm Calcular el volumen.

Sobre las tres aristas de un triedro trirrectangulo de vértice V
se toman segmentos V4 —= a ¢cm., VB =— b cm. y VC = ¢ cm. Se pide:

1° Area total del tetraedro VABC.

2. Volumen del tetraedro.

3° Distancia de V al plano ABC.

Aplicacién al caso en que V4 = 9 cm., VB = 13 cm. y VC = 16 cm

Se considera un semicirculo de diametro AB = 2R. Sea M un
punto de este semicirculo, H su proyeccién sobre AB. Se designa
con % el segmento AH.

Sobre la perpendicular en M al plano de este circulo, en una de
las semirrectas, se lleva MS == MH y se construye el tetraedro SMAB,
a) Calcular, en funcién de R y de x, lag aristas de este tetraedroy
demostrar que el angulo diedro de arista AB, del tetraedro, tiene un
valor constante cuando x varia.

b) Demostrar que la suma de los cuadrados de las longitudes de dos
aristas opuestas tiene un musmo valor y, para los tres pares de aris-
tas opuestas, AB y SM, SB y AM, SA y BM.

g)R” Representar graficamente los valores de y cuando x varia de ¢ a

En un plano horizontal se da un triangulo equildtero ABC de
lado a.

Sobre la vertical gque pasa por B, y en sentido ascendente, se marca
el punto D, definldo por BD = z, y sobre la vertical que pasa por C,
y en sentido ascendente, se marca E, definido por CE = y.

@) Calcular £ e y para que el tridngulo DAE sea rectiangulo en A
y la hipotenusa DE tenga una longitud dada 21. Discusién. b) Cal-
cular el Area del triAngulo DAE. Valor minimo de este area. Su-
poniendo el caso del valor minimo, calcular el coseno del angulo
del. plano DAE con el plano horizontal y demostrar que este angulo
es igual al dngulo que forma la diagonal de un cubo con una arista.

Se dan los puntos O y A, siendo OA =d.

a) Determinar el radio z de una circunferencia de centro O, tal
que si se trazan por A las tangentes AT y AT’ a la misma, la
tuerda de los contactos TT’ tenga una longitud dada 21, Dis-
cusion.

b) Aplicacion numérica al caso d=5m, 1=24m.

Una piramide VABC tiene la arista VB perpendicular al plano de
la base ABC. La arista VC mide 65 cm. y el tridngulo de la base,
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ABC, es rectangulo en A, su lado AB mide 15 em. y tg. ABC — 4/3.

a) Calcular el volumen del cono, que proyecta desde V la circun-
ferencia inscrita en el trianguo ABC.

b) En el plano ABC se toman como ejes de coordenadas las rec-
tas AC y AB. Hallar las coordenadas del centro de la circunfe-
rencia homotética de la circunferencia circunscrita al trianguln
ABC en la homotecia plana de centro A y razon —1/2.

AREAS Y VOLUMENES DE LOS CUERPOS DE REVOLUCION

Hallar el area de una superficie esférica, sabiendo que el 4rea
total del cono equilatero circunscrito a ella es 81 m®

Dada una esfera de radio R, y uno de sus didAmetros A B, se
considera el cllindro circunscrito a la esfera que tiene A B por eje,
y el cono que tiene por vértice A y AB por eje y cuya base es el
circulo obtenido cortando el cilindro por el plano normal a- AB
en B. Se cortan los tres sélidos por un plano perpendicular a AB
en un punto H. Se hara AH = z. El plano corta al cono, la esfera
y el cilindro, segin tres circulos de &areas-respectivas S §. y S,
Be pide:

a) Caleular 8, 8, y S, Estudiar las variaciones de S, y de 8,8,
cuando x varia de 0 a 2R,

b) Determinar x para que 8, S, 8, estén en progresién aritmética,.
¢) Determinar x para que S, S, S, estén en progresién geométrica.

Supuesto que la minima distancia a que puede encontrarse un
satélite artificial en su orbita alrededor de la Tierra es de 200 Km,,
calcular el area del casquete terrestre que se divisara desde el sa-
télite en ese momento.

Sobre una esfera de radio igual a 1 metro se considera un casquete

de altura igual a medio metro.

Se pide:

1> Area del casquete esférico.

2° Volumen del sector esférico correspondiente a ese casquete.

3.° Volumen del cono cuyo vértice es el centro de la esfera y cuya
base es el circulo base del casquete.

4° Volumen del segmento esférico limitado por el casquete y su
base.

En un tridngulo equilatero de lado a, se trazan por un punto P
de uno de sus lados, BC, paralelas a los otros dos. Se pide:

a) Decterminar la posicion de P, para que el volumen engendrado,
por el paralelogramo formado en la figura al trazar las paralelas
y el engendrado por el tridngulo dado, girando ambos alrededor de
BC, estén en la razoén de 2 a 3.

b/ Calcular la distancia del punto P al pie de la altura del lado AB.
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9243. Razéon entre los voliimenes de las esferas inscrita y circunscrita
a un octaedro regular. Volumen del cono que tiene por vértice
uno del octaedro 'y que estd clrcunscrito a la esfera inscrita. Arista
del octaedro,-un metro.

244. Un cilindro inscrito en una esfera de radio R tiene su area la-
teral igual a la de un circulo méximo de la esfera dada. Hallar:
a) Las areas laterales y total de dicho cilindro.
b) Volumen de uno de los segmentos esféricos de una sola base,
cuya base es la del cilindro.

245. Sean dados una circunferencia de centro O y radio R y un punto
P de su plano tal que PO = d. Trazando una tangente PT se
obtiene el tridngulo mixtilineo PTA, Calcular en funcion de R
y d el area total y el volumen del cuerpo engendrado por dicho
tridngulo mixtilineo al girar alrededor de la recta PO @ > R).

246. Por un punto de la base de un triangulo equildtero de lado a se
trazan paralelas a los otros dos lados. Determinar la distancia de
este punto al vértice mas proximo para que el volumen engendrado

. 2
por el paralelogramo formado sea los —- del volumen engen-
3
drade por el tridngulo cuando la figura gira alrededor de la base.

247. Por un punto de la base de un tridngulo equildtero de lado ¢ se
trazan paraleles a los otros dos lados. Determinar la razén entre
los segmentos en que este punto descompone a la base, para que el
volumen engendrado por el paralelogramo obten do sea la mitad
del volumen engendrado por el triangulo, cuando la figura gira al-

" rededor de la base.

248. Se da un cuadrilatero ABCD cuyo angulo A es recto, cuyos lados
AB y AD tienen 1 m de longitud y cuyos otros dos lados B C ¥y
DC son iguales cada uno a la diagonal BD. Se pide: )
Calcular €l volumen que engendra este cuadrildtero al dar unsa
vuelta entera alrededor de AB.

249. Se da una esfers de radio R y se construye un cono de revolu-
clon, cuya base sea un circulo méximo de dicha esfera y cuyo vo-
lumen sea la mitad del de la esfera. Se pide: ‘
a) Altura de dicho cono.

b) Radio de la circunferencia menor, segin la cual se cortan la
esfera dada y el cono.

250. Se considera un primer cono de revolucidn tal que su seccién
por un plano meridiano sea un triangulo equildtero de lado 2a.
¢Cudl es su volumen? -

En este primer cono se inscribe un segundo cono cuyo vértice esté
en el centro de la base del primero, cuyo eje de revolucién coincide
con el eje de revolucién del mismo, y cuya seccién por un plano
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252.

253.

" 254.

255
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merid.ano es del milsmo modo un tridhgulo equildtero. ¢Cuél es el
volumen de este segundo cono? (Cuél es el volumen del sélido limi-
tado por la superficle lateral del primer cono, la superficie lateral
del segundo y la base del primero?

En el 2° cono se inscribe un 3., definido con respscto al 2.° como
el 2° fue definido con respecto al 1.°, y asi sucesivamente.-;Cudl es
la sucesion de los valores de los conos asi obtenidos? ¢Cual es la
suma de los volumenes de los n primeros? Si se continuara indefi-
nidamente la construcelén de estos conos, se obtendrisn cada ves

mas pequefios, pero que todos tlenen en su interior un punto cuys
definicién se pide.

Destlé un punto que dista 13 dm. del centro de una circunfe-
rencfa de 6 dm. de radlo se trazan las tangentes a la misma, limi-
téndolas en los puntos de contacto. La figura asi obtenids gira
alregedor del didmetro que pasa por el punto primeramente indi-
cada Calcular el 4rea y el volumen del cuerpo engendrado.

Caleular el volumen de la esfern inscrita en un octaedro regu-
lar Je arista 8 dm.

Doa circunferencias de radios 4 cm. y 1 cm. son tangentes ex-
teriores en el punto 4. Se traza una tangente comun exterior, cuyocs
puntos de contacto respectivos son T y T’. Calcular el area y el
volufnen del cuerpo engendrado por el tridrgulo mixtilineo ATT”

al girar 360° alrededor de la linea de los centros (Témese para 7 el
valor 3,14).

Los radios de las bases de un tronco de cono miden a metros y b
wmetros. Se consideran los dos conos que tienen por bases las del
tronco y por vértice el centro de la otra base. Estos dos conos se
cortan segfin un circulo. Calcular el drea de este circulo. Aplica-
cién al caso particular en que a = 30 ¢cm, b = 20 cm.

Se dan un cono recto y una esfera colocados sobre un mismo
plano. Cortar ambos cuerpos por un plano paralelo al anterior, de
modo que las dos secciones sean iguales. ElI' radio de la base del
cono es 5 m., y la altura del cono y el diAmetro de la esfera son
ambos iguales a 10 m.

Sea un triedro SXYZ, cuyas caras miden: XYS .- 120°, YSZ = 90°,
Z8X =. 90°. Sobre SX y SY se llevan longitudes SA y. SB iguales a
8 cii. Determinar la longitud SC que se debe tomar sobre SZ para
que sl triangulo ABC sea equilalero. Calcular el radio de la esfera
circunscrita al tetraedro SABC.
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256 Sea A el afijo de 3 + i en el plano de los numeros complejos.

Se pide: |

@) El numero complejo cuyo afijo es el punto B simétrico de A
respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

b) Hallar el nimero complejo y su afijo C, de la suma del name-
ro complejo 3 + i y el nimero complejo de afijo B.
¢) Volumen del cuerpo engendrado al girar 360° el tridangulo
OAB alrededor de OC.

956* Dada la circunferencia C de radio r y una recta S tangente en P
a la circunferencia, se pide: .
T

@) Construir una circunferencia, de radio —- tangente a C y a 8
3

en puntos distintos del punto P.

b) Suponiendo r = 3 cm,, calcular el volumen del cuerpo engen-
drado por el tridngulo STM al girar 360° alrededor de S, sien-
do S y T, respectivamente, los centros de las homotecias de
razones positiva y negativa que transforma la circunferencia
dada en la circunferencia construida y M el punto de inter-
seccion del eje radical de estas circunferencias con la recta s.

256° En un cuadrado ABCD, cuya diagonal es de 32,2 cm. estd inscrito {
otro cuadrado MNPQ, de modo que cada vértice de éste se en-
cuentra en un lado de aquél al que divide en dos segmentos en la
razon 8/15. Calcular:
1° El lado y la diagonal de MNPQ.
2° El volumen del sélido engendrado por este cuadrado en una
- rotacion de 180 grados alrededor de una de sus diagonales.

256° Un triangulo isosceles ABC, rectangulo en A, en el cual AB = AC = 1
gira alrededor de un eje BX situado en su plano y que pasa por el
vértice B sin atravesar el triangulo. Se pide:

@) TEl volumen engendrado por este tridngulo en funcién del an- J
gulo a que forma la hipotenusa BC con el eje BX. ,
b) Determinar a de manera que haga maximo el volumen engen- i
drado y obtener la expresidon de este volumen,

TRIGONOMETRIA PLANA Y ESFERICA

957. Determinar dos arcos cuya suma vale a, y s la suma»triAe sus sSenos
T Ve
Aplicar el sgsultado al caso en que a=—, § ° —
2 2

258. Sablendo que el diedro de un icosaedro regular mide 138" 11/ 24",
calcular el volumen de un icosaedro regular de 6 cm. de arista.
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259. En una esfera de radio R = 2 dm. se consideran los puntos me-
dios A, B y C de los lados de un triangulo esférico trirrectangulo
formado por dos cuadrantes de meridiano y un cuadrante de ecua-
dor. Calcular sin tablas:

a) Las medidas en radianes de los lados del tridngulo esférico
A B C.
b} Los cosenos de los dngulos de dicho tridngulo.
¢) El area del tridngulo rectilineo plano A’B’C’, siendo A’ y B
las proyecciones ortogonales de A y B sobre el plano del ecuador
que pasa por C.

= 280. Calcular:
1 El area de un tridngulo esférico ABC cuyos lados tienen 6,583 m.,
8,512 m. y 10,622 m. de longitud, respectivamente, sabiendo que el
radio de la esfera mide 8 m.
2.° El area del triangulo rectilineo ABC.
3.° El volumen del tetraedro OABC, siendo O el centro de la es-
fera.

~ 261. En una esfera de radio » se tiene un triangulo equilatero esférico,
cuya superficle es 1/16 de la. esfera. Se pide:
@) La medida de sus angulos y lados.
b) El radio de la circunferencia inscrita y el radio esférico de la
misma, -

262. Haciendo centro en un vértice de un tetraedro regular de 5 me-
tros de arista, se construye una superficie esférica de 2 Ti&tios
de radlo, la interseccion de la superficie esférica y el tetraedro es

- un triangulo esférico.
a) Hallar el diedro del tetraedro utilizando el tridngulo esférico.
b) Hallar, en m? el drea del tridngulo esférico.

263. El tetraedro regular OABC tiene de arista 1 m.

Calcular el area del tridngulo esférico que el triedro del tetraedro
de vértice O determina en la esfera de centro O y radio 1 m. Cal-
cular también el area del tridngulo esférico polar.

= 264. En una esfera de 1 m. de didmetro se tiene un tridngulo esférico
ABC equilatero, cuyo perimetro es m radianes.
Calcular:
@) Exceso esférico del tridngulo A’ B’ C’, reciproco del ABC,
b) Area del tridAngulo esférico A’ B’ C’.

= 265. Calcular el volumen de una esfera, sabiendo que el area de un
triangulo- esférico trazado sobre ella, cuyos &ngulos miden 55°, 67°
y.18°, tiene de area 314 cm®

2606. Kl tridngulo esférico ABC: tiene sus angulos iguales y cada uno

mide
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A =B =(C = 120°
El radio de la esfera es r = 1. Hallar:
1° El area del triangulo esférico ABC.
2. Su lado, determinado por alguna razon trigonométrica.

3° El volumen del tetraedro OA’B’'C’, formado por el centro O de
la esfera y los vértices 4’B’C’ del tridngulo polar del 4BC.

267. Resolver el tridngulo esférico ABC, conocidos:
a — 58 23; A = 42° 51’; B = 102° 47"

263. De un triangulo esférico trazado en una esfera de 1,6 m de radio

se conocen:
B — 108 32’ 14” C = T1° 45’ 58" A = 90°

Se pide:

1.° Resolver el triangulo.

2° Hallar su superficie en dm®*

3+ Volumen de la piramide esférica con vértice en el centro de
la esfera y base el triangulo.

269. Resolver el trianguio ABC, definido por:
a = 90°; b = 49° 35" 307, B = 45° 2" 30".

270. De un tridngulo esférico trazado en una superficie esférica de
radio 9 dm. se conocen:
a = 75" 20’ 00” ¢ = b4~ 28" 32" A =90
Se pide:
1.© Resolver el triangulo.
- 2. Hallar su superficie en m'.
3. Volumen de la pirdmide esférica con vértice en el centro de la

esfera y base el triangulo. ‘ 7
271. De un triangulo esférico trazado en una esfera de 6 decimetros
de radio se conocen: 4
b = 140° 52’ 40" ¢ = 114° 15’ 54" A -- 90°. |
Se pide: 1

a) Resolver el triangulo.

b) Hallar su superficie en m’.

¢) Volumen de la piramide esférica cuyo vértice es el centro de
la esfera y base el tridngulo.

9272. En un dodecaedro regular de 12 cm. de arista, calcular: . 1

1° El diedro formado por dos caras contiguas.
2° El radio de la esfera inscrita.
3.° El area total y el volumen de este cuerpo.

273. En un decdecaedro regular, calcular:

a) La medida de su angulo diedro.
b) Su volumen, siendo 8 cm. la longitud de la arista.

MATEMATICAS PREU, — 8
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274.

275.

2786.

7.

278.

278+

278"

278°

]
278

De un triangulo esférico trazado en una superficie de radio 8 dm.
5e conocen:
b = 146° 11 24~ C = 126° 13 147 A = 90"
8e plde:
@) Resolver el triangulo.
b) Hallar su 4reéa en m®
¢) Volumen de la piramide esférica con vértice en el centro de la
esfera y base la del triangulo.

Resolver el tridngulo ecférico rectdngulo dado por: A = 90°, ¢ -
= 83° 4’ 25", b = 142° 17’ 10".

Resolver el triangulo esférico ABC. conocidos:
a = 42° 15 30" b = 76° 20'; 4 = 25° 18 14",

En un icosaedro regular convexo de 8 cm. de arista, calcular:

1° El diedro formado por dos caras contiguas.
2.° El radio de la esfera inscrita.
3.° El area total y el volumen de este cuerpo.

2 Caleular el 4rea y el diedro basico de una pirdmide hexagonal
regular, cuya base tiene de lado 3 metros y el diedro formado por
dos caras laterales consecutivas es de 150°. En los calculos se to-
mara por valores aproximados de

V2 =140y V3 =172

El paralelo terrestre de la latitud igual a 60° N se tienen los pun-

tos A de longitud 30° Qeste y B de longitud 30° Este y se pide:

@) Medida lineal en Km. del arco de paralelo AB.

b) Resolver el triangulo PAB, siendo P el polo Norte terrestre,
para obtener el coseno del arco AB de circunferencia méaxima.

¢) En posesion de una tabla de logarttmos calcular la graduacion
del arco AB de circulo maximo ¥ su medida lineal en Km.

Sabiendo que el area de un tridangulo esférico equilatero es igual
a2 un circulo maximo, calcular los angulos de dicho triangulo,

Calcular el area del triangulo esférico que determina en una es-
fera de 6 cm. de radio un triedro equildtero cuyas caras miden 60°
y cuyo vértice es el centro de dicha esfera.

Dado el triangulo esférico equilatero ABC de lado igual a 80° so-
bre una superficie esférica de radio 1, se pide:

a) Calcular el coseno del angulo A.

b) Calcular el coseno de 3 A.

¢) Calcular el exceso esférico de ABC.

d) Caleular el area del triangulo ABC.
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ASTRONOMIA

i e y la latitud
un punto, M, de la tierra, cuya longitud es O y i
?;ng par& un avion hacia otro punto, &, que esta equ_ldistante de
los d(;s polos de la tierra y del punto M; pero se ve obligado a ate-
rrizar a los 2/3 de su camino y al Este de M. Hallar:
© Tas coordenadas geograficas del punto .de ai}ernzaJe.
;J' El tiempo que tardd, en efectuar éste, si llevé una velocidad de
800 Km/h.
3° El area del huso de angulo EAP’?
980 Las coordenadas geogrificas de dos lugares situ_ados sobre la su-
‘ perficie terrestre supuesta esférica, son, respectivamente:

{ 1'=23 42' E. B { V=113 42’ B.
A= 62° 18’ N. N= 18 26’ N.

= 219.

!

Hallar:

1° La diferencia de hora solar en ambos lugares.

2° Ia distancia esférica entre A y B y el area del triangulo es-
férico PAB, siendo P el polo Norte.

3° El volumen del cono que tfiene por vértice el punto A y por
base el ecuador.

“ 281. Desde dos puntos del ecuador cuyas longitudes difieren 90°, par-
ten simultdaneamente hacia el polo Norte, y siguiendo sus meridia-

2

nos, dos maviles, A'y B, con velocidades de 6668 —— Xm/h. y 1.000
3

Km/h, respectivamente.

Caleular:

_1° Ia distancia que separa a estos moviles al cabo de cinco horas,
medida sobre el arco de circulo maximo que los une.

2° Los angulos que este circulo maximo forma con los meridianos

_de A yde B.

Area del huso de angulo A.

ion sale de Buenos Alres en direccion a Madrid. Las coor-
,raﬂcas de estas dos cludades son:

= 58 10’ A= —32° 30",

3 42 Aa = 40° 20

; mar a’,kkla salida? ¢Qué direccion lleva a la

de salida o de llegada el angulo que for
tivo meridiano).
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283.

284,

285.

287.

- 288.

289.

= 290.

Un avién parte de un punto del ecuador terrestre situado a 80

W de Greenwich para seguir un arco de circunferencia méxima que
i

forma con el ecuador un angulo «, tal que co0s o = ——, (Cuanto
3

tiempo deberéd volar, a la velocidad constante de 500 Km/h., pars
alcanzar el meridiano 70" E? ¢Qué latitud tiene el punto con el cual
lo alcanza?

Dos puntos, A y B, sobre la superficie de la Tierra considerada
esférica, tienen igual latitud, 45°. La longitud de A es 25° 18’ Oeste
y la de B, 34" 42’ Este (ambas con relacién a un mismo meridiano!
Se pide:

@) Longitud en kilémetros del arco de paralelo que los une.

D) Longitud del arco de circunferencia maxima que los une.

La circunferencia méx ma de la Tierra tiene de longitud 40.000 ki-
1dmetros, aproximadamente.

Dos puntos del paralelo 20" N. tlenen longitudes respectlivas:
23° 42’ E. y 18° 26’ O. Se desea calcular:

@) La distancia esférica entre ambas.
b) Su distancia en el espacio.

¢) La ‘distancia polar de cada uno.

d) La diferencia de hora local.

La latitud de un trépico es de o = 23° 97’ 30" y .1a del circulo po-
lar artico 90° — «.

Hallar la razon entre el 4rea determinada por ambos circulos y la
zona de la Tierra, supuesta esférica.

Dos puntos C v F de la superficie terrestre estdn situados en
el ‘mismo paralelo 45° y tlenen: F 30° de longitud oriental y C 30°
de longitud occidental. Calcular en km la diferencia de distancias

que los separa segin se vaya de uno a otro siguiendo el paralelo o
el circulo maximo que los une.

Un avién que sale de Madrid a las 0 horas (locales) de un dia,
tarda 18 horas 30 minutos en llegar a un punto B, cuya longltud
referida al ‘meridiano de Madrid es 75° Oeste.

¢A qué hora (local de B) llega el avién a dicho punto B?

Calcular la distancia entre dos cludades situadas en el paralelo
de latitud 60°, sabiendo que sus longitudes son: 10° E y 30° B.
(Témese para valor del radio terrestre 20.000/rt Km).

Determinar razonadamente entre qué valores ha de estar com-
prendida la latitud de un lugar, para que la sombra de una persona,
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al paso del sol por el meridiano del lugar, tenga longitud nula dos
veces al afio. Hallar la latitud de un lugar para que ‘1o mas arriba
dicho suceda una sola vez al afio.

-~ 201. La latitud de Madrid es 40° 24’ 30", y Ja declinaclan méxima del
8ol es de 23° 27°. Calcular la altura meridiana del Sol al mediodfa
verdadero locdl, cuando la declinacién alcanza ese valor.

(Se recomlenda explicar el problema mediante un dibujo).

292. Un punto, A, de la Isla de Fernando Poo estd a 3° 30’ de la-
titud N, y a 8° 40’ de longitud E. Supuesta la tierra esférica (y exac-
ta la definiclén clasica del metro como parte alicuota del meridia-
no), se pide:
1° ¢A qué altura habri de ascender sobre el nivel del mar para
llegar a ver un punto del ecuador?

2° ¢Qué longitud tiene el arco de circulo maximo que une A con

el punto O de interseccion del méridiano de Greenwich con el
ecuador?

3. Distancla rectllinea entre los referidos puntos A y O.

== 293. Un punto, A, de la isla de Fernando Poo esté a 3° 30’ de latitud N.
y a 8° 40’ de longitud E. Supuesta la Tierra esférica (y exacta la
definicién clasica del metro como parte alicuota del meridiano),
Se pide:
1° ¢Cual seri la hora solar en A cuando el Sol atraviese el me-
ridiano de Greenwich?
2° ¢Cual serd la declinaclén del Sol los dias en que pase por el

. cenit de A?
3.2 Calcular el valor del drea de la zona esférica limitada por el
paralelo de A y el ecuador.

) /~\ (Deben utilizarse tablas).

/
/=—294./ La altura del sol sobre el horizonte de Niremberg a las 6 horas

L - de la mafiana de clerto dia es de 17° 18. La latitud de esa pobla-
cién es de 48° 20’ N. Calcular la declinacién del sol en ese dia.

295. En el dia del solsticio de verano hallar la latitud minima de un
lugar de la Tierra para que no tenga noche. En dicho dia, y para
otro lugar de la Tierra cuya latitud es de 45° N, hallar la duracion
del dia y de la noche.

= 206. Obtener razonadamente la altura meridiana, del Sol el dia del
solsticio de verano en un lugar cuya latitud sea 53° 27‘. En ese
instante del paso meridiano, ¢qué sombra arroja un poste vertical
de tres metros sobre un plano horizontal?

297. }¢Qué angulo forma con la meridiana una calle de Madrid que
—" & las 18 horas de tiempo solar verdadero, el dia 1 de abril no pro-
yecia sombra en ninguna de las aceras?
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Latitud de Madrid: 40° 12’ 31~
Declinacion del Sol el dia 1 de abril: 10°.

298. ¢A qué hora de tiempo solar verdadero sale y se pone el Sol en
un lugar de 45° de latitud N. el dia en que la declinacién de ese
astro es de 20°? ¢Cual es la duracién del dia y de la noche en di-
cho lugar en esa fecha?

=~ 999, Calcular la declinacién de un astro que en Berlin alcanza su cul-
minaciéon a los 80,
Decir st dicho astro es circumpolar en esa latitud.
(Nota.—Culminacién: Maxima altura sobre el horizonte).

. 800.) La ascensién recta de una estrella de 30° de declinacién, a las
=" g horas, de tiempo sidéreo, es 75°. Calcular la altura de esa estre-
lia sobre el horizonte en omento )en que su acimut es de 90°.

A L1y e
Q{@ Un marino calcula una fooche la altura de la estrella polar, que
h son 45°. Sabe que el Sol se ha puesto a las 7 h. de la tarde y desea
hallar la declinacién del Sol en el instante de su puesta. ¢Cémo lo
. calcula?

@O&n el dia del equinoccio de primavera se ha medido en Madrid

-—~"1a, sombra de un lapiz, en posicién vertical, de 15 cm. La medicion
fue efectuada después del mediodia y dio 25 cm, {Qué hora era?
Latitud de Madrid, 40° 24" 29”.

303. ;La latitud de un >lugar de la tierra es de 48° 19°, La altura del
e “8ol, a las 6 horas de la mafiana, es de 10° sobre el horizonte, Calcu-
lar la declinacién de ese astro en ese dia.

303* Calcular las horas del orto y del ocaso del Sol en un lugar de la
Tierra de 45° de latitud N. el dia en que la declinacién del Sol es
de 15°; hallar también la duracién del dia y de la noche en esa fe-
cha y lugar.

303 En el lugar de latitud 60°, calcular la longitud de la sombra arroja-
da al mediodia por un mdstil vertical de 10 metros de altura en el
dia mds largo del aiio.

303° En un lugar del hemisferio Norte se observa mirando hacia el
punto Sur que la altura de una estrella en el instante de su culmi-
nacién es a = 65°. La declinacién de dicha estrella es & = 30°,
Con la ayuda de un esquema de la esfera celeste, determinar la la-
titud ¢ de aquel lugar.

303¢ Calcular el tiempo que el Sol se encuentra sobre el horizonte en
un punto de la Tierra, de 45° de latitud norte, el dia del solsticio
de verano. (sen 23° 27° = 0,39794).
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303°

= 303¢

.

304.

305.

306.

307.

Hallar la distancia medids sobre la superficie terrestre entre dos
puntos de la misma de coordenadas A (23" N, 60" E), B (57" 6’ 5,

30° W).
Calcular razonadamente mediante la figura correspondiente la al-

tura que alcanza el Sol al pasar por el meridiano de un lugar el dia
en que la declinacion del Sol es 20° N. Latitud de lugar: 40° N.

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Representar graficamente la funcion: y = z* + ba* + cx + d,
sabiendo:
a) Que la ecuacion ' -+ bx* + cx + d = 0 tiene por raices m, n y p.

b) Que estando en el sistema de base dos, un numero escrito con
cinco cifras iguales, en el sistermna de base n estd escrito con tres
cifras iguales a las anteriores.

¢) Que p es el valor que anula al determinante:

3 p 16
0 2 2
1 p o

y d) Que el polinomio 3z° — z' + mz + p es divisible por x — 2.

Estudlar y representar la funci‘c‘)n

Z
Yy = ——
t—a

Estudiar la funcién
x

42
y construir la curva correspondiente.

a) Estudiar la funcidn que expresa la suma de los tres térmi-
nos de una progresion geométrica de razén z, siendo a su primer
término.

b) Determinar z de modo gue la suma de los cuadrados de los tér-
minos extremos aumentada en el doble del cuadrado del término
medio sea igual a m* a'. Discusion.

¢) ¢(Qué valores hay que dar a &', cuadrado de la razén de la pro-
gresion, para que se pueda construir un tridngulo recténgulo con
tres segmentos medidos por los tres términos de esta progresién?
*Se da a — 137.
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307

307°

307°

307¢

307°

307

Se tiene la ecuacién:

1 2
1

W W w

X+
y = X + X
X + 2
y se pide: )
a) Interseccién con el eje x de la curva correspondiente a aquella
ecuacion. . ) i
D) Ecuacién de la tangente a esa curva en dicha interseccion.

¢) Intersecciones de esa tangente y de dicha curva.

QGrafics de la curva representada por ¥y = x e*, hallando el area del
recinto limitado por la misma, el eje X y la recta paralela al eje Y
que pasa por el minimo de la curva.

En una circunferencia de radio r se consideran dos arcos consecu-
tivos cuya suma es un cuadrante y cuyos dngulos centrales respec-
tivos miden o y n/2 —q, 0<agn/2).

Hallar:

a) El méximo de la suma de sus cuerdas.

b) El méximo del drea del trisngulo determinado por {os extremos
de dichos arcos.

Dos nadadores, colocados en puntos opuestos de dos calles de una

piscina de 90 m. de longitud, comienzan a nadar simultdneamente

a lo largo de la piscina. Uno a 3 m/s y el otro a 2 my/s.

a) . ¢(Cudntas veces se encontrarin en 12 minutos, suponiendo que
no pierden tiempo en las vueltas?

b). - Representar graficamente los movimientos de los dos nadado-
res-tomando en el eje z los espacios recorridos y, en el eje v,
los: tiempos.

Desde un punto P, variable en una semicircunferencia de didmetro

AB = 2r, se trazan las perpendiculares PC y PD al didametro AB y

8 la tangente en B a la circunferencia, respectivamente.

Se pide:

a) Expresar, en funcién de r y de AC =1, el volumen V del cuerpo
engendrado al girar el trapecio APDB alrededor de AB

b) Tomando r = 1, estudiar la variacion de la funcion:

3v

y=—

2m
a) Calcular z e y de modo que los cuatro nimeros:
yi—x, bx+41, 2y, Yy+x—1

tqmados en el orden dado, estén en progresion aritmética.
b) Siendo a la medida en grados sexagesimales del angulo interior
de un poligono regular convexo de 7 lados, b la medida en gra-
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dos centesimales del dngulo interior de un poligono regular con-
vexo de m lados y

a 3 vy

b 10 x

siendo x e y los nuimeros obtenidos en a), determinar m y n.
Discusion,

307¢ Dado un tridgngulo ABC de lado a =5 cm, cuyo perimetro es de
15 ems., y cuya bisectriz del angulo A divide al lado a en dos segmen-
tos que se hallan en la razén 2/3, se pide:
a) Calcular los otros dos lados
b) Estudiar la funcién

y = log . (x*— mx + n),

en la que m y n son la mitad del mayor y del menor nimero, res-
pectivamente, de los obtenidos en a).

307" Dada una esfera de radio r, se pide:
a) Calcular el volumen minimo de los conos de revolucion circuns-
critos a la esfera. (La esfera es interior al cona y tangente a
la base y a la superficie lateral),
b) Razon del area total y del volumen del cono al drea y volumen ,
de la esfera, respectivamente.

307 Dada la funcion:
y=ax'+bx*+cx +4+d

que admite el maximoy =1 para x = —1y el minimo y —— 2 para

r—=2,

Se pide:

a) Calculara, b, c y d.

b) Coordenadas del punto de inflexion de la curva representada
por la ecuacion dada.

¢) Representacion grafica de la curva,

307 Bstudiar la variacion de la funcion:

X*—5x + 4

y=-
X*—5x +'6

y dibujar la grafica correspondiente.

307 Se tiene la funcion: y= v x, (x> 0)
y se pide:
a) Derivar logaritmicamente la ecuacion que relaciona x e y.
b) Calcular maximos y minimos de la funcién y, estudiando los
intervalos de crecimiento y decrecimiento,
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307

307

307"

308.

Sabiendo que e] precio de un diamante es proporcional al cuadrado
de su peso, demostrar que, partiendo el diamante en dos, disminu-
ye su valor. {Como ha de hacerse esta particion para que la depre-
ciacion sea maxima?

@) Encontrar dos numeros naturales cuyo producto sea igual a la
mitad del producto de los nimeros obtenidos aumentando cada uno
de aquéllos en tres unidades.

b) Estudio y representacion grafica de la funcion:

18
y=34—
Xx—3

que aparece en la resolucion del apartado anterior.

Dado un segmento AB de longitud igual a 12 cm.
@) Determinar graficamente el punto P de la recta AB, extérior
PA 7
al segmento dado, tal que se verifique la relacion —
PB 12

justificando el protedimiento empleado y calculando la longi-
tud del segmento PA.

D) Siendo ese segmento AB base de un tridngulo isosceles cuys al-
tura correspondiente mide 5 em., hallar un punto de ésta tal
que la suma de sus distancias a los tres vértices sea minima,
(Elijase un sistema .conveniente de ejes coordenados).

LIMITES

A) Los nameros « = lim a, ; b=1limb, y ¢ =Ume,

n—> Tt ~» oo 71 > oo
son fas abscisas de los puntos A, By C, de una serie rectilinea. Hallar
dichos ntmeros asi:

2n(n + 1) (n +3) 1 1
a, — , b, 18 1. Lo — §.
n-—5n+17 2 ¥

1 1 2 3 n
.‘.(1__); c,‘:l?.(_— B +~)

n* n o n? n*
B) Hallar la abscisa de punto D, conjugado armoénico de C res-
pecto de A y B.
C) Construccién grafica de dicho punto D.
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308"

308°

~ 309.

310.

311.

312.

313.

a) Calcular:
lim V¥ +x4+1—Xx)

X—> o0

b) Si r es el nimero inverso del limite anterior, calcular a de mo-
do que sea incompatible el siguiente sistema de ecuaciones:

ax—6y=5a—3
rx+ @—"y=—"a+29
Sea

1 1 1 1
Sa=———+ + ot
1x2 2% 3 3x4 (n"n+1)

a) Calcular S, para n=1, 2, 3, &

b) Observados los resultados de a), calcular la suma del segundo
miembro'de S, demostrando, por induccion, la tormula obtenida.

¢) Calcular

lim 8S,.
n-

RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO

En un triangulo, el lado ¢ = 10 cm., el semiperimetro es 12 cm,,

y el producto de los plmeros que miden los tres lados vale 480.

Hallar:

1° Las longitudes de los lados b y c.

2° El radio 7, de la circunferencia exinscrita tangente al lado
mayor.

3¢ La longitud de la bisectriz interior del angulo 4.

Dada la circunferencia de centro (0, 2 V 3) y radio 2, hallar
las coordenadas de los vértices de los tridngulos . equilateros que,
teniendo un vértice en O (0, 0) y otro perteneciente a y = 0, el
tercero se halla en la circunferencia dada.

Resolver, sin tablas, el triangulo del que se conoce: A == 45°, b = 4
dm. y el radio del circulo circunserito, R = 4 dm,

Los lados de un triangulo miden: ¢ = 4 cm, b =5cm,c=6
cm. Calcular el area del triangulo, la longitud de la altura que parte
de 4, la longitud de la mediana gue parte de B y la longitud de la
bisectriz interior que parte de C.

Los lados de un triangulo miden: a = 10 dm., b = 12 dm, ¢ = 16
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dm. Calcular el radio del circulo inscrito, los radios de log circulos
exinscritos y las Jongitudes de las bisectrices (interior y exterior)
que parten del vértice A.

314. Las alturas de un tridngulo miden 20 em., 24 ¢cm., y 24 cm, y el
perimetro 80 cm. Calcular los lados del tridngulo, su érea y los radios
de las circunferencias inscrita y exinscrita.

Construtr un triangulo conociendq R, = 1 m, a4 = tmyb=3m
Calcular los d4ngulos B y C del tridngulo anterior,

Los lados de un tridngulo ABC miden: a —~ 4 ¢m.. b = 5 cm,, ¢ = ]
cm. Calcular el area del tridngulo cuyos vértices son los tres ex-incen-

tros del friangulo.

En un tridngulo;. el lado @ = 10 cm,, el semiperimetro es 12 cm,, y
1 producto de los numeros que miden los tres lados vale 480. Se pide:

Longitud de 1a mediana, que parte del vértice B.
gitud de la bisectriz exterior del dngulo 4.

r la figura inversa del triangulo, en la inversion de centro
¥y potencia 48,

BC, rectangulo en 4, cuyos catetos AC y 4B
cm. v 12 cm, Se traza la mediand AM, y
3D a AM, que corta g la altura AHen G y
7. Y se pide:
12 a €4,
ALk, CE, MG y el diea del trapeclo

gulo en A y la altura 4dx. Se da:
YCH-—64 m.
Cy AH.
del punto H a los lados 4B y AC.
culo inscrito en el tridngulo ABC.

el ecirculo Inserito de un tridngulo es de 0,8 cm, y el
0 de este mide 12 cm.

pide:

) Construir el triangulo.

b) Calcular los lados y el 4rea del referido tridngulo.

Construir un tridngulo rectdngulo, conocidos los dos segmentos en
que la bisectriz interior de un angulo agudo divide al cateto opuesto.
Obtenida esta construceién, se supone el caso particular en que

los segmentos ‘miden 85 cm. y 22,1 cm. Se pide calcular la hipo-
tenusa y el otro cateto.,

322. Un triangulo ABC tiene los lados
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324°

324°

325.
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a=T7 b=10 ¢ =4

Calcular la distancia de los pies M y N de las dos bisectrices inte-
rlor y exterior, AM y AN correspondientes al vértice A.

Se dan dos circulos, de didmetros 4B = 2K y AC = 2 r (R>71),
siendo el menor interior y tangente en 4 al mayor. Sobre la tan-
gente comun, a un lado y otro del punto 4, se toman AM — AN = 2 1.
Las tangentes trazadas desde M y N a la circunferencla menor se
cortan en E, sobre el diametro AB. Se pide:

1° Calcular la longitud de BE.
9.° Hallar el area del tridngulo MNE,

De un triadngulo se conoce ¢ = 15 cm., B = 45, C = 75°, Se
desea hallar, sin utilizar tablas:

a) La .altura h,.

b) La mediana m,.

¢) La distancia del baricentro del trldngulo al lado a.

En un triangulo ABC, cuyos lados miden a =3 cm, b=5 cm, ¥y
¢=#6 cm. trazamos su circulo inserito, cuyos puntos de contacto
con a y ¢ son M y N respectivamente.
a) Siendo O el punto de interseccion de las rectas AM y CN, de-
terminar la distancia de A al pie, sobre el lado b, de la recta BO.
b) En el cuerpo engendrado por el triangulo ABC, al girar alre-
dedor de BC, se traza el plano perpendicularmente a BC, por el
punto N. Hallar el drea de la seccion determinada por dicho plano.
(Giro de 360°)

Los lados de un triangulo ABC son:
a—=10cm. b=14cm. ¢c=15cm.

En el lado AB se tiene el punto M tal que AM =4 cm., y en el AC

el punto N tal que AN =6 cm. Siendo P el punto de interseccion
PB

de las rectas MN y BC. se pide encontrar la razdn

y la me-
PC
dida de BP.

Construir un triangulo equilatero que tenga un vértice en el ori-
gen de coordenadas, otro en la recta v = 4 y el tercero en la cir-
cunferencia de ecuacion (x 4+ 3)° + (y —4)*=9.

RESOLUCION DE ECUACIONES

Calcular las raices de la ecuacién z* + 1.728 = 0. Representarlas
en el plano complejo y determinar el 4rea del tridngulo cuyos vértices
son sus afljos.
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326.

327.

328.

$29.

330.

330!

330°

330r

Resolver la ecuacién 82 — 12¢ + 3§ — 0, sabiendo que las raf-
ces estdn en progresién aritmética,.

Hallar:

Los valores que han de tomar p y g, para que 2i sea una de las
raices de la ecuacién:

6x* + 5% + p* - qx — 2 = 0
La distancia AB, siendo los puntos A y B los afljos de los complejos
plejos

Calcular las rafces comunes a las dos ecuaclones:
¥t 4+ —x—10=0; y,x*+ 22"+ 10x" + x + 10 = 0.

Determinar o y B de modo que las dos ecuaciones siguientes admitan
las mismas raices
Qe+ 1)x¥—B—-1D)X+2=0
P+x—Q@R—x—1=0

Hallar a y b en la ecupcion
¥+ex*+bx+15=0

para que tengan pqr raices 3 ¥ 5,
Hallar la otra raiz.

Dada Ia ecuacion:
@+ 12 @+ D@ —2a—1) 17— 92 (¢ — 1) a = 0,

se pide:
1.° Comprobar que admite la raiz

2° Valor de la otra raiz z..
8° Valorde z} + z 3
8i f(x) es un polinomio y la ecuacidén f{z) = 0 tiene como raiz un

mimero complejo, también el conjugado de éste es raiz de la ecua-
cidn, Sabiendo esto, resolver la ecuacion:

1l42'— 392 + 66 2° + 1209z — 350 = 0,
una de cuyas rafces es 3 4 4i.°

Dada la ecuacion,

X4+ 7x—8=0.
se pide:
a) Hallar sus seis raices.
b) Representar gréficamente los dos tridngulos cuyas vértices (de

sLlllna
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330¢

330°

330

330¢

330"

cada uno) son los afijos de igual mdédulo de las raices de la
ecuacion dada.
¢) Calcular el area de uno de esos tridngulos,

Dado- el polinomio:
1) X'+ 4x° —x*— 10x + 6,

se sustituye en él « por 2 + h.
a) Determinar h en

(2) :(z+h)‘+4(z+h‘)’f(z+h)’ﬁ10(z+h)+6,
de modo que se obtenga un polinomio en 2 sin término de ter-
cer grado.

b) Empleando el resuitado de a), resolver la ecuacion que se obtie-
ne anulando el polinomio (1).

¢) Representar graficamente la curva (2) para el valor de h obte-
nido en a). Se supone — 2 2),

Dada la ecuacion:

1
l | =0

| o

se pide:

a) Teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes ha-
llar una solucion de la ecuacion dada sin desarrollar el deter-
minante del primer miembro.

b) Hallar las restantes soluciones de dicha ecuacion.

¢) Si % y X, son dos raices distintas de la ecuacion dada hallar
la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (x, 0),
(x5, 0), (1, 3)).

Tres hombres A. B, C y sus tres esposas D, E, F (enunciadas en
cualquier orden) van al mercado y compran un cierto numero de
objetos. Cada persona paga por cada objeto un numero de pesetas
igual al numero de objetos que compra. Cada hombre gasta 63 pe-
setas mas que su esposa. A, compra 23 objetos mas que D y B com-
pra 11 objetos mas que E. ¢Quién es la esposa de cada uno de los
hombres A, B, C?

Dado el triangulo ABC cuyos lados miden: AB = 13, CA = 14,

e
—
T

CB = 15, se toman como ejes de coordenadas: 'la recta CA como
eje yy, y la mediatriz del segmento CA como eje Lx.
Se pide:

@) Calcular las coordenadas de B (Abscisa de B positiva).

b) Hallar un polinomio cuyas raices tengan por afijos los puntos
A, B, C, D, siendo D un punto tal que la figura ACBD sea un
trapecio isosceles. (Tomese como eje real el xx y como eje ima-
ginario el yy).

Un estudiante observo durante los d dias de sus vacaciones que:
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330

330’

330~

330’

330"

330"

a) Llovio siete veces, por la mafiana o por la tarde.

b) Llovié una sola vez cada mafiana o tarde Lluviosa.

¢) 8i llovio por la tarde no lovio por la. mafana de aquél dia.
d) Hubo cinco tardes claras y seis mafianas claras.

Se pide:

1" Averiguar el numero de dias de vacacion.

2 Descomponer en factores lineales el polinomio:

P (x) =x*— 5%° + 4x
y determinar los valores de z para los cuales es P (x) « 0.

a) Hallar las soluciones enteras de la ecuacion:
Xx—y)Y—5x=x—y+5
b) Calcular las raices de la ecuacion:
X+ 3x*—2x—2x4+12=0

sabiendo que 1—1, y por tanto su conjugada, son rdices de es-
ta ecuacion.

Calcular los angulos de un pentdgono convexo sabiendo que sus
valores expresados en grados estan en progresion aritmética y que
su producto vale 12.697.896.960.

Dado el polinomio x'—x*4 x*+4 ax + b,

a) Determinar ¢ y b de modo que se anule para x=1 y para
X =—2.

b) Sustituyendo a y b por los valores obtenidos, resolver la ecua-
cion que resulta de igualar a cero dicho polinomio.

¢) Calcular el producto de todas las raices obtenidas y la suma
de los productos que pueden formarse con dichas raices, toma-
das tres a tres.

Encontrar cuatro numeros conociendo su suma, a; su producto b;
la suma de los inversos de los dos primeros, ¢ y la suma de los in-
versos de los dos ultimos, d. Discusion.

Resover las ecuaciones
X*—Tx—6=0 xX—3x+4+2=0
sabiendo que tienen una raiz comin.

a) Hallar los valores de m para los cuales se hace positivo el tri-
nomio;

(m—2)x*+2@m—3) x + 5m — 86,
cualquiera que sea el valor de x.
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331,

332,

333,

334.

335.

336.

LUGARES GEOMETRICOS

Be dan dos circulos O y O’ situados en un mismo plano, cuyos
radios miden, respectivamente, 15 cm y 20 cm. Hallar:

a) El lugar geométrico del centro de un circulo variable que corte
dimetralmente a los dos circulos dados.

b) El circulo que corte diametralmente a los dados y a uno de los
del lugar.

Se da una circunferencis de centro O, y en ella el diametro 45.
Se traza por B una recta, que corta a la circunferencia en M.
Sobre dicha recta se toma el segmento MC = MB. Las rectas OC
¥y AM se cortan en P. Lugar geométrico del punto P cuando la recta
BM gira alrededor de P
Construir la figura hon ‘tica del lugar geométrico hallado. en la
3
homotecia que tiene por rentro 4 y razém — —
2

Obtener las coordenadss de los puntos M y N de la cuaterna
armonica (ABMN) siendo A (5,— 1) B (— 1,2) y AM: MB — 2. Ha-
Har la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano cuya
razon de distancias a los puntos A y B es igual a 2 y determinar la
relacion que tiene ese lugar con los puntos M y N.

En un plano se tiene un tridangulo ABM; sus vértices A y B son
fljos, pero su vértice M se mueve sobre una circunferencia situada
en dicho plano,

a) Considerando una particular homotecia de ese centro O (pun-
to medio del segmento AB), encontrar el lugar geométrico del pun-
t0 G, baricentro del tridngulo variable ABM.

b) Lugar geométrico del punto G’, ta) que la figura AGBQ’ sea un
paralelogramo.

8e da un segmento AB, y sean o y A los planos perpendiculares a
AB en A y B respectivamente. Un punto M del plano o y un punto
N del plano A son tales que el 4ngulo AMN sea constantemente un
éangulo recto. Se pide:

@) 8uponiendo fljo el punto M y variable N, demostrar que el iu-
gar geométrico de las posiciones del punto N es una recta, y cal-
cular, en funcién de la gistancia AM = «, la distancia de B a esta
recta, .

b) Suponiendo Ljo ¢l punto N, demostrar que el lugar de M es
una circunferencia. Determinar la posicién del centro de esa cir-
cunferencia y.calcular, en funcion de la distancia BN — b, su radior.

8ea un triangulo ABC rectingulo en A. Una perpendicular a BC

MATEMATICAS PREU. — @
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337.

338.

338°

338°

338°

338

encuentra a la recta AB en D y a la recta AC en E.

a) Hallar el lugar geométrico del punto de interseccién de CD
y BE.

b) Construir las figuras inversas del lugar geométrico hallado res-

pecto de polo A ¥y potencias?ﬁ??’ y XCT

Dada una circunferenia de radio R, se consideran dos cuerdas
una AB = R flja, y la. otra AC varlable Sobre estas dos cuerdas
coImo lados se construye el paralelogramo ABCD. Se pide:

a) Lugar geométrico del punto medio M de AC.

) Lugar del centro O del paralelogramo.

¢) Lugar del vértice D.

Se da una circunferencia de centro O; un didmetro fljo de la
misma, AB, y la tangente r en B a esta curva. 8i N es un punto
dado sobre la circunferencia, se pide:

Construir la circunferencia tangente a la dada en el punto N y
a la recta r.

Probar que la recta NP, siendo P el punto de contacto de r con la
efrcunferencia pedida en el apartado anterior, pasa por un punto
fijo cuando N recorre la circunferencia.

Sean tres puntos fijos alineados A, C, B, dispuestos en este orden.

Se toma AC = a, BC = b, Se supone a #* b.

Sea M un punto cualquiera del espacio. Las paralelas trazadas por

Ca MA y MB cortan a MB y MA respectivamente en K y L.

a) ¢Cudl es el conjunto de los puntos M para los cuales se tiene
KL = MC?

b) ¢Cuil es el conjunto de los puntos M para los cuales KL y MC
son perpendiculares?

Los puntos A(—2,0) y B(2,0) son vértices de un tridngulo ABC cu-
yo vértice T recorre la circunferencia de ecuacion:

¥+y—6y=20

Hallar la ecuacién del lugar geomsétrico del baricentro del tridngulo
ABC al variar C sobre la circunferencia dada.

Para cada punto P del piano se considera el paralelogramoc POAFP’,

siendo O el origen de coordenadas y A el punto A(1, 0),

1o ¢(Qué transformacién geométrica es la que hace corresponder a
cada punto P el punto.P’ as{ determinado?

2° {Qué transformacion geomsétrica es la que hace corresponder a
cada punto P el de interseccion Q de las diagonales del parale-
logramo anterior?

3.° Suponiendo que P recorre la recta de ecuacion x = 2, hallar el
lugar geométrico de P’ y el lugar geométrico dz Q.

Se consideran los puntos fijos 4 (0, 2) y B (0, —2) y un punto va-
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338°

338"

338¢

338"

338

riable C tal que el drea del tridngulo ABC e$ constantemente ’igt.xal
a 6 en todas las posiciones del punto C. Hallar el lugar ggqmetrlco
del baricentro del tridngulo ABC al variar C con la condicién an-
terior. ~

De un cuadrildtero ABCD se conocen los vértices A, B y C, la lon-

gitud d del lado CD se sabe que AC es una diagonal Se pide:

a) Hallar el lugar geométrico de los vértices D de todos los cua-
drilateros que verifican las condiciones dadas.

b) Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las diago-
nales BD en dichos cuadrildteros.

¢) Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de los seg-
mentos cuyos extremos son los puntos de las diagonales AC y
BD de dichos cuadrilateros.

Un segmento rectilinec AB, de longitud constante ¢, se mueve en

un plano de modo que sus extremos, A y B, se apoyan constante-

mente en los ejes XX’ e YY’, respectivamente, siendo estos ejes or-

togonales entre si.

Se pide:

a) Lugar geométrico del punto M de interseccion de las paralelas
a los ejes trazadas por Ay B.

b) Comprobar que el pie, P, de la perpendicular trazada por M a
la recta AB, tiene sus coordenadas (x, y) y proporcionales a
a® y b*, respectivamente, siendo (a, 0) las coordenadas de A,
y (0, b) las de B.

Dados dos puntos fijos y distintos, A y B de un plano, se define la

siguiente correspondencia, T: Dado un punto M del plano. el ho-

mologo M’=T (M) en el punto de interseccion de la perpendicu-
lar a la recta MB en B. Se pide:

a) ¢(Existen posiciones particulares de M para las cuales no esté
univocamente determinado el punto M. {Cudles son?

b} Hallar la posicion limite del punto M’, homoélogo del M, cuan-
do M tiende hacia A moviéndose sobre una recta que pasa
por A.

¢) Hallar el lugar geométrico del punto M'=T (M) cuando M
describe una circunferencia que pasa por A y B.

Un segmento BC, de longitud igual a 30 centimetros, se mueve apo-
yando sus extremos sobre los lados de un angulo recto BAC. {Qué
linea describe el punto medilo del segmento BC?

Los sucesivos vértices de un cuadrildtero convexo son A, B, C, D,

y O es la interseccion de los lados AB y CD. ‘

a) Si AB se conserva fijo, pero CD gira alrededor de O permane-
ciendo invariables las longitudes OD y DC (por tanto OC), de-
ducir el lugar geométrico del punto P, interseccion de los la-
dos AD y BC, indicando las caracteristicas del lugar pedido.

b) En el caso de ser ese cuadrilatero rectangulo en D y C, y los
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338

338"

Jaa!

! 339,

lados AB, AD y CD medir 10 cm., 9 cm. y 6 cm., respectivamen:
te, hallar la figura homotética de ese cuadrilatero temando co-
mo centro de homotecia el punto O y como razon 2/3, deter-
minando adems&s el area de la nueva figura.

Se da la recta d de ecuacion x = 2. Dado un punto cualquiera M

del plamo, se traza la recta OM, que corta a 7 en el punto 4, la

recta MB, perpendicular a 7, a la que corta en B, y la recta AC,

paralela a MB, siendo C el punto en que corta a OB. Se pide:

a) Coordenadas del punto C en funcion de las coordenadas de M,

b) Comprobar que la recia MC pasa por un punto fijo cualquiera
que sea la posicion de M, y hallar ese punfo fijo.

En una circunferencia dada se tienen los puntos fijos A y B tales
que el arco AB sea de 20°. En el otro arco AB de graduacion igual
a 270° se mueve un punto M recorriéndolo totalmente. Se pide:

a) Lugar geométrico del baricentro & del triangulo moévil AMB.
b) Lugar geométrico del ortocentro ¥ del trisgngulo AMB.

Dadas una circunferencia ¢, un diametro fijo AB de la misma y
la tangente 7 a esta curva en el punto B. Se pide:
a) Construir la circunferencia tangente a la recta 7 y a la circun-
ferencia dada en uno de sus puntos M. Lugar de los centros
de estas circunferencias cuando M describe ia circunferencai c.
b) B8i My P son los puntos de contacto de una de esfas circunfe-
rencias con ¢ y r, respectivamente, y T el puntc en que coria
a 7 la tangente a ¢ en M, encontrar la razon de la homotecia
de centro B, y en la cual son puntos homologos P y T.

INTEGRALES

1
Calcular ¢l valor de [ a(x - b)"d z, silendo:
*. o 1!

@) = numero de ordenaciones sin repeticién gue pueden hacerse con
las letras de la palabra vuisa, con la condicion de que no hava
dos consonantes seguidas;

i 5—-2
b = goluelén de la ecuaclon siguiente; 6 3 2 =0,
£ 2—-4

n = {érmino independlente del polinomic &' —2° 4 83 -+ 1, que se
sabe es divisible por el binomio = + 1.

339* Se tiene la equivalencia: cos’x = A cos x + B cos 3 x. Se pide:

1.° Encontrar los valores de A y de B.
2.° Obtener utilizando el resultado anterior, el valor de

~ad?
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a3
T
cos*x d x
J o
La ecuacién y* —dy —4x =0 representa una parabola,
@) Hallar su ecuacion reducida mediante una traslacion de ejes.
b) Hallar las coordenadas de su vértice, respecto a los primeros ejes.
¢) Hallar el drea del recinto comprendido entre la pardhola dada y la
que resulta de girarla 90° alrededor de su vértice.

v 339° Dada la equivalencia-

2+ 1 4 1 4 Br 4 C
PR e, TR e % . -
r'—z L x-—1 T — 1 T 41
se pide:
1* Caleular 4, B y C,
Obtener:

T2 4 x4+ |
B —-— dzx,
. r—zrfr-—1

utilizando la descomposicion anterior,

w 339Y  Be tlene la equivalencia:
o sen' x = Acos 4x 4+ Bcos 2% + C
v se pide:
1.° Dar a r tres valores convenientes para obtener tres ecuaciones
en las incognitas A, B y C, que se resolveran,
-2, Caleular

sen* x . d x
o 0

utilizando aquella equivalencia,

. % 339 Se tiene la identidad:

rt + 1 B C
————— = At o
r(r + 1) T T+ 1

y se pide:
1> Calcular A, By C,
2. Utilizando el resultado anterior, calcular:

3 xl +1
JJ ———dz
I x(z 4+ 1)
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. 339t

» 339¢

< 339"

v 339

Dada la equivalencia: /r/ vol
x—1 A 3 Cx D
e e + +
x* 4 x? x* x4 1 X 41
se pide: ’

a) Calcular A, B, C y-D.
b) Utilizando el resuitado anterior, calcular:

Se sabe que:
sen’ x — A 4+ B cos 2%

Se pide:

a) Derivar esta igualdad, simplificarla y calcular B en la igualdad
que resulta.

b) Conocido B calcular A en la igualdad dada (para ello sustiti-
yase T por algin valor conveniente).

¢) Sustituyendo en la iguaidad dada A y B por los valores halla-

dos, calcular w/2
f sen’ x dx

0
Se tiene la identidad:

X +1 M N
= +
x(x 4+ 2) bi4 X+ 2
y se pide:
a) Calcular los valores de las constantes M y N.
x+1
b) Obtener la funcion primitiva de ———— — que se anula para
X (X + 2)
x = L

Dada la eqruivalencia :

X+1 A Bx +C
¥ —x24+x—1 - x—ll X2+1,

a) Obtener A, B y C.
3
x+1dx

b) Calcular -_—
¥—x4x—1
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339 a) Dibujar el arco de curva
1=y +1

comprendiendo entre los puntos A y B, siendo — 1/2 la ordenada

de A y 1/2 1a de B. »

b) Si C tiene por coordenadas (O, —1/2), la linea formada por
el arco AB y el segmento AC engendra, al girar alrededor del
eje y, una superficie que tiene forma de jofaina. Caleular los
litros de capacidad de ésta si se han medido en decimetros las
abscisas y ordenadas de los puntos dados.

339 Dada la parabols y =4 x* y su homologa en el giro con centro en
el origen de coordenadas y amplitud 90° calcular el area compren-
dida entre ambas.

4 339° Hallar: a) El valor de la integral

1
2x
I= —_—dy.
x*+ 3
-1

b) Los valores de x que satisfacen a la ecuacion

i15—17 23 | |121|
|3 40 65| x*+ |x 0 2|x4+m=
(7 8 13 | |2 1 1]

siendo m el valor de I anteriormente obtenido.
339~ Se tiene la elipse.
2x*4+3y* =20

Calcular los volimenes de los cuerpos obtenidos girando esa elipse
en torno a sus ejes de' simetria.

GEOMETRIA ANALITICA

340. Dadas las rectas r, de ecuacion 2z +y =86, y s, de ecuacion
T + y = 6, determinar la ecuaciéon de una recta que pase por 0(0,0)
y corte a 7 v s en dos puntos 4 y B tales que OA = 2 AB. Hallar
también las coordenadas de dichos puntos.

341. Calcular las coordenadas del punto de la recta
r. 3x—5by=5,

en el que incide un rayo luminoso que partiendo del punto A
(1, 2) y reflejandose en la recta r pasa después de reflejado,
‘por B 13, 4).
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342.

343.

344.

346.

347.

En un plano referido & un par de ejes cartesianos rectangulares se
tienen los puntos A (—17,0), B (7,0) y el punto C. de ordenada po-
sitiva tal que AC =15, BC=13 y se pide:

@) Coordenadas cartesianas del punto C.

b) Ecuaciones de las rectas AC ¥ BC.

c) Valores de tg A tg By igC del triangulo ABC,

Comprobar que satisfacen & 12 relacion:

tgA+th+th:tgA.th.th

Se da la recta r de ecuaciony =1y el punto A de coordenadas (1,0).

Por el origen O se traza una recta s que corte a 7 en el punto R

y por ese punto se traza 1a recta t perpendicular a s. Llamamos P

al punto de inseccicn de la recta £ con la paralela a s trazada por A.

@) Calcular el area del trapecio rectangulo ORPA en funcion de
la pendiente de la recta s.

b) Comprobar que, cualquiera que =ea la recta s, las coordenadas
del punto P satisfacen la ecuacion

y’-—y”+x2y——x”+2x~—xy—1:0.

Dado el punto 4 (2, 1), hallar las coordenadas de los B y C de ma-
nera que AOBC, siendo O el origen de coordenadas sea un paralelo-

SN —_— -
gramo con AOC =60°y oOC =20A4.
SEMEJANZA

En un plano se da un punto O y una recta r, que no pasa por O. Se
toma en r un punio variable 4 y se construye el tridngulo OA4’ rec-
téngulo en A e isOsceles, tal que la rotacion de 0A hacia OA se
realice en sentido directo y de dngulo de giro igual a cuarenta y
cinco grados. Hallar:

1° El lugar de los puntos 4’

2.° El lugar del centro de gravedad G del tridngulo OAA4’

El cuadrado ABCD, slendo A (0,0), B (— 5/2,0), C(—5/2,5/2), D (0,

5/2), se transforma, mediante une semejanza directs de centro S

(6,0) en el poligono A’B'C'D’, siendo A’ (0,6 V 3).

a) Dibujar A'B'C'D’

b) Determinar un giro y una homotecia cuyo producto, en el or-
den dado, sea la semejanza dada.

¢) Calcular el éngulo de todos los giros y la razén de todas las
homotecias cuyo producto es la semejanza dada,

ECUACIONES DIOFANTICAS

Un numero natural cumple estas dos condicicnes: 1. Al dividirlo
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348.

349.

351.

362.

3563.

por 3, 4 y 5 los restos respectivos son 2, 3 y 4.2 Hs miliiplo de 7.

Se pide:

a) Expresidn general de todos los numeros gue cumplen la prime-
ra condicién. Hallar el menor de ellos,

b) Expresién general de todos los numercos que cumplen ambas,
hallando de entre ellos el mayor formado por cinco ciiras,

Se han adquirido libros de dos clases, los de una clase a 75 pese-
tas cada uno y los de la otra, a 137 ptes. abonando por el imporie
tomil 18.623 pesetas, (Cudntos lbros de cada clase se han com-
prado?

Dada la ecuacion:
1) % -— 15y = 82

se pide; ]

a) Hallar las soluciones enteras y positivas de la ecuacion anterior.

b) Calcular las coordenadas del punto simétrico del P (2, 3) en la
simetris cuyo eje es la recta (1).

Dada la ecuacion diofantica:
Tx -— 12y == 13

se pide:

a) Hallar todas sus soluciones pertenecientes al anillo de los nu-
meros enteros.

b) En e] plano cartesiano z, y, determinar todos los puntos cuyas
coordenadas son las soluciones de la ecuacion dioféntica dada,
que se hallan en el interior de la circunferencia de centro (10,
10) y tangente a los ejes de coordenadas.

Para abonar unsa facturg de 403 ptas. se entregan dodlares y dan
la vuelta en francos. Calcular los dolares entregados y los {rancos
gue han devuelto (1 dolar = 60 ptas. y 1 franco = 11 ptas).

Descomponer la fraccion
126

209
en suma de dos fracciones cuyos denominadores son 13 y 23.

La suma de las tres cifras de un numerc es 20; si de ese numero
se rests 205 y se divide la diferencia por 2 se obtiene por. resulta-
do el namero formado por las cifras del primero escritas en orden
inverso. Encontrar el numero,

354. Resolver la ecuacion:

Lx + 15 y = 878
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355.

356.

357.

358.

359.

a) Sobre el anillo de los numeros enteros.
b) Sobre el semianillo de los numeros naturales.

TRANSFORMACIONES EN EL ESPACIO

Uniendo convenientemente cuatro de los vértices de un cubo de #drea

igual a 144 cm’, se obtiene un tetraedro regular.

1° ¢Cudntos planos de simetria del cubo son también pianos de si-
metria del tetraedro?

2° ¢Cudles de los giros que transforman el cubo en si mismo ha-
cen igusl en el tetraedro?

3° Hallar la razén de los volumenes de los dos poliedros.

a) Determinar el movimiento del espacio igual al producto de dos
simetrins respecto de ejes secantes.
b) Aplicando el resultado de a), determinar el producto:

S..8,.8,

de tres simetrias respecto de tres ejes z, y, 2 aristas de un tri-
angulo trirrectéangulo.

Dados un punto O, una recta 7 que contiene a O y el plano p que

pasa por O.y es perpendicular a 7, se designa:

por S, la simetria de centro O,

por-S. la simetria de eje 7,

por S: la simetria de pleno p.

La transformacion idéntica se representa por L

Se pide:

a) Obtener los productos de dos de dichas simetrias, distintas
0 no.

b) Explicar por qué I 8, 8.y 8, forman un grupo multiplicativo.
Tabla del grupo.

ALGEBRA MODERNA

Se tiene el conjunto
c=1{1,—11i—1i}

en el que i es la unidad imaginaria, y se introduce entre sus elemen-

tos la operacién de multiplicar.

1° Comprobar que se cumplen las condiciones para que C sea gru-
po multiplicativo, :

2.° Formar la tabla de este grupo.

3° Obtener algliin subgrupo de él.

Dado el triedro trirrectangulo de aristas r, y. 2, se consideran las
simetrias S,, S,, S, cuyos ejes son aguéllas aristas
a) Calcular 8,.8,
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360.

361.

362.

b)

c)

a)

b)

)

c)

8i I es la transformacion idéntica, demostrar que el conjunto
{1, 8,, 8,, 8.} es vn grupo respecto de la multiplicacion de
transformaciones.

Formar la tabla de multiplicar de dicho grupo.

METODO DE INDUCCION

Demostrar por induccion la féormula:

1
'+ 25+ 3+ ... +n=——n'(n41)
4

Calcular:

Um

nl
Calcular las coordenadas de los centros de las dos homotecias
que transforman la circunferencia
X4y —8Xx—-2y +1=0
en la circunferencia
x14+yi=1
Observando que:

1"=1, 22=1+43, ¥ =14+34+5;, £ =14+3+4+5654+17...,

demostrar que la ley observada es general.
b) 8Si consideramos los numeros impares agrupados en la siguiente

forma:

Q); B+5), T+9+1); M3 +15+174+19) ..,
forimado cada paréntesis por nimeros impares consecutivos y
comprendiendo cada uno tanto como unidades expresa el lugar
que ocupa, se pide:
Obtener la suma de los términos del enésimo paréritesis y de-
ducir de lo anterior la f6rmula que da la suma de los cubos de
los n primeros numeros.

CALENDARIO

Dada la identidad:

4x' 4+ 4x’ —23x*—12x + 36 = (ax*4 bx 4 ¢)*

Se pide:

a)
b)

1.°

Calcular los coeficientes a, b, c.

Se considera el perfodo comprendido entre los afios 1601 y 2000,
ambos inclusive, y se pide:

¢Cuantos afios hay en dicho periodo que son bisiestos segiin el
calendario juliano y que no lo son segun el gregoriano?
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Del salén en el dngulo oscuro,
De su dueiio tal vez olvidada,
Silenciosa y cubierta de polvo
Vetase el arpa.

;Cudnta nota dormia en sus cuerdas,
Como el pdjaro duerme en las ramas,
Esperando la mano de nieve
Que sabe arrancarlal

Ayl pensé; ;jcudntas veces el genio
Ast duerme en el fondo del alma,
Y una voz como Ldzaro, espera
Que le diga: «;Levdntate y andal»

GusTAVO A. BfCQUER: «Rimasy.

CUESTIONES:

1.".—Resumen del asunto tratado.
2. —Las figuras patéticas en este poema.—La construccién estréfica.
8.°.—Significacién de Bécquer en la poesia espafiola moderna.

2

RoDRIGO: ;Jamds podré conseguir
arrancar de vuestra faz
ese sarcasmo tenaz!
i Qué me tenéis que decir?
Acabemos, Espinosa:
esa burlona altivez,
que excita en mi alguna vez
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una duda misteriosa,

/qué gignifica? jParece

yue no og habéis convencido
de que juzgado habéis aido,
de que ya no on pertenece
vuestra acotada existencia,
y de que, segun la ley,

no falta sino que el rey
confirme vuestra sentencia?

ZORRILLA: «Traidor, inconfeso y rdrtiry,

CUESTIONES :

1.*.~;Qué significa la palabra csarcasmon? ;Cual era la razén de la «bur-
lona altivez» de Espinosa? ;Cudl fue su pleito? +sQuién era entonces
rey de Espaiia? Historia y leyenda en esta obra de Zorrilla.

2.'~~Versificacién: medida de los versos explicando las licencias npoéticas
que pueda haber en ellos. Estrofas que van formando. ;Cuiles son
los rasgos estilisticos que facilmente se advierten en estos versos?

3.°-—Obra dramatica de Zorrilla. Argumento y personajes principales de
«Traidor, inconfeso y martirn. ;Es ésta la obra mas popular de Zorri-
lla? yConoces aiguna otra obra sobre el mismo tema?

3

Venid, yo no hollaré con mis cantares
del pueblo en que he nacido lu creencia,
respetaré su ley y sus altares,
en su desgracia a par que su opulencia
celebraré su fuerza o sus azares,

y, fiel mindstro de la yaya ciencia,
levantaré mi voz consoladora
aobre las ruinas en que Espaiia lora.

; Tierra de amor! ;Tesoro de memorius,
ygrande, opulenta y vencedora un dia,
sembrada de recuerdos y de historias,
y hollada asaz por la fortuna impial,
yo cantaré tus olvidadas glorias:
que en alas de la ardiente poesia
no aspiro a mds laurel wi « mds hazasia
gue a una sonrisa de mi dulce Espaia,

ZorRILLA: «Introduccién a los Cantos del Trovadory
CUESTIONES:

1.*.—Resumen del tema tratado.
2. =—La forma estréfica usada.—La adjetivacién.—Las figuras patéticas.
3.2—José Zorrilla dentro del romanticismo espaiiol.
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4

Auton: jCémo estd ese hombre esta noche!... Cuando pienso que no queria
que hiciese el popel de Conde, me daria de cabezadas contra la pa-
red. Mas ya se wve; squidn habia de imaginarse un comediagnie
acostumbrado sélo a representar papeles de bufén?... De esta hecha
se deja atrds a todos log actores del mundo. Si es mejor que vos.

WALTON: ;De wveras? (Procurande disimular su enojo),

AUTOR: Mucho mejor.

WALTON: Y 8¢ tal es vuestra opinién, ;os parece justo ni prudente decirmela
a mi cara o cara? (Cogiéndole de una mano con ira y trayéndole ha-
cia el proscenio).

AUTOR: Perdonad... (Asustado) Crel... La gloria de un companero...

WALTON: /Sois un mentecato! (Soltdndole con ademan despreciativo).

AUTOR: ;Cémo es eso?... ;Mentecato yo?...

TamMAYO Y BAUS: «Un drama nuevon.

CUESTIONES

1.—;Qué papel desempeiia Walton en la obra de Tamayo? ;Cual es el mo-
tivo de su indignacién? ;Cudles son las razones de su odio por Yorick?
(De qué «truco» o recurso escénico se vale Tamayo para que Walton
dé fin » sus propdsitos? '
2.5~ Cémo denomina la técnica teatral a esas frases que van entre parén-
tesis y subrayadas o en cursiva? [Qué es el «proscenion? ;Qué era un
- bufén? ;De dénde, segtin Shakespeare, habia sido Yorick bufén? ;Cuan-
" do o en qué ocasién pronuncia Hamlet su conocida lamentacién: «jPo-
bre Yorick!»?
3.2 —Un drama nuevo: argumento, personajes principales y su significacién
en el teatroe de Tamays y en el teatro del siglo xIX.

5

SHAKESPEARE: [Sefiores, ya lo veis! (Dirigiéndose 'al plOblico y hablando como

falto de aliento y muy conmovidp.) No puede terminarse el
drama que se estaba representando. Yorick, ofuscade su razém
“por el entusiasmo, ha herido realmente al actor que hacla el
papel de Manfredo. Ni es ésta lo dnica desgracia que el cielo
nog envia. También ha dejado de existir el famoso cémico Wal-
ton. Acaban de encontrarle en la calle con el pecho atravesado
de una estocoda. Tenia en la diestra un acero. Su enemigo ha
debido matarle rifiendo cara a cara con él. Rogad por los muer-
tos. jAy, rogad también por los matadores!

Tamavo Y Baus: Un drama wnuevo.

MATEMATICAS PREU, — 10
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CUESTIONES :

1.*.—Explica el sentido de este parlamento en relacién con el resto de la obra,

2.*—Diferencia en una obra dramaética escenas, cuadrog y actos. jPor qué
califica de drama Tamayoc su obra y no de tragedia?

3.",—El teatro de Tamayo y Baus.

6

SHAKESPEARE: Hemos de convenir, sin embargo, en que la regla que hasg esta-
blecido no deja de tener excepciones,

YORICK; Tiénelas, a no dudar; y mi mujer y Edmundo lo prueban. Ben--

dito Dios, que me ha concedido lo ventura de ver recompensadas
en vida mis buenas acciones. Porque fue generoso y caritativo
logré en Alicia una esposa angelical, y en Edmundo, un am go
—iqué amigo?—, un hijo, lleno de nobles' cualidades. ;Y qué
talento el de uno y otra! Cémo presentan los dos el Romeo y
Julieta! Divinos son estos dos héroes, a quien dio ser tu fan-
tasia, mds divinos aun cuando Alicia y Edmundo les prestan hu-
mana forma y alma verdadera! ;Qué ademanes, qué miradas,
qué modo de expresar amor! Vamos, aquello es la misma ver-
dad.
SHAKESPEARE: (/Deadichado Yorick!) ;Puedo ya retirarme?

TamaYo Y Baus: «Un drama nuevon,

_CUESTIONES :

1.*.—Comenta el texto brevemente, en relacién con el contenido de la obra.

2.".—¢{Quién fue Yorick? ;Recuerdas la obra y la escena en que Shakespeare
nos habla de é1?7 ;Qué recuerdas de Romeo y Julieta? ;A qué periodo del
teatro de Shakespeare pertenece? ;Dénde se inspiré?

3.*—El teatro de Tamayo y Baus. Significacién de «Un drama nuevo» dentro
de la obra de Tamayo. Antecedentes del tema, ;Qué obra del mismo Ta-
mayo tiene cierta relacién con é1?

7

«S1 bien luce algun ingenio todavia de cuando en cuando, nuestra literatura,
sin embargo, no es mds que un gran brasero apagado, entre cuyas cenizas bri-
lla adn pdlida y oscilante tal cual chispa rezagada. Nuestro Siglo de Oro ha
pdsado ya, y nuestro siglo X1X no ha llegado todavia.

En poesta estamos aun a la altura de los arroyuelos murmuradores, de la
tértola triste, de la palomita de Filis, de Batilo y Menalcas, de las delicias de
la vida pastoril, del caramillo y del recental, de la leche y de la miel, y otras
fontasmagorias por este estilo. En nuestra Poesia, a lo menos, no se hallard
malicia: todo es pura inocencia. Ningdn rumbo nuevo, ningin resorte no usado.n

LARRA: «Articulos literariosn.

e
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CUESTIONES

1.*.—Significacién histérica del texto anterior, escrito en 1832, en relacién

con los movimientos literarios anteriores 'y posteriores,
2.*—Observaciones sobre el estilo del autor en este fragmento. Su ironia.
3..—Visién pesimista de Espafia en Larra y otros escritores posteriores.
4.*—Larra y otros costumbristas.

8

El autor del Panorama ha puesto ante los ojos de nuestra sociedad un es-
vejo donde puede tocarse y hacer desaparecer los lunares que la bondad de la
luna debe presentar a su vista.

Ayuddndose de pequeiias tramas dramdticas, cortas invenciones verosimiles,
ha sabido ofrecernos el resultado de su observacién con singular tino y yracejo
y exponer anle nuestra vista el estado de nuestras costumbres .....................

................................................ L N I T O T Y A

Ei sefior Mesonero ha estudiado y ha llegado a saber completamente nuesiro-
pais; imitador felicisimo de Jouy, hasta en su mesura, si menos erudito, mds
pensador y menos superficial, ha llevado a cabo, y continita, una obra de dificil
ejecucidn.

Un mérito mds tiene, que no queremos pasar en silencio: es uno de nuestros
pocog progistas modernos; culto, decoroso, elegante, florido a veces, y casi siem-
pre fluido en su estilo; castizo y puro en su lenguaje, y muy a menudo picante
y jovial. En general tiene cierta tinta pdlida, hija acaso de la sobra de medi-
tacién, o del temor de ofender, que hace su elogio, pero que priva ¢ sus cuadros
a veces de una animacion también necesaria. Esta es la dnica tacha que pode-
mos encontrarle; retrata mds que pinta, defecto en verdad muy disculpable
cuando se trata de retratar.

Escritores nosotros también de costumbres, ramo de literatura en que co-
menzamos a publicar nuestros humildes ensayos casi al mismo tiempo que El
curioso Parlante, si no pretendemos haber alecanzado igual grado de perfeccién,
tenemos si la persuasidn de poder mejor que otros apreciar las dificultades
del género y nog reconocemos con suficiente amor a la justicia, para hacer en
sus aras el sacrificio de nuestras propias pretensiones. Los laureles ajenos pue-
den estimularnos, no inspirar un sentimiento innoble capaz de oscurecer a nues-
trog o0jos el mérito de los que récorren nuestra misma carrera. ;Cémo pudiera
ser de otra suerte? El amor al bien y el deseo de contribuir en la poco que po-
demos a la mayor ilustracién’ de nuestro pais, nos mueve mds a escribir que
la sed de una gloria que tan dificil sabemos es de conseguir. En este supuesto,
no vemos nunca en une obra feliz la gloria que su autor puede adquirir; nos
consideramos con él resortes de una misma mdquna; el honor que sobre 6l
recae refluye sobre la clase entera; ni son tantos en Espaiia log que presentan
titulos a la consideracién general que puedan estorbarse, Hagamos justicia al
talento y démosle el parabién por haber tenido una ocasién mds, entre-las pocas
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que se nog presentan, de dar descanso a la penca (1) satirica, que por lo regular
manejamos con mds dolor nuestro que de aquellos mismos a quienes nos vemos
en la triste precigion de lagtimar,

LARRA: Fragmento de uno de sus ar-
ticulog de critica literaria.

JUBSTIONES

1..—Como puedes observar, en este texto Larra comenta con elogio el «Pa-
norame, matritensen, de Mesonero Romanos, y alude después a sus
propios articulos de costumbres: Ampliando los juicios de este frag-
mento con tus conocimientos de historia literaria, sefiala las diferen-
cias de ambos escritores contemporineos, al cultivar ese género, res-
pecto a visién, intencionalidad y estilo.

2.%—Semblanza de Larra: El hombre y el escritor.—-Larra y nuestro pensar
y sentir actuales,

9

«Ahora bien: si el romanticismo ha muerto y el clasicismo no ha resucitado,
serd que la literatura contempordnea encontré otros moldes, como suele decir-
se, que le vienen mds cabales o mds anchos, Tengo por dificil juzgar ahora es-
tos moldes: indudablemente es temprano: no somos aun la posteridad, y quizd
no acertariamos a manifestarnos imparciales y sagaces. Sélo es licito indicar
que una tendencia general, la realista, se impone a las letras, aqui contrastada
por lo que ain subsiste del espiriti romdntico, alld acentuade por el natura-
lismo, que es su nota mds agwdla, pero en todas partes vigorosa y dominante ya,
“como lo prueba el examen de la produccién literaria en Europan

-

E. PARDO BAzAN: «La cuestidn palpitunte».
CUESTIONES :
1...—Resumen de las ideas expuestas en este fragmento.
2.".—0bservaciones sobre el estilo del texto reproducido.

3.°.—El realismo en la novela espafiola de los siglos x1x y Xxx.
4. —Dofia Emilia Pardo Bazin y su época.

10

«Al ver tanto desastre y el aspecto que ofrece Zaragoza, el ejército impe-
vial, mds que vencedor, se considera sepulturere de aquellos heroicos habitantes.
Cincuenta y tres mil vidas le tocaron a la ciudad aragonesa en el contingente

(1) pence = tira de cuero con que el verdugo azotaba a los delincuentes.
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B

de doscientos millones de criaturas con que la humanidad pagé las glorias mi-
litares del imperio francés.

Este sacrificio no serd estéril, como sacrificio hecho en nombre de una idea.
El imperio, cosa vana y de circunstancias, fundado en la movible fortuna, en
la audacia, en el genio militar, que siempre es secundario cuando, abandonando
el servicio de la idea, 3élo existe en obsequio de si propio; el imperio francés,
digo, aquella tempestad que conturbdé los primeros afiosrdel siglo y cuyos re-
ldmpagos, truenos y rayos aterraron tanto a la Europa, pasé porque las tem-
pestades pasan, y lo normal en la vida histérica, como en la Naturaleza, es la
calma. Todos le vimos pasar y presenciamos su agonic en 1815; después vimos
su resurreccion algunos aiios adelante; pero también p(wo deambado el segundo
como el primero en la poopm goberbia..

Lo que no ha pasado ni pasord es la wdea de naczonalzdad que Lispana de-
fendia contra el derecho de conquiste y lo usurpacién. Cuando otros pueblos
sucwmbian, ella mantiene su devecho, lo defiende, ¥y, sacrificando su propia
sangre y vida lo consagra, como consagraban los mdrtires en el circo la idea
erigtiana. El vesultado es que Espaiia, despreciada injustamente en el Con-
greso de Viena, desacreditade con razdén por sus continuas guerras civiles,
sus malos gobiernes, su desorden, sus bancarrotas mds o menos declaradas,
sug inmorales partidos, sus extravagencias, sus toros y sus pronunciamien-
tos, no ha visto nunca después de 1808, puesta en duda la continuacién de
su nacionalidad, y aun hoy mismo, cuando parece que hemos llegado al dltimo
grado de envilecimiento, con mds motivos que Polonia para ser repartida, nadie
se atreve a intentor la conquistia de esta casa de locos.»

B. PERrez GALDOS: «Zaragozon.

CUESTIONES:

1. —Concrétese en pocas lineag el sentido general del texto. Expliquense
sus alusiones: a) ;a qué resurreccién del imperio francés se refiere?,
b) (qué pueblos sucumbian cuando Espafia mantenia su derecho?,
¢) Congreso de Viena y d} ;por qué dice el autor lo del #itimo gradoe
de envilecimiento, a comienzos de 1874, en que fueron escritas estas
lineas?

2. —Género literario a que pertenece este fragmento. Rasgos del estilo.
Nétese la longitud del pérrafo que comienza <Kl imperio..» y Heva
un digo intercalado; jcémo calificaremos esta prosa? ;Toda la obra
estard escrita asi?

3."—Importancia de Gald6s en las letras espaiiolas. Evolucién de su crea
cién literaria.

11

Canta tu eatrofa, cdlida cigorra,
y baile al son de tu cantar la mosca,
que Yo la sierpe en el zarzal se enrosca
y lacia extiende su verdor la parra.
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Desde la yedra que a la vid se agarra
y en su cortina espléndida te embosca,
recuerda el caiio de la fuente tosca
¥ el fresco mury de la blanca jarra.

No consientun tus élitros fatiga,
canta del campo el productivoe costo,
ebria de sol y del trabajo amiga.

Canta y excita el inflamado agosto
a dar el grado de lo rubia espiga,
y el chorro turbio del ardiente mosto.

SALVADOR RUEDA: «La Cigarra».
CUESTIONES :

1.*.—Resumen del asunto,
2.—Las formas métricas usadas: la estrofa y la rima—La adjetivacién.
8.*.—Significacién de Salvador Rueda en los origenes del modernismo.

12

Hay unas cuantas ciudades que se han ido llevando en Espaiia la atencién
de los visitantes y curiosos, mds por hermosas de aparencialidad y vistosas que
por recogido encants, y otras por la facilidad de su acceso. Granada, Sevilla,
Burgos, Toledo... Otras sélo figuran en segundo término, y algunas de las mds
interesantes apenas si merecen mencion.

En el aspecto intimo del arte, pare el que busca sensaciones profundas, para
el que tiene el espiritu preparado a recibir la mds honda revelacién de la his-
toria eterna, os digo que lo mejor de Espaiia es Castilla, y en Castilla pocas
ciudades, si es que hay alguna, superior a Avils. Vdyase a Sevilla, vdyase a
Valencia, el que quiera divertirse o distraerse el dnimo, el que quiera matar
unos dias viviendo con la sobrehaz del alma; pero el que quiera columbrar lo
que pudo antafio haber sido vivir con el fondo del alma, éste, que vaya a Avila,
que venga también a Salamanca.

Lo primero que echard de ver en Avila serdn sus murallas, aquellas recias
murallas, con sus grandes cubos, que la convierten en fortaleza Yy en convento,
¥ que impidiéndole crecer y ensancharse por tierra, hacia los lados, parece como
que la obligan a mirar al cielo. La catedral misma, aquella su hermosisima ca-
tedral, estd adherida orgdnicamente a la muralle; su dbside es wno de los
cubos o torreones de ésta.

Leyendo el libro Las Moradas, de Santa Teresa de Jesis, al punto se le
ocurre pensar a quien haya estado en Avila que todo aquello de los castillos
del alma no pudo ocurrirsele a la santa sino al encanto de la visién de su ciudad
nativa,
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Nunca olvidaré la tarde, fue en noviembre pasado, en que desde uno de los
torreones de las murallas de Avila contemplaba la catedral y la basilica de
San Vicente, y c6mo sentia entonces henchida mi alma de aliento de eternidad,
de jugo permanente de la Historia. No quiero describiros aquélle; las descrip-
ciones son casi siempre una de lag mayores calamidades literarias, y el descrip-
cionismo suele ser de ordinario sefial clara de decadencia artistica. Es, ademds,
cosa de receta, que se aprende con facilidad.

Pero st quiero trasladar aqui, porque mo es descripcion, lo que Larreta
dice de Avila al final del primer capitulo de su novela: «El sol acababa de ocul-
tarse, y blanda, lentamente, las parroquias tocaban las oraciones. Era un coro,
un lanto continuo de campanas cantantes, de campanas gemebundas en el ca-
llado crepdiaculo. Hubiérase dicho que la ciudad se hacia tode sonora, metdlica,
vibrante, y ascendio entera hacia los cielos, milagrosamente, en el vuelo de su
plegaria.n

Y st es; esa ciudad de Avila, tan callada, tan silenciosa, tan recogida, pa-
rece una ciudad musical y sonora. En ella canta nuestra historia, pero nues-
tra historia eterna, en ella canta nuestra nunca satisfecha hambre de eternidad.

MIGUEL DE UNAMUNO: «Por tierras de Portugal y Espaiian.
CUESTIONES:

1.* —Estudio del texto: vocabulario, estilo, alusiones literarias (;a qué no- ;
vela de Larreta se refiere Unamuno?).—Ideas y sentimientos. (De es-
tos Gltimos, podrias destacar la expresién de uno que llega a hacerse
patético en otros escritos de Unamuno).

2.+ Exaltacién de Castilla por los escritores del 98.

‘g2 —Unamuno en su obra poética y narrativa—Breve referencia a otros

. géneros por él cultivados. ‘

13

Un poeta que vivia junto al Mediterrdneo ha plafiido a Castilla porque no
puede ver el mar., Hace siglos, otro poeta—el autor del Poema del Cid—llevaba
a la mujer y a las hijas de Rodrigo Diaz deade el corazén de Castilla a Va-
lencia; allf, desde una torre, las hacla contemplar——seguramente por primera
vez—el mar.

Miran a Valengia como iaze la ¢ibdad,
E del otra parte a oio han el mar.

No puede ver el mar la soliteria y melancélica Castilla. Estd muy lejos el
mar de estas campifias llanas, rasas, yermas, polvorientas; de estos barranca- i
les pedregosos; de estos terrazgos rojizos, en que los aluviones torrenciales han
abierto hondas mellas; de estas. quiebras aceradas y abruptas de las montafias;
de estos mansos alcores y terrenos, desde donde se divisa un caminito que va i
en zigzag hasta un riachuelo. Las auras marinas no llegan hasta estos pobla- i
dog purdes, de casuchas deleznables, que tienen un bosquecillo de chopos junto
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al ejido. Desde la ventanita de este sobrado, en lo alto de ln casa, no se ve
la extension azul y vigorosa: se columbra alld en una colina una ermita con
los cipreses rigidos, negros, a los lados, que destacan sobre el cielo limpido. A
esta olmeda, que se abre a la salida de lo vieja ciudad, no llega el rumor rit-
mico y ronco del oleaje: llega en el silencio de la maiana, en la paz azul del
mediodia, el cacareo metdlico, lavgoe, de un gallo, el golpear sobre el yunque de
una herreria, Estos labriegos secos, de faces polvorientas, cetrinas, no contem-
plan el mar: ven lao lamada de las mieses; mivan, sin verla, la largura mo-
nétona de los surcos en los bancales. Kstag viejecitas de luto, con sus manos
pajizas, sarmentosas, no encienden, cuando llega el crepisculo, una luz ante la
imagen de una Virgen que vela por los que salen en las barcas; van por las
callejas pinas y tortuosas a lag novenas, miran al cielo en los dias borrascosos
y piden, juntando sus manos, no que se aplaquen las olas, sino que las nubes
no despidan granizos asoladores.
No piede ver el mar la vieja Castilla. .,

AZORIN: «Castillay (El mar)

CUESTIONES :

1.*—Resume este fragmento, glosando el contenido emocional de esta evo-
cacion de la Castilla pobre y adormecida.

2."~Estudio lingiifstico y estilistico del mismo: vocabulario, construccién,
adjetivacién, ritmo, asociaciones y contrastes descriptivos, etc.

3.—La personalidad de Azorin y su obra dentro del grupe de escritores
del 98,

14

No son éstos los pueblecitos moriscos de Levante, todo recogidos, todo in-
timos; son los poblados anchurosos, libres, espaciados, de la vieja gente caste-
llana. Aqui cada imaginacién parece que ha de marchar por su camino, inde-
pendiente, opuesta a toda traba y ligamen; no hay un ambiente que una a todos
log espirilus como en un haz invisible; las casas son bajas y largas; de trecho
en lrecho, un inconmensurable portalén de un patio rompe, de pronto, lo que
vudiéramos llamar lo solideridad espiritual de las casas; alld, al final de una
calle, la llanura se columbra inmensa, mfinita, y encima de nosotros, a toda
hora limpia, como atrayendo todos nuestros anhelos, se abre también inmensa,
infinita, la béveda radiante.

AZORIN: «La ruta de don Quijoten.

CUESTIONES :

1..—Resumen de lo expuesto en este fragmento,
2.*.—Observaciones sobre el estilo.

3.°.—Los pueblos en los escritores de la generacién de]l 98,
4. —Azorin,

4
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15

De log dog hijos de Constanza, el que estd en Madrid pretendiendo un corgo
pare pesar a América, ha logrado su deseo. El marido de Constanze ho mar-
chado a la Corte; un mes despuds, se pone también Constonza en caomino para
despedir o su hijo. Antes de llegar ¢ Madrid ha querido Consionza pasar por
Toledo pare visitar el Mesén. El mesén del Sevillano ha perdido ya su antiguo
nombye; otras posadas de Toledo le disputan su antigua clientelo. Todo esid
igual que antes; en el centro, el patio, empedrado de menudos, y blancos guija-
rros; una techumbre sostenida por viejas columnasg sin plinto lo rodea; arriba,
se abre lo galeria repechada por una barandille de madera. Constonza ho pe-
netrado en el putio; su primere impresién ha sido profundamente extraiie; todo
es ‘mbs reducido y mds mezquino de lo que ella veia con los ojos del espiritu.
Nadie la conoce en la casa ni nadie la recuerda. Ninguna criada ni mozo alguno,
de 18 que en su tiempo servian, permanecen en el meadn.

AzoriN: «Castillan.

CUESTIONES:

1°—iA qué Constanza, a qué mesbén y, en fin, a qué «novela» se refiere?
2.*—E1 estilo de Azorin referido al parrafo objeto de este comentario.
2.5-—Azorin: su significacién en nuestra literatura. Azorin y los clasicos.

16

»  Después se levantaron para irse, porque ya rayabe el alba. La campifie de
Belén, verde y hdmeda, sonreia en la paz de la maiiana con el caserio de sus
aldeas disperso, y los molinos lejanos desapareciendo bajo el emparrado de las
puertas, y las montafias azules y lo nieve en las cumbres. Bajo aquel sol ama-
ble que lucia sobre los montes iba por los caminos la gente de las aldeas. Un
pastor guiaba sus carnevos hacia las praderas de Gamalea; mujeres cantando
volvian del pozo de Efrain con las dnforas llenas; un viejo cansado picaba la
yunta de sus vacas, que se delenian mordisqueando en los vallados, y el humo
blanco parecia salir de entre lag higueras... Los esclavos negros hicieron arro-
dillar los camellos y cabalgaron los tres Reyes Magos. Ajenos a todo temor se
tornaban a sus tierras, cuando fueron advertidos por el cdntico lejano de una
vieja y una nifia que, sentadas a la puerta de un molino. estaban desgranando
espigas de maiz. Y era éste el cantar remoto de las dos voces:

Camifiade, Santos Reyes
por camifios desviados,
que pol’ os camifios reaes
Herodes mandou soldados.

RAMON DEL VALLE-INCLAN: «La adoracién de los Reyes».




164 TEMAS DE LA PRUEBA COMUN

CUESTIONES ;

1.°~ Cuéntege en pocas lineas el asunto de este fragmento. La campifia
de Belén, aqui descrita incluso con sus espigag de maiz, jcoincide
con el paisaje auténtico de Tierra Santa?

2."—Género literario en el que encuadraremos el texto. Epitetos e ima-
genes que en él encontramos. Lengua del «cantar remoton con el que
termina,

3.*—Evolucién estética de la obra de Valle:Inclan,

17

¢Por qué, decidme, hacia los altos lianos,
‘huye mi corazén de esta ribera,
y en tierra labradora y marinera
suspiro por los yermos castellanos?

Nadie elige su amor. Llevéme un dig
mi destino a log grises calvijares
donde ahuyenta, al caer, la nieve fria
lag sombras de los muertos encinares.

De aquel trozo de Espaiia, alto y roguero,
hoy traigo a ti, Guadalquivir florido,
una mata del dspero romero,

Mi corazén estd donde ha nacido,
no a la vida, al amor, cerca del Duero...
i Bl mure blanco y el ciprés erguido!. .,

ANTONIO MACHADO
CUESTIONES :

1.*.—Explica el sentido de esta composicién. (;De qué se lamenta el poeta’?
iPor qué? ;De qué trozo de Espaiia siente nostalgia? ;Qué quiere de-
cir el poeta en la Gltima estrofa?, ete...).

2."—Medida y rima de los versos. ;Qué estrofas o composicién van forman-
do? yPor qué? Figuras poéticas.

3.*—La poesia de Antonio Machado,

18

Pur esos campanarios
ya habrdn ido llegando las cigiiefias.
Habrd trigales verdes,
y mulas pardas en las sementerus,
y labriegos que siembran los tardios
con las Nuvias de abril. Ya las abejas
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Libardn del tomillo y del romero.

¢Hay ciruelos en flor? ;Quedan violetas?

Furtivos cazadores, log reclamos

de la perdiz bajo lus capas luengas,

no faltardn. Palacio, buen amigo,

1tienen ya ruisefiores las riberas?

Con los primeros lirios

y lag primeras rosas de las huertas,

en una tarde azul, sube al Espino,

al alto Eapino donde estd su tierra...
ANTONIO MACHADO

CUESTIONES:

1..—Esta composicién estd fechada en Baeza, el 29 de abril de 1913. Pues
bien, teniendo esto en cuenta, explica el sentido de esos versos en re-
lacién con la vida de Antonio Machado.

2.0 —Caractereg estilisticos de estos versos,

3.*—Lga poesia de Antonio Machado.

19

Deshaced ese verso.
Quitadle los caireles de la rima,
el metro, la cadencia
y hasta lo idea misma.
Aventad las palabras,
y 8i después queda algo todavia,
€80
gerd la poestua,

1Qué
imporia
que la estrella
esté remota
y deshecha
la rosa?
Adun tendremos el brillo y el aroma.

Leén FELIPE: De «Versos y oruciones de caminamnten.

CUESTIONES:

1.*—Con referencia a la idea estética revelada por el autor en estos ver-
sos, interpreta el concepto que nos da de una poesia esencial.

2. —Aspectos més acusados, de gensibilidad y pensamiento, en la poesia
de Lebén Felipe.

3. _Evolucién de la lirica hispana a partir de Juan Ramén Jiménez. Las
figuras més representativas.
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CUESTIONES ;

20

La fuente aleja su cantata,
deapierton todos los caminog...
iMar de la aurora, mar de plata;
qué limpio estds enire log pinos!

Viento del sur, jviene sonoro
de goles? Ciegan los caminos...
< Mar de la siesta, mar de 070
qué alegre estds sobre log pinog!

Dice el werdén no sé qué cosa...
Mi almo se va por los caminos. ..
iMar de lo tarde, mar de rosa
qué dulce estds entre los pinos!

JUAN RAMON JIMENEZ: «&! mar lefanon,

1.*—Resumen sobre el tema Yy asunto tratado.

2.~—La forma estréfica usada.—La adjetivacion, el plencasmo y las
gurag patéticas construidas por el poeta.

3. —Significacién de Juan Ramén Jiménez en el modernismo espaifiol,

TERESA:

..................... &n Roma si.
Pero esas casas de aqui,
squién las sacard adelomte?

PADRE GrACIAN: ;Quidn, Madre? Bajo sus manos

TERESA:

de Santa prosperardn.

Mis manos las dejardn

algin dia, ¥ serdn varnos

mis esfuerzos hasta aqui,

mis altares de ermilafia,
/todog los pasos que di

por tantas sendas de Espaiia!
Los conventos que fundé
vendrdn al suelo, por fin,

como unos que levanté

de juguete, en el jordin

de ‘mis padres con mi hermano. .,
jToda mi obra ha de pasar,

81 no la quiere tomar,

quien yo esperaba en su mano!

EDUARDO MARQUINA: «Teresa de Jesisy.

Tiv
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CUERSTIONES

i*—Destace y explica log rasgos biograficos que hay en el pasaje que €o-
mentamos.—j Quién era el Padre Gracidn? Explica el sentido de los
tres fltimos versos.

2.°~—A partivr de dénde el Padre Gracidn comienza a hablar, analiza los
versos, explicando qué clagses de wersos son, qué figuras poéticas en-
cuentras en ellos y qué estrofas van formande, si se ajustan a los
modelos mas conocidos o introducen alguna variante,

32 —Bl teatro poético en la primera mitad del siglo xX: significacién de
Eduardo Marquina dentro de ese teatvs,

22

Cruzan el cielo nubecillas tenues
que porecen blanquisimas quedejas
cortadas del velldn {nmaculado
que dieron en Abril las cordevuelas.
Bl sol bafidé el terruiio,
se ve crecer lo hierbo
y huele a tierra hitmeda
cargada de promesas.

1 Qué dulce es presdir desde el vepecho
la propia sementera
ai el cielo es transpavente, fresco el wire,
himeda y fértil la esponjada tierra,
el gol templado, lo simiente sana,
robustas los porejas,
alegres los gafianes,
lo. tonoda de arar sentida y lenta,
sabroso el pan de casa
y el agua del regato Limpia y frescal

GABRIEL Y GALAN: «Las sementerasy.
CUBSTIONES:

1.2 —Resumen del asunto tratado.

2.0 __Tormas méiricas en este poema.—Formas de evoluciéon rural en el vo-
cabulario—La adjetivacion.

2.°—La aportacién literaria de Gabriel y Galan en la poesia espaiiola,

23

BALADILLA DE 1.OS TRES RIOS

El rto Guadualquivir
va entre naranjos y olivos.
Los dos rios de Granada
bajon de la nieve al trigo.
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jAy, amor
que se fue y no vino!

El rfo Guadalquivir ,
tiene las barbas granate, |
Los dog rios de Granada
uno llanto y otro gangre,

{ Ay, amor i
que se fue por el aire!

Para los barcos de vela ;
Sevilla tiene un camino,
Por el agua de Granada
sdlo reman los suspiros,

{ Ay, amor
que se fue y no vino!

F. GaARrcia Lorca

CUESTIONES

1.*.—Aclara, debidamente, el sentido de todos estos versos.

2.*.—Medida de los versos, rima y composicién que van formando. ;Qué
nombre reciben los versos subrayados? Figuras poéticas que hay en
ellos.

3.*.—Dentro de la poesia de Garcia Loreca, ;a qué tendencia pertenece la
composicién que analizamos? ;Sabes a cuél de sus libros corresponde?
La obra dramitica de Garcia Lorca.

24

CANCIONCILLA SEVILLANA

Amanecia
en el naranjel.
Abejitas de oro
buscaban la miel.

¢Dénde estard
la miel?

Estd en la flor azul,
Isabel.
En la flor,
del rsmero aquel.
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(Sillita de oro
para el moro.
Sillita de oropel
pare su mujer).

Amanecia
en el naranjel.

¥ Gagrcfa Lorca

CUESTIONES :

1."~—Sefiala las rimas, explicando la clase de rima y los versos que van
rimando. Mide los versos 1.°, 6.° y 8. explicando las particularidades
que puedan ofrecer.

24— Analiza estilisticamente esta composicién, expresandc sus claros an-
tecedentes.

3. —La poesia y el teatro de Federico Garcia Lorca.

4. —Esta composicién estd dedicada a Solita Salinas, hermana de un poeta
amigo y compafiero de grupo de Lorca. ;Quién era ese poeta? Cita
alguno de sus libros.

23

Cérdoba.
Lejana y sola.

Jaca negra, luna grande,
y aceitunas en mi alforja.
Aunque sepa los caminos
yo nunca legaré a Cérdoba.

Por el llanto, por el viento,
jaca negra, luna roja,
la muerte me estd mirando
desde las torres de Cérdoba,

JAy qué camino tan largo!
JAy mi jaca wvalerosal!
1Ay que la muerte me espera,
antes de llegar a Cérdebal

Cérdoba.
Lejang y sola.

F. GArcia Lorca: «Cancionesy,
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CUESTIONES

L'—Glosa o interpretd la tension dramatica y el fatalismo andaluz gue
motivan el tema de esta composicion.

2."—Aparie el estribillo, explica el metro y rima de los versos,-—Aspectos
gramaticales y estilisticos de este poema lorquiano,

3. ~—Gazreia Lorca como lirico y autor dramatico.—Breve referencia a otros
poetag de su promocién o grupo,

26

GIRALDA

GIRALDA en prisma puro de Sevilla,
nivelada del plomo y de lu estrella,
molde en engasie azul, torre sin mella,
palma de arquitectura sin semilla.

Si su espejo lo brisa enfrente brilla,

no te contemples—;ay, Narcisal—en ella,

que no se mude esa tu piel doncella,

toda naranja ol sol que se te humilla,

Al contraluz de luna limonera,

tu ariste es .el bisel, hoju barbera

que su dg bella vertical depura,

Resbala el tacto su caricia vana,

Yo mudéjar te quiero y mo cristiana.

Volumen nada mda:; base y altura.
GERARDO DIEGO

CUBSTIONES:

1.*—Explica el significado de este poema, muy especialmente el de la es-
trofa segunda y el del versc pentltimo,

2.*—Medida de los versos, estrofas y composicién gque van formando y fi-
guras poéticas usadas en esta composicion,

3.*—Gevardo Diego: su peculiar significacién dentro de su grupo poético.

27

REFLEJCS

Fn este rio ldcteo
los navios no sueilan sobre el dlveo.

Como un guonte famélico
el dia se me escapa de los dedos.
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Me voy quedando exhausto
pero en mi torso canta el mdrmol,

Una méda lejana
me esconde y me suaviza
lag antiguas palabras.

Cae el liquido fértil de mi estatua
y los navies cabecean
amarrados al alba,

GERARDO DiIEGO
CUESTIONES:

1.".—Explica el significado de las palabras «lacteon, «alveon, «famélicon y
«exhaustoy.

2:'—Sefiala y explica las metéforas, las rimas y los versos que van ri-
mando. .

8.*—Al filo de esta composicién, habla de los movimientos poéticos que
pudieron tentar a estos poetas del grupo de 1927 y explica la posicion
de Gerardo Diego respecto a ellos,

28

Para vivir no quiero

- iglas, palacios, torres.

1 Qué alegria mds alta:

vivir en los pronombres/

Quitate ya los trajes,

las sefias, los retratos;

Yo no te quiero ast,

disfrazada de otra,

hija siempre de algo.

Te quiero pura, libre,

irreductible: ti.

Sé que cuando te llame

entre todas las gentes del mundo,

86lo serds ti.

Y cuando me preguntes

quibn es el que te llama,

el que te quiere suya,

enterraré log mombres,

los rétulos, la historia.

Iré rompiendo todo

lo que encima me echaron

desde antes de nacer.

MATEMATICAS PREU, — 11
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Y vuelto ya al andénimo
eterno del desnudo,

de la pledra del mundo,
te diré:

«Yo te quiero, soy yon.

PEDRO SALINAS: «La voz a ti debidayn.
CUESTIONES :

1.*.—Explica la significacion de estos versos. ;Qué quiere decir en ellos el
poeta? La clave del poema estd en los versos 8.” y 4.: explicala,
2.*.—De las tendencias que pueden advertirse en la poesia del grupo poéti-
co de 1927, yen cual situariamos la poesia que comentamos? ;Por qué?
3.*,—Pedro Salinas: su significacién en el grupo de 1927.

29
CON EL

Si Garcilaso volviera
Yo seria su escudero;
que buen caballero era.

M1 traje de marinero
se trocaria en guerrera,
ante el brillar de su acero;
que buen caballero era.

jQué dulce oirle, guerrero,
al borde de su estribera!
En la mano mi sombrero;
que buen caballero era.
RAFAEL ALBERTI

CUESTIONES:

1. —;Quién fue Garcilaso? ;Qué otros poetas clasicos influyeron especial-
mente en la poesia de este grupo de 19277

20 ——Analiza estilisticamente esta commnosicién (versos, rimas, estrofas, fi-
guras poéticas, tropos, etc...)

3. —Los distintos momentos de la produceién poética de Alberti. Obras mas
importantes.

30
EJEMPLOS

La veleta, la cigarra.
Pero el molino, la hormiga.
Muele pan, molino, muele,
Trenza, veleta, poesia,
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Lo que Marta laboraba,
se lo sofiaba Maria.

Dios, no es verdad, Dios no supo
cudl de las dos preferia.

Porque El era sélo el viento
que Mmueve y pasa y no mira,

DAMASO ALONSO
CUESTIONES :

1 —Explica el sentido de esta poesia, aclarando sus alusiones,

2,*,—Medida de los versos y composicién o estrofas que van formando. (De-
bes justificar tus respuestas, explicando las licencias métricas, las ri-
mas y los versos que van rimando),

8.*.—La poesia de Damaso Alonso (grupo literario a que pertenece y libros
mas significativos; caracteres especiales de su poesia...)

4.—;Conoces alguna otra actividad literaria de Damaso Alonso? Cita
lo mas destacado de esa otra actividad.

31

«jLos golfos!... ;No sentis dolor, inquietud, remordimiento, ante estas mise-
ras criaturas hambrientas, ante esta simiente de criminalidad que puede fruc-
tificar en el abandono?

Ya sé que sois caritativos, sefioras y sefiores, pero, perdonadme, vuestra ca-
ridad no estd bien ejercida o es insuficiente mientras haya criaturas que en las
noches de invierno duerman en los quicios de las puertas o en las oquedades de
los desmontes, ‘

~ Las plazas de los asilos que sostenéis son pura los hijos o los sobrinos de
las cocineras, de las planchadoras, de los servidores y paniaguados; en fin: de
esog mil funcionarios que forman la trama burocrdtica que rodea a la benefi-
cencia ofictal. A los verdaderos desvalidos no les alcanza nada.

Yo pido para ellos, para esos golfos paludos, rofiosos, grotescos, famélicos,
abandonados, sin hogar, sin parientes, sin nadie... Para esos miseros chiquillos
que a la salida de los teatros y de los bailes carretean alrededor de vuestros
carruajes entre la niebla de las noches crudilisimas de invierno, voceando para
avisar a chéferes y cocheros, vuestrog nombres gloriosos, llenos de prestigio, de
poder, de opulencia...»

CARLOS ARNICHES: «La pareja cientifican.
CUESTIONES:

1.*.—Resume en pocas palabras el sentido de estos parrafos de Arniches.
En ese discurso del autor que viene a constituir el cuadro segundo de
«La pareja cientifican, se condensa la leccién que traté de dar en el
cuadro primero, que es, en realidad, el Gnico dramético: explica ahora
td, cual es la trama dramatica de este cuadro primero, quiénes sus
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personajes y coémo se desarrolla la accién. (Preguntamos todo esto
porque es de las obras sefialadas como lecturas en los cuestionarios
del Curso Preuniversitario).

2.*~—En esos parrafos de Arniches y, claro es, mucho mas adin en el con-
junto de esta pequefia pieza teatral se traza un cuadro social de la
época. Describelo brevemente y relaciona aquella «injusticia social» de-
nunciada por el escritor con nuestra vida actual, exponiendo sus seme-
janzas y diferencias. ;Qué opina Arniches sobre la delincuencia? ;Quién
expone sus ideas en «La pareja cientifican, en el cuadro primero?

3..—FE] sainete: saineteros més importanfes., Los sainetes de Carlos Ar-
niches,

REQUENA:
MiNGUEZ:
REQUENA:
MiNGUEZ:
REQUENA:
MiINGUEZ:
REQUENA:
PEQUE:

REQUENA:

PEQUE:
REQUENA:

CUESTIONES :

32

(A Minguez.,) ;Estds viendo cémo no hay tal creminalidad na-
tiva, so buche?

Entonces, spor qué roba este golfo, por qué es reicidente, vemos
a ver?

Pues porque el que no puede ganarlo, o no le han enseiao a que
se lo gane, cuando tiene gazuza, y ve un panecillo tira con él...,
tenga las narices como las tenga.

De forma que la cencia de mi sobrino...

Lombarda cocida.

;Entonces ti crees que el Tratao...?

Cuando se tiene hambre, el tratao... debe ser el panadero, yue-
rido Minguez. Too lo demds, pamplinas.

(Balancedndose nerviosamente y castafieteando los dientes).
;Quién ustés que andemos?

;Qué te pasa?

Que no me tengo de frio, guardias. ;Estoy helao!

;Pobre criatural... jMaldite sea! (En aquel momento, de una
calle préxima sale un grupo de gente bullanguera haciendo
sonar zambombas, latas y almireces. La voz fuerte y des-
garrada de una moza entona un villancico en el silencio de la
calle desierta:

Los pastores en Belén

todos juntos van por lefu,
para calentar al Nifio "
que nacié la Nochebuena...).

CARLOS ARNICHES: «La pareja clentifican.

1.4—;Qué es lo que se debate? ;Cuiles son las conclusiones?

2.%—;Coémo estd planteado el problema? ;De qué recursos se vale el es-
critor’—E]l lenguaje de Arniches.

3+ __Fl sainete—E!l sainete de Arniches: caracteres, y obras més signi-
ficativas.
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33
CRISPIN:  ...iiviviiiniriiinnnn. iQué os dije, sefior? Que entre todos ha-

bian de sal’vamos . Creedlo. Para salir adelante con todo, mejor
que crear afectos es crear intereses.

LEANDRO: Te engafias, que sin el amor de Silvia nunca me hubiera salvado.

CRISPIN: ;Y ea poco interés ese amor? Yo di siempre su poarte al ideal
y conté con €l siempre. Y ahora, acabé la farsa.

SILVIA: (Al piiblico.) Y en ella visteis como en las farsas de la vida,
que o estog muleces, como a log humanos, muévenlos corde-
lillos groseros, que son los intereses, las pasioncillas, los en-
gaiios y todas las miserias de su condicién; tiran uno de sus
ples y los llevan a sus tristes andanzas; tiran otros de sus
manos, que trabajan con pena, luchan con rabia, hurtan con
astucia, matan con violencia. Pero entre todos ellos desciende
o veceg del cielo al corazén un hilo sutil, como tejido con luz
del 30l y con luz de luna: el hilo del amor, que a los humanos, co-
Mo a estos muiiecos que semejan hwmanos, los hace parecer di-
vinos, y trae a nuestra frente resplandores de aurora, y pone
alas en nuestro corazén y nos dice que no todo es farsa en la
farsa, que hay algo divino en nuestra vida que es verdad y es
eterno y no puede acabar cuando la farsa acaba. (Telén.)

J. BENAVENTE: «Log intereses creadosy.
CUESTIONES:

1.*.—Desentrafia y comenta las ideas que hay en ese fragmento de «Los in-
tereses creados», objeto de nuestro comentario,

2.*—Significacién de esos tres personajes en la obra citada.—;Qué otros
personajes de «Los intereses creados» recuerdas?—;De dénde ha to-
mado algunos de ellos? Dentro de los géneros draméticos ;qué es una
«farsan?

3.".—Significacién del teatro de Benavente en nuestra historia del arte dra-

mético.-—Clasificacién de sus obras dramaticas: «Los intereses creadosy.
4. —Benavente: el ¢modernismo» y la «generacién del noventayochon.

34
SILVIA

La noche amorosa, sobre los amantes,
tiende en su cielo el dosel nupcial.
La noche ha prendido sus claros diamantes
en el terciopelo de un cielo estival.
E!l jardin en sombra no tiene colores,
Yy es en el misterio de su oscuridad
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susurro el follaje, aroma las flores

¥ amor..., un deseo dulce de llorar.

La voz que suspira, y la voz que canta,
¥ lo voz que dice palabras de amor,
impiedad parecen en la noche santa,

como una blasfemia entre una oraciéi,
;Alma del silencio, que yo reverencio,
tiene tu gilencio la inefable voz

de los que murieron amando en silencio,

de log que callaron muriendo de amor,

de los que en la vida, por amarnos mucho,
tal vez no supieron su amor expresar!
INo es la voz acaso que en la noche escucho
y cuando amor dice, dice eternidad?

J. BENAVENTE: «Los intereses creadosy.

CUESTIONES:

1.%--,Quién es Silvia? ;Qué representa en «Los intereses creadosy? ;Qué
funcién corresponde en la obra a Leandro y Crispin? ;Qué repre-
sentan Polichinela, Arlequin y Dofia Sirena?

2.'.—Estilo de esos versos, justificando debidamente tu respuesta.—Medida
de los versos.—Rima y estrofa que van formando, advirtiendo cuanto
estimes digno de nota.

3.*.—El! teatro de Benavente.

ARLEQUIN:

CAPITAN:

35

Bien dects. No la sublime poesia, que sélo canta de nobles y eleva-
dos asuntos; ya ni sirve poner el ingenio a las plantas de los pode-
70808 para elogiarlos o satirizarlos; alabanzas o diatribas no tienen
valor para ellos; ni agradecen las unas ni temen las otras. El propio
Avretino hubiera muerto de hambre en estos tiempos.

¢Y mosotros, decidme? Porque fuimos vencidos en las dliimas gue-
rras, mds que por el enemigo poderoso, por esos indignos traficantes
que nog gobiernan y nos enviaron a defender sus intereses sin fuer-
zo y sin entusiasmo, porque nadie combate con fe por lo que no
estima, ellos, que no dieron uno de los suyos para soldado ni solta-
ron moneda sino a buen interds y a mejor cuenta, y apenas temie-
ron verle perdida amenazaron hacer causa con el enemigo, ahora
nos culpan a nosotrog y nos maltratan y nos menosprecian Y qui-
sieran ahoriarse la misera soldada con que creen pagarnos, y de
muy buena gana nos despedirian si no temieran que un dia todos
los oprimidos por sus maldades y tiranias se levantaran contra ellos.
i Pobres de ellos si ese dia nos acordamos de qué parte estdn la razén
y la justicial

BENAVENTE: «Log intereses creados».
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CUESTIONES:;

L.*.—Resume los pensamientos expuestos en ese breve fragmento de «Los in-
tereses creados» en relacién con la época en que fue escrita y el pensa-
miento de los escritores de su tiempo.

2."—;Comedia o farsa? ;Cémo calificaria esta obra de Benavente Yy por qué?
4Cuél] es el tema de esta obra de Benavente?

8.*.—Significacién del teatro de Benavente en la historia del teatro espaiiol.

, 36

Porque las cosas no son grandes ni menudas, sino indiferentes. ;Qué no?
Mire: una hormiga, asustada, se asoma al agujero de sus tinieblas, sale al sol
y silencio de una senda campesina; un dguila eacapa loca de un nidal de los
Andes, espantada de una convulsa sacudida geolégica que despedaza las cum-
bres; pues bien: jeree usted que las tierras del sendero y las rocas de los An-
des que vieron salir o la hormiga y oyeron el grito desdichado del dguila han
asistido a lo menudo y a lo grande? ;Lo cree usted? Pueg Y0, no. Humanizaré el
ejemplo. ;Conocerd usted la Iliada, verdad? tLa conozeo yo! Elija usted la haza-
fia que mds le plazca y entusiasme de Agquiles, Héctor o Agamendn, y péngala
junto al lanceamiento que hizo Don Quijote en el rebafio que tomara por hues-
tes de Pentapolin, o al lado de otra aventura de nuestro caballero. iSon las pri-
meras empresas superiores a las segundas? ;Distintas, dice usted? /Nunca, nun-
cal... ;Si para el delirante hidalgo eran hombres enemigos y desaforados los
mansos corderos!... Log hechos se trenzan indiferentzmente. ..

GABRIEL MIRG: «La novela de mi amigo, Ly
CUESTIONES:

1.*.—Identifiquense los personajes mencionados de la Ifada. (A qué aventura
de Don Quijote se alude y quién es Pentapolin? 4 Cual es la idea funda-
mental del texto.

2.*.—Género literario a que pertenece este fragmento, Rasgos de su estilo. Con-
secuencias de hablar en primera persona.

3.".—Gabriel Mir6é su época y valor de su creacién literaria.

37

«Desde el 1910 me dedico a la Gregueria, porque la Gregueria me tene con-
vencido por cémo nacid aquel dia de escepticismo Y cansancio en que cogi todos
los ingredientes de mi laboratorio, todos, frasco por frasco, y los mezcld, sur-
giendo de su precipitacion, de su depuracién, de su disolucién radical, la Gre-
gueria. Desde entonces la Gregueria es para mi la flor de todo, lo que queda,
lo que vive, lo que surge entre el descreimiento, la acidez y la corrosién, lo que
resiste todo. La Gregueria ha sido perseguida, denigrada, y yo he llorade y
reido por eso estremecidamente, porque eso me ha dado pena y me ha hecho
gracia.n

R. GOMEZ DE LA SERNA: «Las 636 mejores greguerias».
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CUESTIONES

1.",—Resumen del texto anterior,

2.*—Observaciones sobre el estilo de este fragmento.
3.".—El humorismo en la literatura espafiola del siglo xx,
4.*—Ramén Goémez de la Serna.

38

«Desde luego es andloga la emocion que inicialmente suscitan Hamlet y
Don Quijote. Ambos se ganan nuestras simpatias desde el primer momento. Se
las ganan porque son generosos y nosotros somog egoistas. Hamlet y Don Qui-
jote, aquel en la Universidad de Wittemberg, éste en los libros de caballeras,
han aprendido en log ejemplos de los hombres que se sacrificaron por los hom-
bres a amar sus hazefias y a intentar emularlas. Y nosotros les queremos desde
el primer momento, porque Don Quijote se propone realizar «el bien de la tie-
rean porque Hamlet se muestra fiel a la memoria de su padre, el rey noble y
glorioso, y zahiere la ingratitud de su madre con el apéstrofe: ;Fragilidad, tienes
nombre de mujer!

RAMIRO DE MAEZTU

CUESTIONES :

—Resume lo que en el parrafo que comentamos nos dice Maeztu sobre
Hamlet y Don Quijote.
2.—Hamlet y Don Quijote: analogias y dlferenmas. Partiendo del estudio
de Maeztu, puedes exponer tus propias opiniones.
3.*—Ramiro de Maeztu en su época y en el pensamiento actual,

39

«Hay en Castilla grandes virtudes; durante siglos, los poetas las han canta-
do. Hora es de que te vuelvas, mirada, a estos otros pueblos que dentro de Es-
pania presentan virtudes y vicios complementarios de los nuestros. Mds aiin:
3t hace nueve centurias fue la misién de Castilla reducir a unidad las variedades
peninsulares, acaso sea su menester de hogafio hacer que la vida espaiiola retorne
de esa unidad a una variedad mds fuerte y fecunda que la primitiva. Mira y
quiere la diversidad en torno tuyo, que puede ser espléndida. Digna de la an-
tigua es esta tu nueva mision de empujar a los pueblos para que cada cual cobre
la voluntad de si mismo. ;Pupila castellana, abre bien el iris para que Espaiiu
multiforme y entera penetre en tu retina y, si preciso fuere, quiébrate en seis
mil facetas como el ojo de las abejas de tu Alcarrialy.

ORTEGA Y GASSET: «Notasy.
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CUESTIONES:
1.".—Explica el pensamiento de Ortega contenido en estas lineas que comen-
tamos contrastindolo con el tuyo.

2.°.—El ensayo. Caracteres generales de este género literario,
3.*.—E] pensamiento de Ortega y Gasset,

BIOLOGIA

40

Log ciclos vitales de los elementos. El ciclo del carbono, Fotosintesis y qui-
fiosintesis, El ciclo del nitrégeno. La putrefaccién.

41
Elementos de genética hwmana. La herencia biolégica en el hombre. Las

bases de la herencia. La herencia del grupo sanguineo, hemofilia y daltonismo,
Otras herencias biolégicas humanas.

42

Genética. Las bases de la herencia biolégica. Las leyes de Mendel. La he-
rencia biolégica en el hombre,

43

La reproduccién celular. La mitosis normal, Papel de los cromosomas du-
rante la mitosis.—La mitosis heterotipica: Gametogénesis en los animales plu-
ricelulares. Los cromosomas en los gametos. Fecundacién biolégica,

44

La reproduccién sexual, lLas génadas y los gametos o células reproducto-
ras. Log fenémenos de la gametogénesis. La fecundacién biolégica y la forma-
cién del zigoto.

45

La infeccién microbiana. La penetracién de los microorganismos en el
cuerpo. Las defensas orgénicas contra las infecciones, La inmunidad biolégica.
Antigenos y anticuerpos. Los fendémenos de anafilasia y alergia,
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46

La infeceién microbiana y sus formas. Las defensas naturales contra las
infecciones. Antigenos y Anticuerpos. La inmunidad y sus modalidades. Los
fenémenos de anafilaxia y de alergia.

47

Bacterias y virus—Constitucién de la célula bacteriana.—Estudia y cultivo
de bacterias y virus—Bacterias del suelo y de las fermentaciones, Bacterias
patégenas. Inmunidad biolégica.

48

La respiracién.—Diferentes formas de la respiraciéon.—Los fenémenos bio-
quimicos de la respiracién. Papel de la sangre y el aparato circulatorio en la
respiracién. Energia y calor animal., Metabolismo de los glficidos y lipidos.

49

La simbiosis y el parasitismo. Las simbiosis biolégicas.—E] parasitismo
como fenbémeno biclégico. Clases de parasitos. Efectos de parasitismo. Princi-
pales parasitos del hombre,

50

El parasitismo. Tipos de parésitos animales. Ectoparasitos y endopardsi-
tos.—Ciclo biolégico de algunos parasitos del hombre, Particularidades biolé-
gicas y mortofilégicas de los parésitos.

51
Hormonas y glindulas endocrinas. Los fenémenos de correlacién hormo-
nal: Fenémenos de hiperfuncién e hiperfuncién hormonal.—Las vitaminas y
su papel biolégico.
52
Las glindulas de secrecién interna. Las hormonas. Principales glandulas

endocrinas y hormonas en el hombre. La correlacién humoral. Los oligoele-
mentos, '

53

E! medio interno en el hombre. La sangre, linfa y liquidos intersticiales.
El plasma sanguineo. Papel de las sales minerales. Coagulacién de la sangre.
Los grupos sanguineos.
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54

Anatomia general del corazén humano. Los grandes vasos sanguineos.—Fi-
siologia general del sistema circulatorio.——La regulacién cardfiaca.

55

Histologia animal.—Principales tejidos del cuerpo humano. Tejidos de pro-
tecciébn y recubrimiento. Tejidos conjuntivos. Tejido muscular. Fisiologia: de la
contraccién muscular,

56

Histologia animal—Células y tejido muscular.—Fisiologia del misculo, Tra-
bajo muscular—Tejido nervioso. Tipos de células nerviosas, Fibras nerviosas.

57

Estudio de los tejidoa dseo y muscular. Estructura de los huesos y su cre-
cimiento.——Forma y estructura de los misculos.—Fisiologia muscular: metabo-
lismo del miisculo,

38

Fisiologia de la digestién. Agrupaciones glandulares que actian en la
digestién.—Fen6émenos bioquimicos de la digestién, Absorcién y asimilacién.
Metabolismo general.

59

Figiologia general del aparato digestivo. La digestién estomacal.—E] jugo
gastrico y la digestién estomacal. La digestién intestinal, Los jugos digestivos
intestinales, La digestién de los glacidos, de los lipidos y de las proteinas. La
absorcién intestinal.

60

La digestién y la absorcién intestinal. Distribucién de los alimentos ab-
sorbidos. Funciones del higado y del pancreas.

61

Los alimentos proteicos. Digestién de las proteinas. El metabolismo de
las proteinas, Formacién de la urea y 4cido Grico. El ciclo del nitrégeno,

62

Neciones de Eeologia. La adaptacién biolégica al medio. Los factores del
medio biolégico. Biocenosis y biotopos.
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63
La adaptacién biolégica al medio ambiente. El medio biolégico. Los facto-
res del medio ambiente y su accién sobre los seres vivos. La biocenosis y los
biotopos,
64

Ecologie. La vida en el medio acuético: el agua y la vida. La vida en las
aguas dulces.—La vida en el agua marina.

65
La fecundacién bioldgica. La formacién del zigoto o huevo. El desarrollo

embrionario en los vertebrados. Las hojas blastodérmicas. El desarrollo del
embrién en los mamiferos,

66

El carbono en la naturaleza. Ciclo bioquimico y biolégico del carbono.

HISTORIA DE ESPANA MODERNA Y CONTEMPORANEA
67

La formaciéon de la unidad espafiola en los aspectos territorial, politico y
religioso.

68
La politica internacional espafiola en tiempo de los Reyes Catélicos. Es-

fuerzos para lograr la Unidad Nacional. La politica mediterrdnea y africana.
La accién descubridora y colonizadora,

69

La politica de 'los Reyes Catélicos. Planteamiento, significado y desarrollo
de la misma,

70
Sociedad, economia y cultura en la Espafia de los Reyes Catélicos,
71

Cristébal Colén. Sus planes y fundamentos cientificos—Capitulaciones de
Santa Fe, El primer viaje y sus consecuencias,
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72
Las grandes conquistas espafiolas en América del Sur,
73

Problemas y consecuencias del descubrimiento de América.
74

Actuacién de Carlos V en Espaiia.
75

Idearium politico de Carlos V; su génesis y realizacién.

76

La primera vuelta al mundo y las exploraciones espafiolas en el Océano
Pacifico,

77

El papel de Espaiia en la Contrarreforma.—El Concilio de Trento.
78.

La hegemonia espéﬂola durante el siglo xvI.

" 79

Politica internacional de Carlos I y Felipe II
80

Espafia y América: las misiones y el arte en los siglos xvr y xvii,
81

Problemas internos e internaciqnales del siglo xvi1,
82

Espafia entre la Paz de Westfalia y la Paz de Utrecht: politlca interior
y politica internacional.

83

La pintura espafiola de los siglos XVi y XVII: caracteristicas generales y
secuelas,
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84

La época del barroco. La cultura espafiola del siglo xvii, Principales ma-
nifestaciones literarias. Las Artes,

85
Arquitectura y escultura del barroco.
86

E] reinado de Felipe V. Su reaccién politica frente al Tratado de Utrecht.
Politica revisionista de Alberoni y Ripperdé., Los Pactos de Familia,

87

Politica internacional de Espafia desde la Paz de Utrecht hasta la Guerrd
de la Independencia.

88

La Ilustracién en Espafa y los grandes ministros de Carlos IIIL.

89
El siglo xviin espafiol; politica interior, cultural y economia.
90

Las Cortes de Cadiz, la Constitucion espafiola de 1812 y sucesos posteriores
hasta el final del reinado de Fernando VIL

91
Emancipacién de la América espafiola.
92
La emancipacién de la América espafiola. Aspectos generales y las causas
de la emancipacién. Caracteres del movimiento. Kl proceso histérico de la
emancipacién. Consecuencias de la Independencia.
93
Accién de Espafa en América,

94

La obra de Espafia en América en los aspectos religioso, social y cuivural.
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95

Del absolutismo austriaco al centralismo borbdénico en la politica, en la
administracién y en la economia.

96

El siglo x1x: partidos politicos y cambios de régimen constitucional.
97

La cuestién dinastica: origenes y consecuencias,
98

La revolucién de 1868.
99

La reirplucién espafiola de 1868, La Primera Republica.
100

Desde la revolucién de 1868 hasta la Segunda Reptiblica.

- 101

La Restauracién.
102

La Restauracién y su significacién politica, Caracteres generales del pa-

norama politico europeo. Canovas del Castillo y la Constitucién de 1876, La
accién de los partidos politicos,

103
Problemas del reinado de Alfonso XIII.
104
La cultura espafiola en el periodo 1875-1936. La revolucién intelectual y
cientifica. La generacién del 98, Las figuras inés representativas del arte
pictdrico.
105

El Alzamiento Nacional.
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106

Polftica internacional de Espafia en estos tultimos aiios,
107

Estructura econémica y social de la Espafia actual,
108

Los planes de desarrollo econémico.

HISTORIA. DE LA FILOSOFIA Y DE LA CIENCIA

109
El principio de las cosas y el movimiento en los filésofos presocréticos.
110

Los principios de la filosofia occidental: El fisicismo jonico y la escuela pi-
tagérica. Breve exposicién del concepto de la realidad en Heraclito y Parménides,

111

La filosofia en el perfodo presocratico—La antinomia Hersclito-Parmé-
~ nides—Los pluralistas conciliadores,

112
Caracteres generales de la sofistica.—Sécrates.
113

Los Sofistas: Caracterizacién de su sctitud filoabtica en 'f‘contraposicién con
la de Sécrates. El método socratico v su doetrma moral,

114

Sécrates y los sofistas: Caracterizacién de ambas actitudes filoséficas, po-
niendo especial interés en explicar el método socrético y su doctrina moral.

115

Platén: la teoria de las ideas. Evolucién histérica del platonismo.
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116

Platén: lineas generales de su cosmologia (explicacién del mundo sensible) y
su antropologia (concepcién del hombre).

117

Aristételes: breve exposicién de su filosofia de la naturaleza (el hilemor-
fismo) de la metafisica (el ser y sus causas), y la doctrina del conocimiento.

118
Aristételes: la teoria hilemodrfica y el problema de conocimiento,

119

El tema del conocimiento en Platén y Aristoteles—Exposicién de las res-
pectivas posiciones y analisis comparativo de las mismas,

120
Entre las doctrinas filoséficas que tienen por objeto la conducta humana

estén el estoicismo y el epicureismo, Exponer la filosofia de estas dos escuelas,
gsefialando sus semejanzas y diferencias.

121

La filosofia en el periodo helenistico: . epicureismo y estoicismo,

122

Epicuro y los estoicos. Haz una breve exposicién de ambos sistemas filosé-
ficos, sin olvidar la figura y la obra de Séneca al hablar del estoicismo romano.

123

Séneca y el estoiciemo romano,

124

La ciencia en el mundo griego: caracteristicas generales, etapas en que se
divide su desarrollo y representantes principales.

125

San Agustin y el problema de la verdad. El pensamiento agustiniano sobre
los temas de Dios y el alma humana,

MATEMATICAS PREU, — 12
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126

El hombre y Dios en la filosoffa de San Agustin,

127

La filosofia escolastica: caracteristicas generales, problemas més importan-
tes y representantes principales,

128

La filosofia escolastica en el medievo, haciendo especial referencia a estas
dos cuestiones: «) los universales y b) relaciones entre la razén y la fe.

129

Santo Tomés de Aquino: puntos fundamentales de su pensamiento. El siste-
ma aristotélico comista,

130

Santo Tomds de Aquino: a) la razén y la fe; b) la analogia del ser y el pro-
blama de Dios; ¢) doctrina del conocimiento.

131

Las relaciones entre razén y fe en la patristica y en la escolastica modieval.

132

El problema de las relaciones de razén y fe en la filosofia medieval, Im-
portancia de esta cuestién y anilisis de las distintas posiciones (San Agustin,
San Anselmo, Santo Tomés, Escoto, Occam).

133

El pensamiento oriental medieval drabe y judio y su transmisién a Europa,
tanto en el aspecto filoséfico como en el cientifico.

134

Los universales son los géneros y las especies, en cuanto se contraponen
a los individuos; pero ;qué son?: ;Palabras, conceptos, realidades? Exponer su-
cintamente el nominalismo, el conceptualismo, el realismo moderado y el ultra-
rrealismo o realismo exagerado,
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135

La aportacién arabe y judia al pensamiento cristiano medieval en el aspecto
filoséfico y en el aspecto cientifico,

136

Los filésofos arabes y judios de la Kdad Media y su relacién con el pensa-
miento cristiano cientifico y filosdfico, L.a ciencia en la Edad Media.

137
Occam y la filosofia del siglo xv.
138
El desarrollo de la Matematica en la cultura griega y en la Edad Media,

139

El desarrollo de la Astronomia en Grecia y en la Edad Media.

140
La Ciencia en los tltimos siglos de la Edad Media y en el Renacimiento.
- 141

Desarrollo histérico del racionalismo. El racionalismo y el método mate-
mético.

142

Caracteres generales del racionalismo. Descartes: puntos fundamentales de
su pensamiento,

143

El racionalismo. Tipos de racionalismo. El racionalismo de Descartes: la
duda metédica; la existencia del yo y la de Dios; la existencia del mundo ex-
terior,

144

El racionalismo y Descartes. Sistema filos6fico de este pensador: a) la duda
metédica; b) ]a existencia del yo y la de Dios; ¢) el mundo exterior,
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145
La concepcién del hombre en Platén, San Agustin y Descartes. Exposicién

de las respectivas posiciones antropolégicas y analisis de las relaciones existen-
tes entre ellos,

146

Verdades de hecho y verdades de razén en Leibniz, El optimismo leibziano
y el problema del mal,

147

E]l empirismo: a) Bacon y el Método inductivo; b) Locke y su doctrina del
conocimiento; ¢) el escepticismo de Hume,

148

El empirismo como doctrina opuesta al racionalismo.—Critica progresiva de
la idea de sustancia en Locke, Berkeley y Hume,

149

Anilisis comparativo de la concepcién de la sustancic en el racionalismo
(Descartes, Espinoza, Leibniz) y en el enipirismo (Locke, Berkeley, Huine),

150

El pensamiento politico del empiriamo inglés y su influencia en el liberalis-
mo politico-europeo.

151

La filosofia de Kant como intento de superacién del racionalismo y del em-
pirismo,

152

Kant: Critica de la Razén Practica. El imperativo categérico. Los tres pos-
tulados de la moralidad.

153

La filosofia de Kant como resultante y superadora de los sistemas raciona-
listas y empiristas que le precedieron. El idealismo postkantiniano y sus repre-
sentantes principales,
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154

Caracteres generales y representantes principales del positivismo en el si-
glo x1x. Exposicién y critica del pensamiento de Augusto Comte.

155

El positivismo en el siglo x1Xx, Sus principales representantes.

156

La filosofia de log valores y su proyeccién en la filosofia de la cultura,

DOCTRINA SOCIAL CATOLICA
157

a) TEMA A DESARROLLAR:
«Los derechos de la familia».
b) COMENTARIO a estas palabras de la «Pacem in Terris»:

«La familia, fundada sobre el matrimonio contraido libremen-
te, uno e indisoluble, es y debe ser considerada como el nilcleo pri-
mario y natural de la sociedad. De lo cual se sigue que se debe

» atender con mucha diligencia, no sélo la parte econdmica y social,
sino también a lo cultural y moral, que consolidan su unidad y fa-
cilitan el cumplimiento de su misién peculiar.

Pero antes que nadie son los padres los que tienen ¢l derecho
de mantener y educar a sus propios hijosn (PT 13).

158
a) TEMA A DESARROLLAR:

«Cudl es el verdadero sentido del derecho a la propiedad privada,
y cudles son sus exigencias y sus limitaciones.»

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«De un modo especial se ha de poner de relieve el derecho del
obrero a una retribucién del trabajo determinada segin los crite-
rios de la justicia y, por tanto, que, atendidas las posibilidades de
la riqueza, sea suficiente para que el trabajador y su familia se
mantengan en un nivel de vida que corresponda a lao dignidad hu-
mana» (PT 20),
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159
@) TEMA A DESARROLLAR:

«Cémao eétablecer la justa retribucion del trabajo: sistema de sa-
lariado, participacién en log beneficios, ete.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«De la naturaleza humana brota también el derecho a la propie-
dad privada sobre los bienes, aun sobre log bienes de produccidn: y,
segin ya hemos ensefiado en otra ocasién, este derecho constituye un
medio apropiado para la afirmacion de la persona y el ejercicio de la
responsabilidad en todos los campos; un elemento de consistencia y de
serenidad para la vida familiar y de pacifico y ordenado progreso
en la convivencian (PT 21).

169
@) TEMA A DESARROLLAR:

«Misién y deber del Estado en la defensa y difusion de la pro-
piedad.»

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«No gerd tarea dificil orientar de tal modo la politica econémico-
social que se haga mds fdcil y accesible a todos el camino hacia la
propieded privada de cosas tales como las siguientes: bienes de con-
sumo duradero, casa, tierra, instrumentos necesarios para el debido
funcionamiento de la empresa artesana o la emprese familior agri-
cola; acciones pertenecientes a sociedades grandes Yy medianas, etcé-
tera, como en realidad, se ha puesto ya en prdctica con feliz éxito,

- en'no pocas naciones econdémica y socialmente avanzadas»y (MM, 115),

161
a) TEMA A DESARROLLAR:

«El hombre por naturaleza es un ser soctal. La autoridad es ne-
cesaria, viene de Dios y debe armonizarse con la libertad.»

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisy:

«La intervencién del Estado en el campo ‘econémico, por mucho
que se ensanche y llegue a log sectores mds recénditos de la comuni-
dad, debe, sin embargo, ser tal que no 8élo no ahogue la libertad de
la iniciativa privada, sino antes la favorezca, a fin de que queden
@ salvo los derechos Jundamentales de toda persona humanay
(MM. 55).
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162

a) TEMA A DESARROLLAR:

«El bien comun temporal y sug exigencias en el plano nacional
y en el internacional.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«Deben incluirse entre lag exigencias del bien comin nacional:
el dar ocupacién al mayor numero de obreros; evitar que se consti-
tuyan categorias de privilegiados dentro de la Nacion, e incluso entre
los mismos obreros; mantener la adecuada proporcién entre los
salarios y los precios; facilitar el acceso del mayor nimero posible
de ciudadanos a los bienes materiales y o los beneficios de la cul-
tura...»n (MM, 79).

163

«) TEMA A DESARROLLAR:

«Dignidad de la persona humana por su origen, por su fin, y s0-
bre todo, por su elevacién al nrden sobréenaturaly

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«Y 81 consideramos la dignidad de la persona humana o la luz
de las verdades reveladas, es forzoso que la estimemos todavia mu-
cho mds, dado que el hombre ha sido redimido con la sangre de Je-

” sucristo, la Gracia sobrenatural le ha hecho hijo y amigo de Dios
y le ha constituido heredero de la gloria eterna»n (PT. 8).

164

a) TEMA A DESARROLLAR:

«Qué se entiende por problema socwal y caracteristicas especiales
con que dicho problema se presenta en la actualidad.»

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrism:

«En los- pueblos econdmicamente mds desarrollados no raras ve-
ces se da el caso de que ciertos cargos de poca importancia y du-
dosa utilidad, son retribuidos con sueldos elevados, e incluso ex-
horbitantes, mientras por el contrario, el trabajo concienzudo y pro-
vechoso que realizan las clases laboriosas y honradas se remunera
con salarios demasiado bajos, insuficientes para cubrir las nece-
sidades vitales, o, en cualquier caso, inferiores a lo justo, si se tie-
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nen en cuenta, como es debido, los beneficiog que aportan a la na-
cibn, las ganancias de las respectivas empresas y la renta nacio- 5
naly (MM-70), ‘

165

@) TEMA A DESARROLLAR:

«En qué se funda el derecho de la Iglesia a intervenir en los
cuestiones gociales y dentro de qué Umites ge mantiene dicha in-
tervencién.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«No 8dlo es necesario someter a log preceptos de justicia la dis-
tribucion de los bienes producidos mediante el trabajo, sino inclu-
80 la organizacién de las empresas en que los’ hombres contribu-
yen a producirlos. Porque estd en la misma naturaleza del hombre
la ewigencia de que quien contribuye a la produccién puede res-
pongabilizarse de su actividad y perfeccionarse a &f mismo me-
diante su trabajon (MM, 82).

166
@) TEMA A DESARROLLAR:

«Los derechos fundamentales de la persona humane y la po-
aibilidad de ejercitarlos en la sociedad wctualy

. &) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«Es notorio que hoy es cada vez mayor el nimero de los que, .
gracias a los seguros contra toda clase de riesgos econbmicos y
las miltiplea instituciones de previsién social, puedan mirar hacia
el futuro con dnimo tranquilo, tranquilidad que en otro tiempo de-
pendia ton sélo de una propiedad, aun cuando fuera modestan
(MM, 106).

167

a) TEMA A DESARROLLAR:

«El hombre tiende por naturaleza a la sociedad, tendencia que
en el orden sobrenatural encuentra pleno cumplimiento.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«Se da también en nuestros dias el caso de que los hombres
prefieren tener una profesién o poseer bienes, y estiman en mds
las rentas que proceden del trabajo o de derechos fundados en el
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trabajo que las rentas derivadas del capital o de derechos funda-
dos en el capital. Lo cual, en realidad, estd en perfecta armonia
con la nobleza originaria del trabajo, que, en cuanto procede di-
rectamente de lo persona humana, debe valorarse en mds que el
capital, que por su misma naturaleza es un bien instrumental, y
esto, ciertamente, es indicio de que la humanidad progresan (MM.
106, 107).

168

a) TEMA A DESARROLLAR:

«Cémo pueden y deben contribuir los individuos y las asociacio-
nes intermedias al bienestar y a la paz de la sociedad.»

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«A medida que progresa esta tendencia asociativa de los hom-
bres de muestro tiempo tanto mds fdeilmente alcanzardn las na-
ciones el orden adecuado cuanto mejor se equilibren entre si estos
dos principios: de un lado, la libertad juridica de los ciudadanos
y de sus asociaciones, dentro de un espiritu de mutua colabora-
cion, y de otro, la intervencidn del poder piblico que coordine y
fomente la iniciativa priveda» (MM. 66).

169
a) - TEMA A DESARROLLAR:

«La igualdad de todos los hombres y las desigualdades existen-
tes en nuestra sociedad. Qué pensar de las «clases sociales» y de la
«lucha de clases».

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«En un momento en que lo vida econdmica progresa rdpida-
mente en muchas naciones y, como resultado, se consigue una pro-
duccién cada vez mayor de bienes, exigen la justicia y la equidad
que, dejando a salvo el bien comiin, se eleve también la remunera-
cién del trabajo. Esto, en realidad, hard posible que los obreros
practiquen mds fdcilmente el ahorro y puedan, por tanto, ir for-
mando un patrimonion (MM. 112).

170

a) TEMA A DESARROLLAR:

«Origen de la autoridad y su necesidad en toda sociedad bien
organizada, dentro del respeto a la lbertad de los individuos.»
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b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«Los seres humanos tienen el derecho a lu libertad en la elee-
cion del propio estado y, por consiguiente, a crear una familia
con paridad de derechos y deberes entre el hombre y la mujer, o
también a seguir la vocacidn al sacerdocio o vida religiosa.n

171

@) TEMA A DESARROLLAR:

«Qué se entiende por bien comun Y sus exigencias en el orden
nacional e internacionaly

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«Lu familia, fundada sobre el matrimonio contraido libre-
mente, uno e indisoluble, es y debe ser considerada como el nimero
primario y natural de la sociedad. De lo cual se sigue que se debe
atender con mucha diligencia no sélo a la parte econdmica y so-
cial, sino también a la cultural y moral, que consolidan su unidad
y facilitan el cumplimiento de su misién peculiar.y

172
~ a) TEMA A DESARROLLAR:

«El problema del hambre en el mundo y el derecho a emigrar.y

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«l's earacteristica de nuestra época la tendencia a poner en ma-
nos del Estado, o de otras instituciones piblicas, la propiedad de
un nimero cada vez mayor de bienes. La explicacton de este
fendmeno hay que buscarla en la exigencia del bien comiin, que cada
dia impone obligaciones mayores sobre la autoridad piblica. Sin
embargo, también en esta materia es necesario atenerse estricta-
mente al principio de subsidiaridad» (MM, 117).

173
a) TEMA A DESARROLLAR:

«Problemas especiales del sector agricola en desequilibrio con
los demds sectores de la economia.y
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b) ' BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«Al derecho de todo hombre a la existencia corresponde el deber
de conservar la vida; al derecho de un nivel de vida digno, el deber
de vivir dignamente, y, al derecho a la libertad en la bisqueda de la
verdad, el deber de buscarla cada dfa mds amplia y profundamente.»

174

«) TEMA A DESARROLLAR:
«Derechos inviolables de la familia. Cémo son reconocidos ¥
respetados por loa distintos sistemas sociales.»

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«Observamos que el nimero total de habitantes del campo no
parece haber disminuido; y, sin embargo, son ciertamente muchos
los agricultores que, abandonando su pueblo natal, se establecen en
lugares mds poblados y en lag mismas ciudades, lo cual, como quie-
ra que se repite en casi todag las naciones y, en ocasiones, alcanza
proporciones multitudinarias, crea como consecuencia, problemas de
dificil solucion a la vida y a la dignidad de los ciudadanos» (MM.

123).
175
a) TEMA A DESARROLLAR:
" «El trabajo como servicio a Dios, servicio a la sociedad y dere-

cho y perfeccion de la persona.»
b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«La misma experiencia demuestra, cada vez con mayor claridad
que no es posible una sociedad préspera y bien ordenada gin la con-
tribucion simultdnea de los particulares y de los poderes piblicos a
la vida econdémita, contribucién que debe prestarse con espiritu de
cooperacion de tal forma que la accién de cada una de las partes
responda en la mayor medida posible a las exigencias del bien comiln,
dentro de las variables circunstancias de tiempos y costumbres.n

176
«) TEMA A DESARROLLAR:

«Eficacia de lag asociaciones intermedias en la promocion del
bien comun y en la defensa de las libertades individuales.»
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b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisn:

«La evolucion progresiva de la realidad histérica pone cada vez
mds claramente de manifiesto la necesidad de regular, aegun las
normas de justicia y equidad, no sélo las relaciones entre obreros y
empresarios, sino también las que deben existir entre los diversos
sectores de lu economia, entre zonas de distinto nivel econémico, den-
tro de una misma nacién, Y, en el conjunto de la comunidad humana,
entre las numerosas y diferentes naciones con diverso grado de des-
arrollo econdmico y de progreso socialn (MM, 122),

177

«) TEMA A DESARROLLAR:

«I'mportancia y gravedad del problema social en la actualidad.
Desequilibrios entre el sector agricola y el industrial, entre las zonas
mds o menos desarrolladas de un pats, y entre los distintos paises.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisy:

«De ahi que las maciones por si solag Yy aisladas de las demds
no puedan resolver adecuadamente sus principales problemas, asin
tratdndose de aquellas que destacan por su cultura y civilizacién,
por el nimero y actividad de sus habitantes, por el desarrollo de su
organizacién econdmica, por la abundancia de bienes y por la exten-
si0n de sus fronteras. Las naciones, por tanto, sélo pueden promover
su propio bienestar a condicién de que promuevan también el de las
demds, dado que uras y otras han de ayudarse y perfeccionarse.
De donde se deduce que una necesidad vital mueve a las naciones a
entenderse y a colaborar entre siy (MM. 202). :

178

@) TEMA A DESARROLLAR:

«Falsas soluciones que han agravado el problema social. La lucha
de clases.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisy:

«Advierte, en fin, el Sumo Pontifice, que las doctrinas comunis-
tas y las cristianas son radicalmente incompatibles. En cuanto a lag
doctrinas del Socialismo tampoco pueden los catélicos aceptarlas
en modo alguno; ante todo porque, segun tal concepeién, la vida so-
cial no se extiende mds alld de este tiempo caduco, y consiguiente-
mente estd ordenada a la consecucién de un bienestar puramente ma-
terial; pero ademds porque, al sostener que la gociedad y la convi-
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a)

b)

)

b)

a)

b)

vencia humana se ordenan exclusivamente a la produccién de bie-
nes materiales, llega a disminuir excesivamente la libertad del hom-
bre, desfigurando la verdadera nocién de autoridad socialy (MM. 34).

179

TEMA A DESARROLLAR:

«Por-qué la Iglesia tiene el derecho y el deber de intervenir en la
cuestion soctaln

BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«Volvemos a afirmar, ante todo, que la doetring social, ensefia-,
da por la Iglesia es parte integrante de la concepcidn cristiana de
la vidan (MM, 222).

180

TEMA A DESARROLLAR:

«El grave problema demogrdfico y sus verdaderas soluciones.»n
BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«Juzgamos que este problema sélo puede resolverse mediante un
desarrollo econémico y social que garantice y multiplique los verda-
deros valores, ya de los individuos, ya de toda sociedad humana, Es-
decir, que en cuanto se refiere a este asunto, debe colocarse en pri-
mer término todoe cuanto afecte a la dignidad del hombre en gene-
ral, y a la vida de ¢ada hombre en concreto, supuesto gue nada pue-
de haber mds valioso. Pero, ademds, es necesario promover la mu-
tua colaboracién entre todas las naciones, con el fin de hacer POSi-
ble la debida comunicacion entre los pueblos, tanto de los conocimien-
tos como de los capitales y de los mismos hombres, con provecho evi-
dente para todos ellos» (MM. 192).

181
TEMA A DESARROLLAR:
«Criterios par establecer el salario juston
BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:
«La fijacién del salario ni puede abandonarse en ‘absoluto a la

libre competencia, ni es lcito que la determine el arbitrio de los po-
derosos, sino que en esta materia deben observarse estrictamente las
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normas de justicia y de equidad. Esto exige que se dé al trabajador

“un salario tal que le permita levar una vida digna de persona hu-

mana y hacer frente como conviene a sus obligaciones familiares.
-Mas para determinar con equidad la remuneracion del trabajo, es
necesario también ponderar otras circunstancigs : ante todo, la efec-
tiva aportacion de cada uno o la produccibn, la situacidn econémica
de las empresas respectivas, las exigencias del bien comun nacional
particularmente por lo que se refiere al pleno empleo de la manc de
obra, y, por dltimo, lag exigencias del bien comiin internacional, es
decir del conjunto de paises unidos entre st, habida cuenta de sus
diferencias en cuanto a dimensiones Y a recursos naturalesy (MM, 71).

182

@) TEMA A DESARRGI.LAR:

«Concepcidn eristiana de la empresa al servicio del hombre.y

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisy:

)

«No dudamos en afirmar que debe darse a los obreros partici-
pacién activa en los negocios de la empresa en que trabajan, tanto
s es privada como piblica, por cuanto de ello depende el que lag
empresas revistan como es debido las caracteristicas de una autén-
tica comunidad humana, cuyo espiritu impregne totalmente las re-
laciones entre todos sus miembros y el desemperio de sug diversag ta-
reas y obligacionesn (MM, 91),

183

TEMA A DESARROLLAR:

«La socializacién y sus causas, Ventajas e inconvenientes. Condi-
ciones para que sea admisible.n

#) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terrisy:

«A medida que progresa esta tendencia asociativa de log hom-
bres de nuestro tiempo, tanto mds fdcilmente alecanzarén las nacio-
nes el orden adecuado cuanto mejor ge equilibren entre st estos dos
princtpios: de un lado la libertad juridica de los ciudadanos Y de
sus asociaciones, dentro de un espiritu de mutua colaboracién, y de
otro, la intervencidn del poder publico que coordine y que fomente
la iniciativa privadan (MM. 66).
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184

a) TEMA A DESARROLLAR:

«La concepcion cristiana del Estado. Su necesaria intervencién
en el campo econdmico y el respeto-a la iniciativa privada.n

b) BREVE COMENTARIO al siguiente texto de la «Pacem in terris»:

«El hombre, que se compone de cuerpo y alma inmortal, no ago-
ta su existencia ni consigue su perfecta felicidad en el dmbito del
tiempo: de ahi que el bien comin se ha de procurar por tales pro-
cedimientos que no sélo no pongan obstdculos, sino que sirvan igual-
mente a la consecucién de su fin ultraterreno y eternon (PT. 54).
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