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INTRODUCCIO

Aquest treball ha estat executat per un eguip de cine -
alummes de C.0.U. de 1'T.B. “Joaquim Bau" de Tortosa. Hem compbtat -
amb la valuosa col,laboracié del nostre professor de Matemdticues, -
senyor Antoni Gomd, gue ens ha estimulat i dirigit em la dnvestiga -
cid,

Les mobtivacions inicials que ens portaren 2 realiizur -—
aquest estudi foren alguns dsls interrogants que se'ns van planteiar
al llarg de les classes de Matemdtiques durant l’estudi de la Geome~
tria Analitica, com per exemple l'existdnoie o no dfortocenire en -
tots els tetrdsdres, Per aquesta rad, entre d'altres, el nostre tre-
ball estd dedicat a la geometria del tetrdsdre, i més conovelament,-
centrat en els punts notables d'aguest.

En relacié a la matemBtica, és clara la uhilitat 4'al o
guns raonaments trets de la Geometria Simt¥tica, dogensmenys, la i
possibilitat de caracteritsar—ho mitjangant una o l'altra via, eus -
ha portat a resoldre les gHestions plantejades per wig de la Infor ~
nitica. Aixf, lTelaboracié d'un programa en llenguabge BASIC, gue §6
com a firalitat l'esmentat estudi, ha esdevingut part central del -
treball, constituint a 1é vegada un esquema per a l'ordenzcid subsew

sllent.
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Mo ben cert que l'estudi £6 uns finalitat emineniment -
préctica, perd aixd no ens ha de porbar a nosaltres ni a ningll z o -
plidar les qlestions tedrigues, sense les guals tot estudi técnic e
cientffic i empiric resta sense la fermesa d'una base tedrica conse-
glent, regla d'or que acompanya el mdtode cientific deg de Galileu =
fing als nostres dies.

La recerca duta a terme en els folis segilents =z aguests
ha estat acompanyada de les millors intencions i disposicions despe

rit cisntific.




0.Linia Generval del Programa

Hem comengat el programa amb una sdrie de sentdnoies dtinicialitzacis

que dimensionen lss varizbles qué wtilitzares al llarg del prograna.
Gal fer l'aclariment de perqud no hem emprat les senténcies "HEM' per

a8
a encapgalar les diferents parts dsl programs. Hem prescindit d‘aques%as gentén -

cies pergud al llarz del treball ja expliguem el contingut de cada part del progrg

s en el moment oportd.

- ENTRADA DE DADESS

)

Per a introduir els vdrtexs del teiriedre a 1'ordinador els hem nimee

rat, i llavors hem utilitzat dos subindexs, el primer d'ells ens indica el nombre
del vdriex, i el segon, laz coordenada. El segon subindex (1, 2, 3) corresmon res—

pectivament a les coordenades X, y, 2. Per aixd dimensionem la variable 0 amb Ja=

senténoia YOI 0(5,3)".

: Ldgicament pot semblar incor
recte el haver gposat el 5 com a primer -
gubindex, perd la raé gue ens ha portat a
incloure aquest cingud viriex no ha estat
la seva existéncia real com a un vidrtex -
més, siné que ho hem fel per a facilitar=
les overacions amb buolss i no haver de =
fer més mentdncies de les esirichament ne

cossiries, Jjz que 1'dnic gue fem &z donar

elz valors de les coordenades d'algun dels

0 (3,4)
(3 &y
(%, 3]

oluY
(4,2)
[a“l 3) @) (.2:1}
{2 &)
£2,3

vértexs 1, 2, 3 6 4 a aguest cingud vértex. Aquest cingué vdriex només l'hem em =

prat en dos casos, en el cdlcul de l'ortocentre, 1 per far el dibuix del tetrie -

dre.,
1.TEXT :COLOR 1
18:01M 045, 3)
ZAIDIN M3, 30
3B:0IM 68C3)
dZA:DIM X5y pim Y
(5>:DIM Z2<{55
FOR I=170 4
FolSE "Uertex
;13" Coorden
odes?V
FOR J=1TO 3
TNFUT GC1,732
NEXT J
LEFRINT "Ugsrtex
M LILPRINT
CUAOCT, T,
OCI, 2350, %3001
;3o
INEXT 1
128:LF 2

1£289:
lig:

128:
138:
148
158:
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- SUBAMTHES:

Tobs els punts notables del tetrdedre que hem caloulat els hem trobat

con a interseccid de tres plans, sxcepte el baricentre, que l'herm fef per una {0z

mla. Per cadascun dels pumis hem buscat els plans adequats, la interseccid delsw
qualg ens déna el punt buseat. Aixf, hem fet una subrutina gue troba ajuest punt.

La utilitat de fer-ho d'aguesta menera és que un cop trobats els tres vlans ade -

guats hem utilitzat una alira subrutina per resoldre el sistema de tres 2¢Uae1ons -

i tres incognites que ens fa falta per a buscar el punt. La utilitet d agusste -
subrutina &z clara, j& que la ubilitzem tant per a l'ortocenire, per al circumcepn
tre, per al punt gue en diem filcemire i també per a l'incentre, Aguestia gz la -
subruting b3zice del programd. ‘

Uns altra subrutina que hem necessitat ha estat la que calcula deter-
minants d'ordre tres i que ens permet resoldre el sistema dlsquacions gue formep-
les equacions gue representen els tres plans. Aquests delerminants dordre tres =
els haurem de caloular per a emprar le regla de Creamer per a rescldrs ¢l sistema.
. Apart d’aquestes hi ha d'altres subrutines gue es fan gervir en elg -
diversos apartats, i gque ja explicarem allds:

- Per a dibuixar el tetriedre,

- Pers calonlar l'eguacid dels plans de les cares.

~ Per a comprovar quin &s el plz bisector dels diedres.

- Per 5 caleular 1lequacis dels plans definidors del fileoentre.

-~ Per a comprovar si el filcentre verifica totes les equacions.
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1. Es un Tetraedre ?

Abans de passar a fer tots els ollouls per a frobar els punts notables
d'tun teotrdedre, cal assegurar-nos de que estem trebellant realment sobre wn tetrae
dre, D1 tetrdedre l'introduim & l'ordinador donant els vdrtexs, i ver tant hem -
dtassepurar-nos de que els punbts gue inmbrodulm no estan en un matelix pla.

Per a saber si s un tetrdedre o no vam pensar en trobar el sen voluam,
gi aquest es 0, ldgicament no hi haurd tetrdedre.

fem vist a matemAtiques una férmula bastant Gtil per a calcular el vo
Tum dtun tetrisdre que congistia en fer un dederminant d'ordre tres amb tres vec-
tors concurrents un mateix vdrtex, 1 el resuliat (en valor absolut) dividir=lc =
per 6.

Bra el métode m€s seneill qﬁe se'ns havia acudit per ha comprovar—iio,
ja aue aixf aprofitem una subrutina que ja feniem per a calcular determinants -

dtordre tres, i al mateix temps calculavem ja el volum del tetrisdre.

208:F0OR J=1T0 3

21B:FCR 1=1T70 3

22800, 1y=001, 10~
OdcJ+1, 12

Z23BNEXT 1

248 NEXT ]

250: 605U 6883

Z260.J0L=ABS (BET/E
)

228 1F UOL=8THEN
COTO SGBH

ZBOLLPRINT "UCLUM

TETRAEDRE © s
LPRINT UOL
238:LF 2

99PB: LPRINT "ELS
FUNTS DBONATS
NO FORMEN U
N OTETRAEDREY
92192 END

¥
I
v
I
¥




10: GRAPH
GLCURSOR (X8, -
2900 L SORGN

2@ LINE (4, 008,

146, 4, 1

S INE gy Ba-Cld
@, 2, 4, 1

4P LINE (@, g0
A, =20, B, 1

58: INPUT “Coorden
odes pEunt ;AL
N2, A3

5P X=Q1X6. Y=02%15
CZEAZELE

ABILINE (=X, -®K)-<(
Yoy =R, B,
2, ¥

8P LINE (y—=x, -3~
(Y Ry X2, 2,
%

AP LINE (Y-xX -2, 2
K== (YR,
X“.JZJ: 8) 1; B

1B2:C5148 1.
GLCURSOR (=X
Gy 2%

V18 LPRINT "0l
Yy Ry RZ T, A3

-:)1:

____________________

How

2. Dibuix del Tetraedre

¥l sigtems gue hem emprat a l'hora de dibui-
xar el tetrdedre ha estat la perspectiva caballera, ja —
gue hem cregut que sra el gue faria més senzill l'enteni

-

ment de la figura.
En aguest sistema, els eixos es gituen de la

seglient forma: l'eix z en la vertical, l'eix y en 1l'horit

zontal, 1 1l'eix x formant 135% amb cadascun dels eixos -

L4

anteriors.

4 1'hora de fer el dibuix, i perqud sguest —
es semble més a la realitat, cal fer unes varizscions en—
les dimensions, i aixi tenim uns coeficients ds reduccib
que s6a de 1 als eixos ¥ i %, i de 1/2 a 1l'eix x.

Per a2 dibuixar agquests eixos i els tetrde -
dres, hem emprat la impresora del SHARP PC~1500, i per =
tant calia fer algunes adequacions en el sistema de coor
denades, Abans que res cal eameniar gue les ¢coordenadese
d'aguest ordinador sobre les aboises fenen l'lorigen a -
1textrem esquerre del paper, i asugmenten cap a la drete,
tenint 216 posicions (unitats); sobre les ordenades, el
tamany de les division é&s el matelx, i aguesies augmer
ten de dalt cap a bvaix.

Previ a la subrubina del progeams que dibnie
xa els tetridedres, hem fet vn petit programa que ens si-
tua un punt qualsevol de lespai tenint com a referdncis-
squests eixos { Al marge d'aguest full hem posat agqueste
programs acompanyat de dos exemples ).

Per a situar l'origen de coordenaies dels
eizos hem hagut de fer cbrrer el cursor 70 unitats cap a
la dreta i 200 cap a baix, per a siluar el nou origen en
aguest punt. Una vegada fet aixd fem dibuixar sls tres =

eixos de forma que les seves longituds siguin apreximale




318:
320:
330

348:
358:
368:

378:
384:

fLINE

SLPRINT

FOR J=170 3
FOR I=1T0 4
GCIy=00Ji+0C],
I

NEXT 1

NEXT J

COLOR 3ILPRINT
"BARTCENTRE®
COSUB 4008
X=G¥EC1 )4 Y]
AXCCZI /4L 2=15K
B3 4
(Y—R-2y 2
R=2)= (Y=Yt 2, &
x+2), 8, 3B

GLCURSOR (—2W,

~188). TEXT
"Coorde
nodes . "L LPRINT
AU I B S
sGCZy Ay, TG
3rsg;500

2999 END

4818 L INE
4828 LINE
4833: L INE

4848 FOR

: GRAFH
GLCURSOR (/8
, ~20815 0 SOREN

(Y, Br-«

B, 1485, 4, t

(Y, 80—

148, 95, 8, 1

i, By~

=28, =233, 9, 1

=170 3

41338 0(o, 1r=002, ]

2

4864; NEXT 1

4889, FUR

=170 3

40588 XCIH=0C], 1%

5

418 Y (lr)=001, 23X
15

AllB: ZCIH)=0C1, 3%
15

4120 NEXT 1

4136 FOR 1=27T0 4

4148 LINE (Y{1)-X

41585 LINE

(13, 2¢1)~X(]
IS L S LA BTG
Y, ZCIY =KD
(Y (Id=X
(1), 2¢15-KC]
YO (Y (1H] )X
(L+10, 2¢1+1)
“XC1¥130, 9, 9

4188: NEXT ]
41768 RETURN

ment les mateixes, i ambh la inclinacié deguda.

A 1'hors de donar les coordenades del punte
gue volem dibuixar, al programa hem indroduit una peti-
4o variacis en les seves dimensions perqgud les unitate—
no fosgin excesivament petites. Aixf, fem eguivaldre -~
ung wnitat del nostre sistema damunt dels eixos 7 0 2 =
a 15 unitats del sistema de coordenades de Ifordinador,
i una unitat sobre lteix x a 8 unitats aproximadsment —
dintre del sistema del PC—1500, mantenint més o menys -
d'aquesta forma, les proporcions de la perspectiva cabg
1lerz,

Una vegada dibuizats els eixos,; el que fem-
és trobar les coordenades del punt dins del zigtema gue
wbiliza 1l’orddnador tenint com & dadss les coordenades-—
a l'espai del punt. &ixf arribem a generalltzar les -
coordenades de qualgevel punt de 17espai,€ssent sgues -
$es dins del sistemz de coordenades de l'omiinador ¢ -

( bR z-Xx)
coordenada y del punt ( multivlicada per 15 =

per a adequar-la 2l sistema de 1l'ordinador.}

r oz

coordeneda z del punt { multiplicada per 15 =
per a adequar—ls al sistems de ltordinador.)
projeceié de la ocordenada x sobre gualsevol
dels eixos ( la obtenim multiplicant la weri
table coordenadas per 6, aixf ls reduim se -
gona la perspectiva, i l'augmenien ver a ade
qurr=la al mistema de 1'ordinader )

Una vegada fet aixd amb un vunt, dibuizar el

tetrdedre és ficil, 1l'dnic que oal fer &3 Yrcbar els -

guatre punts que representen els gualre vdriexs i uniyw

los entre si. Al marge hem ficat la subrutina gue fa -
aquest dibuir i1 situa el baricenire del ifefradesdre.




Yertex 1

C l;w‘ly 2) 6 ‘
Uertex 2 . :

(-"29 4; 9) .
Jertax 3

(-5, +, 3
Vertex 4

¢ 8, 6,-2 Cal dir que aguest cas és un dels que esmen

tem a l'apartat O en els guals emprem un cingué vértex-
YOLUM TETRBEDRE - per a poder dibuixar el tetriedre amb un huole, pard —
183

aguest cingud vdrtex només l'emprem per & una miller ope
B8 e rativitat, ja que coincideix amb el segon vérﬁex, Pent=
ho aixi podem dibuixar dues ratlles seguldes. In altres
moments del programa hem preferit escriure més en lloo

ds fer un bucle, pergud resultave més sezill.

- A\
I N A continuacié hem ficat quatre exemples de— ;
[ \\ dibuixes d'un tetriedre amb el seu baricsntis. i
e
Ueprtex 1 Ueptex 1 §
o ¢ 8 B B C 6 1, 1 ‘
gog“f““j”“" Vertex 2 Uert;x }2
- S F R C 4, B, 8> ¢4, B, 2
Jertex 3 dertex 3
( @; -6,1 @J ("".1; 11; —1.!)
- Veriex 4 dertex 4
¢ 2, 3, 6B ( Zeo0 3
Vertex 1 ’ ’ >
_( 4, 3, B> _
Uertex 2 UOLUM TETRAEDRE UOLUM TETRMAEDRE
¢ B, !,ﬁS) 24 ag_ aGohnstty
Uertex 3
¢ 3,-1, B2
Uertex 4 BARICENTRE Barg v
¢ 7y 6, D

UOLUM T T Dinde

QR ICE b s e |
. Basit jh\ . ﬁ“\\ ;

Af/ \\\‘ L\ ‘
fr b 5
%’-J,,.—ﬂﬂ’ l/_)_;
i ///
4/"' f/ |
r’/ ’./ .
1. =T ) //
v S j .
\\ I / COOI"‘-}-‘": :";t:J-.‘jl'ESh R i COO:;J’& o
A, Lon W25, 190 T
7
¥§fu

Coorderiodte .

(S s 3 2, i



Cal fer una aclaracid de pergud hem utilitza£ un ordinador per a =
fer els dibuixos { el SHARP PC-1500), i un altre per a la resta del programa -
{ el SINCIAIR ZX-81 ). La nostra intencié era fer~ho tot amb el SIARP PC.1500 ,
Jja que aquest permesd ferrles representacions grafigues necessdiries, perd la ca~-
pacitat de la seva memdria 4s bastant limitada, i no hi ha ocabut td%es les va -
riables necessdries. Per aixd ens hem vist obligats a fer el programa amb el -
STHOLAIR ZX - 81, anmb més capacitet de memdria, perd amb una impresora menys -
perfecta, i les subrutines per als dibuixos al SHARP PC ~ 1500, Per aixd hi ha-
algunes variacions en les instruceions gue calculeﬁ els punts notables; ja gue~
gl no imprimir-los no calia fer les reduccions que ens permeirien fer el Aibuiz.

Per la redufda capacitat de la memdria dsl SHARF PC-150C nomésg hem
representat graficament el baricentre. Anb la resta dels punts notables 1°%nic

gue caldria fer &s repetir les mateixes operacions amb les seves coordenades; =~

emprant la subrutina gque ja tenim feta.
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3. Baricentre

Tntenem per vparicentre d'un triangle el punt on es tallen les =
tres mitjanes del mateix, La mitjana del triangle és la recta que passa «~
per un vértex, i el punt mig del cestat oposat.

Generalitzant aguests conceptes per al tetrdedre poden definir-—
el baricentre d'un tetrdedre com el punt on es tallen les seves quatre it
janes. La mitjana d'un tet_ré.edre &3 la recta gue va d'un vdrtex al baricenw
tre de la cara oposada., Aquest punt es pot trobar'i per tant exiteix a qual
sevol tetriedrs,

CALCUL,

Escollint una referdncia adequads { origen $ un dels vdriexs;-

veotors base : les tres arestes concurrenis en aguest virtex ), podem arpi-

bar a generalitzar el cdloul de les coordenades del baricentrs per = qualse

vol tetrisdre:

;
;
i
;
=
;
|
;
‘

¢4, 0.0) Sabem que el baricentre d'un triean
gle el podem +trobar sumant les coordenades -
dels tres vdrtexs que el formen, i dividinb-les
per tres. Aixf trobem:

@, (bar. de B@) = (1/3, 1/3, /3)

h)
Rowd) Gg(bar. de 40D) = (0, 1/3, V/3)
A B ¢ (var. de @ = {1/3, 1/3, 0)
(0.,0,0) (0. 4,0) G (var. de KBG) = (1/3, 0, 1/3)

Troben les mpdianes del tetriedre, i aixi arribvem a trobar el sg
giient sistema de vuit egquacions, molies de les quals estan repetides, que ha

de ser compatible.

X = ¥y = B, s
3y 2=x %19,

X = %

y = =

£ = ¥

Iy ==z -1,

X =wy+1
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Resolent aquest sistema veiem que es tallem totes en sl punt
G (1/4 4 3/4 5 1/4 ). Aix6 vol dir que el vector que useix l'origen de -
coordenades amb el baricentre dins de la referdncia triada és el veckor =
(/4 , /4, 1/4),

Per tant, treballant en qualsevol referdncin i generalitzant-ho,
podem trobar el baricentre de qualsevol tetrdsdre sument les coordenades—

dels seus vdrtexs i dividint-ho per quatre.

COINCIDENCIA AMB EL CENTRE DE (GRAVATAT VIST A F?[’SICA

1 nom de baricenire vol. dir'tentre de masees" o " centre de

gravetat ", Bl que hem volgut fer ha estai el veure la concordiincia de la

férmuls vista a Flsica amb el que hem fet a Matemdtiques. 2z

J;H m;!&i ; %mf- (.\.‘\./2)"-: Jt'\ft/‘,z'i. 4// g

SH Coves) Jdz -2 . 313-!3&1 s
° vy Aw-p H AW P

INESENEY AR,

O HgAJ’-
b ¢

Fent que une sltura del tetrdiedre coincideixl sub. 1felx gz, w—
veiem que la coorderada z del baricentre surt = 3/4 de 1'altura del tetrae-
dre. Pent el mateix en les bres direccions, comprovariem la mava coinciddn-
cia, ‘

ELPLICACIO DEL PROGRAMA DEL BARICENTRE

Per a calcular el baricentre del tetrdedre hey preferit trobar-

lo sezons la férmula gue hem deduf%, és a dir sumant les coordensdes i divi
dint-les per guatre.

Aguest programs ja 1'hem vist guan parlavem del dibuix del te-
Braedre,
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4., Civcumcenire

Si ens preguntessim com generalitzariem el concepte de medlatriu
del costat d”un triangle sens dubte buscariem el conjunt de punts que-
estan a la mateixa distincia dels vertexs que defineixer els costats,=-
aixd donaria un pla que se’n podria dir pla mediador.

Pambé podriem pensar en el conjunt de punts que estan a la matei-
xa distdneia dels tres virtexs d’uns cara, resultant llavors la solueid
una recta perpendicular & la cara pel seu circymcentre. La interseccid
dels tres plans mediadors de les arestes d‘una cara també eng donarie~
aquesta recta.

La interseccid de les quatre rectes perpendiculars a les guatre =
cares ' respectives pels seus respectius circumcentres seria un punt .v=
que estaria a la mateixa distdncia d‘aguestes quatre cares, d’aquest -
punt en diem circumcentre, perqud €s el centre d’una esfera que passa -
pels quatre virtex del tetrledre englobant-le dinire d%ella: per tant =
ha de estar a la mateixa distdncia dels quatre viriexs del tetrhedre. -

C = LIRCUNCENTRE

De la segllent maners es raoharia fheilment la existinceia del clrw
cumcentre: Tendriem una recta R formada pel conjunt de punts equidistants

d“uns vdrtexs 1,2,3, per exempie. Podriem censiderar també el pla ¥ .

que consta del conjunt de puntg?. que equidisten dels vértexs 3 1 4.
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La recta R i el pla 7-no poden esser mai paral.lels, per fant la -
seve interseccid ens donarh un punt que equidistard de tots gquatre veriexs

EXPLICACTIO DET, PROGRAMA DEL CIRCUMCENTRE.

Una altra menera de trobar el circumcentre és fent la interseccid ~
de tots els plans mediadors de totes les arestes ( total : 6 ), dels quals
hem agafat tres que no pertanyiguen a la mateixa cara, la qual cosa és hen
operativa de cara a la practica tal com es demosﬁra en ¢l programna subsegllen
El haber agafat tres plans ens facilita el chloul d’aquest pumi nctable -~
mitjantcant la subrutina 5¢@¢, que serveixz per calcular sistemes dequa ==

cions ( en aquest cas plans mediadors ) gue consten de tres equacions ambw

tres incognites.

oo

g .  oad o '\’0‘53
(T i psndile dols 29

) s sl e
QD) coorndan st =5
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AL codhr o

{
i

AR
b 1 0144
ST

;
G

3
4
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3

|
i
)
)
|
)
;
)
:
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j
i
i
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5. ORTOCENTRE

Intenem per ortocentre d'un triangle, el punt on es tallen les =~
tres albures. Mirant de generalitzar aquest concepte per al tetrdedre, defi -
nim com & tal el punt on es tallen les quatre altures. Aguestes qusatrs zlfu -
res no semore es tallaran en un punt. Definim com altura del tetridedre,la -
recta que pagss per un virtex i és perpendicular & la cara Upasadé, Vam veurs
a classe alguns exemples de tetrdedres no ortocdntrics, i més endavant, ding
dtaguest esiudi en veurem dtalbres.

TEOREMES -

—- Leg mosicions relatives possibles de les altures d'un St rdaee—.

*

dre séns
1,~ Gue no es tallin en cap punt, gi cap de lesx arestea'qme olom~
formen &s ortogonal a la seva aresta oposada.
2.~ Gue es tallin per parelles si només hi ha un parell d'ares-
. tes ortogonals.

3,- GQue es tallin totes quatre en un mateix punt; si cada ares——
ta &s ortogonal a la seva oposada. Es en aguest dltim cas; -

Y“nicament gquan el iteirdedre tindrd ortocentrs.

e Gue les parelles d'arestes oposades siguen oricgonals és condi
¢ié necessaria i suficient per a que e1 tefrdedre tingul ortocentre,
Demostracif.—— Si a un tetriedre les arestes oposades 861 Olw
togonals, podem fer un pla per & cada parell -
d'arestes de forma gue sigul perpendicular a -
una dlelles i gue tingui inclosa l'altre. fn ~
cas de gue no siguin ortogonals, nc es podrd fer
aguest pla. Llavors la interseccié d'aquest pia
amb el pla que forma la cara detasrminada pep =

1'aresta a la gqual és perpendicular, i l'extrem

de 1l'altra aresta, determinard una recta que =
serd una de les albures de la ocara.
Com s veu 1 dibuix aguest pla que detern

minen A, B 1 ¥ ha de ser perpendicular alsg -

plens BGD , i (OD. Per tant, al pla ABH ki seran

Ot OoRIOVLE
NTRE les altures del tetrdedre que passen pels -




13 [ Lo

vartexs A i B respectivament, en estar en el‘ma$eix pla i no ser paral.leles
s'han de tallar forgosament en un punt.

Fent aixd amb cads parell d'arestes, veuriem gque les altures s
tallen jotes de dues en dues, Com que sén quatre rectes que no estan en -

un mateix ple, forgosament es tallaran totes en un punt: lYortccentre.

.

- 4 totg els tetriedres que tenen
ortocentre, les altures passen per lfortocenw - A

tre de la cara oposada, Si aixd es compleix —

per a una aliura, es complird per a les slires.
Es més, per a que un telrdedre tingui ortocen
tre s'ha de complir el gque acabsm d'esmentar.
Demostracid.~— 31 sobre la cara
del tetrdedre que

ara en direm base hi fem passar tres plans - -

perpendiculars que tinguin cadasoun d'ells =—

inclosa una altura de la base, aguests plans

es tallen formant una recta perpendicular a~

la base gque passa pel seu ortocentre i guale

sevol punt d'aguesta recta ens pol servir e

com & vartex del tetriedre gque compleixi sl- - pla suxiliar.

gue diu el teoreman. ' - sregta del tetriedre
Com es pot veure en el dibuix - -— altﬁra de la cara,

sadascoun dels plans auriliars talla una de w=gliure del tetrdedre

les altres cares del tetridedre de manera gue
forma una recta gque és l'azltura de la cara, Fent el mateix per a cada una
de les cares quedard a cadas cara el dibuix del seu orfocentre provani-ge-
aixf que el peu de cadasguna de les altures és lfortocentre de la cara opo
sada. .

| Bl que més ens ha sobtal &s el fet de que si e= complelx per a
une cara, es compleix ver a totes. Aixd permet dibuixar tetr3edres ortochn
trics amb sume facilitat, trobant 1l'ortocentre d'una cara i aixecant una ~
perpendicular ¢ue passe per ell,




TYPLICACIC DEL PROGRANA DE L'ORTOCENTRE.
En ls part del programa dedicat a ltestudi de 1tortocentre hem

oaleulat aguest com @ interseccié de tres plans.

Es clar que previ al cdlcul de l'orbocentre del tetraedre es &
gque comprovar la seva exisidnecia en un ocas determinat,

La seva existdncia la vorem aplicant el teorema abans esmentatbs
" Que les parelles d'areste oposades siguin ortogonals és condicid necessa
ria i suficient per a que el tetrledre tingui ortocemire®.

con&iciq de perpendicularitat esmentada en el pardzgraf suw
perior la comprovarem pent el producte esclar entre el vsoSor d™ aregta-—
{trobat restant les coordenades dels dos viériexs que uneix ), i de l'sresia
oposadi.

81 agquest producte ens d6na igual a 0 sbp perpendioulars.

Tenint ja la seguretat de l'exisidncia de l'ortocentrs en el-—-
tetrdedre que estem estudiant, passem al seu cdloul, El realifzarem a par-
4ir de la interseccid de tres plans, que compleixen la condicid dé Passar—
pel punt mig d'una aresta i ser perpendiculars a la mateixa. Amb la interw
secois de dos d'aguests plans trobem una resta i amb la interseccid de tois
tres trobvem ja l'ortocentre del tetriedre.

Per a aguest cilcul s'ha. de: Per el sistema dels tres plans.

Per aixd hem introduTt una svbrutina molt 44il que ems caleula quelsevol sise
tema de tres equzcions amb tres incognites, estalviant=nos fer el caloul oada

vegada gue ens trobessem en un sistema de tres tipus.

veckos delinidors
les anastes.
i zli;alwaftig a\mscaci%

=
=t
S
=2
)t
.
iy
S

HERXYPa

b

i:(i)!)’ C@wpemt’r_m dh‘{i

3
:
]
;
3
|
i
|
i
|
i
i
¢
3
i
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RELACIO ENYRE I ORTOCENTRE (si exigteix), EL BARTCENTRE I RL CIRCUNCHNIRZ

Es conegut el et que 1 ortocentre,el circumcentre

i ¢l baricentre d"un triangle sén alineats.
®1 racnzment vé de la consideracid de dos triangles,

construint wn d’ells fent paral.leles als costats de

1’altre pels seus veriexs.

Hem pensat si aixd també seria veritat en els tetrhe

edres,naturalment en cas d’existir el punt ortocenire.

Hem vist que sii : .

91 existeix ortocentre d‘un tetrbedre,en aguest terthedre ¢l baricenire,

1’ortocentre i el circumcentre,sdén agiiniats,amb el baricentre situat

entre els altres dosg.

L’esquema de la demostracid és el seglient:
Com que 1‘ortocentre,el circumcentre i el
bagricentre de cada cara sén aliniets,i

en cas dexistir ortocentre del tetrhedre

1%altura del betrhedre passa per 1 ortocen=-

tre de la cara oposada,resultarh que 1 altura,

la mitjena i la perpendicular al circucentre,

determinaran un plae.
En aquest pla hauran de ser els tres punts notables de qud ara parlem.
Com que aixd ho podrem repebir per cada cara, en la interseccid déquesis

plens hauran de ser situats els punts,que,per tant, s6n aliniats.
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6. Incentre

Podem definir-lo com aguell punt gue ocompleix ésser el cenire d'ung
gsfera tangent a les cares del tetrdedre, per tant 1z sevs distdncia z les qua~

+re cares &s 1z mateixa.

Per z aconseguir el seu cil -
Iz weentrRE

cul ens hem fet servir de la interseccid=
de tres plans eisectors .De fet,n'hi ha = ' Ta= Sg Tz Ty
sigsassegurant-nos la teoriay després,las

concorddncia del resultat {aproximat) amb

les equacions restants.

Bg convenient de fer un' acla
riment sobrs aguests plans bisectors dels
que en podem trobar dos per cada abtesia ;
un dlells passa per la part exterior del=
tetrdedre i per tant no ens interessas
cal sscollir el correcte. 4 l'hora de -~
triar-lo substituirem els vdrtexs de les arestes comprovant gue el vérisx supe-

rior 6s positiu mentres que el negatiu és 1l'inferior.

A - Pos"\'(\»{.

B oy hejcx 1,

| 3

A la vegada ens ha estat possible ds
limitar una recta biseotriu per cada vértex, de=
la qual coneixem que els seus punts compleixen —
que la distinoia a les tres carss és la mateiza,

i éns es caloula com la interseccis dels tres
plans biaecters,passant per les arestes concle—-

rrents en aguest vériex, Tenim upa "bisectriu,
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és a dir, hem pogut generalitzar el concepte de bisectriu, embtés normalment com
la recta que estd a distancia igual de les dos rectes que formen un angle gque:=
divideix en dues parts iguals,

Ltincentre 48 un punt notable que podem trobar sempre en qualssvoel

tetrdedre, la qual cosa és forga evident ja que sempre tindrem possibilitat de

trobar un punt interior al tetriedre gque sigui a la mateixa distineia de les -

quatre cares. (%)
Ara bé, cal dir que no hi ha cap relacié entre el pumt on l'esfera

és tangent a la cara i l’incqntre d'aguesta, ja que sbén punts independents.

EXPLICACTO TEL PROCRAMA DE L'INCENTRE |

En el prograus, ons sers

vim,per al cileul de 1l'incentre, de=
dues subrutines. En la primera (senw
téncies 7509 - 7716 ) calculem al -
rla que pa-ésa. pels punts gendrice 4,

B, E, i que al llarg del programa, -
en les sentlnoies 120f - 136¢, fem =

Wl s R
Z,dF=Rady -S43 variar de vslor per a poder calcular
F} =R LT, 21 %0 05 B |
'i-_;ﬂ%-f L3l g E els plans que passen pels punmts 0(1}, |
‘ =5 iT, 1y 200, 3) +RLE ) |
CBYAM(T. S 30 (0.3 BT o(2), 0o(3), 0(4), escollits cada ve= |
TLET Che=@m LT Ly s4iD 1 8L E
S eSS et iy, B8~ o gada de ftres en ires.
CLTE DD EOD 4B THEN 2 Tong ]
FOR J4=L1 T8 5 La segona subrutina (sen
LL;T. LRLT LY =R iy o5 - ¢ ' e
RPN o3 . t&necies M - 722 1a fenm servir=
PLET BIII=O¢L, 108, 2 +8{I 7 5555 1 ¢ ) 1a fe
htma et oML dtim | LS. caima segTe A e 3
Bry S S80S L g 2 TR e ¥ per a caloular tres plans bisectors, |
SRR O LRI L |
- i 2 la mateiza subrutins comprovem =
gue aquests plans siguin ols que -
=% ens cal considerar per al cdlicul dew
L2
1= 1'incentre pel mdtode abans esmentat,
BT ¢ |
e de substituir z les equacions dsls ~ |
sheE TF E |
A T = plans bisectors els valors dels punts
tEy = i comprovar el seu signe, i aixi dew
{3, \ .
345 duir si treballem amb el pla corrascte
T

arranjant=ho si cal a les senténcies

A8 =
£ E‘;:E:::'_:__t" % i, Y .
Tz ET. MiZ.ii=0i5. B ”9;?5' = 722f.
7 ET MIS.2)=0IF,=2 :
7 SOSUE SEEE ! Una vegads tenim les egua
ET BVyLL =-0ET .
LET L=SGR (9017 39117 4+ cions dels plans correctes, anem & la
2r RIS
RETUEN submutina, situada a la senténcia -
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5¢@@ ,per a caleular sistemes d’equacicns amb itres incdgnites i aixi

trobem 1 incentre.

LLTSTAT DE LMSQUEMA DEL PROGRAMA DEL “INCENTRE

(que remet a les subrutines de la plgina anterior)

Fema 2 Pﬂa b_w‘sec:jrw Bk,
Bl Q_' ﬁh"x,e'z;t'x

O CJ{.) 0@\ Y éﬁVLMC&,
din varTes €O « o(P)

=
B

0

]

N
_iﬂEf

‘;'i .

i)
}
i

I 4
n

!
i

£

A il H
= —
L, ol =
LET
LEYT
EFOSLT
EaTRLERR
LPRIN
LN ETm Y
ERE N

(%) Bl raonament per a l”incentre seria el mateix que per al circumcentre
canviant només la parauls virtex per cara.

e
;
[
t
=
:
‘
z
h
;
E
h
E
|
|




7 Filcentre

Ja hem vist a l'apartat dedicat a 1'incentre una generalitzacis
del concapte de bisectriu al tetrdedre. Enteniem per visectrid' la recta que
equidistava de les tres cares concurrenis en un vartex. ‘

Perd hem trobal tms altra possible recta que també podria enten
dre's com una altra generalitzaclé del conceplte de bisectriu, Aquesta raecta
seria ma racta eguidistant de les fres arestes concurrents en wn vartex.
Fer a ocada parell d'arssies concurrents, podriem trohér el oconjunt de punts
que squidigtessin d'aquestes, determinant aixi un pla perpendicular & la ca
ra que determinen, passant per la bisectriu de l'angle que formen les dues—
arestes. & aguest pla podriem anomenar—lo pla bisector entre dues arestes,

Aixi, a cade vartex trobariem com a interseecié dels tres plans

g dir que estariz formada per tots els punts que equidistarien de las tres
arestes.

Preguatant-nos 8i aguestes rectes gque podriem definir jer a cada
vdrtex es trobarien en un punt, van donar un nom a agquest punt hipotétic:
FILCONTRE, Aquest estd a la mateixa distdncia de les arestes que formen el
tetrdedre, 1 gque 8z el centre d'una esfera gue és tangent a las cares.

Bl nom de [Mlcentre ve donat pel fet de que a classe sl senyor
Goma ens va Tfer imaginar 1l'existénocia d’aqﬁest punt, fent que penssssim en
un tetrdedre format de filferro i l'esfera com una vilota gue aniriem bal-
xant Ting gue fos tangent a totes les arestes. Com el cetre de l'ssfara, =

era mguell punt pel gue la pilota era tangent a les sis arestes de Tilferro

aue formewven el tetrdedre, el nom que se'ns ve acudir va ser ol de ilnenire.

PLA '
isEcToR

o BASECTRIU

:
;
:
:
£
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No sempre existird aguest punt, i vist aixd el gue ens cal Ter
és cercar alguns teoremes que ens indiguin quan hi serd present aguest punts
— Si el tetriedre és una pirdmide regular la visié intuitiva -

eng permet assegurar que existeix filcentre

- El que es veia clar era gue per a que el tetriedre tingués
fileentre, els punts on 1'esfera era t ngent a tres arestes concurrents,; -

log disthncies dels punts de tangdneia al virtex, havien de ser iguals, Aies

xf ens sortia el segflent sistema dequacions .
—
r=¢-+ b
;8 =b+4d
Wwa=h+a
r
P =0+ 8
n=a+d
| Vv=c+ d

Cperant podem arribar a trobar la segllent ocondicifs
i hi ha filcenirepr u = s+% = v+ W '
Aguesta &s la condicié que nthem dit " Condicié de la suwa  ~

d'arestes oposades”,

4ix? podem afirmar que perqud existeixi filcentre &s necessari
que les sumes de longituts d'arestes oposades coineideixin, Aguesta condicid
no podem assegurar que sigui sullcient perqud el tetriedre tingue filcenirs.
Es a dir no hem pogut demostrar el teorema reciproc del primer gue digués @
~M31 les arestes oposades sumen igual, 1 poden ser les arestes dion tetriew
drs { caldria veure com ssber si sis lonzituds poden ser les srestes dtun -
tetrisdre ), llavors existeix filcentre ¥,

- Si existeix filcentre i tres arestes concurbents denen iguals

longituds . , llavors el tetrledre és una pirémide regular. 43xd ho tenim

demostrat amb rachaments trigonomdirics per a oasos generals i equest en par
ticular. Perd no els hem escrit perqud ers més senzilla la ssva demosiracis

amb paraules basant-nos en la condicié de la suma d'aresies oposades,
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Supogarem que les tres ares—

$es ignals concurrents sén v, v 1 W
8i u i v sfn iguals, i exige

teix filcentre, llavors s'he de complire

que r o= g,

El mateix reonament el podsm
for amb 1 i w, Ttrovant aixl que:

r = 8 = 1,

i per tant el tetrdedre és una pirfumide
m@l}-arc

. - i existel® filcentre i tres arestes concusrents formen el fg w

teix angle,agafant dues gualsevol de les tresyllavors el tetrdedre és una pi- |
|
|

. rawmide regular.,

Per p demostrar aquest teorema ens hem vist obligats a emprar els
raonaments que/abans esmentavem, ja que no hem trobat cap forma intuitiva de-
demosirar-iio,.

Els c3leuls sén aguestss: _

Fent servir ol dibuix de dalt i imaginan*b gue als anglesof 1 (3; 260,
iguals, arribarvem a demostrar que u=v. Repetirfem el mateix raonament amb els
altres angles veurfem que es fracta dfuna pir2mide regular.

. Partint de u+r=v+s 1 aplicant als triangles d'arestes n;w,s =
VoW, el teorema del cosinus, arribem a u+ \{v +Hom2rE cOSH = v+\[u =2 costs

81 ara elevem al quedrat,després dthaver deixal sol a un costat un
dels termes que tenen arrels guadrades, simplifiguem termes sam‘nl%%ts,tomem &
deixar sol un dels termes amb arrel i elevem al gquadrat altra {regaﬁa, i hornem

a gimplificar, ens gusdas
2w2(1--c0320£ )+v2w2( 1-coszcs = 2uvi (oS & cos )+(2u2vw-2uv2w) (cos gos B )=C

DYaguesta igualiat seguragent podrien sortir condicioms generals
per a liexistdncia de fz.lcentre.])e to't;a. manera, gl W= (5 y 8'elimina el Qg
rrer sumand i queda (1——cos °‘-’)(u v -EW) W0,

Aixd 8s (1mc08® ), (uv) 2 =0,

Perqud aixd es compleixi només pot ser que u=v.




Com el que voliem era carasteritzér els tetrdedres que tenien Iil
centre, vam estar buscant més feoremes possibles, i més conoretament tractent
de demombvar el reciproc del teorsma al que haviem arribat zbans; i que deis
gque la condicié de la suma d'arestes oposades era necessaria per & tenir fil-
centre. Jom no vam poder demostrar de cap forma, el que vam fer, va ser ¢l.la
borar un programe gue ens permetria trobar molis d'exemples, i1 que potser ens
farien arrivar a alguna conclusié valida. “

Vistos tots els exemples que hem fet, hem arribat a pensar en al-
guns possibles teoremes, i guan en trobavem algun, el que feiem era wWuscar al
gun exemple gue no ho complis. Aixi hem arribat & glgunes conclusionss

~ Homés tenen filcentre les pirdmides regulars., Agues possible =
teorema l'hem rebutjat en trobar wn tetriedre que no ers pirdmide regular, i=

e, a més, tenia filcentre. (Exemple 1)

1 Exempie 1

~ Un albtre possible teorems gue se*n deduIa de les repsiicions gue
es produien en els exemples era: Si en un tefriedre existeix filecentre, 1la =

vors també existeix ortocenmtre. Aguest teorems ftambé lthem rebtutiat en trobar
un tetriedre amb Tileenbre gque no tenia ortocentre. (Exemple 1)

= També ens hem preguntat si iﬂexisténaia dlortecentre implicavas

1l'exzisténcia de filcentre, en veure una sdrie de coinciddneies en ols exemples.
Perd hem trobat un tetrdedre amb ortocenire, que no tenis filcenire. (Exemgle g}

|
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A la vista de tots els exemples examinats creiem que es facti-
ble que sigui certa la proposicié seglient, que €s la reciproca en certz -

manera de "la condicié de suma d'arestes oposades” .

- 3i un tetriedre és tal que la suma de les seves sresies .opo
sades coincideix per a les ires parelles d'arestes, el TETRAEDRE TE FILOSH
TRE. '

Tanmateix, no hem pogut demostrar-ho.
Perd els exemples seglemnts,ben diversos, sén una mostra que

no &8s estrany que tinguem "esperances? gue =l teorema sigul cert.

Exehp]e 3

L Pirdmide no regular.

. Pé,perd, dues arestes soncu=
‘rrents {per parslles) de la
“mateixa longitud.

Alguna cera &s trisngle rec-
tangle.

I
k
:
:
3
|
k
3
;




Exemple 4

Exemple de pirtmide no regular,amb dues arestes no concurrenis de la

mateixa longitud.

L2 i\‘.‘-ENT’F&E
15 L OOEAAEA

TE TNGEM?Q;

DEHThE =

U?—'ﬂg:‘i_;_' L ‘E:.:;';;i:
F-? 5 s 5 -E ETES

Exemple de pirdmide me regular, ach una

caxrea

Exempie 5

6 g
3
4
Y S
5

triangle rectangle.

|
;

;
i
3
|
:
3
i
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Exemptie 6

Aquest darver exemple‘ens gembla un tetrledre prou “estrany”,
per pensar que els tetrledres que compleixen la noondicid de suma 4°

arestes oposades" tenen tots filcentre.

No ens hagués estat possible treballar amb tants a‘ exemplea si
no fos pel programa en llenguaige BASIC que hem treballat per a tro-
bar el possible filcenire i comprovar,després, si realment ho &se

Vegem~lo. Abans,perd, fem observar‘qae el treball precisamsnid
amb 1 exemple gue tenim en agqueste plgine ens ha fat fixer una permi-
8518 d’error en la "condicid de la suma d'arestes oposades” pel fet de

. treballer els ordinadors,com és sabut,amb aproximacions dels nombres.
Doncs,hen canviat la sent¥ncia |
161¢ IF L(4)#E(6)=L(1)+L(2) AND L(1)+L(2)=L(3)+L(5) THE GOTO 164f

per la segllent:

1618 IF ABS ( L(4—)4‘L(5)“I-(1)-.It(2))Llﬂ-é AND
ABS(L(1) L 2)<L(3)-L(5)) <1g™° THEN GOTO 1648
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EXPLICACTO DEL PROCRAMA DEL FIICENTRE,
Hem utilitzat dues subrutines englobades en les senténcies que -

comencen & la BfFF i a la 81ff.
A una dtelles { la que va de la 8ff¢ a la 848 ) calculem els =

diferents coeficients i termes independents dels plans recercats, ague felt i
fet, per al seu odlcul directe els hem trobat definits pels vechors gue £orm

men el mateix angle amb les arestes,preses com a vecltors, i gue hem anat Cole
culant canviant sls diferents vértexs ( dos plans per cadascun . Es necessari
que els dos vectors considerats en cada cas tingu?n el mateir sentit, per &iw
w3 en algun cas ens hem vist obligats a canviar el sentit dalgun dels vecws
tors=aresta, |

En el programa apareixen algunes senténcies (IEP T = t, IET T = &,
LT I = 3 ) gue pareix gue quedarien millor dintre un bucle, perd al ignal o
gue en alguna altra part del programa hem preferit de repetir sentdnoies Seine
blants per no fer-ho massa llarg, anat després a una subrutina on lige d'an =
bucle, i s6n precisament les gue defineixen el cAlcul dels tres primers plans
dels vuit totals que ens permeten caloular el filcentre, ja que els altres no
més ratifiguen o exclueixen el possible fileentre. )

Per aixd serveix l'altra subrubina : una vegada itrobat el possim
hle filcentre, la subrutina substitueix les seves coordenades en els alires
plang, L'execucié es detindrd en 8l moment en gque la substitucisd del rossible
Pilesntre no doni 0, cose que voldrd dir quse no exisieix filcentrs,

Bls asterics que apareizen guan es fa funcionar el DroLramd IS
ponen a la justificscid de cada pla que va ratificant el possible filcentre =
en gquestis, Cosa que no té més importancia pel gque fa a la part tedrion, perd

gue &s prou operatiu per a la visnalitzacid del programs.

SUB RUTINES
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8. Temes Pendents

Al llarz de la realitzacid del treball se'ns ha plentejat com un
punt dlinterds a tractar les condicions que han de complir ung certs nom
bres per & formar un tetrdedrs. Es evident que ja que cada aresta és comi 2
dos cares del tetrhedre, ha du cumplir per a les dues la condicid demanada=
per & la formacis d'un triangle: gque la suma dels dos costats petits ens -
done més gran gue el costat més gran. Perd donal que aixd s'egcapava dels -
objectius del treball, no hem entrat massa en el seu deseavolupament, i no=
kem aprofundit ja en les relacions gque existeixen entre aguests nombres i -
les suposades condicions que haurien de complir. Aixd seria liobjectin d'un
altre trehall dedicat principalment a l'estudi d'aguesta gliestis.

PN TN VO THY BT T s Ty

Un altre possible treball gue es podria fer dins 1festudi dels=
tetrdedres éz veurs si existeix alguna relacib entre els angles sblids vis
tog també a Fisica. Tema en el gue no hem enitrat perqué portaria un illarg eg
tudi que ens Taria entrar en la Geometria Esférica, cosa que s'allunya cle-

rament dels objectius del present ftreball.
e o Jima s Gom Greaoms

La feina que hem deseavolupat al llarg del itreball no v restrin
git l'estudi al mobtiu principal dfaguest: punts notables del tetrdedre, siné
gque ens ha poriat a descobrir noves relacioms i suggeriments amb els que no
hi haviem pensat com a conseqiidncia d'un estudi anelitic dels tetrdedrss.
Aixf &= com han sorgit les gYestions referents als angles que forinen les o
res, els angles diedres, la construccis d'un tetriedre a partir d'unes da o

L3

des donades (coordenades).
Temes tots bons 1 prou interessants per desenvolupar un propers

estudi.
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9. Material Emprai

~ SHARP PC-1500 ¢ Computador de butxaca amb impressora.

— STHCLATR 7X%-81 : Computador personal amb ampliacid de
memdria a 16 K i amb impressora.

10. Bibliogralia

- Apunts de $.0.U. i d'Informitica del Seminari de Matemdtigues
de 1'I,B., de Tortosa.

- Bigica de C.0.U. Editorial TEIDE

- Tabroducoién a la Geometrfa, Bugenio ROVANES. Editorial ANAYA,
Madrid, 1979. _

- Lenguaje de programacién BASIC. J. ASTOR VIGNAU. Zd. EUNIBAR

- ZX-81 BASIC Programming (Manual del ZZ~81). Steven VICKERS.
Sinclair Research Limited , London, 1980.

-~ SHARP PC-1500, Computador de boisiile. Manual de menejo ¥ pro-

gramacifn.
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