ELS CAMPS 4

INTRODUCCIO

Fins ara hem estudiat sistemes amb un nombre finit de graus
de llibertat i la seva lagrangiana depenia de les s coordenades
generalitzades i de les s velocitats generalitzades i, potser, del
temps. En I'evolucié trobavem la llei de variacié de les coordenades
en funcio del temps.

Quan tractem amb un camp, aquest en I|'evolucié depén del
temps i de les tres coordenades espacials de tot I'espai; per tant,
ens trobem amb un sistema amb infinits graus de llibertat.

Si tenim un nombre finit N de camps, els distingirem amb un
subindex r (r=1,...,N), que no té significacio tensorial, altrament al
que ocorre amb l'index de x“*

El camp s'expressara mitjangant una funcio

@, (x%, x1,x%,x3)=d,(x*)
L'acci6 vindra definida per

S= % I 2(®,, D, ,,t)dO

Q

La integracio es fara dins d'un volum tetradimensional (amb
t; <t<t,) ila constant 1/c, que no afecta I'evolucid, s'introdueix
per la simplicitat de resultats posteriors.

Si expressem dQ = +/| gldx%dx?dx?dx> = cdtdV , tenim

ts t
S= I dtI L.dVv = I Ldt
t v t;
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, on hem realitzat la primera integral sobre tot el volum espacial
del camp, i podem interpretar < com la densitat lagrangiana que
permet trobar L aixi:
L= jz. dv
v

La densitat lagrangiana dependra dels camps, de les seves
derivades parcials respecte de les quatre coordenades de I'espai de
Minkowski i, potser, del temps. Per obtenir la invariancia de l'accid,
L haura de ser escrita en forma tensorial per tal que conjuntament
amb el caracter de d« doni lloc a la invariancia esmentada.

Cal tenir en compte que al formulisme que seguira conside-
rarem aquest nombre de camps:

-Camp escalar->1 camp.

-Camp vectorial (I'electromagnetic, per exemple)->4 camps.

-Camp complex->2 camps.

-Camp tensorial (el gravitatori, per exemple)->el nombre de

components independents coincideix amb el nombre de
camps.

LES EQUACIONS DELS CAMPS

A partir d'uns valors fixats dels camps a la frontera de @
I'accio sera diferent per a distintes evolucions dels camps. A
I'estudi quantic de la suma sobre histories caldra considerar totes
les configuracions dels camps a l'espai i el temps. Classicament,
pero, la configuracid real sera la que faci extrema ['accid. El calcul
de variacions ens porta a les equacions dels camps (equacions
d'Euler-Lagrange), perqueé l'accié compleixi aquella condicio:

2 9, x
-—( )=0
I, KT R,

,onr=1,...,N, com hem dit abans.
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Fixem-nos que ara les coordenades espacials sén variables de
les quals depenen els camps i que el que volem coneixer és
I'evolucié dels camps i no de les coordenades.

Dividint I'espai en un nombre finit de petites cel:-les s'arriba a
assimilar el camp en cada cel-la a una coordenada generalitzada
del formulisme lagrangia amb un nombre finit de graus de lliber-
tat vist al capitol 1. Mitjangant el pas al limit 0 del volum de cada
cel-la obtenim la generalitzaci6 de molts dels conceptes vistos
abans i nosaltres només en donarem les conclusions finals.

Definim I'impuls generalitzat

, on escrivim &, per expressar la derivada parcial en relacié al
temps, per simplificar.
Obtenim /a hamiltoniana total mitjancant

H=I¢4‘f.dV
%

a partir de la densitat hamiltoniana #
# = Z 7rr.<br -4
r

Amb el pas al limit ans esmentat dels paréentesis de Poisson
en que intervenen els camps i els seus impulsos generalitzats en
cada cel-la, trobem les relacions entre els camps®, i els seus im-
pulsos generalitzats n,, que anomenarem novament, per analogia,
paréntesis de Poisson. En conseqliéncia i com veurem al capitol 8,
els paréntesis de Poisson on figuren &, i n, es transformaran en el
procés de segona quantificacié, i a través del principi de corres-
pondéncia, en commutadors o anticommutadors dels operadors en
qgue es convertiran els camps i els seus impulsos generalitzats.

Direm també que les variables ®,iz, sén canonicament
conjugades. En concret, els seus parentesis de Poisson verifiquen

{(I)r()?/t)/ns()—(’/t)} = 6r5'63()—( - )?’)
{®,(X,t), @ (xX", )} ={n (Xt),ns(xX",t)}=0
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, 0n 85(x) és la funcié delta de Dirac amb §5(X)=0,si x =0, i

I53(2)d3x =1
%

DENSITAT LAGRANGIANA: SIMETRIES

Les simetries de £ ens limitaran la seva forma i ens donaran
les lleis de conservacio. Les simetries més importants sén les que
son degudes a:

1-Translacions espaciotemporals.

2-Rotacions a l'espai de Minkowski.

3-Transformacions de fase.

Les translacions i rotacions sén transformacions de les coor-
denades. Les transformacions de coordenades originen, general-
ment, variacions dels camps per dos motius:

a) Pel canvi concret de les coordenades de cada punt on
definim el camp.

b) Pel canvi del camp, independentment de les coordenades
del punt (imaginem, per exemple, un vector tridimensional sot-
mes a una rotacio espacial, sense variar el seu punt d’aplicacio).

Davant de les translacions |'efecte b) anterior és nul. Com
canvien, perd, els camps davant de rotacions a |'espaitemps per
causa de b)? La resposta no és trivial. Veurem més endavant que
I'esmentat canvi estara induit a través d'una representacio del grup
de transformacions i que sera diferent segons el tipus de camp, el
ndimero dels seus components, etc.

Quant a les transformacions de fase, o gauge, es tracta de
transformacions dels camps induides per la representacié d'un
grup, pero no pel canvi de les coordenades. Als capitols que se-
guiran aclarirem més tot I'anterior.

La invariancia de les equacions finals que obtenim a partir
de les d'E-L, davant de transformacions molt generals de les
coordenades i dels camps, assegura, mitjancant una altra versio
del teorema de Noether, I'existéncia de constants de moviment.
Totes les transformacions ans esmentades sén un cas particular
d'aquest teorema.
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LES TRANSLACIONS ESPACIOTEMPORALS

En donarem només les conclusions finals que s'obtenen amb
aquestes hipotesis:

1-Les equacions d'Euler-Lagrange d'evolucié dels camps.

2-La invariancia de £ per les translacions espaciotemporals.

El tensor energia-impuls T%

Taﬁ Z dl b, 0,/3
&Dra é’)(ﬁ

verifica
ar
07Xa!

=0

Com a consequéncia de l'anterior i mitjancant la genera-
litzacio del teorema de Gauss que ens transforma una integral de
volum tetradimensional en una integral estesa a una hipersu-
perficie, ara un volum tridimensional, (recordem que en E; una
varietat amb 4, 3, 2 o 1 dimensions s'anomena hipervolum, hiper-
superficie, superficie o corba, respectivament) podem definir les
magnituds conservatives

pe =1 T%%.dv p"=ﬂ P“—>(ﬂ,p’)
cl, c c

, que ens donen el quadrivector energia-impuls dels camps.

Anem ara a aclarir una seérie d'aspectes en relacié a aixo:

1-El tensor energia-impuls esta definit en cada punt de I'es-
pai de Minkowski i tenim, per tant, un camp de tensors.

2-El quadrivector energia-impuls que hem obtingut fa refe-
réncia a l'energia-impuls de tot el camp; la integracid, doncs, es
realitza en el volum total del camp. Per definir el quadrivector
energia-impuls no hem emprat tots els components del tensor.
Quin significat tenen la resta de components i qué passaria, si
féssim la integracié en un volum finit? Ambdues questions tenen
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una resposta conjunta: si calculem el vector energia-impuls en un
volum finit i estudiem la seva variacié temporal, aquesta oObvia-
ment es relacionara amb el flux d'energia-impuls que entra o surt
a través de la superficie que el limita. El flux total dependra del
flux en cada superficie infinitesimal i aquest flux elemental esta
relacionat amb la resta de components de 7 en cada punt.
3-Existeix un altre tensor que verifiqui analogament
ar#

P
i que doni el mateix valor del quadrivector energia-impuls?

La resposta és que el tensor no és Unic i, a més, no és obli-
gatoriament simétric. Si volem, pero, que el quadritensor moment
cinétic, conservat per la invariancia de L per rotacions a l'espai
quadridimensional, s'expressi aixi

Maﬁ = IxadPﬁ 'XﬁdPa
Vv

, aleshores el tensor energia-impuls és simétric.
En coordenades curvilinies es verifica

T# -0

, que resulta I'extensio del resultat trobat anteriorment.

EL TENSOR ENERGIA-IMPULS D'UN
SISTEMA CONTINU DE PARTICULES

Suposem que tenim un sistema continu de particules (fluid).
En cada punt podrem definir:

1-La pressié p i la densitat relativista p corresponent a una
velocitat mitjana nul-la de les particules (ambdues escalars).

2-La quadrivelocitat mitjana U% (un quadrivector).

Substituirem inicialment el sistema continu de particules per
un de discret i partirem de l'accié d'una particula i del resultat co-
negut de la fisica estadistica

1 2
P==—p.<v®>
3P

pag.46\ EL LLENGUATGE DE LA FISICA: Capitol 4



, on <v?> és la velocitat quadratica mitjana de les particules que
tenen una velocitat mitjana nul-la ip és la densitat definida abans
que inclou I'efecte de les velocitats internes d'aquelles.

Finalment podrem, amb la recuperacié del conjunt continu
(fluid) i amb les transformacions relativistes perque la velocitat
mitjana no sigui nul-la, arribar al coneixement del nostre tensor
energia-impuls

T = (P+p.c?)U*UP -P.g%

Aquest resultat és valid per a fluids perfectes, sense cap altra
tensid interna que la pressié i exempts, per tant, de viscositat. Es
tracta d'una expressié valida en coordenades curvilinies i, en
particular, és aplicable a fluids on totes les particules tinguin la
mateixa velocitat, amb <v?>=0 en el sistema globalment en re-
pos, la qual cosa és equivalent que la pressio P=0.

EL CAMI CAP A L'ELECTROMAGNETISME,
LA GRAVITACIO I ELS CAMPS QUANTICS

Com déiem a la cloenda del capitol 1, el formulisme lagrangia
ens permet l'estudi conjunt de sistemes molt diversos. Aix0 sera
possible, com abans comentavem, gracies a la bondat del
formulisme que ens permet a partir de la seva "correcta" direccio
inicial caminar cap a diferents alternatives.

Primerament aplicarem el formulisme lagrangia als camps
classics electromagneétics i gravitatoris.

L'estudi de l'electromagnetisme ens iniciara en les teories
gauge, que més endavant ens permetran un coneixement quantic
de les diferents interaccions.

La preséncia del tensor energia-impuls dins de les equacions
de camp de la teoria de la relativitat general ens conduira a les
seves aplicacions gravitacionals i cosmologiques.

Finalment, tot el formulisme lagrangia sera generalitzat per a
I'estudi dels camps quantics i es veuran noves simetries de £ amb
les lleis corresponents de conservacio.
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