APENDIX 1:
GEOMETRIA

INTRODUCCIO

Suposarem coneguts els conceptes de grup, anell, algebra,
cos | espai vectorial. Partirem d'un espai vectorial euclidia E, de
dimensid n, incorporant el producte escalar de dos vectors a |'espai
vectorial ordinari. Qualsevol index podra variar des d'1 a n.

A partir d'ara seguirem en |'escriptura el criteri de contraccio
d'Einstein: sempre que aparegui una expressié amb la repeticio
d'un index superior i un d'inferior, entendrem que caldra realitzar
la suma sobre les expressions obtingudes donant als indexs tots
els valors possibles. Aixi, per exemple,

A.B = ZA,-.B’
i

Si el conjunt €;,...,€, és una base vectorial de I'espai vec-
torial euclidia E, definirem g; = €;.¢€; .

A partir de I'expressié vectorial x = x'.&; obtenim els compo-
nents contravariants x', o simplement components, d'un vector en
una base vectorial. Els components covariants es defineixen mit-
jancant la contraccio x,-=g,-j.xj

Amb tots els conceptes anteriors, el producte escalar de dos
vectors s'expressa senzillament aixi:

X.y = g,J-.x'.yj =x"y; = xj.yj

Els g verifiquen g; = g; i la matriu d'elements g; té el seu
determinant g no nul. Els g’ son els elements de la matriu inversa
de I'anterior i ens permetran escriure g7 x; = X.

D'aquesta manera, per contraccié dels components contra-
variants d'un vector amb g; obtenim els seus components cova-
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riants i per contraccid dels components covariants d'aquell amb g”
n'obtenim els components contravariants.

En cap cas pressuposem que els nostres espais vectorials
siguin propiament euclidians amb Nv>0vv, on Nv=v.vés la
norma del vector v, i tot el que exposem és valid també per als
espais impropiament euclidians.

En el cas d'un espai propiament euclidia amb una base orto-

normal tindriem que g; = &.
A través del canvi de base vectorial €;=AJé;, obtenim facilment

les transformacions

jl

xI = Alx" x'\ = Alx;
_ k pm km _ k pm ~r1ij
gy = AA79m 9 = A’ A;j g
Els A/ defineixen la matriu A i a través de A podrem obte-
nir les transformacions en sentit contrari.
Observem la diferent manera en qué es transformen les ex-

pressions amb indexs superiors o inferiors. La generalitzacié d'a-
quest fet ens porta al calcul tensorial.

TENSORS

A partir d'ara, quan tinguem indexs superiors parlarem d'in-
dexs contravariants i amb els indexs inferiors parlarem d'indexs
covariants. Un objecte matematic tal com

j m
ti ki

direm que té el primer, tercer i quart indexs covariants i el segon i
el cinqué indexs contravariants.

Un objecte com I'anterior direm que és un tensor amb tres
indexs covariants i dos indexs contravariants, si davant del canvi
de base vectorial ans esmentat es transforma segons la llei

t;?, " =B ALBIBI AT P, ©
, on BSson els elements de la matriu B=A™.

Es immediat generalitzar tot I'anterior per a tensors amb un

nombre diferent d'indexs.
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La contraccié d'un index k contravariant amb g, baixa I'in-
dex k, tot convertint-lo en el m covariant conservant la mateixa
posicid. El nou objecte és també un tensor.

La contraccid d'un index r covariant amb g™ puja l'index r, tot
convertint-lo en el n contravariant. L'index conserva la mateixa
posicio i el nou objecte és també un tensor.

Degut al que hem dit parlarem, en general, dels diferents
components contravariants-covariants d'un tensor.

La contraccié dels indexs dels tensors, amb multiplicacié o
sense, dona lloc sempre a un altre tensor.

En particular, g; i g” soén tensors, ja que les seves transfor-
macions soén les corresponents a un tensor. Es verifica facilment
que g; = g;i g’ = ¢, per la qual cosa l'ordre dels indexs no és
rellevant en aquest tensor.

D'acord amb tot I'anterior, podem definir g,’ = g;..g%, on
també I'ordre dels dos indexs superior i inferior no és significatiu.
Obviament, g;” = &;. Si det (g;) = g, det (¢7) =1/g i det (g;7) = 1.
Direm que les quantitats g”, g; i g;’ sobn, respectivament, els
components contravariants, covariants i mixtos d'un mateix tensor,
anomenat métric o fonamental.

Definirem /'ordre d'un tensor com el seu nombre d'indexs.
Aixi direm que el tensor fonamental és d'ordre 2, un vector és un
tensor d'ordre 1 i un escalar és un tensor d'ordre 0.

Sovint, per abus de llenguatge, parlarem d'un tensor refe-
rint-nos als seus components.

Si l'intercanvi de valors qualssevol de dos indexs concrets no
canvia el valor dels components del tensor, direm que aquest
tensor és simeétric en relacid a aquests dos indexs. Si l'anterior
ocorre per a qualsevol parella d'indexs, direm que el tensor és
completament simétric.

El tensor métric és un exemple de tensor simétric.

Si l'intercanvi de valors qualssevol de dos indexs concrets
transforma cada component del tensor en el seu valor oposat,
direm que el tensor és antisimétric en relacié a aquests dos indexs.
Si I'anterior ocorre per a qualsevol parella d'indexs, direm que el
tensor és completament antisimétric

Es important tenir en compte que, si un tensor t; per exem-
ple, és simétric, l'ordre dels indexs dels components mixtos és
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irrellevant. Altrament, si t; és antisimetric, caldra distingir entre els
components t,’ i t’,.

Davant d'un canvi de base vectorial de matriu A, el
determinant g canvia aixi: g’= (det A)>.g i, per tant, \/g' = |AlJg.

Els pseudotensors es transformen com a veritables tensors, si
det(A)>0. Si det(A)<0, cal afegir un canvi de signe a la trans-
formacio final.

Definim el pseudotensor de Levi-Civita completament anti-
simetric, amb dim(E,)=n,

o 1 i
L e o =lglg

lg1

, on els "components" del simbol € so6n iguals a zero, si dos dels
indexs coincideixen, tenen el valor 1, si la permutacio (i;...i,) és
parella en relacié a la (1...n), o el valor -1, si la permutacio ante-
rior és senar. En la transformaciéo tensorial dels components
covariants denens apareix A, en lloc de |A|, la qual cosa déna lloc
al seu caracter pseudotensorial.

Les contraccions de tensors amb pseudotensors donen lloc a
pseudotensors. El tensor dual d'un tensor t d’ordre g <n comple-
tament antisimetric és un tensor t’ obtingut a partir de la seva
contraccié ¢ amb el tensor de Levi-Civita i és un pseudotensor:

t’:i.c
q!

Donats dos vectors de components x' i ¥/, respectivament,
podem definir el tensor antisimétric t/=x'y’-x'y/, anomenat produc-
te exterior. El tensor dual del producte exterior és un pseu-
dovector que coincideix amb el producte vectorial conegut. En les
transformacions per inversié espacial det(A)<0 i, per tant, els
veritables vectors (o vectors polars) canvien el signe de tots els
seus components, mentre que els pseudovectors (o vectors axials)
romanen amb els components invariants.

ESPAI DUAL

Una forma lineal « definida a I'espai vectorial E, fa
correspondre a cada vector de E, un Unic escalar i verifica
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a(X+y)=a(x)+a(y) ofax)=aa(X)

El conjunt E,de formes lineals de E, amb les operacions
(a+B)(x)=a(x)+B(x) (aa)(x)=aou(x)

té I'estructura d’espai vectorial i s'anomena espai dual de E,.

A partir de o(x)=a(x".&)=0(&).x", és immediat veure que
els x' sén una base vectorial de I'espai dual. En notacié diferencial
les dx' seran la base vectorial de I'espai dual.

PRODUCTE TENSORIAL

Si tenim un conjunt d’espais vectorials, podem definir un nou
espai vectorial, anomenat producte tensorial d’aquells. En el
producte tensorial E,® E, ® E,, per exemple, els seus elements
s’expressen aixi:

x"é, ® a;dx’ ® bjdxj = xh.a,-.bj.éh ® dx’ ® dx’
i és facil veure que, a partir d'un canvi de base vectorial a E,, els
components dels seus elements es transformen com un tensor una
vegada contravariant i dues vegades covariant. En definitiva: tot el
que hem dit sobre els tensors ho podem retrobar a partir del
producte tensorial amb |'espai E, i el seu dual.

El subconjunt A, dels tensores completament antisimétrics
de E,®...k...®E, = (E, )X constitueix l'algebra exterior de les k-
formes i qualsevol element de A, es podra expressar aixi:

tS. dx" ®...0dx° = t""j.ngn(P NdxP®..®dx”) amb i<..<j
P
, on sgn(P) val +1 o -1 segons que la permutacié P sigui parella o
senar en relacié a la i...j. La dimensid de A, és, doncs, CX.

Arribem finalment a les conclusions segients:

a) Si considerem, respectivament, els escalars i les formes
lineals com a 0-formes i 1-formes, amb les definicions aroa=a.a,
arBP=(a®p-B®a), |'associativitat de A i la distributivitat de A /+
podem trobar els elements o ABa...ny. Amb els generadores basics
de les 1-formes es verifica aAB=-BArai ara=0, amb la qual
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cosa s’obté l'estructura d’algebra de Grassmann. A través, doncs,
del producte ~ obtenim una algebra graduada amb formes de tots
els ordres i CY +C} +C?+...+C = 2" generadors en total.

b) Definim la diferencial exterior d’'una r-forma com a la
(r+1)-forma obtinguda aixi:

n
o= o, dx" A Adx" do= Ao AX* AdX" AL AdX"

iy<..<iy h<.<i a=1

Amb la incorporacido de la diferencial exterior tenim una
algebra diferencial de Cartan.

ESPAIS PUNTUALS AFINS EUCLIDIANS

Treballarem amb I|'espai geométric &, de punts al qual li
adjuntem un espai vectorial euclidia E, de la forma convencional
coneguda. Aix0 ens permetra l'estudi afi i metric de |'espai geo-
meétric que ara anomenarem espai puntual afi euclidia.

Siguin M(x) i N(x'+dx') dos punts infinitament propers del
nostre espai i €,,....,€, una base vectorial de Il'espai vectorial
adjunt. Definim ds? com la norma del vector d'origen M i extrem N

ds’=g;dx'dx!

i aquesta expressié s'anomena métrica de I'espai puntual.

Amb les coordenades (x’,...,x") d'un punt podem realitzar la
transformacié x' = x'(y%,...,y") de tal manera que existeixi una bi-
jeccié entre dos dominis D i D' determinats pels conjunts x/, y'.
L'anterior implica que el jacobia de la transformacié verifiqui

D(x%,...,x")/D(y?%,...,y") =det(ox' /k')+ 0

Aleshores el nostre espai ha estat descrit pel sistema de co-
ordenades curvilinies y.

Donat un punt M de l'espai afi, podem trobar les corbes que
passin per M i al llarg de les quals només varii una coordenada
curvilinia. Aquestes corbes s'anomenen corbes coordenades del

pag. 332\ EL LLENGUATGE DE LA FISICA: Apéndix 1



punt M. Per simplicitat representarem per M el vector que té per
origen l'origen de coordenades i per extrem el punt M.
A partir de cada corba coordenada podem definir els vectors

e = oM que verifiguen dM = a—M.dy’
ayl ayl
Aguests n vectors son linealment independents, perque
5 = M M X x

e e A WA L

' X oy ¥
, on els v; sbn els vectors de la base vectorial corresponent als
components X i el determinant de la matriu de la transformacio
vectorial és el jacobia no nul. Per tant, I'anterior conjunt de vectors
€s una base vectorial o sistema natural del sistema de coordenades
curvilinies associat al punt M.

La diferéncia essencial entre un sistema de coordenades
rectilinies i un de curvilinies esta que la base vectorial amb coor-
denades curvilinies depén del punt M, en general, mentre que la
base vectorial corresponent a les coordenades x' roman constant. A
partir d'ara, si no es diu el contrari, només parlarem de coor-
denades curvilinies, de les quals les coordenades rectilinies sén un
cas particular.

Definirem camps de tensors associats a cada punt M i supo-
sarem expressats els seus components a partir de la base vecto-
rial natural del punt.

Amb un canvi de coordenades curvilinies y' = y'(y%,...,y")

tindrem que

5 = M _ M H*
! O-yri O-yk in

Per tant, podem saber com es transformen els tensors del camp a

partir del canvi de base vectorial anterior.

En particular, la métrica serd ds’ = gydy'dy’, on g; és el
tensor metric expressat en el sistema natural. El conjunt dels gj;
constitueix un exemple de camp de tensors.

Finalment, el volum dQ del paral-lelepipede determinat per
les arestes dy’,...,dy" s'obté amb I’expressiéda = |g|.dy’...dy",
gue és un invariant davant d’un canvi de base vectorial.

K _ ¥~ K &
i, definint A" = Pk e =A".e

I

Geometrial/ pag. 333



DIFERENCIAL ABSOLUTA D'UN TENSOR

A partir de la relacié entre les coordenades cartesianes i
polars a |'espai euclidia R?, x=r.cos® i y=r.sin®, obtenim els canvis
de base vectorial i de components d’un vector A:

€r = cosd.ex +sind.ey, eq = -r.sind.ex +r.cosd. ey
A" = cos . AX +sine.AY AP = l( —sin®. AX + cos d. A )
r

Els components d’un vector en la base vectorial local del punt

M variaran si les expressem en la base vectorial local de M+dM
degut al canvi de la base vectorial local €,,é4:

SAT = _sind. AX.d® + cos . AY . do = rA®. do
1

;2

5a® = .(-sin®. AX + cos ®. AY ). dr - 1 (cos ®. AX + sin®. AY ).d® =
r

L4 gL oarde
r r
Les transformacions anteriors ens donen el canvi de
components d’'un vector per transport paral-lel i que en general
escriuriem aixi:

SA" = -1, Ak dy!

A partir d’ara emprarem la nomenclatura segient:

i.zf,' at—’]= t’J

' yk
Si tenim un camp vectorial A’, el canvi “real” vde compo-
nents expressat en la base local de M+dM i anomenat diferencial
absoluta o connexié s'obtindra a partir de la diferéncia entre les del

vector en M+dM i les del vector transportat a M+dM des de M:
VA = A%dy®, on A% = VRA“ = A% + AT
Quan el valor anterior és nul direm que el camp vectorial s'ha
generat per transport paral-lel entre M i M+dM.
Si substituim les diferencials dy” , components d’un vector
infinitesimal, pels components V/ d’un vector que li sigui paral-lel
obtenim I'operador V;anomenat connexié en la direccié v .

La diferencial absoluta de qualsevol tensor haura de tenir en
compte el transport paral-lel corresponent i és un tensor.
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Si ® és un camp escalar, el transport paral-lel no té cap
efecte en ell: Vo=@ ,.dy® i les ® , son els components covariants
d'un vector.

L'operador V verificara les propietats convencionals de la de-
rivacio amb v(a.T+b.Q)=a.vT+b.vQ i V(T.Q)= (VT).Q+T.vQ),
on la multiplicacié s’ha d’interpretat tensorialment amb contraccio
o no d’indexs.

Si obtenim un camp escalar a partir de la multiplicacio
tensorial amb contraccié d’indexs i tenim en compte que
Ve =@ ,.dy* és facil arribar a aquestes conclusions:

Vv, = vm,,ﬁdyB Vaig = Vg -Vl g
Vth =thadyP tho=th +tirt,
Vi, =tupdy® t

g~ t&lravﬁ

nv,B = tHV,ﬁ - t“\’ra}lﬁ - tH“FaVﬁ

VER =t dy Pt =t T+ T

vg i ;" defineixen la derivada covariant d'un tensor i
augmenten en 1 el seu nombre d'indexs covariants. Altrament, les
derivades parcials (en general) i els "I"" no sén pas tensors.

Els simbols I'* .4 s'anomenen simbols de Christoffel i valen

Top = %g " (Gvap + Gpv,o = up,v)

Es immediat comprovar que els simbols de Christoffel sén
simétrics en relacié als dos indexs inferiors i que les diferencials
absolutes i les derivades covariants del tensor métric sén nul-les.
Amb aquests dos criteris definirem posteriorment /la connexié
riemanniana d’un espai de Riemann.

Contrariament a la diferencial absoluta, la diferencial ordina-
ria no és un tensor ja que només ens indica el canvi infinitesimal
dels components, referits a bases locals diferents i, per tant, no té
cap significacio vectorial precisa.

A partir de l'expressié de la métrica ds?=dr? +r?.do’en
coordenades polars es poden trobar els valors dels simbols de
Christoffel i de les variacions dels components d‘un vector per
transport paral-lel, que haviem vist inicialment.

Es important remarcar que la métrica anterior és la métrica
d'un espai pla en coordenades curvilinies i que desfent el canvi
retrobariem el tensor métric en coordenades rectilinies
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Donada, per0d, una metrica arbitraria, podem considerar-la
com a derivada d'una meétrica euclidiana convencional a través
d'un canvi de coordenades? Aixd no és sempre possible, com
veurem més endavant en estudiar els espais de Riemann.

VECTOR ACCELERACIO

A l'espai afi podem tenir un punt M amb les seves coordena-
des dependents d'un parametre t. Interpretant t com el temps,
tindrem el vector velocitat

4o dm dy*®

=—— amb components u® =
dt P dt

El vector acceleracio tindra com a components vu® / dt.

Si ds’>0, el parametre pot ser el valor finit s, obtingut a
partir de la métrica, i amb una acceleracié nul-la trobarem les
equacions diferencials que verifiquen els punts d'una recta:

Sy g WD
ds ds ds

L'equacidé anterior és equivalent a

Viu=u%.uP=0
OPERADORS DIFERENCIALS

Els operadors diferencials coneguts, que intervenen en els
teoremes d'integraciéo de Gauss i de Stokes, poden definir-se de
forma compacta i independent del sistema de referéncia amb ['ajut
del calcul tensorial:

a) Gradient v, d'un camp escalare:vV,9 = ¢ 4

b) Rotacional d'un camp vectorial: V,;-V;; sén els compo-
nents covariants d'un tensor antisimeétric rot; anomenat tensor
rotacional. El seu tensor dual és el vector rotacional.

o

c) Divergencia d'un camp de vectors: divv = v§,

d) Laplaciana d'un camp escalar: Ao=div(grad o)
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ESPAIS DE RIEMANN

Fins ara hem tractat Unicament amb espais afins euclidians.
La imatge més senzilla d'aquests espais és la del pla R’ o la de
I'espai R>. Degut al caracter euclidia de R?, s'acostuma anomenar-
los espais plans.

La métrica d'un espai afi euclidia en coordenades curvilinies

ds? = g,ady*dy”

pot sempre transformar-se mitjangant el canvi adient de les coor-
denades en la meétrica euclidiana en coordenades rectilinies.

Sigui ara una varietat V, on cada punt ve donat per les n
coordenades y% sense cap restriccié en les propietats degudes a la
continuitat i a la derivacié. Suposarem que, lligada a la varietat,
tenim la metrica

ds? = g,edy*dy®

Ens fem ara novament la pregunta que ja ens plantejavem
amb anterioritat: Podem a través d'un canvi de coordenades
transformar aquesta métrica en una altra amb els coeficients
constants? Aix0 no és sempre possible. Si ho és, l'espai sera
euclidia. Altrament, sera un espai de Riemann.

A continuacié veurem les propietats més importants dels es-
pais de Riemann, sense donar-ne, pero, les demostracions:

1-Sempre és possible trobar una meétrica euclidianag,; de
manera que en un punt O es verifiqui

@(xB)O = (g(xB)O @aﬁ,y)o = (g(xB,y Jo

, independentment de les coordenades elegides.

Aguesta metrica euclidiana diem que és osculatriu a la me-
trica riemanniana en el punt O i coincideix amb ella en un entorn
de O amb una aproximacié de primer ordre.

2-Com a consequéncia de l'anterior, podrem trobar un canvi
de coordenades a V, perqué els coeficients de la métrica tinguin
valors prefixats i verifiquin que totes les seves primeres derivades
siguin nul-les en un punt. Aix0 equival a tenir una representacio
euclidiana osculatriu en O en coordenades rectilinies.
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3-Com establir una connexiéVa V, que ens permeti definir
els canvis reals i, en definitiva, la diferencial absoluta d’un tensor?
Es demostra que si a V,, imposem les condicions que V compleix en
un espai euclidia, a)T'y, =T',i b) gus =0, aquesta connexiod
existeix i és Unica: es tracta de la connexié riemanniana.

Si definim el tensor de torsié © que verifica

(VaVp = VgV )¥ = 145" V¥

, on ¥ és una funcid, es comprova que les dues condicions
anteriors sén equivalents a aquestes: a)T’,, =T', i b) 1=0. Podem
tenir altres tipus de connexions. Tanmateix, a partir d’ara només
tindrem en compte la connexié riemanniana.

Per tot el que hem anat dient, definirem en cada punt de V,
la connexié riemanniana equivalent a la de la meétrica euclidiana
osculatriu amb totes les propietats que abans hem vist, degut que
en aquesta només intervenen els valors de la métrica i de les seves
primeres derivades.

4-Podem tenir camps de tensors que variaran els seus
components per un canvi de coordenades d'analoga manera com
ho farien a I'espai euclidia osculatriu corresponent a cada punt.

5-En un espai euclidia I'equipol-léncia o transport paral-lel
infinitesimal d’'un camp vectorial venia donada per la condicié

VW =v%.dy/ =0
Si el desplagament es feia al llarg d'una corba definida pel
parametre A, podriem obtenir el vector tangent
u®=dy* /dr
i aleshores I'equipol-léncia d’un camp vectorial verifica
Vv =vi.uP =0
6-A l'espai euclidia les rectes apareixien amb [|'anul-lacié de
I'acceleracio, la qual cosa equivalia a
viu=uf.uf=0
A l'espai de Riemann les corbes que compleixen aquesta

condicié s'anomenen geodeésiques i en elles el vector tangent es
transporta paral-lelament. Les equacions diferencials de les geo-
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desiques seran les mateixes que les obtingudes per a les rectes
dels espais euclidians. Una corba geodésica d'un espai de Rie-
mann correspon localment a una recta de l'espai euclidia que és
osculatriu en el punt considerat.

7-Si fins ara tots els calculs a V, sdn una extensié dels re-
alitzats a I'espai euclidia, on rau la diferéncia entre ambdds tipus
d'espais? La diferéncia esta en el tensor de curvatura que hi
intervé quan tractem problemes globals, no locals.

CURVATURA D'UN ESPAI DE RIEMANN

Si fem un transport paral-lel d'un vector des d'A a B al llarg
de dues corbes diferents c; i ¢,, obtindrem el mateix vector final?

La resposta a la pregunta anterior depén del valor del tensor
de Riemann-Christoffel R%g;que €s antisimétric en els indexs yi 3 i
que es defineix a partir d'aquestes relacions equivalents:

3
Vv, v, Vs JA% =RE AP REBICOAP =V v v v _|a® -]

A

o _ v v o _ QW vV _ v o _ v~ o
VA" = (ViC" ~ VB IV A" =(B'V,C" — C'V,B' IV, A" = [CV, A

, on L és la derivada de Lie de Cal llarg deBi es troba mitjancant
paréntesi de Lie dels dos vectors.

Finalment, arribem a la relacié que permet calcular el tensor
de Riemann-Christoffel:

Reys =T5py —Tips + T elsp —T5elyp

En un espai euclidia el tensor de Riemann-Christoffel és nul i
obtenim el mateix vector final a través del seu transport paral-lel
per dos camins diferents. En un espai de Riemann aquell tensor no
és nul i el vector final depén de la trajectoria que hem seguit. Aqui
apareix la diferéncia basica entre un espai euclidia i un espai
riemannia, perque el tensor de Riemann-Christoffel depén de les
segones derivades del tensor meétric a través dels simbols de
Christoffel i I'equivaléncia local acaba en les derivades primeres.

El tensor de Riemann-Christoffel verifica les identitats de

Bianchi o o o
Ropysie ¥ RV psesy + Ropey;s =0
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A partir del tensor anterior obtenim el tensor simeétric de
Ricci .
R(xB =R oyd

i I'escalar curvatura riemanniana
R =Ry

Quan aqui parlem de curvatura parlem de la curvatura
intrinseca. La curvatura intrinseca és diferent de la curvatura
extrinseca que marca la pertinenca de la nostra varietat
riemanniana a un altre espai de major nombre de dimensions. Les
superficies esférica i cilindrica posseeixen curvatura extrinseca i es
troben immerses a I'espai euclidia R>. Un observador extern a elles,
perd situat a R?, podria visualitzar la seva curvatura extrinseca. Per
al calcul de la curvatura intrinseca no cal sortir de la varietat, amb
mesures locals hom podria detectar-la.

La superficie cilindrica, perd, no té curvatura intrinseca.
Dibuixant localment un triangle a través de tres geodésiques
(extremals de la longitud entre dos punts) veuriem que la suma
dels seus tres angles seria de 180° (només cal fer el desen-
volupament pla de la superficie cilindrica per comprovar-ho).

Altrament, la superficie esféerica té curvatura intrinseca i
localment comprovariem que la suma dels angles d'un triangle,
construit amb tres circumferéncies maximes, és superior a 180°.

Per calcular la curvatura intrinseca només cal coneixer la
metrica expressada en funcié de les coordenades internes. Per al
calcul de la curvatura extrinseca, pero, cal saber la relacié que hi
ha entre les coordenades internes i les coordenades del punt pro-
pies de I'espai superior en qué la varietat esta immersa.

Si la curvatura riemanniana no és nul-la, tampoc ho és la
curvatura extrinseca en un possible espai de dimensié superior.

Finalment, definim el tensor d'Einstein

1
GOLB = ROLB 'EgaB(R'i';\«)

, que verifica G('XBB -0

Observem que el tensor energia-impuls, definit al capitol 4,

compleix la mateixa propietat. Aquesta coincidéncia sera essencial
per a l'estudi de la gravitacio.

pag. 340\ EL LLENGUATGE DE LA FISICA: Apéndix 1



ESPAIS TOPOLOGICS

La finalitat essencial de la topologia és |'estudi dels invari-
ants davant d’homeomorfismes o aplicacions bijectives i continues
en ambdds sentits entre espais topologics (un difeomorfisme és un
homeomorfisme infinitament diferenciable en ambdéds sentits). Les
definicions i conceptes topologics que seguiran ens ajudaran a
comprendre millor les propietats relacionades amb I'estructura
geometrica de I'espaitemps i amb la representacio de grups.

Una estructura topologica sobre un conjunt X esta definida a
través de l'existéncia d'una familia de subconjunts de X, anome-
nats oberts, que satisfan els axiomes seglients:

1-El conjunt buit i X sén oberts.

2-La reunid d'oberts és un obert.

3-La interseccié d'un nombre finit d'oberts és un obert.

La topologia és separable o de Haussdorf, si verifica també:

4-Vx e XiVy e X(x #y ) existeixen dos oberts disjunts que

contenen x i y, respectivament.

Un entorn obert d'un punt és un conjunt obert que el conté.

Un conjunt és tancat, si és el complementari d'un d'obert.

Una base topologica és una familia d'oberts que per reunio
pot donar qualsevol altre obert.

Un conjunt d'oberts és un recobriment de X, si la unié d'ells
és igual a X.

Un espai topologic X és compacte, si tot recobriment conté un
subconjunt finit d'oberts que sigui també recobriment de X.

Un conjunt X és connex, si no és la unié disjunta de dos
conjunts oberts no buits.

Un subconjunt Y d'un espai topologic X és un subespai topo-
logic d'aquest, si posseeix la topologia induida en la qual els seus
oberts son les interseccions amb Y dels oberts de X. Un punt de Y
és interior a Y si hi ha un entorn seu a X amb tots els punts
pertanyents a Y; altrament tenim un punt frontera.

Tot subespai d'un espai topologic separable és separable.

En particular, R” és un espai topologic separable on podem
definir funcions R"->R. Tot subconjunt V, de R" on els punts
tinguin n coordenades essencials sense cap relacio funcional entre
elles sera també un espai topologic separable amb la topologia i el
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conjunt de funcions induits. V, s'anomena varietat de R" de n
dimensions. A R" podem facilment definir I'estructura d'espai
metric i d'aqui permetre els conceptes de distancia, limit i
continuitat.

Concretant el concepte d'espai topologic compacte a una
varietat V, de R”, son equivalents les tres afirmacions seglients:

a) V, és compacte.

b) V, és tancat i fitat.

c) Tot subconjunt infinit de V, té un punt d’acumulacié a V, i
a partir de qualsevol successidé a V, podem sempre extreure una
successié parcial que sigui de Cauchy i tingui obligatoriament limit
en V, (conjunt complet).

El teorema fonamental del calcul exterior de Cartan diu que

J-doc:ja
c Jc

, on o és una regid6 compacta de k+1 dimensions i dola seva
frontera k-dimensional. L'expressié subintegralo = f.dx'A...Adx’
és una p-forma, da la seva derivada exterior, cal interpretar
formalment les integracions en el sentit de Riemann d’acord amb
la substitucid dx’a...ndx’ - dx’...dx’ i per a les integracions
s’han de tenir en compte les orientacions adients de les varietats.
El teoremes de Gauss i de Stokes so6n un cas particular d’aquell
teorema, com es pot comprovar facilment.

TOPOLOGIA ALGEBRAICA

Les varietats de variable complexa de dimensié k ens
permeten l'estudi topologic de varietats reals de dimensié 2k. Les
generalitzacions, amb un major nombre de dimensions, de les
superficies w=w(z) unidimensionals complexes de Riemann i de les
equacions de Cauchy-Riemann que garanteixen que w(z) sigui
derivable independentment de la direccié de Az s6n un bon ajut per
a l'estudi topologic de determinades varietats reals. Tanmateix, és
mitjancant la topologia algebraica que podem avancar-hi amb més
profunditat. La topologia algebraica té per objectiu facilitar I'estudi
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de les propietats topoldgiques (topologia conjuntista) a partir del
coneixement de les propietats algebraiques dels grups assignats
als espais topologics. En dos espais topoldogics homeomorfos els
seus grups algebraics sén isomorfos.

Un cami o arc dins d'un espai topologic X és una aplicacio
continua de l'interval I=[0,1] en X. Les imatges de 0 i 1 s'anome-
nen origen or i extrem er del cami f. Davant de transformacions
continues entre camins que tinguin el mateix origen i el mateix
extrem, obtenim una relacié d'equivaléncia entre camins.

Si dos punts qualssevol de Il'espai topologic poden unir-se
mitjancant un cami, diem que l'espai topologic és arc-connex. Un
conjunt arc-connex és connex, pero el reciproc és fals.

Podem definir la composicié de dos camins fi g on I'extrem e
de f coincideixi amb l'origen o, de g de manera que obtinguem un
nou cami que tingui per origen or i per extrem e,. A partir d'aqui
obtindrem I'operacié corresponent dins del conjunt quocient,
independentment de la classe d'equivaléncia elegida.

En particular, podem definir per a cada punt P de X el conjunt
guocient de camins tancats en qué I'extrem i |'origen coincideixen
en P. Amb la composicié de classes el conjunt de classes de camins
té l'estructura de grup: el grup fonamental o grup d’homotopia
d’ordre 1 de I'espai topologic corresponent al punt P.

Dues aplicacions fi g continues entre els espais topologics X i
Y son homotopicament equivalents i escriurem f=~g, si existeix
una aplicacidé continua y entre XxI i Y que verifiqui

vxeX y(x,0)=Ff(x) yx,1)=g(x)

Sovint la propietat d'homeomorfisme és massa forta i se
substitueix per la més feble d'equivaléncia homotopica: dos espais
topologics X i Y sén homotopicament equivalents, si existeixen
aplicacions continues, f:X->Y i g:Y->X, amb fog=~I i gof ~1I.
Obviament dos espais topoldgics homeomorfs sén homotopicament
equivalents, pero el reciproc no és cert. Les aplicacions f i g
anteriors s'anomenen equivaléncies homotopiques. Una equiva-
lencia homotopica entre espais topologics indueix un isomorfisme
entre els grups fonamentals.

Generalitzant el concepte de cami a partir d'una aplicacié
continua entre el paral-lelepipede I" i X, podem definir e/ grup

Geometrial/ pag. 343



d'homotopia d'ordre n. L'estudi complet dels diferents grups
d'homotopia és, pero, dificil, en general.

Per entendre a grans trets de qué tracta I'homologia, donem
a continuacio, sense aprofundir-los, uns conceptes intuitius:

Politop: subconjunt d’un espai euclidia construit amb elements
rectilinis (poligons, poliedres,...).

m-simplex:politop construit amb m+1 punts independents. Aixi,
un triangle és un 2-simplex i un tetraedre un 3-simplex.

Complex de simplexs orientat K: conjunt de simplexs correcta-
ment units on en cada m-simplex ¢” la permutacié parella o senar
dels m+1 punts que el generen fixa la seva orientacié +,-.

Cadena m-dimensional en el complex de simplexs orientat K
sobre el grup abelia G: és una funcié c, entre el conjunt de
m-simplexs orientats ¢ de K i G que verifica ¢u(c")=-Cn(-c"). A
més, si K és infinit ¢,,(¢™)=0 excepte per a un nombre finit dels m-
simplexs (*).

Grup Cn(K,G): és el grup abelia de cadenes m-dimensionals
amb l'operacid (c}, +c2)(c™) =cl(c™)+c2 (™).

Grup d’homologia: A partir de C,,(K,G) i dels seus subgrups és
defineix de forma no trivial el grup d’homologia H,(K,G).

Cocadenes i grups de cohomologia: Si no imposem la condicio
(*), tenim una cocadena i un grup de cohomologia.

L'homologia ens ajuda a |'estudi topologic de conjunts home-
omorfos amb politops i a la solucio de les dificultats que trobem en
I'homotopia. En efecte: els grups d'homologia i de cohomologia no
estan assignats a cap punt en concret i, a més, son sempre
abelians, amb la qual cosa l'estructura algebraica adjunta és més
senzilla que la corresponent a la de I'homotopia. D'aquesta mane-
ra podem arribar a molts resultats en qué I'homotopia es troba
amb dificultats: és el que passa, per exemple, amb el teorema del
punt fix de Brouwer, que afirma que per a tota aplicacié continua

f:X->X amb X:{XeR”,|X|S1}

hi ha un punt x en qué f(x)=x, amb el de la “bola peluda”, que en
la seva expressid6 més senzilla ens diu que un camp vectorial
diferenciable tangent a una esfera bidimensional s’anul-la al menys
en un punt, i amb el teorema fonamental de I'algebra.
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