APENDIX 3:
GRUPS DE LIE

GRUPS

Se suposa que el lector coneix el concepte de grup i les se-
ves propietats essencials.

Un subgrup H de G direm que és un subgrup invariant, si
VvheHivxe Gihe Hlhx=xh.

Un grup que no admeti subgrups invariants (amb I'excepcio
dels trivials G i {e}) s'anomena simple.

Un grup semisimple no conté subgrups invariants abelians no
trivials. Obviament tot grup simple és semisimple.

Un grup pot ser finit (si conté un nombre finit d'elements) o
infinit (en cas contrari). A continuacié donarem uns exemples de
grups infinits que resultaran essencials en tot el que seguira d'ara
endavant:

->0(n) és el conjunt de matrius M reals i ortogonals nxn (la
matriu inversa d‘una matriu coincideix amb la seva matriu trans-
posada). Es verifica que det(M)=+1. O(3) conté les rotacions con-
vencionals a l'espai i la inversio espacial.

->50(n) és el subconjunt de matrius M de O(n) en qué
det(M)=+1. SO(3) conté només les rotacions espacials.

->U(n) és el conjunt de matrius unitaries nxn.

->SU(n) és el subconjunt de matrius M de U(n) en les quals
det(M)=+1.

->GL(n,C) és el conjunt de matrius nxn representatives de
les transformacions lineals C"->C".

->SL(n,C) és el subconjunt de matrius M de GL(n,C) en que
det(M)=+1.

->GL(n) és el conjunt de matrius reals nxn representatives
de les transformacions lineals R"->R".

->Sl(n) és el subconjunt de matrius M de GL(n) en les quals
det(M)=+1.
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Un grup infinit sera continu, si es pot establir una bijeccio
entre els seus elements i una varietat V, de R” (varietat del grup o
"group manifold") de tal manera que els punts de la varietat pu-
guin variar de forma continua. Diem que tenim un grup continu
amb n parametres o de dimensié n. Els grups de Lie, que veurem
més endavant, son grups continus. En concret, definirem un grup
de Lie com a simple, si no admet subgrups de Lije invariants, i com
a semisimple, si no conté subgrups de Lie invariants abelians (en
ambdues definicions ens referim a subgrups no trivials,
obviament). La topologia de la varietat V, del grup de Lie s'estén al
grup. Aixi, direm que un grup de Lie és compacte, connex, etc., si
ho és la seva varietat. A continuacié veurem uns quants exemples
de grups de Lie que ens ajudaran a la comprensié del concepte de
grup continu.

TRANSLACIONS ESPACIALS
f"

D'acord amb la figura anterior, realitzem una translacié ac-
tiva d'una funcidé f(r)amb desplagcament p. La funcid f’ verificara
f'(r+p)=Ff(r)obé f'(r)=f(r-p).

Mitjancant un desenvolupament de Taylor i fent p=-inv,
arribem a

f'(F) = exp(—ip.p] WF(F)

pag. 356 \ EL LLENGUATGE DE LA FISICA: Apéndix 3



Si anomenemd = —p/#, obtenim U, (a) = exp(io.p) .
U, (a) és l'operador translacié, que verifica

frr)=U.f(r)

Donat que I'operador p és hermitic, U, sera unitari.

El conjunt d'operadorsu,(a) = U,(a;,0,,a3)€S un grup G que
esta parametritzat amb (o;,a,,03) € R’i podem establir la bijeccié
entre el conjunt d'operadors i el conjunt de punts de R>. El punt de
R? pot variar de forma continua. Es verifica de forma trivial que
Ur(8).U-(B)=Ur(c+B). Per tot el que acabem de dir, veurem més
endavant que G és un grup de Lie amb tres parametres o de
dimensié 3. El subconjunt de R® que podem posar en correspon-
déncia amb G és en aquest cas el propi R® ("group manifold” o
varietat del grup de Lie).

Els operadors p; son els generadors del grup que defineixen
els elementsU,(a;,a,,a3)=exp(i(a;.p; +a.py +a3.p3)).

Els generadors verifiquen /'algebra de Lie [p;,pj1=0. Els tres
generadors commuten entre ells i diem que el rang de l'algebra és
igual a 3.

El grup de translacions és abelia. Per tant tot subgrup sera
invariant i G no sera ni simple ni semisimple.

Obviament G no és compacte perqué els parametres no es
poden fitar.

Fixem-nos que el grup de Lorentz tampoc no és compacte,
perqué el conjunt de valors possibles de la velocitat, malgrat que
esta fitat, no és tancat, ja que per a v=c l'element del grup no esta
definit, en anul-lar-se el denominador de les transformacions
corresponents.

TRANSLACIONS TEMPORALS

Si realitzem una translacié temporal activa <, tindrem de
manera analoga f'(t+t)=f(t) obé f'(t)=f(t- 7).

Amb les definicionsE =ind / X, a=t/h i Us(a)=exp(iaE)
i a partir d'un desenvolupament de Taylor arribem finalment a la
relacid
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F(t) = U (a)f(t)

L'operador translacié U; és unitari degut que I'operador ener-
gia E és un operador hermitic.

Els elements del grup depenen d'un parametre de forma
continua i es verifica que Ug(a).Ug(B) =Ut(a+B).

Els U; defineixen un grup de Lie de dimensié 1 on |'operador
energia n'és el generador. El parametre a pot variar al llarg de R
(el seu "group manifold"). El seu rang és 1 i, com en les trans-
lacions espacials, no és compacte, simple o semisimple.

Si I'operador hamiltonia no depén explicitament del temps,
podem substituir E per H per trobar U;(a) = exp(iaH), ja que, en
general, E'= H". Aixi, per exemple, obtenim per a n=2 E*=H?:

E2y = (in)?9%y / ot? = ind(Hy) / ot = Hindy / ot = H?y

ROTACIONS ESPACIALS

Si realitzem una rotacié infinitesimal activa amb vector de
rotacié 8P, el canvi de coordenades ens vindra determinat per
F'=F + 8Dxr i obtindrem que f'(F +8®xr)=f(r)o bé, alternativa-
ment, f'(F) = f(r - 8bxr) = f(r) - 8®xr.Vf(r) = (1- rxv.8®)f(r).

A partir de la definicié de L = —ikFxV obtenim finalment que
f'(F)=(1-(i/h)L.8®)f(F). Escrivintd®=® / Ni aplicant la ro-
tacio N vegades amb N — «, arribem a trobar I'expressio final
corresponent a una rotacié activa ® finita

f(F)= exp(—i%).f )F(F)

Definima = -® / hiUg(a) = exp(ia.L), amb la qual cosa ob-
tenim

f'(F) = Up(0)f(F) = exp(ic.. L )f(F)
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L'operador rotacié Ug és unitari, perque l'operador moment
cinétic L és hermitic. El conjunt d'operadors Ug esta parametritzat
de forma continua per tres parametres.

El grup G de rotacions Ui és un grup de Lie de dimensio 3.
Els L; en sén els generadors. G esta en bijeccié amb un subconjunt
de R? diferent d'ell ja que les rotacions corresponents a angles que
difereixen en z.2n|z e Z soén equivalents (el seu "group manifold"
no coincideix amb R?). La variacié dels o; entre fites concretes fa
que G sigui compacte. Es tracta d'un grup simple i semisimple.

L'algebra de Lie ve donada per

[Ll,Lz] =JnlL3 [L2,L3] = jhly [L3,L1] =JihL>

El nombre maxim de generadors que commutin entre ells és
1 i el rang del grup és també 1. Podem trobar un operador L? a
partir dels tres generadors (L% = 12 + 13 + %) que commuti amb tots
ells (operador de Casimir).

Si tenim ara un vector de tres components que siguin funci-
ons i fem una rotacié activa obtindrem els dos canvis que es
mostren a la figura seglent:

a) Els components variaran per la propia rotacidé sense variar
el punt a qué corresponen.

b) Les funcions que expressen cada component canviaran
també en transformar el punt d'aplicacié del vector.

Finalment resulta que

W' (F)=Ug(a)¥(r)=exp(ia.(L +5))¥(F)
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, ON S=(5;,55,53) :

00 0 0 0 1 0 -1 0
S,=i0 0 -1| S, =il 0 0 0| S;=in1 0 O
01 0 100 0 0 0

L és I'operador moment orbital que actua sobre les coorde-
nades, perd no sobre els components.

Sés l'operador espin que actua matricialment sobre els
components, perd no sobre les coordenades.

El grup G d'operadors Uz és un grup de Lie de 3 dimensions
amb els J, com a generadors onJ=L+S=(J;,],,J;)és el
moment angular total. El seu "group manifold" no coincideix amb
R? i les propietats de I'algebra sén les d'abans.

Es facil veure que els valors propis de S; sén (-1,0,+1).% i el
de S? és2n’ =s.(s+1)k?, on s=1, la qual cosa justifica la denomi-
nacié d'espin.

GRUPS DE LIE

A partir de tots els exemples anteriors podem entendre mi-
llor les propietats d'un grup de Lie, que resumim a continuacio:

1-Un grup de Lie és un grup G amb el qual establim una
bijeccié amb una varietat de R" de n dimensions (varietat del grup
o "group manifold"). Aquesta bijeccid, x e R" - g(x)e G, verifica
que g(a).g(b)=g(c), amb c = ®(a,b) infinitament derivable.

Aix0 implica que el grup sigui continu i diem que el conjunt G
és un grup de Lie amb n parametres o de n dimensions.

Mitjancant un canvi de parametritzacio podem obtenir que, si
e e Gn'és l'element neutre, e=g(0,0,...,0).

La topologia del "group manifold" es trasllada a G.

En el veinatge de I'element neutre tenim

. 1
g(a_l,azl...):g(0,0,...)"rlzaka, Xk:—(%j
k / k ak:O
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Els Xy s'anomenen generadors de G. En les aplicacions
fisiques els generadors seran operadors hermitics, amb la qual
cosa els elements de G esdevindran operadors unitaris.

Degut que tots els parametres son essencials, tenim que

a;X; +aX,+...=e=>a;=a, =..=0

, amb la qual cosa els generadors son linealment independents.
Si els ax no sén infinitesimals, sind finits, es verifica final-
ment que

g(a;,a,,...)=exp(i(a; X; +a,X,+...))

2-Els generadors de G verifiquen les relacions

=[x x,]=1) chx
k

= X0 XG0 X+ G X X))+ [Xeo [ X X5 ] =0

La darrera expressio és la identitat de Jacobi.

Les Cjjs'anomenen constants d'estructura del grup de Lie. Els
generadors depenen del tipus de parametritzacié, perd no pas les
constants d'estructura, que defineixen el grup.

Si definim I'operacié interna Xi.X;=[XXjl, I'espai vectorial
generat per la base vectorial dels X, té una estructura addicional
anomenada algebra de Lie.

Les constants d'estructura verifiquen

k _ k
— C/] = _Cj/

5 Z(C{kC,T +Chep +cler) =0

Si el grup és abelia, les constants d'estructura son nul-les.

Es demostra que un conjunt de constants d'estructura que
verifiquin les dues propietats anteriors determinen completament
I'algebra de Lie i l'estructura local del grup de Lie entorn del seu
element neutre e. Dos grups amb la mateixa algebra sén isomorfs
localment, perd0 més enlla de l'entorn ans esmentat no es pot
realitzar la identificacié. Salvant les diferencies, aixo és semblant a
I'equivaléncia local de dues funcions entorn de x=a quan
coincideixen els valors de les imatges i d'algunes derivades en el
punt; més enlla de I'entorn, pero, I'equivaléncia desapareix.
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3-El nombre maxim de generadors que commutin entre ells
s'anomena rang del grup. Com sabem, SO(3) és de rang 1 i el grup
de translacions té rang 3. SU(3) té rang 2, com veurem més
endavant, etc.

Un grup de Lie semisimple de rang r posseeix exactament r
operadors linealment independents que commuten amb tots els
generadors i, per tant, amb tots els operadors del grup i que es
poden obtenir a partir dels generadors de l'algebra (teorema de
Racah). Aquests operadors s''anomenen operadors de Casimir.
Aixi, L? és 'operador de Casimir de SO(3). Qualsevol altre operador
gue verifiqui la propietat de commutacié dels operadors de Casimir
té una relacié funcional amb aquests.

Una subalgebra A de G sera un ideal de l'algebra G, si veri-
ficaquevxeG VyeA= x.y e A.

Definim una algebra G com a simple, si no admet cap ideal
(excepte els trivials G i {e}) i com a semisimple, si no té cap ideal
abelia no trivial.

L'estudi dels grups de Lie possibles se simplifica extraordina-
riament a partir del coneixement de les algebres de Lie. Aquesta és
la tasca extraordinaria que realitza Cartan. En particular, desenvo-
lupa la recerca matematica en aquests camps:

->Classificacio de les algebres de Lie.

->Propietats locals dels grups de Lie i la seva classificacio.

D’aqui hom troba:

->Les series SO(n) i SU(n).
->Els grups aillats o excepcionals E4, Eg, etc.

4-A partir d'un grup de Lie arc-connex podem establir
multiples corbes que connectin dos punts de la varietat correspo-
nents a dos elements qualssevol del grup.

Totes les corbes que connecten dos punts de la varietat
poden classificar-se en m families. En una familia cada corba pot
transformar-se de forma continua en totes les altres corbes de la
familia. Diem aleshores que el grup és connex m vegades i que el
grup és simplement connex, si m=1.

Si tenim un grup multiplement connex G, existeix un grup
55imp|ement connex (el recobriment universal de G o "covering
group") tal que G és isomorf ambG/H, on H és un subgrup
invariant de G .
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SU(2) i SO(3) tenen la mateixa algebra de Lie i son local-
ment isomorfs, perd no pas globalment isomorfs: SU(2) és sim-
plement connex i SO(3) doblement connex.

Podem veure facilment que SO(3) és doblement connex.

A la figura superior observem que la varietat de SO(3) esta
formada pels punts del volum esféric de radi = . Els punts dels ex-
trems d'un diametre de la superficie esférica representen la ma-
teixa rotacid. Per connectar dos punts P; i P, podem seguir trajec-
tories, com S; i S,, corresponents a dues families de corbes que no
poden transformar-se entre elles de forma continua.

SU(2) conté el subgrup invariant finit Z2={I,-I} i és el reco-
briment universal de SO(3) que verifica SO(3) = SU(2) / Z2.

SO(3) i SU(2) sbn grups de Lie semisimples. SU(2), per
exemple, no és un grup semisimple (Z2 n'és un subgrup abelia),
perd és un grup de Lie semisimple, perqué Z2 no és un grup de
Lie, en ser finit.

De manera analoga es verifica que L} ~s.(2,c)/z2, on L és
el grup propi i ortocron de Lorentz (vegeu el capitol 2).

L'estudi de les representacions, que veurem a continuacio, es
facilita extraordinariament a partir de les propietats del reco-
briment universal d'un grup de Lie multiplement connex.

Per acabar, observem que SO(3) és connex, pero no ho és el
grup O(3), perque les transformacions per inversié espacial el fan
inconnex. De la mateixa manera, .l és connex, perd no ho és el
grup de Lorentz complet que inclou les transformacions per inver-
sio espacial i temporal.
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REPRESENTACIONS DE GRUPS

Una representacio d'un grup G, finit o no, ve donada per un
morfisme entre G i un grup d'operadors lineals que actuen sobre
un espai de Hilbert. Les estructures i propietats de G es traslladen
al grup dels operadors de la representacié. Aquesta podra esde-
venir unitaria per als grups finits i per als grups compactes.

Si l'espai de Hilbert és de dimensidé n, direm que la repre-
sentacié és de dimensié n. Cada operador de la nostra represen-
tacio vindra definit per una matriu nxn on cada columna ens do-
nara els components de la imatge del vector corresponent de la
base vectorial. Un grup G pot tenir representacions de diferents
dimensions. Per a cada representacié podem realitzar un canvi de
base vectorial i aleshores les matrius canviaran, com ja sabem,
segons la relacié T'=A"1.T.A, on A és la matriu de canvi de base
vectorial. D'acord amb I'anterior, les matrius lligades per I'esmen-
tada relacié s'anomenen equivalents i tenen els mateixos determi-
nants, traces i valors propis.

La importancia del concepte de representacid esta en el que
diem a continuacié:

1-Suposem l'existéncia d'un grup G, rector d'una simetria fi-
sica essencial.

2-Com actua aquest grup sobre els estats? Sig e G, tindrem
I'operador O, de la representacié que actuara sobre els estats.
Nosaltres imposem la condicié "natural"

091-92 = Ogl 'ng

Per tant, el conjunt d'operadors demanat constitueix una re-
presentacioé de G.

3-Si dins de l'espai de Hilbert no trobem subespais no trivials
que siguin invariants davant de les transformacions que fan els
operadors, direm que la representacid és irreductible. Si la
representacio és reductible, podrem (mitjancant un canvi de base,
si cal) transformar la representaci6 en suma directa de repre-
sentacions irreductibles i I'espai vectorial en suma directa de sub-
espais invariants. Aleshores, totes les matrius de la representacio
tindran la forma
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, amb tots els elements que no pertanyen a les matrius situades a
la diagonal principal iguals a zero.

La representacid reductibler 'escriurem com a suma directa
r=Ir;®,®.. de les representacions irreductiblest;. Cada sub-
espai invariant s'anomena multiplet del grup. Tot el multiplet pot
generar-se per l'accid dels diferents operadors sobre un vector
concret del multiplet.

Considerem ara un operador C de Casimir, que commuta amb
tots els operadors del grup, (en realitat estem parlant de les
imatges corresponents de la representacié i farem normalment
aquest abus de llenguatge confonent el grup original G i el grup
d'operadors de la representacid gracies al morfisme). Dins d'un
multiplet tots els vectors es podran generar a partir d'un Unic vec-
tor |‘P) Suposant que aquest estat sigui vector propi amb valor
propi k de l'operador de Casimir C, podrem fer aquest raonament,
si|e)és un altre vector del multiplet:

Clp) = CO4|¥) = O,C|¥) = O k| ) = kO, | W) = k|p)i, per tant,
tots els vectors del multiplet son vectors propis de C amb el ma-
teix valor propi k. En conseqiiéncia, cada multiplet ve caracteritzat
pels valors propis concrets dels operadors de Casimir.

Si |¥) és un estat valid, també ho sera O,|¥) i podrem es-
criure les implicacions segients, si els O, no depenen explicita-
ment del temps:

. d . d
IhEOg|‘P> = HO,|¥) = OglhE|‘P> = HO,|¥) =
. d
-1 -1 -1
= 0, ogmgm =0,'HO,|¥) = 0,'HO, =H =
=[04,H]=0
Per tant, repetint el raonament fet abans amb els operadors
de Casimir, en cada multiplet I'energia estara degenerada.

Anem a aplicar tot I'anterior a l'estudi no relativista de I'a-
tom d'hidrogen amb simetria esférica (vegeu el capitol 7). El grup

Grups de Lie/ pag. 365



SO(3) té rang 1 i l'operador de Casimir és L* Cada multiplet
correspondra a estats propis de L? i de I'energia. Aixi tindrem
multiplets corresponents als nombres quantics (n,/) seglents:
(1,0) (2,0) (2,1) (3,0) (3,1) (3,2)... Aqui veiem que la degenera-
cio de I'energia (que depén només de n) hi és dins d'un multiplet i
entre diferents multiplets. La degeneracid energética entre dife-
rents multiplets és una degeneracidé accidental deguda a la forma
del potencial de Coulomb . En general, pero, la degeneracié ener-
gética només ocorre dins d'un multiplet o espai invariant d'una
representacio irreductible. Aixd ens indica la gran importancia de
I'estudi de les representacions irreductibles d'un grup de simetria.

4-Com pot quedar trencada la degeneracié energética per la
preséncia d'una pertorbacio introduida al hamiltonia? Suposem que
el hamitonia original tingui la simetria del grup G. Les repre-
sentacions irreductibles de G ens donaran la degeneracié corres-
ponent a cada nivell energétic. Si ara introduim una pertorbacio, el
nou grup de simetria G' pot ser un subgrup de G diferent d'ell. Els
espais invariants sota G ho seran també sota G', perd una re-
presentacid irreductible de G pot ser reductible amb G'. Si trans-
formem la representacié reductible anterior en suma directa de
representacions irreductibles, desapareixera part de la degenera-
cio inicial i alguns nivells degenerats se subdividiran i apareixeran
nous nivells.

5-Suposem ara dos estats,|¥) |o), i que el hamiltonia fixi
I'evoluci6 de |¢). Podra haver-hi una transicio d'aquest cap a
l'estat |¥)? A partir de I'equaci6 evolutiva ind¢) / ot = H|e) es
demostra que la probabilitat de la transicid és proporcional a
(WIH| cp)zi I'anterior només sera possible si(¥|H|¢) # 0.

Si H té la simetria de G, ell commutara amb tots els opera-
dors de Casimir del grup. Cada multiplet vindra determinat per
valors propis especifics dels operadors de Casimir, de tal manera
que, si tenim dos multiplets diferents, aquests diferiran, al menys,
en un valor propi d'un operador de Casimir C. Si |¢) —|¥) estan en
dos multiplets amb valors propis distints, C, i Cy tindrem que

(P|CH - HC|g)=0= (Cy —Cq,)<‘P|H|(p> =0= (¥Y|H|9)=0
Aix0 ens indica que Unicament podrem obtenir transicions
entre estats que pertanyin al mateix multiplet. En el cas que els
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estats tinguin components en diferents multiplets, només es
tindran en compte transicions entre vectors de la base vectorial
que pertanyin a un mateix multiplet (quan estudiem el grup SU(2)
al capitol 9 veurem amb més profunditat I'anterior).

L'ESTUDI DE LES REPRESENTACIONS

Aquest és un aspecte teoric sense gaire interés conceptual
per als nostres objectius i en gran part ha estat desenvolupat per
Young, Frobenius i Schur. Esmentem a continuacid6 només de
passada els punts seglients sense, pero, aprofundir-los.

Amb la relacié d'equivaléncia de G,aRb < Juluau™ =b, G
gueda partit en classes d'equivaléncia anomenades classes de
conjugacio. En la representacido les matrius representatives dels
elements d'una classe conjugada tenen la mateixa tracga.

El conjunt de traces d'una representacié s'anomena conjunt
de caracters, no varia entre representacions equivalents i defineix
en part la representacio.

L'estudi de les representacions d'un grup es facilita, si supo-
sem que les matrius son unitaries (representacié unitaria). En els
grups finits i en els de Lie compactes sempre és possible trobar
una representacio unitaria equivalent a una de donada.

Estan totalment resolts tedricament aquests aspectes:

a) Criteris per coneixer si una representacio és reductible.

b) Nombre de representacions irreductibles no equivalents.

c) Relacié entre les matrius de representacions irreductibles

no equivalents.

d) Reduccioé d'una representacio.

CREACIO DE NOVES REPRESENTACIONS:
COEFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN

Quan fem la descomposicié d'una representacié reductible en
la seva suma directa de representacions irreductibles hem ob-
tingut noves representacions. Podem afirmar el mateix quan ob-
tenim una representaciéo com a suma directa d'altres conegudes.
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Vegem ara, conceptualment només, com obtenir noves re-
presentacions mitjancant el producte tensorial d'espais vectorials.

El producte tensorial de dos espais vectorials E, i V, de
dimensions n i m, respectivament, és un espai vectorial que té per
dimensié nxm i on els seus vectors s'obtenen aixi:

x=X§ ek, y=yV, eV,,>x®y=Xyé &V, <E, &V,

Els nxm vectors €; ®v;sén una base vectorial de E,®V,.

a) Partim de dues representacions irreductibles de dos grups
distints, G; i G,. Els operadors d’ambdues representacions actua-
ran sobre els espais de Hilbert E; i E,, respectivament.

->Ordenem els € ®v;, segons l'ordre de diccionari dels seus
indexs: 11, 12,..., 1m, 21, 22,..., 2m,..., n1, n2,..., nm. Aixi
definirem la nova base vectorial w;,w,,...,w,,de E;®E,.

->Multipliquem cadascun dels elements de les matrius re-
presentatives de G; per cadascun dels elements de les matrius
representatives de G.. Els (n.m)? nombres obtinguts els ordenem,
segons la seqléncia que veurem a continuacio, i obtenim un
conjunt de matrius d’ordre nxm. Si n=2 i m=3, per exemple,
tindriem les matrius 2x3 amb els seus elements definits per
aquestes sequéncies dels dos indexs dels dos elements de les
matrius que hem multiplicat:

1111, 1112, 1113, 1211, 1212, 1213
1121, 1122, 1123, 1221, 1222, 1223
1131, 1132, 1133, 1231, 1232, 1233
... tres files analogues més comencant per 21, 21, 21, 22, 22, 22.

->Aquestes matrius defineixen una representacid irreducti-
ble d'ordre nxm del grup G;xG, ={g=9;.92, Vg; € G;, Vg, € G5},
amb G;nG, ={e}i en la nova representacié els operadors actua-
ran sobre el producte tensorial E; ® E, .

b) Tenim ara dues representacions irreductibles d'un mateix
grup G que actuen sobre els espais E; i E,. Una variant del proce-
diment anterior, on les matrius multiplicades seran representati-
ves del mateix element del grup G, ens donara una representacio
de G, en general reductible, que actuara sobre I'espai £; ® E, .

Aquesta nova representacié del grup G podra reduir-se amb
un canvi de base vectorial a E; ® E,. Els coeficients de Clebsch-
Gordan, o els seus equivalents, ens donen l|'esmentat canvi per
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transformar la representacio reductible com a suma directa de re-
presentacions irreductibles.

Si |¢;), |®2) sén vectors de valors propis k;, k; amb I'ope-
rador T corresponent a t e G en la representacié original, es de-
mostra que |¢1>®|¢2)té valor propi k;.k, amb |'operadorTg cor-
responent al mateix t € G en la nova representacio.

Si treballem amb operadors unitaris U, tindrem que U.U*=I.
Si I'operador U verifica U?=I, aleshores U=U" i I'operador sera un
operador hermitic, que representara un observable en qué el valor
propi d'un producte tensorial de vectors s'obtindra multiplicant els
valors propis dels seus components, com a la paritat.

Si no es compleix U?=I, U no sera hermitic i no podra cor-
respondre a un observable. Tanmateix, en aquest cas podem ob-
tenir un operador V hermitic que verifiqui U=exp(iaV)i que re-
presentara un observable obviament additiu. Aixi, si |¢;), |92) te-
nen valors propis k; i k; amb I'operador T, |¢;)®|¢,) tindra valor
propi k;+k, amb Tg . Aix0 és el que ocorre amb els generadors, com
I'isoespin i la hipercarrega de SU(3).

REPRESENTACIONS DE GRUPS DE LIE

Quant a les representacions dels grups de Lie, podem asse-
nyalar essencialment el que especifiquem a continuacio:

1-En grups de Lie com SU(n), per exemple, en qué els ele-
ments s6n matrius, els propis elements del grup formen una re-
presentacio isomorfa irreductible anomenada fonamental.

2-De la representacié fonamental es poden deduir les altres
representacions irreductibles que actuaran sobre el producte ten-
sorial entre els espais de Hilbert. Aquestes representacions irre-
ductibles es trobaran a partir de la representacio reductible cone-
guda (obtinguda pel procediment que abans hem esmentat) mit-
jancant els coeficients de Clebsch-Gordan.

3-A partir de les constants d'estructura d'un grup de Lie de
dimensid n es pot definir la representacié adjunta de matrius nxn
generades amb els elements

(X§¥ ) = iCho
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4-En el que segueix raonarem amb SO(3) i el seu recobri-
ment universal SU(2).

Entre SU(2) i SO(3) podem establir un morfisme en el qual
cada element de SO(3) tingui dues antiimatges a SU(2). En parti-
cular, I'i -I son les antiimatges de I'element neutre de SO(3). El
conjunt {I,-I} és un subgrup abelia de SU(2) que permet fer l'iso-
morfisme SU(2) / 22 ~50(3), Z2=11,-1}.

Si en una representacio de SU(2) a Ii -I els correspon la
mateixa imatge, haurem definit una representacié de SO(3), se-
gons que veiem a la part (a) de la figura segient.

S0(3) m '& N
i e

1] T o
SU(2) J/L T | ®
Operadors

Si en una representacié de SU(2), pero, Ii -I tenen diferents
imatges, aleshores a SO(3) cada element tindra dues imatges en la
representacid corresponent, segons mostra la part (b) de la figura.
La representacid de SO(3) sera multiforme i la podrem concretar a
la branca corresponent a I. Veiem, doncs, que l'estudi de les
representacions multiformes es facilita a partir de les re-
presentacions uniformes del seu recobriment universal.

De manera analoga relacionariem les representacions dels
grups SL(2,C) iLlsubgrup de L,=S0O(3,1) (aquesta nomenclatura
esta fonamentada en la métrica). Les representacions de L!serien
multiformes i les del seu recobriment SL(2,C) uniformes.

Vegem a continuaciéo uns exemples de grups de Lie que son
importants per a les aplicacions fisiques:

a) u(1)

Es tracta del grup abelia de matrius unitaries 1x1 d'element
exp(io). Es un grup compacte que no és ni simple ni semisimple.

La parametritzacié es pot fer a l'interval [0,2x] amb els ex-
trems equivalents. U(1) és un grup uniparamétric i els operadors
d'una representacio seran de la formaexp(iaQ)on |'operador "car-
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rega” Q tindra un valor concret en cada multiplet. L'actuacié del
grup U(1) en un multiplet, a través de la seva representacio, sera

|W') = exp(iaQ)|¥) = exp(iaq)|'¥)

, On g és la "carrega" de |¥). Segons el tipus de transformacio
elegit, Q pot representar diferents magnituds: carrega eléctrica,
hipercarrega, nombre bariodnic, etc.

b) SU(2)

SU(2) és el grup de matrius unitaries 2x2 amb determinant
igual a 1 i constitueix I'exemple més senzill de grup de Lie no
abelia.

La seva algebra de Lie és la corresponent a la dels moments
angulars. El seu rang és 1 i cada multiplet posseira vectors de
I'espai de Hilbert amb el mateix valor propi de l'operador de
Casimir J?: j=0,1/2,1,3/2,... Els valors propis de J; estaran entre
els j, j-1,...,-j. Per tant, tindrem representacions irreductibles de

->dimensié 1 amb j=0, j;=0,
->dimensié 2 amb j=1/2, j;=-1/2, 1/2,

->dimensié 3 amb j=1, j3=-1, 0, 1, etc.

SU(2) admet representacions de totes les dimensions i pot
associar-se a qualsevol moment angular com |'espin, isoespin, etc.
Normalment s'associa a l'isoespin.

SU(2) és simplement connex i recobriment universal del grup
S0(3). Es tracta d'un grup compacte, simple i semisimple.

c) SO(3)

Aquest grup posseeix la mateixa algebra de Lie que SU(2) i,
per tant, és localment isomorf a ell, perd no ho és globalment.

S0(3) és doblement connex i el seu recobriment universal és
SU(2). Es un grup compacte, simple i semisimple.

A partir de les representacions del seu recobriment universal
SU(2) comprovem que:

->50(3) posseeix representacions uniformes corresponents a
J enter.

->50(3) posseeix representacions de multiplicitat 2, si j és
semienter.

Degut a l'anterior s'acostuma a dir que SO(3) només admet
representacions amb j enter. Aix0, pero, pot salvar-se acceptant
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solament la branca corresponent a I per a j semienter. Amb aquest
aclariment SO(3) pot associar-se a tots els moments angulars, com
I'espin, moment angular orbital, etc. i admet representacions de
qualsevol dimensié. En cada multiplet j és constant.

c) SU(3)
Donada la gran importancia d'aquest grup compacte, simple i
semisimple en la classificaci6 de les particules i en la

cromodinamica quantica, deixem el seu estudi per al capitol 9, on
podrem conéixer en profunditat I'estructura dels hadrons
compostos per quarks i la presencia de SU(3) en la interaccio forta.

d) SL(2,C), LI i el grup de Lorentz-Poincaré

1 és el grup propi i ortocron de Lorentz i SL(2,C) el seu re-
cobridor universal. Les representacions der! sén de multiplicitat 2 i
es dedueixen de les representacions uniformes de SL(2,C). Amb el
mateix aclariment que hem fet a SO(3), parlarem de les repre-
sentacions del grup propi ortocron de Lorentz sense restriccions.

El grup de Lorentz-Poincaré té 10 generadors:

->Quatre, corresponents a I'energia-impuls p“

->Sis, corresponents al quadritensor moment cinétic M%,

L'algebra del grup L-P, amb les relacions de commutacio
entre els deu generadors, és de rang 2 i els seus multiplets vin-
dran definits pels nombres quantics fixos:

->La massa continua m.

->El momentj (0, 1/2, 1, 3/2,...).

EL GRUP SO(3)

Suposem que tenim dos sistemes quantics amb simetria es-
férica i que cadascun d'ells per separat es troba en un estat esta-
cionari que pertanyera a un multiplet de SO(3) amb un moment
angular precis.

Si els sistemes no estan acoblats, el conjunt tindra la
simetria corresponent a SO(3)xS0O(3) i el producte tensorial dels
dos espais permetra definir una representacio irreductible que ens
donara la degeneracié d'energia a cada multiplet. En aquest cas
tindrem 6 generadors J,, J, J;, J';, J';, J's amb els J; actuant sobre
un sistema i els J'; actuant sobre l'altre. Hi haura dos operadors de
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Casimir J? i J? i cada multiplet contindra estats propis d'ambdoés
operadors amb les degeneracions habituals degudes a J; i J'5. A
cada multiplet tindrem la base vectorial formada pels vectors del
producte tensorial |jm)®|j’m) amb nombres quantics j, m i j, m’
corresponents a J°, J;i J?, J'5, respectivament. Donat que a cada
multiplet els nombres quantics j i j' sén constants s'acostuma a
escriure |jm)®|j' m') =|m)®|m') = |mm) .

Suposem ara que introduim acoblament entre aquells dos
sistemes. Els dos sistemes quantics hauran de fer la mateixa ro-
tacio. El nou grup de simetria no sera SO(3)xS0O(3), sind SO(3). La
representacié de SO(3) definida amb el producte tensorial dels
espais vectorials ja no sera irreductible i en poder-se reduir es
trencara part de la degeneracié energeética inicial. Ara tindrem
Unicament tres generadors corresponents a Jy =J+J' amb un
operador de CasimirJ?. A cada multiplet tindrem una base vec-
torial |Jrmy), amb mr=J;...,-J;, que podrem expressar en funcid
dela |jm) ®|j'm’) aixi:

| Jpmz ) = (mm| 3rmyr) | jm) ®| j' m')

Els (mm’|Jrmyr) son els coeficients de Clebsch-Gordan i els
possibles valors de Jr estaran entre j+j'i |j-j'|.

Sempre que ens trobem amb problemes d'addicio de mo-
ments angulars podrem seguir les petjades anteriors:

Suposem, per exemple, que tenim dos sistemes amb mo-
ments angulars i components, segons z, corresponents als nom-
bres quantics 1/2 i (-1/2,1/2) i 1 i (-1,0,1), respectivament. La
dimensié del producte tensorial sera 2x3=6. Els nous multiplets
amb l'acoblament tindran jr=1/2 amb projeccid, segons z, corres-
ponent a (-1/2, 1/2) i dimensid 2 i jr=3/2 amb projeccié, segons
z, corresponent a (-3/2, -1/2, 1/2, 3/2) i dimensié 4. La matriu
6x6 inicial en la base |1/2m)®|1m’) s'ha transformat en una
altra matriu 6x6 amb les matrius de dimensions 2x2 i 4x4,
situades sobre la diagonal principal, que correspondran a les noves
representacions irreductibles de dimensions 2 i 4 amb les seves
bases [1/2my) i|3/2 m7).
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