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POLINOMIS I FUNCIONS POLINOMIQUES.
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Els polinomis.

Operacions amb polinomis: La suma, la resta i el producte de polinomis.
Identitats notables. El binomi de Newton.

Divisié de polinomis. Regla de Ruffini.

Descomposicio factorial de polinomis.

Les fraccions algébriques.

Funcions polinomiques.

Funcions racionals.

1. Els polinomis.

Una expressié com p(x) = 7x* + 3x - 5, que només conté potencies de x amb exponents
naturals, s'anomena polinomi d'una indeterminada x amb coeficients reals. Com la poténcia
més gran de x és x®, diem que el polinomi és de grau 2.

Cada terme (o sumand) esta format pel producte d'un nombre real (coeficient) i una potencia
de x (part literal) i s'anomena monomi. El grau d'un monomi és |'exponent de la part literal
(Exemple: 5 és de grau 0 i 3x” de grau 7). Un binomi és un polinomi amb dos sumands i un
trinomi amb tres. En general, els polinomis s'escriuen ordenats segons els graus dels monomis,
és adir, de més gran a més petit, o bé, de més petit a més gran.

Exemples:
1) L'expressid algébrica 2x’-5x°+x-1 és un polinomi de grau 7. El coeficient del monomi de

grau maxim és 2.
2) Els polinomis 3x°-1 i 2-3x son binomis de grau 2 i 1 respectivament

Al substituir x per un nombre xo s'obté el valor numeéric del polinomi per a x = xo. Si el valor
numeric és O quan x pren el valor xo, diem que xo és un zero o una arrel del polinomi.

Exemples:
3) El valor numéric de p(x) = 5x°-3x°+x-1 per a x, = -1 és: p(-1) = 5-(-1P-3-(-1F+(-1)-1 = -10.
4) El valor x, = 2 és un zero o arrel del polinomi p(x) = X°-5x+6, ja que p(2) = Z2-5:2+6 = 0.

2. Operacions amb polinomis: la suma, la resta i el producte de polinomis.

2.1. La suma i la resta de polinomis.
La suma de polinomis es redueix a una suma o a una resta de nombres. N'hi ha prou en
agrupar els termes semblants (termes amb la mateixa part literal) i sumar o restar els
seus coeficients.

Exemple:

5) 5i volem sumar els polinomis p(x) = 5x° + 3x - 7 i q(x) = x° - 2xX° + 5x + 1, farem:
PONGX)=(5X +3x-7)+(5° -2xF +Bx+1)=0 +(BxC - 25 )+ (3x+5x )#(-7+1)=X" + 35 +8x-6.
I per la resta, farem:

P(X)-q(x)=(5x° +3x-7)-(x 25 +5x+1)=-X+(5X° +2x° )#(3x-5x)#(-7-1)=-X+7X° -2x-8,
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2.2. El producte de polinomis.

a) Per multiplicar dos monomis n'hi ha prou en multiplicar els coeficients i les parts
literals, utilitzant en aquest darrer cas, la propietat del producte de poténcies
d'igual base.

b) Si tenim en compte l'apartat anterior, el producte de polinomis és prdacticament
igual, només cal tenir en compte la propietat distributiva del producte respecte de
la suma.

Exemple:
6) Si volem multiplicar els monomis p(x) = 5x° i g(x) = -2xX°, farem:
p(x)q(x) = (5x°)(- 2x°) = = -10x".
7) Sivolem multiplicar els polinomis p(x) = 5x°+3x-7 i g(x) = X’-2x° +bx+1, farem:
P(x)q(x) = (BxX°+3x-7)-(x°-2xXF +5x+1) =
= (BX°-10X°+25x° +5X° )+(3x* -6 X +15xF + 3x )4 (- 7X° +14x° -35x-7)) =
= BXO(-10X*+3X° Y (255368758 (53 + 150145 Jo(3x-35%)-7 =
= BxP-7x*+125°+34xF-32x-7,
Una altra forma de fer-ho és:
X°-2xF +5x+1
5X°+3x-7
- 7XC+14x°-35x -7
3x*-6x7 +15x°+3x
5x°-10x*+25x°+5x°
5x° -7x* +12x° +34xF -32x-7

2.3. El producte d'un polinomi per un nombre real.
Per multiplicar un polinomi p(x) per un nombre real k, n'hi ha prou en multiplicar tots els
coeficients d'aquest polinomi per k.

Exemple:
8) Si el polinomi és p(x) = 3x*+x°-5x°+x-7 i el volem multiplicar per -3, escriurem:
-3p(x) = -3(3x +X°-BxP #x-7) = -9X*-3x°+15xF -3x+21.
9) Donats p(x) = X’+2x°-x+5 i q(x) = -2x°+5x-2, el polinomi 2-p(x)-3-q(x) és:
2:p(x)-3-9(x) = 2( X’°+2x°-x+5)-3-(-2x° +5x-2) =
= 2 +4xF -2x+10+6X°-15x+6 = 2xX°+10x°-17x+16.

3. Identitats notables. El binomi de Newton.
Les identitats notables sén:
(a+b)’=a®+2ab+b? (a-b)P=a?-2ab+b? i (a+b)(a-b)=a®-b?
totes elles es poden demostrar amb recursos geometrics.

Anem a demostrar geométricament que (a + b)?= a® + 2ab + b,

Considerem un quadrat de costat a+b. La seva drea és (a + b)?. Si descomponem el quadrat en
quatre peces tal com s'observa en el dibuix adjunt, observareu que I'area del quadrat inicial
també es pot escriure com a suma de les drees de cadascuna de les peces que el componen, aixi
doncs, tenim: a® + 2ab + b?, d'aqui que (a + b)?= a® + 2ab + b%.
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Intenteu demostrar les altres dues identitats notables utilitzant també recursos geomeétrics.

Per determinar I'expressié de (a+b)?, podem fer-ho també geométricament. Utilitzeu la vostra
imaginacié i veureu com a partir d'aquesta figura podreu deduir que el desenvolupament és:
(a+b)® = a®+ 3a°b + 3ab®+ b3

a /
a
b
a b
Ara bé, en potencies del tipus (a+b)", on n és un nombre natural, és més convenient utilitzar
metodes algebrics. Aixi per exemple:
(a+b)*=(a+b)(a+b)=(a®+2ab+b?(a+b)=..=a+3a’b+ 3ab?+b°.

(a+b)*=(a+b)}(a+b)=(a+3a’b + 3ab?+ b®)(a+b)=..=a*+4a’b + 6a°b?+ 4ab? + b>.
T aixi successivament.

Aquest métode no és gens prdctic per a exponents grans, ja que requereix coneixer el
desenvolupament de la potencia anterior. Hem de buscar altres alternatives que ens permetin
determinar, per exemple, el desenvolupament de (a + b)’ sense conéixer necessdriament el
desenvolupament de (a + b)®.

Activitat:

Observeu el triangle numeric segiient:
1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

a) Com creieu que s'obté cada nimero d'aquest triangle?.

b) Observeu els nimeros que componen la tercera linia i compareu-los amb els coeficients del
desenvolupament de (a + b)?. Qué observeu?.

¢) Quina fila d'aquest triangle té els coeficients del desenvolupament de (a + b)®?.

d) Doneu el desenvolupament de (a + b)” i de (a + b)™°.
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Com molt bé haureu deduit, aquest triangle ens resolt el problema de calcular el
desenvolupament de les potencies de binomis, és a dir, les poténcies del tipus (a + b)". Aquest
triangle és conegut com a Triangle de Tartaglia i a la igualtat obtinguda en el
desenvolupament de la poténcia (a + b)" se la coneix com a Binomi de Newton.

. Divisié de polinomis. Regla de Ruffini.

Si volem dividir un polinomi a(x) per un altre b(x), existeixen sempre dos polinomis q(x)
(quocient) i r(x) (residu) tal que a(x) = q(x)-b(x) + r(x), on el grau de r(x) sempre és més petit
que el grau de b(x).

A continuacié donarem un metode per determinar el quocient i el residu de la divisié de dos

polinomis. Si volem dividir el polinomi a(x) per b(x), el procediment a seguir, seria:

1) Trobar un monomi que multiplicat pel terme de grau maxim de b(x) ens doni el terme de
major grau de a(x).

2) Amb el polinomi k(x) que s'obté de restar a a(x) el producte del monomi i b(x), es tornara a
fer el mateix, sempre que el grau de k(x) sigui més gran o iguala b(x), en cas contrari, hem
acabat la divisid.

Exemple:
10) Per dividir el polinomi a(x) = 5x°+3x"+x°+3x°-1 per b(x) = X’~x+x+1, farem:
50 +3x+ X+ 3 -1 X =X+ x+1
- 5x5+5x°- 5x* - 5x° 5x° + 5xF + 3x -6

5x°- 2xX°- 4P+ 3:F -1
- 5x°+ 5xX*- Bx- Bx .
- 9x°-2x -1
-3x+ 30 3xP-3x .
- 6xX°- 5xXP- 3x -1
6xX°- 6X°+ 6x +6
-11XF+ 3x +5
El guocient daguesta divisid és g(x) = 5x’+5x°+3x-6 i el residu r(x) = -11x*+3x+5.
Podem comprovar facilment que es verifica: a(x) = g(x)-b(x) + r(x).

En el cas particular que el divisor sigui del tipus (x- a), el calcul del quocient i el residu de la
divisié es pot fer de forma més simple si utilitzem la Regla de Ruffini.

Imagineu-vos que volem calcular el quocient i el residu de la divisio:
(5x3 - 4x% + Bx -1) : (x - 2).

Si fem servir el métode anterior, tenim:

5x3 - 4x% + 5x - 1 x-2
-5x3 +10x2 - Bx2 +6x + 17
6x% + B5x - 1
-6x2 +12x
17x -1
-17x+34
33
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Observeu com els coeficients del divisor i el residu es poden obtenir de manera més simple
fent:

5 -4 5 -1
2 10 12 34
5 6 17 33

*Els nombres de la primera fila son els coeficients del dividend, els de la tercera la suma de
les dues anteriors.

*Cada nombre de la segona fila és el producte del terme anterior de la tercera fila per 2
(recorda que el divisor és x - 2) excepte el primer, que és zero.

Observacié: Recorda de posar un zero per a cada terme de coeficient nul del polinomi
dividend.

TEOREMA DEL RESIDUV:

“El residu de la divisio d'un polinomi p(x) per (x - a) coincideix amb el valor numéric de
p(x) per a x = a, és a dir, p(x) = q(x)-(x-a) + p(a)".

La seva demostracié és molt senzilla, ja que al dividir p(x) per (x - a) trobarem els polinomis
q(x) i r, quocient i residu de la divisid, de tal forma que:

p(x) = q(x)-(x - a) +r.

Si calculem el valor numeéric de p(x) per a x = a, obtenim:

p(a) = q(a)(a-a) + r, d'on es dedueix que p(a) = r.

Recorda que si el residu és 0, el polinomi p(x) és divisible per (x - a).
. Descomposicio factorial d'un polinomi.

Diem que un polinomi p(x) és mdltiple d'un altre polinomi q(x), o bé, que q(x) és dividos de p(x),
quan existeix un altre polinomi k(x) tal que p(x) = q(x)-k(x).

Exemples:

11) E/ polinomi p(x) = xX° - 3x és multiple de g(x) = x, ja que p(x) es pot escriure com a
producte de g(x) i k(x) = x-3. En tal cas també diem que g(x) és divisor de p(x).

12) El polinomi p(x) = xX*-5x+6 és multiple de q(x) = x-2, ja que es possible trobar un altre
polinomi k(x) = x-3 tal que el producte de g(x) i se k(x) sigui p(x).

Un polinomi p(x) de grau més gran o igual a 1 es diu que és irreductible si no es pot
descompondre com a producte de dos polinomis.

Exemples :

13) El polinomi p(x) = X° - 3x + 2 no és irreductible, ja que es pot escriure com a producte
de x-2 i x-1.

14) Tots els polinomis de grau 1 son irreductibles.

15) E/ polinomi p(x) = X°+1 és irreductible, ja que no es possible trobar dos polinomis de
grau 1 tal que el seu producte sigui p(x).
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TEOREMA DE FACTORITZACIO:

"Tot polinomi de grau més gran o igual a 1 es pot descompondre en producte de polinomis
irreductibles”.

Siay, @z, ...., @, SON zeros o arrels de p(x), la descomposicié factorial del polinomi és:
P(x) = q(x)-(x - a)-(x - @2)(X - @3)...(x - a@n)
i si el grau de q(x) és n, aleshores q(x) és una constant g, i la descomposicié seria:
p(x) = a(x - ar)(x - a2)-(x - az)-....(x - an)

Exemples:
16) Per descompondre el polinomi p(x) = 2x° - 5x° - 23x - 10, hem de trobar totes les

arrels del polinomi i farem ds de la regla de Ruffini. Les arrels enteres es troben
sempre entre tots els divisors del terme independent, és a dir: -10.
Els divisors de -10son: 1, -1, 2. -2, 5, -5, 10/ -10.
Si anem provant entre aquests nombres, ens surten com a arrels -2 i 5, ja que:
2 -5 -23 -10
2]

4 18 10

2 9 5 0
5 10 5
l2 1 o

donés té: p(x)=(x+2)(x-5)(2x+1), obé 2(x+2)(x-5)(x+ % )

17) La descomposicid factorial de p(x) = xX° - 4x° - 7x + 10 és: p(x) = (x ~1)(x+2)-(x-5), ja
que 1, -2 i 5 son arrels del polinomi i el grau és 3.

MOLT IMPORTANT: “El nombre d'arrels reals d'un polinomi és sempre més petit o igual que
el grau d'aquest polinomi”.

6. Les fraccions algébriques.
En molts problemes apareixen sovint fraccions en les quals el numerador o el denominador o
tots dos alhora sén polinomis. Aquestes fraccions les coneixem amb el nom de fraccions

algebriques.

Exemple :
3x% -2x +5
x3-2x% -7x +1
x% —3x+2 ; x% +2x-3
x% -4 x% +5x+6
verifica: (X°-3x+2)(X°+5x+6) = x*+2x°-7x°-8x+12 = =(x’+2x-3)(x*-4).

és una fraccio algébrica.

18) L'expressio

son equivalents, ja que es

19) Les fraccions algébrigues

Algunes propietats de les fraccions algébriques sén:
1) Tota fraccié algébrica es equivalent a la que resulta de multiplicar numerador i denominador

per un mateix polinomi.
2) Tota fraccié algébrica és equivalent a la que resulta de dividir humerador i denominador per

un mateix polinomi.
6
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El procediment emprat en trobar la fraccié equivalent resultant de dividir numerador i
denominador per un mateix polinomi s'anomena simplificacié.

Exemples :
2
20) En la fraccid algébrica — Ao d podem dividir numerador i denominador per
XS+ 4x +
x+2 obtenint com a fraccid equivalent : — ;
+
X2 +x—6

21) 5ivolem simplificar la fraccio algébrica , podem descompondre

x3-2x% + 4x -8
factorialment els dos polinomis i després simplificar els factors comuns. Aixi doncs,
aplicant la regla de Ruffini, la descomposicid factorial del numerador i del denominador
és: Xrx-6= (x-2)(x+3) i X-2F+4x-8=(x-2)(x*+4),

x> +x-6 _ (x-2)(x+3) _ x+3
x3-2x%2 +4x -8 (x—2)-(x2 +4) T x4

don tenim:

Recorda que per reduir a coml denominador dues fraccions aritmetiques, buscavem el m.c.m.
del numerador i del denominador que seria el denominador comd més petit. Ara bé, després
calia buscar els nous numeradors per tal que les noves fraccions fossin equivalents a les

primeres. Aixi per exemple, fenim que les fraccions equivalents a % i % amb el més petita

denominador comd sén % i % ja que m.c.m.(8,12) = 24. De forma equivalem actuarem per

reduir dues fraccions algébriques a comi denominador.

Exemple:

22) Les fraccions equivalents a -4 x=2

x2+5x+6 x%+3x+2

(Bx-4)(x+1) . (Bx-2)(x+3) L 3x2 - x4
/ , ésadir 3 5
(x+2)(x+3)(x+1)  (x+2)(x+3)(x+1) x° +6x°+11x+6
5x? +13x - 6
x3+6x% +11x + 6
comd multiple daquests dos polinomis és: (x+2)-(x+3)(x+1) = X’ +6X°+11x+6.

amb el més petita denominador

comd serien:

, jaque xXP+Bx+6 = (x+2)(x+3) [ X'+3x+2 = (x+1)(x+2) i el minim

Operacions amb fraccions algébriques.

1) Suma i resta de fraccions.
Per sumar o restar dues fraccions algébriques cal reduir al més petit comd denominador
aquestes fraccions per després sumar els numeradors i posar com a denominador el
denominador comd. Caldra simplificar el resultat, sempre que es pugui.

Exemple:
23) x-5 x+2 x-5 X+2 _(x—5)-(x+1)+(x+2)-(x—1)_

Zo2xil 1 (x-17 DD (xaly(x-17  (x+ D(x-12
_ (X% - 4x - 5B) + (x% + x - 2) _ 2x% -3x -7
(x +1)(x - 1)° x3-x% - x+1
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2) Producte de fraccions.
Per multiplicar dues fraccions algebriques farem el producte dels numeradors i el dividirem
pel producte dels denominadors. Caldra simplificar el resultat, sempre que es pugui.

Exemple:

24) x—2 x-1 _  (x=2y(x-1) _ (x=2)(x-1) _ 1 -
X2 2x+1 x%-4  (x%-2x+1)(x%-4) (x-1P(x+2)(x-2) (x-1)r(x+2)
1
T ix-2°

3) Divisié de fraccions.
Per dividir dues fraccions algébriques farem el producte del numerador de la primera
fraccié amb el denominador de la segona i aquest el dividirem pel producte del numerador
de la segona fraccié amb el denominador de la primera. Caldrd simplificar el resultats,
sempre que es pugui.

Exemple:
25) x*-1 x-1 _ (*-1(x-2)  _ (x+D(x-1(x-2) _ x+1

X2 4x+4 x-2 (R-4x+4)y(x-1)  (x-22(x-1)  x-2

7. Funcions polinomiques.
Les funcions que tenen com a expressié un polinomi reben el nom de funcions polinomiques, és
adir: f(x) = ap X"+ an1 X"+ L+ aox? + ax g

Les arrels d'una funcié polindmica sén les arrels del polinomi associat
i coincideixen amb els punts de tall de la funci6 amb [eix
d'abscisses. La imatge de O, f(0), ens ddna el terme independent del
polinomi associat a la funcid i, també, el punt de tall de la funcié
amb l'eix d'ordenades.

7.1.  Caracteristiques d'una funcié polinomica.
1) Totes les funcions polinomiques tenen domini R.
2) Totes les funcions polinomiques son continues.
3) El valor numeéric del polinomi associat a una funcié polinomica per a valors x0 molt
grans o molt petits son molt semblants al valor numeric del seu monomi de grau
maxim.

Les funcions polinomiques, a més de ser sempre continues, poden ser creixents o
decreixents a intervals, tenir maxims i/o minims relatius, ser concaves o convexes a
intervals, tenir punts d'inflexio, etc.

Algunes d'aquestes funcions presenten en el seu grafic una simetria respecte de I'eix
d'ordenades, o bé, de l'origen de coordenades. Aixi, tenim que:

La funcié f(x) és una funcio parell, és a dir, és una funcié simétrica respecte de l'eix
d'ordenades si verifica: f(-x) = f(x).

IESL'ALZINA
Celesti Bertran i Infante



POLINOMIS I FUNCIONS POLINOMIQUES. MATEMATIQUES-1

7.2.

I, direm que la funcié f(x) és una funcié imparell, és a dir, és una funcié simeétrica
respecte de I'origen de coordenades si verifica: f(-x) = -f(x).

Transformacions de les funcions polinomiques.

Donada una funcié f(x), el grafic de la funcié g(x) = f(x)+k és una translacié vertical
de k unitats del grafic de la funcié f(x) cap a la part superior de I'eix d'ordenades si
k>0, 0 bé, cap a la part inferior de I'eix d'ordenades si k < 0.

El grafic de la funcié g(x) = f(x+k) és una translacié horitzontal de k unitats del
grafic de la funcié f(x) cap a la part esquerra de I'eix d'abscisses si k> 0, o bé, cap a la
part dreta de I'eix d'abscisses si k < 0.

* s
Donada la funcié f(x), el grafic de la funcié g(x) = k-f(x) és una dilatacié vertical del

grafic de f(x),sik>1, i ésunacontraccié vertical, siO<k<1,

El grafic de la funcié g(x) = f(k-x) és una dilatacié horitzontal del grafic de f(x), si
O0<k<1,iésunacontraccié horitzontal, si k> 1.

4 9 .
4 8 .
4 ? .
g .
= 0,5¢(x)
14 .
1z
{z
. o .
4 1 4
Vj
1 2
9
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8. Funcions racionals.
Les funcions que tenen com a expressio una fraccié algébrica reben el nom de funcions
racionals.

. . . 3 p x+1
Ja coneixeu algunes funcions racionals, com per exemple f(x) = < ° bé f(x) = En aquest

apartat, resolent els exercicis que us proposem, veurem algunes més i treballarem les
caracteristiques a partir del grafic. Més endavant es fara a partir de la seva expressid.

EXERCICIS DE REFORC

1. Trobeu un polinomi p(x) tal que sumat al polinomi q(x) = 5x3 - 2x% + 7x - 1 ens doni el
polinomi r(x) = 3x>+ 5x?+ x - 5.

2. Donats els polinomis p(x) = x> -2, q(x) = x*-5x + 2 i r(x)=2x>- x>+ x +1,
determineu:
a) [2p(x)-30)Tr(x).
b) El quocient i el residu de la divisié r(x):q(x).
c¢) El valor numéric d'aquests polinomis per a x = -1. Es x = -1 arrel d'algun d'aquests
polinomis?. Per que?.

3. Determineu el valor de m per tal que el residu de la divisié (x* - 5x> + mx - 6) : (x + 3)
sigui O.
4, a) Doneu la descomposicié factorial dels polinomis:

p(x)= x>-x?-5x-3 i q(x)=x>+x%-9x-9.
b) Determineu el mcm i el med de p(x) i q(x).

5. Desenvolupeu el binomi (2x2-1)°.

6. Efectueu les seglients operacions amb fraccions algebriques:
3x+2 L XA 2

Cl) x+1 x2 -1 ’
3,2
b) x2+x ] >;+12'
x“ -1 2x° +x
Xx+5, x% - 25
c) =
x+1 x2 -1
7. Donades les funcions polindmiques f(x) = x* -Bx + 6 i g(x) = -3x + 9, es demana:

a) Les coordenades dels punts de tall d'aquestes funcions als eixos de coordenades.

b) Les coordenades dels punts comuns als grafics de les dues funcions.

c) La representacio grdfica de les dues funcions en els mateixos eixos de
coordenades.
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POLINOMIS I FUNCIONS POLINOMIQUES. MATEMATIQUES-1

8. Donada la funcié f(x) = x* - 2x3 - 3x% + 4x + 4?. Es demana:

a) Quines sén les arrels d'aquesta funcié?. Quines sén les coordenades dels punts de
tall amb els eixos de coordenades?.

b) Representeu graficament aquesta funcié i doneu propietats caracteristiques
observables a partir del grafic.

9. A partir del grafic de la funcié f(x) = x°, feu els grafics de les funcions:
g(x)=(x-3% i h(x)=x*-3.

10. El grafic de la funcid f(x) = x* + 2x* - 3x és:

— oLy = M om  m

[T B SR )

Observeu els grafics seglients i indiqueu quina transformacié ha sofert la funcié f(x)
en cada un dels casos.

a) b) c)

L L N = r B R u |

D—tmmhmm
M. e
w
.

L - T I

O A A PR
AR PR PR
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