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XLIII OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

15 de desembre de 2006, de 16 a 19:30h.

1.—Tenim un conjunt de 3n enters consecutius. De quantes maneres diferents es poden
escollir 3 enters d’aquest conjunt de manera que la seva suma sigui multiple de 37

2.—Si a, b, ¢ sén els costats d’un triangle de semiperimetre p i area S, proveu que

1,1, 1 _p
a b ¢ S

3.—ABC és un triangle isosceles amb AB = AC' i A=120°. Pi () s6n punts sobre els
costats AB i AC, respectivament, tals que PQ és tangent a la circumferencia inscrita
al triangle. Demostreu que BP - C'() és igual al doble de I’area del quadrilater PBCQ).
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XLIII OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

16 de desembre de 2006, de 9:30 a 13h.

_1-(n—-2) 4 2-(n—3) (n—2)-1
T nn—-1)(n-2) nn-1)(n—-2)

Demostreu que S = %

5.—Una botiga que esta oberta els set dies de la setmana ha venut, durant ’any 2005,
un total de 629 bicicletes. Sabent que, com a minim, ha venut una bicicleta cada
dia, demostreu que hi ha un periode de dies consecutius durant el qual s’han venut
exactament 100 bicicletes.

6.—Sigui aq, ag, ...a, una successié finita de nombres reals no tots negatius, i sigui m un
nombre enter 0 < m < n. Direm que un terme de la successio, ax, és un m-lider si
existeix un enter positiu p (1 < p < m), tal que

ap + apy1 + -+ agyp—1 > 0.

Demostreu que la suma de tots els m-liders és sempre no negativa.



Solucions




1.—Posem els 3n enters consecutius en la forma a,a + 1,a + 2,...,a + 3n — 1, per algun

enter a. Tres qualssevol sumen S = 3a + 17+ j + k on ¢, j,k sén tres enters diferents
entre 0 i 3n — 1. Per tant, 3|S si i només si 3|i + j + k. Ara bé, i + j + k és multiple
de 3 només en els casos segiients:

e i =23m,j=3m' k=3m" per certs m,m’,m" enters.

e i=3m+1,j=3m"+1, k=3m"+1 per certs m,m’,m" enters.

e 1=3m+2,j=3m"+2, k=3m"+2 per certs m,m’,m" enters.

e i=3m,j=3m"+1, k=3m"+2 per certs m,m’,m” enters.

Tenint present que en el conjunt {0,1,2,3,...,3n— 1} hi ha n enters que sén miltiples
de 3, n que sén de la forma 3m + 1 i n que sén de la forma 3m + 2, les tries les podem

fer de 5
— 2
3(71) a3 n(3n® —3n + 2)

3 2

maneres diferents.

2.-Si C és I’angle oposat al costat ¢ del triangle, podem escriure

S:%ab-sinag a-b

N =

D’aqui obtenim

<

Al =

Q|+

mateixa manera obtenim

1 c ) 1 a

< — i < =

b — 28 c 28
Com que les tres igualtats no es poden donar simultaniament tindrem, necessariament,
que

on la igualtat només es dona si C =90°. Del

Q

1+1+1<b+c+a_p
a b ¢ 25 S

3.—Posem BP = p, CQ = q, AB = AC =/ (aixi BC = (/3).
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4.—

Com que PQ + BC = BP + CQ (els segments de tangents a una circumferéncia
tracades des d’un punt exterior sén iguals), tindrem que PQ = p+ ¢ — ¢+/3. L’area del
quadrilater és:
Area(PBCQ) = Area(ABC) — Area(APQ) =
1 1
= 562 -sin 120° — 3 (¢ —p)(£ — q)sin 120° =

=§[(p+q)-€—p-q]

Apliquem ara el teorema del cosinus al triangle APQ,

1

(p+a—0V/3)% = ({—p)*+({—q)*—2(¢—p)(t—q) (—5) = (l—p)*+(l—q)*+(t—p)({—q).

Desenvolupant els quadrats i simplificant:
p-g=1{-(2V3-3)(p+q).

Es a dir
_2v3+43

(p+q)-L= 3 pP-q.

Podem, doncs, escriure,
Area(PBCQ) = Area(ABC) — Area(APQ) =

Z\/Tg[(p+q)~€—p~q]=

V3 [2v3+3 1 1
Y R L A

4.1.— Primera solucio.

Aquesta igualtat es pot reescriure com

n—1 n
> G- 0m-i)=(}).
j=2

Sabem que (g) és el nombre de maneres d’escollir 3 nombres diferents del conjunt
{1,2,...,n}. Per fer aquesta tria podem seguir la segiient estrategia: primer
escollim un nombre j tal que 2 < j < n — 1; després escollim un nombre ¢ < j

(ho podem fer de j — 1 maneres); i després un nombre k > j (de n — j maneres).



O sigui que fixat un valor de j, 2 < 7 < n — 1, el nombre de maneres de triar els
altres dos nombres diferents és

(=1 (n—j).
La suma de tots els casos déna

n—1

> G =Dn—j).

=2

Fent-ho aixi hem triat una vegada, i només una, tots els conjunts comptats per
(g), per tant la igualtat esta demostrada.

4.2.— Segona solucio.
La igualtat proposada és equivalent a
n—1
>0 -9 =(})
j=2

Ara podem procedir per induccié. Per n = 3:

S0t =1= (1)

=2
Si suposem valida la suma fins n, és a dir, suposem valid que

n—1

> (i-1)-(n—j)=1(n—2)+2-(n=3)+3-(n—4)+---+(n—2)-1
j=2

I
R
w 3
~

Calculem ara

n

-1 -n+l-j)=1-n-1)+2-(n=2)+3-(n—3)+---+(n—1)-1

que es pot escriure com

1-n—-1)4+1-n—2)+1-(n—=3)+---+1-1)+
+(1-n—2)42-n-3)+3-(n—4)+---+(n—-2)-1) =

e (5)=(3)

5.—

5.1.— Primera solucio.



Numerem els dies de I'any 2005 de 'l al 365. Sigui b; el nombre de bicicletes
venudes fins el dia i (dia inclos). Podem escriure:

1<by<by< -+ <by <+ < bsgs =629 (1)
Sumant 100 a cada terme, obtenim:
101 < b3 +100 < by +100 < --- < b; +100 < - -+ < bsgs + 100 =729  (2)

Entre les dues cadenes de desigualtats tenim un total de 365 x 2 = 730 nombres
de linterval [1,729]. Aix0 implica que, com a minim, dos d’aquests nombres
siguin iguals. Els nombres de la cadena de desigualtats (1) sén tots diferents. El
mateix passa amb els de la cadena (2). Per tant, ha d’haver-hi uns indexs j i k
que compleixin by, = b; +100. Aixo vol dir que entre el dia j+1 i el dia k (inclos)
s’han venut exactament 100 bicicletes.

5.2.—Segona solucio.

Sigui b; el nombre de bicicletes venudes fins al dia i (inclos). Tots els b; s6n
diferents. Ens mirem els nombres b; segons la seva classe de congruencia modul
100. Com que hi ha 365 dies, hi haura, almenys, 4 nombres b; en la mateixa
classe.

Suposem que b; = by, +100a = b; +100b = b; +100c per certs enters 1 < a < b < c.
Sia=1ob—a=10c—0b=1 jahem acabat. Si no, com que en total s’han
venut 629 bicicletes, 'inica possibilitat és quea =b—a=c—b =21 b; = b; +600
amb b; < 29. Com que el raonament el podem repetir per a totes les classes de
congruencia amb almenys 4 elements, deduim que o bé hem demostrat I’enunciat o
bé com a molt hi ha 29 classes de congruencia modul 100 que continguin almenys
quatre dels nombres b,,. Si totes aquestes classes contenen exactament quatre
nombres, tindriem que el nombre total de b,, seria < 29-4 4 71 -3 = 329 < 365.
Per tant, hi ha d’haver alguna classe que contingui almenys 5 nombres b,,. Per a
aquest tenim b; = by, + 100a = b; + 100b = b; 4+ 100c = by, + 100d; i ara el mateix
argument d’abans ens donaria b; < 800 + by, que és impossible, per tant algun
d’entre a,b — a,c — b,d — ¢ és igual a 1, com voliem demostrar.

6.—Sigui doncs m un enter positiu 0 < m < n. Els termes no negatius de la successié sén
m-liders per a tot m perque el p requerit pot ser p = 1. Aixi, el conjunt de m-liders és
no buit. Sigui a el primer m-lider i sigui

ag + agy1+ -+ apypp—1 > 0, 0<p<m

la primera suma (la més curta) que és no negativa. Tots els sumands d’aquesta suma,
com per exemple, ap, sén també m-liders. En efecte,

ah+ah+1 + - +ak:+p71 2 07

perque si no fos aixi, ax +---+ap_1 > 01 per tant, la suma positiva més curta no seria
de longitud p.



Tenim, doncs, que ak, Gg+1, - - ., k+p—1 sON tots m-liders i
ap + apy1 + -+ agyp—1 > 0.

Considerem ara la successié ap,...,an i repetim el mateix procés i aixi successiva-
ment fins acabar amb la successié original. La suma de totes les sumes més curtes que
hem anat obtenint és la suma de tots els m liders. Obviament, aquesta suma és no
negativa.
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