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XLVIII OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

Primera sessio

16 de desembre de 2011, de 16 a 19.30 h.

1.—Siguin a, b i ¢ tres nombres reals positius el producte dels quals és 1. Demostra que,
si la suma d’aquests nombres és més gran que la suma dels seus reciprocs, aleshores
exactament un d’ells és més gran que 1.

2.—En un triangle rectangle d’hipotenusa unitat i angles de 30°, 60° i 90°, s’elegeixen 25
punts qualssevol. Demostra que sempre n’hi haura 9 d’ells que podran cobrir-se amb
un semicercle de radi 13—0.

3.—Sigui ABC un triangle arbitrari.

a) Si H n’és l'ortocentre, quant val la distancia AH?

b) b) Si P n’és un punt interior i Ha, Hp i He sén, respectivament, els ortocentres
dels triangles PBC, PAC i PAB, demostra que els triangles HsHgH¢c i ABC

tenen la mateixa area.



XLVIII OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

Segona sessio

17 de desembre de 2011, de 9.30 a 13 h.

4.—Sigui ABCD un quadrilater convex i P un punt interior. Determineu quines sén les

condicions que han de complir el quadrilater i el punt P perque els quatre triangles
PAB, PBC, PCD i PDA tinguin la mateixa area.

5.—Tenim una colleccié d’esferes iguals que apilem formant un tetraedre les arestes del qual
tenen totes n esferes. Calculeu, en funcié de n, el nombre total de punts de tangencia
(contactes) que hi ha entre les esferes de la pila.

6.—Siguin a, b i c les longituds dels costats d’'un triangle ABC'. Si
bla+b)(b+c) =a’+b(a*+*) + ¢,

demostra que les mesures (en radians) dels angles 21, E, C compleixen la relacio

1 1 2
VA+VE VB4vC Jo+va




Solucions




XLVIII OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

Enunciats i1 solucions

Problema 1.

Siguin a, b i ¢ tres nombres reals positius el producte dels quals és 1. Demostra que,
si la suma d’aquests nombres és més gran que la suma dels seus reciprocs, aleshores
exactament un d’ells és més gran que 1.

Solucid.

. . 1 1 1 .
Atesqueabc:11a+b+c>——I—g—f——,temmque
a c
(a—1)(b—1)(c—1)=abc—ab—bc—ca+a+b+c—1
1 1

1
:a+b+c—(——|——+—)>0
a b ¢

La desigualtat anterior es compleix quan un dels factors del nombre

(a—=1)(b—-1)(c—1)

és positiu o els tres factors sén positius. Si fossin positius tots tres, tindriema > 1,6 > 1
i c> 1, cosa que no és possible perque abc = 1. Per tant, només un d’ells és positiu i
aixo acaba la demostracié.



Problema 2.

En un triangle rectangle d’hipotenusa unitat i angles de 30°, 60° i 90°, s’elegeixen 25
punts qualssevol. Demostra que sempre n’hi haura 9 d’ells que podran cobrir-se amb
un semicercle de radi 1%.

Solucid.

Aquest triangle es pot descompondre en tres triangles congruents i semblants al triangle
inicial.

Tenim 3 triangles i 25 punts. En algun triangle hi haura almenys 9 punts. La hipotenusa
de cada un d’aquests triangles semblants a I’inicial mesura @ Els triangles son rec-
tangles i per tant estan coberts per la meitat del cercle circumscrit. Aixo acaba el que

es demana ja que el radi d’aquest cercle circumscrit, r, compleix
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Problema 3.

Sigui ABC un triangle arbitrari.
a) Si H n’és l'ortocentre, quant val la distancia AH?

b) Si P n’és un punt interior i Hy, Hp i Ho sén, respectivament, els ortocentres dels
triangles PBC, PAC i PAB, demostra que els triangles HyHgpH¢c i ABC tenen la
mateixa area.

Solucid.

a)
Calculem la distancia d’un vertex A a l'ortocentre del triangle ABC.
A les figures segiients podem observar que els triangles BCC' i AHC" sén semblants.
(Recordem que els angles de costats perpendiculars sén iguals o suplementaris). D’aquesta
semblanca resulta

AH  AC AH  AC

CB_ 00T T4 Co

i, per tant
AC’

ccr
Si el triangle és acutangle (figura de I'esquerra) tenim que en el triangle ACC’ és,
obviament, AC’ =bcos A1 CC’' = bsin A.

AH =a

A H
C/
C/
b H c A
C
b
C A9 B C A @ B

Substituint, queda
AH = acot A.

Si el triangle ABC' és rectangle a A, la formula és també valida, pero en aquest cas és
A=HiAH = acot90° = 0. Si és obtusangle, el punt H és exterior al triangle i queda
AC" = bcos(180° — A) i CC’ = bsin(180° — A), i per tant, AH = —acot A. Pero en
aquest cas cot A és negativa.

Les distancies de 'ortocentre H als vertexs aguts d’un triangle rectangle o obtusangle
surten d'una manera semblant.



b) Quan unim el punt arbitrari P amb els vertexs A, B i C del triangle obtenim els
tres triangles PAB, PBC' i PCA.

Siguin a« = ZBPC, 3 = ZAPC,~v = ZAPB. Obviament, a + 8 + v = 360°. D’aquests
tres angles, com a minim dos sén obtusos. L’altre pot ser obtis, recte o agut. Estudi-
arem els tres casos per separat.

bl) Suposem que els tres angles sén obtusos (Figura 1). Pel que hem dit a l'apartat
a) tenim PHy = —acota i PHe = —ccot~y. Fixem-nos que l'angle y = ZH,PHo =
180° — ZAPC = 180° — B ja que els costats Ho P i Hc P sén, respectivament, perpen-
diculars als costats, BC'i AB i l'un és obtus i ’altre és agut.

L’area A(PHAHc) del triangle PH o H¢ és, Obviament,

PH PHgsiny  accotacotysin B

A(PHsH¢c) = A(ABC) cot acot .

2 2

Figura 1

lifg
Sumant, doncs, les arees dels tres triangles PH s Hp, PHpHc i PHcH 4 obtenim

A(H HpHe) = A(PHAHp) + A(PHpHc) + A(PHCH,) i

A(HyHpH¢) = A(ABC) ( cot acot 3 + cot [ cot v + cot y cot a) :

Aleshores, com que o+ 3 = 360 — 7 tenim que cot(a + ) = — cot vy o, equivalentment,
1 —cotacot
t~ = — cot =
vy cot(a + ) cot a + cot
o bé, cotacot 3+ cotFcoty+ cotycota = 1. (*)

D’aqui resulta A(HsHpHc) = A(ABC).

b2) Suposem que un dels angles és recte, per exemple § = 90°. Aleshores Hg = P i

PH ,PHgsiny  accotacotysin B

A(H HpHc) = A(HAPH¢) = 5 5

A(ABC) cot o cot y

Pero la mateixa identitat (*) ens diu que si cot 3 = 0 ha de ser cot acoty = 1, i d’aqui
el resultat en aquest cas.



b3) Suposem ara que un dels angles «, 3,7 és agut, per exemple, APC = g <
90° (Figura 3). El punt P és exterior al triangle HaHgpH¢ i tenim A(HaHpH¢) =
A(PH H¢) — A(PHsHp) — A(PHcHp).

Hy
Figura 2
H
A
Figura 3
P=Hpg
B C B
Hc
He
Pero en aquest cas tenim PHp = becot 3, PH4 = —acota i PHo = —ccotvy i, per

tant,

A(HaHpHc) = A(PHAHe) — A(PHAHp) — A(PHcHp) =
= (cotacoty — (— cot acot B) — (— cot ycot 8)) A(ABC) =
= (cot arcot B + cot (3 cot v + coty cot a) A(ABC) = A(ABC).



Problema 4.

Sigui ABC'D un quadrilater convex i P un punt interior. Determineu quines sén les
condicions que han de complir el quadrilater i el punt P perque els quatre triangles
PAB, PBC, PCD i PDA tinguin la mateixa area.

Solucid.

Considrem, d’antuvi, els triangles PCD i PCB. Tenen la base comuna PC i altures
corresponents DX i BY . Si volem que tinguin la mateixa area cal que les altures siguin
iguals. Per tant, el punt @ ha de ser el punt mitja de la diagonal BD. La recta C'P
passa per (. Analogament, considerem els triangles ADP i PAB de base comuna AP.
Pel mateix argument d’abans, han de tenir altures iguals i AP ha de passar per ). En
resulta que AP i C'P tenen dos punts en comt: P i Q). Els segments AP i PC estan,
doncs, alineats. Es a dir, és la diagonal AC.

Cal doncs, que les dues diagonals es tallin en el punt mitja d’una d’elles. Pero mirant
els triangles PDA i PDC, que han de tenir la mateixa area, resulta que P ha de ser el
punt mitja de AC.

La condicié demanada és que les diagonals del quadrilater es tallin en el punt mitja
d’una d’elles i el punt P sigui el punt mitja de 1’altra.




Problema 5.

Tenim una col'leccié d’esferes iguals que apilem formant un tetraedre les arestes del qual
tenen totes n esferes. Calculeu, en funcio de n, el nombre total de punts de tangencia
(contactes) que hi ha entre les esferes de la pila.

Solucio.

El problema en el pla.

D’antuvi, analitzem el problema en el cas pla, que és molt
senzill. Sigui A,, el nombre de contactes de n esferes col-
locades en un triangle pla amb n esferes en cada un dels
costats (figura de la dreta). Fixem-nos que el nombre total
d’esferes és, evidentment, T}, = %

Podem procedir per induccié. Si hi ha n = 2 files el nombre

de contactes és 3; és a dir, A, = 3. Fixem-nos que, curiosa- '
ment, coincideix amb el nombre de boles del triangle de

dues files.

En un triangle de n — 1 files hi ha A,,_; contactes. Obviament, en un triangle de n files
hi haura els contactes que ja hi ha en un triangle de n — 1 files , més els que provinguin
d’afegir la darrera fila, tal com esta indicat a la figura anterior. Pero és clar que, en
afegir aquesta darrera fila es produeixen contactes de dues menes:

e Els que hi ha entre les boles de la fila n-esima, que sé6n n — 1.

e Els que tenen les boles de la fila n-ésima amb ’anterior, que sén 2(n — 1).

Aixi doncs, A, = A,,—1 +3(n—1),0bé, A, — A,,—1 = 3(n — 1). Sumant queda

A”:3((”_1)+(”—2)+---+2+1):Bw

=31,_1.

El problema en l’espai tridimensional.

Ara ja podem analitzar el cas a I'espai. Sigui C,, el nombre
de contactes d’una pila tetraedrica d’esferes ’aresta de la
qual té n esferes. A la figura de la dreta hi hem representat
les esferes de la base en trag continu i les del pis immediat
superior en trag discontinu, mirant-ho a vista d’ocell. Quan
afegim el pis n-esim, afegim contactes de dues menes:

e Els propis del pis — un triangle pla de n boles de costat.

e Els que provenen de contactes entre el pis n — 1 i el pis n.

Els contactes del primer tipus sén, com hem vist en el cas pla, A, = 3T,,_1.
El nombre de contactes entre un pis i I’anterior és 37,,_1, ja que cada bola del pis n —1
toca exactament tres vegades les boles del pis n. (Vegeu la figura.) En total, doncs, el



nombre de contactes és C,, — C,,—1 = A, + 3T,,—1 = 3n(n — 1). Si sumem queda
Cp—Co=3nn—1)4+---+3-383-1)=3n%*+---+3%) =3(n+---+3),
o bé

1)(2 1 1
Co = 3(n2 4422 +13) —3(nt--+2+1) = 3700 F )6( ntl) gnlnt s,

Un altre cami. La recurrencia C,, = C,,_1 + 3n(n — 1) es pot resoldre escrivint C,
com un polinomi cuibic i calculant-ne els coeficients a partir de la recurrencia i de la
condicié inicial C; = 0.

Si fem C,, = an(n — 1)(n — 2) + bn(n — 1) + cn + d, la condicié de recurréncia déna
a=1,b=3,c=0,1ila condici6 C; =0 dbéna d = 0. En resum

Cp=n(n—1)(n-2)+3nn—1)=n*>—n.



Problema 6.
Siguin a, b i ¢ les longituds dels costats d’un triangle ABC'. Si
bla+b)(b+c) = a® +b(a® + ) + ¢,
demostra que les mesures (en radians) dels angles 121\, §, C compleixen la relacio

1 1 2
VA+VE VBivVC JOivA

Solucio.

La condicié de I'enunciat es pot escriure en la forma
b2+ b%a + b2c+abe —a’b—bc® —a® - =0
0, equivalentment,
b (a+b+c)— (a® +b* + ¢ — 3abc) + b* — 2abc — a*b — b*c = 0.

Si substituim la identitat a® + b + ¢3 — 3abe = (a + b+ ¢)(a® + b? + ¢ — ab — bc — ca),
s’obté

bV’ (a+b+c)—(a+b+c)a*+b*+c* —ab—bc—ca)+bla+b+c)(b—a—c)=0

0, equivalentment, (a + b+ ¢)(b* —a? — c®* —ac) = 0. Atés que a + b+ ¢ # 0, cal que
b?> —a? — c? — ac = 0, d’on, pel teorema del cosinus, resulta que

b2 — g2 — 2 1
2@ ¢ IQZCOSB
ac

Per tant, B = 7/3. Sabem que A+B+C = 7 i d’aix0 en resulta A+C = 27/3 = 2B. Es a
dir, els angles A, B, C estan en progressié aritmetica. Pero la igualtat que cal demostrar
equival, precisament, que A, B, C estiguin en progressié aritmetica. Efectivament, si
suposem que B=A+diC = A+ 2d con d > 0, tenim

1 1 VB-VA JVC-VB

+ +
VA+VB VB+VC B—-A C-B

_VJC-vA  c-4 2
- d AT+ VA) VC+VA

Si fos d = 0, el triangle seria equilater i 'enunciat es compliria trivialment.
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