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Presentacio

L’eleccid del meu treball de recerca no va sell.f&ds treballs proposats per I'escola no
m’atreien i em resistia a escollir un treball quem’acabés de fer el pes. Finalment,
vaig decidir de buscar temes pel meu compte quegsogroposar com a treball de
recerca. Una cosa si que tenia clara; havia darpet a I'ambit de les matematiques.
L’any que ve comencaré la carrera anomenada “deieie exactes” i qué millor que
adrecar els esforcos inherents al treball de racercdescobrir una part de les
matematiques que no es treballa gaire al batxilléga demostracions. Amb aquestes
premisses establertes i després de veure moltégnspgroposades per altres centres,
vaig trobar-ne una d’interessant. Era una propastaeball de recerca de la facultat de
matematiques de la UAB intitulada “El Teorema dekRiLa seva proposta era fer un
estudi del teorema i la seva demostracié; just @lié estava buscant. A més, aquesta
facultat oferia la tutoria compartida amb un prefesde la universitat, en el cas
d’aquest treball, amb el Dr. Jaume Llibre, catedrd¢l Departament de Matematiques
de la UAB.

Amb el tema decidit i acceptat per I'escola, ndaes més que posar-se a treballar.
Primer que tot, pero, el meu tutor, el David Obradgo, ens vam reunir amb el Dr.
Jaume Llibre a la UAB. Alli ens va fer una preserdtaeorica del treball i ens va
comentar els possibles enfocaments que podiem tipmair tenint en compte que a
partir de cert nivell de desenvolupament, les hgidns de coneixements impedien
d’aprofundir més. En acabar I'entrevista, ens ua&dl un document intitulat “Calcul
d’arees i volums comptant punts”, on hi havia uxplieaci6 teorica del tema a tractar
en el treball de recerca. El document, pero, estali@cat a gent amb uns certs
coneixements de topologia (ambit de les matematigligual pertany aquest treball).
Aixi doncs, el principal objectiu que em vaig pregofou el d’entendre i poder explicar
la teoria exposada en aquest document d'una mamésail-lustrativa i planera, tot
definint conceptes que en el document es donesgbelts, afegint exemples, dibuixos...
Per fer aix0, han estat necessaris uns quantslg-deiconsulta al Dr. Jaume Llibre,
aixi com la recerca de conceptes técnics de topoleg altres fonts i el contrast
d’informacions.

Quant a l'estructura del treball, he comencat mer introduccié al tema. En el seguent
punt he fet I'explicacié del calcul de la caractica d’Euler de figures, una eina
necessaria per als seguents apartats del trebalerhe donat la definicié general de la
caracteristica d’Euler (Férmules F2 i F3) i despnéscomentat I'existéncia d’altres
férmules molt més directes per a determinats tgrugigures (Férmules F4, F5 i F6).
Els segients dos apartats exposen el calcul detddegd’L-corbes i d'arees d’'L-
poligons, i per dltim esta I'apartat del metodedliccié6 matematica, on s’introdueix un
tema que no té gaire a veure amb la resta dellltygd@d que resulta interessant per tal
de comprendre millor una demostracié que es praseliiapartat previ. Tot seguit es
troba el glossari, forca extens i amb definicioretatiades i exemplificades dels
conceptes més complicats que apareixen al llargreledll, ordenats tots ells per ordre
d’aparici6. Després hi ha l'apéendix, on es podeabdr dos petits apartats
complementaris I'aparicidé dels quals en el costdsall no hem cregut convenient,
perd que, a causa del seu interés, hem volgut paeguessin en algun apartat. A
continuacio es troben les conclusions i per acaddnibliografia.



La nomenclatura que he emprat per a les formulesimygortants ha estat la F seguida
d’'un nombre que denota 'ordre en qué han anateaqart. Les figures, la majoria de

les quals les he fetes amb AutoCAD, s’anomenermaed semblant; amb I'abreviatura

“Fig.” seguida d’'un nombre. Les figures del glogsan canvi, disposen de la lletra G

per tal de diferenciar-les de les figures del caigreball.

Voldria comentar també I'is que faig de la primpesona del plural al llarg del
document. Aquesta utilitzacid, en matematiquessraaps respon a una voluntat de fer
particip el lector d’'una deduccio o d’'una seriecdkeuls i evitar, d’aguesta manera, que
esdevingui una dissertacié distant i teorica.

Val a dir que tot i tenir una voluntat de simplifida comprensio de la teoria exposada
en aquest treball, no he volgut que fos en detrindeh rigor d’aquesta. Per aquest
motiu, val la pena d’anar consultant el glossaradtla lectura del treball, aixi com de
fixar-se en les figures i exemples donats. Perlitacho, he cregut convenient
d’adjuntar una copia, en un format més reduit,giie$sari. D’aguesta manera, es pot
evitar d'anar endavant i endarrere tota I'estorfacilitar, aixi doncs, la lectura del
document. Tot i aixi, cal remarcar que la lectieessegurament, dificil, i que caldra
molta atencio i una continua revisio de les defams i il-lustracions que es van donant
al llarg del treball. Tot plegat, pero, espero galkgui la pena.

Finalment, i per cloure la meva presentacio, valdgrair la permanent disposicio del
Dr. Jaume Llibre, a qui he pogut adrecar els mausted en tot moment. També
m’agradaria agrair a I'escola el fet que accep&ésnkva proposta i em permetés,
d’aquesta manera, de desenvolupar un treball quedudtat ser academicament molt
enriquidor. Per acabar, donar les gracies al mear,tel David Obrador, qui m’ha
recolzat en tot moment, sobretot al principi, quanles tenia totes de poder arribar a
comprendre i sintetitzar una informacié per mitamplexa.



2. Introduccio

El teorema de Pick és una férmula que permet aal@rkees de poligons que tenen els
seus vertexs en un reticle i sén homeomdtfesun disc tancat. La férmula és la
seguent:

F1: S, :i+%b—1

De manera qué és el nombre de punts del reticle que estan teflior (de I'anglés
inner points)del poligon P b és el nombre de punts del reticle que estan afdera
(de I'anglésborder)de P. $és la superficie del poligon P.

Exemple:Fig. 1

i = Punts del reticle (coordenades enteres) situidtgexior del poligon = 12
b—> Punts del reticle situats a la frontera de polig@®

S, = i+1b—l = 12+£[26—1 = 24u®
P 2 2

Aquesta formula, tal i com s’ha esmentat, nomégeseper a calcular arees d’un tipus
determinat de poligons (homeomorfics a un discan@quest tipus de calcul per
recompte de punts, pero, també es pot generaklizaalcul d’arees de poligons no
homeomaorfics a un disc tancat, de longituds deaxyrbrees de superficies, volums de
poliedres i fins i tot hipervolums de figures dendnsion (qualsevol dimensid), tots
ells, aixo si, amb vertexs de coordenades ent®lasa dir, també, que totes aquestes
formules dependran sempre de la topologia de ladign questid. Aquesta topologia
vindra definida, com es veura més endavant, peartacteristica d’Euler de la figura.

1.2-y/egeu glossari a partir de la pagina 17



3. La Caracteristica d’'Euler

La caracteristica d’Euler és un nombre enter quassaciat a un tipus determinat de
figures. D’aquesta manera, totes les figures d’'madeixa topologia compartiran la
mateixa caracteristica d’Euler. Es designa ambelsal gregay i per tal de calcular
aquesta caracteristica en L—hiperpolied@sR—hiperpoliedrésde dimensién, s’ha
d’aplicar la seguent definicio:

F2: x(P) :i(—]_)kak =gy - ta, - ta, -+ ()",
k=0

on & és el nombre d’hipercubs unitat de dimensigi s’aplica a una L-figura, o de k-
simplexs rectilinis de dimensién, si s'aplica a una R-figuray(P) denota la
caracteristica d’Euler de la figura P.

Exemples:
Calcul de la caracteristica d’Euler d’'un L-poligoiimensio 2): Fig. 2
a = punts del reticle que pertanyen a P = 32 Cr
& = segments unitﬁtwe pertanyen a P = 48
& = quadrats unitajue pertanyen a P = 17 ©o o o o o ¢—e o
2
)((P)=Z(—1)"ak =a,—a +ta, =32-48+17=1 T T T T °
k=0 —— > —— § > 00
@] O
@] O

Calcul de la caracteristica d’Euler d'un R-poligdimensio 2):

a = O-simplexs rectilinfsde P (punts) = 48
a. = 1-simplexs rectilinfsde P (segments) = 99
a = 2-simplexs rectilinfsde P (triangles) = 52

2
X(P)=>(-D*a, =a,-a +a, =48-99+52=1
k=0

Cal recordar que a les R-figures, la definicio ;d@mpta
segments anomenats 1-simplexs rectilinis, que oessariament
han de mesurar una unitat. Fig. 3

" La figura 2 mostra un L-poligon, és a dir, un goii que es pot descompondre com a unio finita de
guadrats unitat. A la figura 3 aixd no es pot &g de descompondre en triangles. Es un R-poligon.



Aquesta caracteristica també es pot aplicar d’'uaaena semblant a la frontera d’una
figura (cal recordar que la frontera d’'una figustaeuna dimensio per sota d’aquesta.
Per exemple, la frontera d’'un cub de dimensio 3 céres de dimensié 2). D’'ara
endavant, la frontera d’una figura és denotara lantietra grega (per exemple, si P és
un L-poligon,6P és la frontera d’aquest L-poligon).

n-1
FBX(dD) = Z(—l)kbk = bO _bl +b2 _b3 +b4"'+(_1)n_1bn_l
k=0

on kx és el nombre d’hipercubs unitat de dimenmsibcontinguts a la frontera de P, si P
és una L-figura de dimensi9 o de k-simplexs rectilinis de dimensi€l continguts a la
frontera de P, si P és una R-figura de dimensio

Exemples (noteu que les figures 4 i 5 corresporien &ionteres de les figures 2 i 3):

Calcul de la caracteristica d’Euler de la frontdran L-poligon (dimensio 2):

bo = punts del reticle que pertanyen a la fronter® de28
b; = segments unitat de la frontera de P = 28

X(db)zzz_i(_l)kbk =b, -b, =28-28=0

Fig. 4

Calcul de la caracteristica d’Euler de la frontdan R-poligon (dimensié 2):

by = 0-simplexs rectilinis de la frontera de P (purtd0
b; = 1-simplexs rectilinis de la frontera de P (segis)e= 40

X(P) =§(—1)kbk =h, —b, =40-40=0

k=0

Fig. 5



Aquestes definicions, tot i la seva aparent dif@ino sén més que la suma alterfada
de recomptes de magnituds comencant per dimensidird a dimension o n-1,
depenent si es calcula la caracteristica de ladigule la seva frontera. Per exemple:
En un L-poligon (dimensié 2), la caracteristicauddE seria:

X(P)= Z(—l)kak =(-D’a +(-D'a+(-Da=a-a+ta

on & son els punts del reticle que pertanyen a;RBoa els segments unitat en qué es
divideix P i & son els quadrats unitat en que es divideix P.

Com ja hem comentat, la caracteristica d’Euler estapartida per totes aquelles
figures de la mateixa topologia (homeomorfiqueseentles), és a dir, la caracteristica
d’Euler és un invariant topologic. Es per aquestimque les caracteristiques de les
figures i les fronteres de les figures calculadegle exemples coincideixen. Aquestes
dues figures, tot i una ser un L-poligon i I'altma R-poligon, comparteixen topologia;
ambdues s6n homeomorfigues a un disc tancat itapértambé sén homeomorfiques
entre elles. Aquest fet permet que es pugui condiearacteristica d’Euler d’'una
figura sense haver d'aplicar la definicio. Per epkantot L-poliedre (dimensié 3)
homeomorfic a una esféreompleix:

X(P)=by—b, +b, =2

A més, gracies a aquest fet, s’ha pogut simplifedazalcul de la caracteristica d’Euler
per diversos casos particulars:

Si C és un L-camj i t el nombre de L-subcamins de C homeomorfics a uclece
independent,

F4: x(C) =1-t|

o] @ = o o o] o
o lj ® ¢ o - o 5
e} o] ¢ 9 = ¢ o

Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9

A la figura §t = 0 (no hi ha cap subcami homeomorfic a un cercle iedeent). Per
tant, y(Fig.6) = 1

La figura 7té 1 subcami homeomorfic a un cercle independgefkig.7) =1-1=0.
Alafigura 8t=2; y(Fig.8)=1-2=-1.

| ala figura 9t =3; y(Fig.9) =1-3=-2.

Si s’aplica la definicié general de caracteristttauler: y(P) = & — a, es pot comprovar
que el resultat coincideix amb els que hi ha catsutn el paragraf anterior.



Si P és un L-poligonfidenota el nombre de forats de P,

F5: x(P) =1~ f |

Si s’aplica aquesta darrera definicio a 'exemptecdlcul de la caracteristica d’Euler
d’'un L-poligon (vegeu Fig.2), que no tenia cap foeh resultat és 1-0 = 1; coincideix
amb el que hi ha calculat mitjancant la definiosiheral.

Sigui S una L-superficieg denoti el seu généte

F6: x(S) = 2(1-9).|

En el seglent exemple, es pot confirmar aquestaailforma de calcular la
caracteristica d’Euler per a L-superficies sabks¢e genere (F6).

Fig. 10
P: L-poliedre homeomarfic a un 2-Torus
S: L-superficie homeomorfica a un 2-Torus = Framtde P 5P

Si es calcula la caracteristica d’Euler de la fomtde P (un L-poliedre homeomorfic a
un 2-Torus) s’estara calculant la caracteristi€ul#r d’'una L-superficie homeomorfica
a un 2-Torus.

bo (punts del reticle que pertanyen a la fronter®)e 76
b; (segments unitat de la frontera de P) = 156
b, (quadrats unitat de la frontera de P) = 78



2
X(P)=x(S) =D b, =76-156+78=-2

k=0

Si es calcula mitjancant I'expressio particular pesuperficies, tot sabent que el genere
d’'un 2-torus és 2:

X(S)=2(1-9)=2(1-2)=-2

Es pot veure que coincideix el resultat obtingujancant la definicié general (formula
F3) amb Il'obtingut mitjancant la definicio partiewl per a superficies de geneage
(férmula F6). També és evident la utilitat practitaquestes formules més particulars
per calcular la caracteristica d’'Euler de diferdigsres. En aquest ultim exemple, si se
sap el génere del 2-Torus, es pot aplicar la féank@ i evitar el feixuc recompte de
punts, segments i quadrats unitat.

4. Longitud d’'una L-corba

Anomenem p(C) al nombre de punts del reticle quapgen a I'L-cami (o L-corba) C.
D’altra banda, sabem que la caracteristica d’Edilen L-cami ésy(C) =c, —c, i que

la longitud d’'un L-cami és igual a ¢recordem que els L-camins estan formats per
segments unitat, la longitud dels quals és 1. DEatpumanera, la longitud del cami
coincideix amb el nombre de segments unitat qéerelen.). Per tant,

six(C)=c,—-c, /I longitud(C)=c, /I p(C)=c,

= x(C) = p(C) —longitud(C)

= longitud(C) = p(C) - x(C)

Aixi doncs es pot afirmar que, sigui C un L-camddeension, aleshores,

F7: longitud(C) = p(C) - x(C)|

Com a exemple, es pot aplicar la formula F7 aipsrdés 6, 7, 8 1 9, la caracteristica
d’Euler de les quals esta calculada a sota delsxib.

A la figura 6: longitud( Fig.6)=11- 1= 1C
A la figura 7:longitud( Fig.7) = 10— 0= 1C.
A la figura 8:longitud( Fig.8) =11+ 1= 1z
| finalment a la figura 9longitud( Fig.9) = 14+ 2= 1¢.

La validesa d’aquests resultats es pot comprowinfant fent el recompte de segments
unitat que componen les figures corresponents.

10



5. Area d’'un L-poligon

Per tal d’arribar a la férmula que permet de calcliarea d’un L-poligon, comencarem
treballant amb el cas més senzill, un L-rectanglede mica en mica, anirem
incrementant les complicacions amb casos no taplegwl’L-poligons.

Primer de tot, deduirem una férmula per a un Lamglke P qualsevol. Per fer aixo,
associarem a cada quadrat unitat amb vertexg), (x+1 y),(x,y+1),(x+Ly+ qué)

el componen, el puntx,y ,)es a dir, el vertex inferior esquerre. A cadatmenP que
tingui associat un quadrat unitat de P 'anomengrent estrellat.

Fig. ltrectangle amb punts estrellats en vermell

Obviament, el nombre de punts estrellats del rgt¢éaR sera el mateix que el nombre
de quadrats unitat que formen P (recordem que adrgtiunitat té una area d? i, de

la mateixa manera, sera igual a I'area de P. Siibem® en la figura 11, veurem que tots
els punts de coordenades enteres que estan a dstsélhats excepte la meitat més un
dels punts de la seva frontera i, consegientmsrgpeinferir que aixo passara per tot
L-rectangle.

puntsestrellats= p(P) —E p(P) +1} = p(P) —% p(dP)-1= 28—%—1=18

D’aqui induim que, sigui P un L-rectangle,

F8: areaP) = p(P)—% p(JP) -1

Si aquesta férmula s’aplica a altres L-poligons @bsrde la figura 12, es verifica que la
formula F8 dona I'area correcta, pero aixo no déraague ho sigui per a tot L-poligon.

Fig. 12 (12.1i 12.2)

11



Com ja hem dit, el calcul de I'area dels L-poligaiesia figura 12 mitjancant la formula
F8 és correcte. En efecte,

area(Fig 12.1) =22- % -1=12u®* arealFigl122)= 18—%3 -1=8u?

Ara bé, si es considera un L-poligon com el degiaré 13, els resultats canvien.

¢ Fig. 13

Cal fixar-se que aquest L-poligon, a diferenciasdd¢ les figures 11 i 12, té dos
quadrats unitat que nomeés tenen en comu un unic galrreticle L (punt verd). Dit
d’una altra manera, la caracteristica d’Euler diedatera (un L-cami) de les figures 11
i 12 és 0 (recordem la férmula F4) mentre que faataristica d’Euler de la figura 13 és
-1 (x(Fig13 =1-t=1-2=-1).

Provem d'aplicar la férmula F8 a la figura 13 (&ar 4°):

area(13)= 11—131— 1= 4,5f que no coincideix amb el requie dels 4 quadrats uni

Veiem, doncs, que la férmula F8 no serveix perscespoligons. Aleshores, en lloc de
calcular els punts del reticle L que estan a latéa d’'un L-poligon, el que hem de
calcular son els segments unitat que estan angefian

Per tal de veure-ho més bé, ens fixarem en qua ask dues figures (Fig. 14) d’igual
area (20) perd amb petites diferéncies:

» Elements caracteristics de la primera, P:
o Tots els seus punts son de la frontera.
o Tots els seus punts pertanyen a 2 segments uaitatfdontera. (El punt
blau pertany a 3 segments unitat, perdo només Aedmfrontera).
* Elements caracteristics de la segona, P’:
o Tots els seus punts son de la frontera.
o Almenys un punt, en aquest cas el punt verd, pgmana 2 siné a 4
segments unitat de la frontera.

Val a dir que cap altra classe de punts poden ixear& la frontera d’'un L-poligon (és a
dir, tot punt de la frontera d’'un L-poligon, o bérfany a 2 segments unitat de la
mateixa frontera o bé en pertany a 4).

Fig. 14 (P i P’)

12



Sabem que longitudE@P) és igual al nombre de segments unitat de la frard@in L-
poligon P. D’aquesta manera, per I'L-poligon P adidura 14, es verifica la seguent
igualtat:

p(P) = p(dP) =longitud(dP) =6

Mentre que a I'L-poligon P’, es verifica:

p(P') = p(dP') =7, en canvidlongitud(dP') = 8

Aixi doncs, tot sabent que l'area de P i P’ és ligu&, per tal d’obtenir una nova
férmula que calculi I'area dels L-poligons P i Brectament, cal modificar la férmula
F8 de la segiient manera:

F9: area(P) = p(P) —%Iongitud(d:’) 1

Aquesta nova férmula és valida, doncs, per totd.gdsligons que hem vist en aquest
apartat; des dels de les figures 11 i 12, on tistpents de la frontera pertanyen a 2
segments unitat d’aquesta, fins els de la figuraobtbhi ha punts de la frontera que
pertanyen a 4 segments unitat d’aquesta frontera.

Fig. 15

Ara bé, totes les figures analitzades en aquestade calcul d’arees d’L-poligons sén
simplement connexes, és a dir, que no tenen foradg més tecnicament, que la seva
frontera es pot contraure continuament a qualsdeld seus punts. Si apliquem la
formula F9 a L-poligons no simplement connexos amhinic forat, com els de la

figura 16, veiem que I'area dona un error de -1.

Fig. 16 (16.1i 16.2)
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Area(Fig.16.1) = 16%. Segons la formula F@rea(Fig 16.1) = 20-20/2-1=9u? >
error de -1.
Area(Fig.16.2) = 8°. Segons la féormula F@irea(Fig 16.2) = 24-32/2-1=7u? >
error de -1.

Aixi doncs, sembla que I'area d’un L-poligna simplement connex amb 1 foraés:

F10: area(P) = p(P) —%Iongitud(d:’)

Si en canvi analitzem L-poligons amb 2 forats, geuique I'error respecte la férmula
F9, en lloc de ser de -1, és de -2. Amb 3 for&s;or és de -3. D’aquesta manera, Si
tenim un L-poligon dé forats i tenint en compte les formules F9 i F18dgm fer la
hipotesi que:

area(P) = p(P) —%Iongitud(d:’) -(@1-1)

Quan no tenim cap forat, com en les figures 11,182,14 i 15, I'Gltim terme de la
formula és -1 (com a la formula F9). Quan hi heotaf, com a la figura 16, aquest
darrer terme és 0 (com a la férmula F10). Quarah? liorats, el darrer terme és 1, pel
que queda compensat l'error de -2 que sorgia eitaapla formula F9. | aixi
successivament.

En resum i tenint en compte la formula F%(P)=1-f) i la formula F7
(longitud(C) = p(C) — x(C) )(recordem que la formula F7 feia referencia a inica,

que equivalen a la frontera d’'un L-poligon), lanidita general per al calcul d’arees
d’L-poligons és pot escriure com:

Donat P un L-poligon de dimensié 2, aleshores:

F11: area(P) = p(P)—)((P)—%[p(d:’)—X(d:’)]

Val a dir que si substituim els valorgP) i y(6P) pels propis dels poligons
homeomaorfics a un disc tancat (1 i 0 respectivaingntP) petb +i (essenb els punts
de la frontera i els interiors) i piP) perb, obtenim elTeorema de Pick(formula F1),
gue com ja hem comentat a la introduccié és vadid g calcul d’arees de poligons
homeomorfics a un dics tancat. Cal remarcar quE. ele Pick serveix tant per a L-
poligons com per a R-poligons i de fet, la formfedd sembla que també és valida per a
ambdas tipus, pero amb els passos deductius masteacié exposada en aquest treball
només ens és possible d’afirmar que és certa férapoligon.

area( P = H B~ x( B[ #5 §-x( B}
amdazmqqf%b

amdazwéml
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Tornant a la férmula F11, cal dir que ha estat tda partir d’exemples concrets i
que, tot i que de moment sembla que es pot a@icpralsevol tipus d’L-poligon, per
poder-se acceptar com a valida, primer s’hauridesheostrar.

La demostraciéo d’aquesta férmula es fa seguint @tode d’induccié. Hem decidit
d’afegir la demostracio a I'apéndix (Al) copiadargdé literalment del document
“Calcul de longituds, arees i volums comptant puded Dr. Jaume Llibre. En aquesta,
utilitzem les mateixes notacions i 'acompanyemn@'sl il-lustracions per facilitar-ne la
comprensio pero sense fer gaires aclariments pelfaals tecnicismes. Per a aquells
qui hi estiguin interessats, pero, els convido mlifein cop d'ull ja que és una
demostracio relativament senzilla d’entendre (arnsbcenceptes explicats en aquest
treball), pero molt elegant pel que fa a la fornie tota manera i com a apartat final
d’aquest treball, hem decidit de fer una breu esgid de les demostracions per
inducci6 a les matematiques.

6. El metode d’induccidé matematica

La inducci6 matematica és un métode mitjancantuall @s pot demostrar que una
afirmacio és vertadera per a un nombre infinit dsos. El procés de demostracié per
induccié consta basicament de dos passos:

1. Demostrar que I'afirmacio és certa per al primex @@pe sol ser una substitucié
trivial).

2. Demostrar que, si I'afirmacio és certa per a unquassevol ), també ho sera
per al seguent(+ 1).

D’aquesta manera, si els dos passos es poden demoshvenientment, s’haura
demostrat la validesa de I'afirmacio per tots elsos des del primer finsma Aixo és
degut que, si considerant que és certanpdro és també perra+ 1, llavors si és certa
per a 1 (Que s’ha demostrat previament), tambétomera 1 + 1, i al seu torn ho sera
pera2+1,ipera3+1iaixi successivamers & I'infinit.

Cal fer notar que si la proposicio que volem denaost’ha de complir a partir d’'un
nombre diferent d’1, la demostracié del “primer’camrespondra a aquest i no pas a 1.

(per exemple, si volem demostrar la proposiaié 2" OnON, n=> 4, el primer cas en

el qual s’ha de verificar la formula és 4 i no faqs

La “suposicié” que es fa que la proposicio és cpdaaan quan es demostra que ho és
per an + 1 s’anomendipotesi d’'induccid i és el que permet d’afirmar que si i nomeés
si l'afirmacio és verifica per a, també ho fa pera+ 1.

A continuaci6 es mostra la demostracio per indudeida formula que s'utilitza per a la
suma dels primens termes d’'una progressié aritmetica.

Proposicio:

_n(n+1)

1+2+---+n OnON
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Demostracio:

- Primer comprovem que l'afirmacié es verifica peral

?

1= 1(1; Y ; 1:52 ; 1=1 (evidentment vertade|

- A continuacié demostrem que si la proposicié ésaqeer an, també ho és perrar-1

La férmula que volem demostrar, peralcasn 1 és:

2 (n+9)(n+ 2

1+2+---+n+(nt Q) = >

Considerem els n primers sumands i substituinmhpestesi d'induccio

n(n+1
2

1+2+---+n per i tindrem:

n(n+J ? (n+3(n+ 2
2

T2 (n+) =

on reduit a comu denominador i extfet- n 1 factoricomueda:

(n+D(n+3 _(n+ Y+ 2
2 2

- Per tant, amb aix0 queda provat que si la propbsg certa per B, també ho és per
an+ 1, i juntament amb la verificacio de la formpler an = 1, queda la proposicié
demostraddInJN

A I'apendix (A2) s’afegeix una altra demostracid peetode d’induccio.
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Glossari

1. Homeomorfic a un_disc_tancat Del mot grec “hémoios” (“semblant a”) i
“morphé” (“forma”).  Anomenem aixi els poligons que es poden crear
intuitivament a partir de la deformacié continuardtercle (o disc tancat). La
caracteristica d’homeomorfisme també es pot apkedre poliedres i boles
tancades.

> —>—2 -0

Fig. G1.un poligon deformant-se de manera continua firlstanir un disc tancat.

2. L-poligons, R-poligons S'anomenen L-poligons aquelles figures del pla esi
poden descompondre en quadrats unitat (quadratsvartéxs de coordenades
enteres i de costat una unitat), és a dir, queusdnonnex format per la unio
d’'un nombre finit de quadrats unitat. Els R-poligoan canvi, sén figures del
pla que es poden descompondre en k-simplexs nigfilio dit d’'una altra
manera, en triangles amb vértexs de coordenadesesnEl prefix L/R també es
pot estendre a L/R poliedres i L/R hiperpoliedfiggifes de dimensid superior a
3)... parlant, en aquests casos, de descomposiadles i hipercubs unitat (pels
L) i de tetraedres i hipertetraedres (pels R). Op wista la definicio, es pot
apreciar que els L-poligons estan continguts en @&spoligons:

L — poligons 0 R- poligons.
Tot seguit es mostren quatre figures aclaridore&dpoligons i L/R-poliedres.

@] O C ) @] ( ) @] @] O C ) O ( ) ( @]
O C O D C O O O O D D O
O C O D C O O O O D O
@] O C ) O ( (@] O C @]
- N o o i -
© D ) O

& ) O @] O [ ) (

0 O (@] O

O O S O O O

O O ] O O @] O O @) @] ] ) & ¢ O

Fig. G2.L-poligon Fig. G3.R-poligon
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Fig. G4.L-poliedre Fig. G5.R-poliedre

3. Segments unitat:Els segments unitat son la unié de dos punts dedenades
enteres de manera que la seva longitud sigui Igu&sta manera, els segments
unitat sempre seran paral-lels a un eix de cood#=n&| mateix es pot aplicar a
quadrats unitat, d’area 4wa cubs unitat, de volum 1uia hipercubs unitat de
dimension, d’hipervolum 1.

4. Simplexs rectilinis Si k €s un nombre enter positiu, un k-simplex rectiiai
dimensioén és 'embolcall convex de k+1 punts d’aquesta dsierEs a dir, un
1-simplex rectilini és la uni6 de 1+1 punts de disién, o el que és el mateix,
un segment que uneix dos punts de coordenadeg&ntér 2-simplex rectilini
és la unio tancada de 2+1 punts de dimens@el que és el mateix, un triangle
amb vertexs de coordenades enteres. Un 3-simphknieés la unié tancada de
3+1 punts de dimensig, o el que és el mateix, un tetraedre amb vertexs d
coordenades enteres.

O O O O o

O O D O
e} 0}
o)
O ) O
S - >
B O © ©
O O O O ©
Fig. G6. 2-simplex rectilini Fig. G7. 3-simplex rectilini
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5. Suma alternada Una suma alternada és aquella en que el signesdelands
canvia successivament. Quan a I'expressié de kctafstica d’'Eulek és 0 o
un nombre parell, (-f)= 1, en canvi, quak és un nombre senar, (B -1. El
coeficient (-14 de a, per tant, fa que el signe d’aquest terme es aiégjinant i
es crei, aixi doncs, una suma alternada tal i cannestra en el
desenvolupament de la definicié.

6. Esfera: Una esfera és una superficie que es defineia dediient manera:

n+l

S ={(%, %, %)OR™[> ¥=1%

i=1

Per exemple,S'={(x YOR?| X+ ¥=1 correspon a la definici6 del que

coneixem com a circumferéncia (esfera a dimensi&ajn es pot apreciar, en
aguesta definicié s’usen les variablgsyj en canvi de la x amb subindexs. Aixo
s’explica perqué Sesta en el pla (definit per un eix d’abscisses i(un
d’ordenadesy). En la definici6 de $(S? :{(x y JOR®| X+ y+ 2=1),

tractem amb els eixaos, yi z (dimensio 3). Ara bé, quan passem d'aqui i Si
volem arribar fins a dimensi@, cal trobar un altre metode per definir les
variables de cada dimensio, i €s per aixo que 8’lesx amb subindexs.

Cal fer notar també que les esferém8 estan “plenes”; son la superficie (és a
dir, la frontera) de la bola obertd"D (recordem que les fronteres d’'una figura
estan una dimensi6 per sota daquesta.)! Bs defineix com:

D" :{(Xu"' X, )OR" |z x> < 1}. Aixi doncs, la frontera de laola oberta D
i=1

(dimensio6 3) és I'esfera’$de dimensié 2, tot i estar a I'espai tridimensipnEl

conjunt d’una bola oberta i la seva esfera — fni@nés undoola tancada(que es

defineix com D perd amb el signe en lloc de <).

7. L-cami: Un L-cami és un connex format per la unio finitcasggments unitat del
reticle L. Un L-cami sempre té dimensié 1, tot ieqoot estar contingut en
qualsevol dimensio.

©

9]

o— O 66— O e
o o O G—o
0
| D o O &

O O G S S)

Fig. G8.L-cami a dimensi6 3 Fig. G9.L-cami a dimensio6 2
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8. Geénere d'una superficie Per a definir qué és el génere d’'una superf&ig
de recérrer al Teorema de classificacié de supesfique diu:

Tota superficie S és homeomorfica a:
S #mT | 0, i direm que S és una superficie orientable dstahde génere m
O beé,
<

S # nRP | el , i direm que S és una superficie no orientabtanelard de
(_genere n

& = Esfera a dimensi6 3definida com:S? :{( x ¥ IOR®| X+ y+ 2=1}

# = suma connexa és a dir, la unié6 connexa de dos o més cossosuirea
connexa de dues superficies s’obté fent un focaidascuna d’elles i enganxant
les vores dels dos forats, el d’una superficie ahte I'altra.

T = Torus: figura que s’obté mitjancant la revolucié d’'unecemferéncia sobre
una altra (=8 x &)

Fig. G10.Torus

RP? = Pla projectiu: figura topoldgica que no es pot dibuixar ni a elirsié 2 ni

a dimensi6 3. Per a aquest treball n’hi ha prou poder calcular el genere de
figures homeomorfiques a®% mT, pel que no fa falta desenvolupar més el
concepte de pla projectiu.

D’aquesta manera, el genere d’una esfera és Oa@iesta esfera li “enganxem”
un torus, el resultat és un torus (genere 1),p&the el procediment obtenim un
2-Torus (genere 2) ...

Fig. G11.2-Torus
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Apendix

Al — Demostracio de la formula F11:

Proposicio:

Sigui P un L-poligon d& ?,

X 1

area(P) = p(P) = X(P) = - [p(P) - x(P)]

Tenint en compte les formules F2 i F3 i emprantnesacions introduides en aquestes
definicions, tenimy(P) =a, —a, +a, i x(P)=b, —b,.
Per tant, la formula F11 es pot escriure com:

1
a, =8, _(ao & +az) _E[bo _(bo _bl)]
0 bé, com la segient igualtat:

Proposicio — |: 2a, =g —%bl

Demostrarem aquesta igualtat (que anomenarem peapdsper induccié respecte el
nombre de quadrats unitat que té el L-poligorPrimer suposem que només té un
unic quadrat unitat. Per tard, =1, a, =b, =4 i la proposicio | es verifica trivialment.
Ara suposem que també és certa per a qualsevdigepcambn quadrats unitat i anem
a veure que també és certa per a qualsevol L-polgthn + 1 quadrats unitat. Per aixo
distingirem 3 casos:

CAS 1: Traiem al L-poligorP ambn + 1 quadrats unitat un quadrat uni@ague nomeés
té un punt de contacte amb la clauserae P/Q. Com queP’ és un L-poligon amim
quadrats unitat, per hipotesi d'induccio, tenim ggeverifica la proposicio | pét’; és a

dir, 2a,'= ai'—%bl'. A més tenim quea, = a,'+1, a =a,'+4 i b, =Db'+4. Substituint
ap, a1 1 by a la proposicio |, obtenin2a,'+2 = a1'+4—%(b1'+4) = 2a,'= al'—%bl'. Es a

dir, que aquesta es verificara si i nomes si eicer2a,'= al'—%bl' (que ho donem

per suposat segons la hipotesi d’induccio). Llayvetrd.-poligonP satisfa la proposicio
l.

L-poligon qualsevol
‘ P' (h quadrats unitat) ‘

:J Q (1 g. unitat)

L-poligon P
(n+1 g. unitat)
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CAS 2: Traiem al L-poligorP ambn + 1 quadrats unitat un quadrat unifajue nomeés
té un segment unitat comu amb la claudeirale P/Q. Notem queP’ és un L-poligon

amb n quadrats unitat, llavors es verifica qlﬂaz':al'—%bl'. A més, tenim que
a,=a,+1, a, =a'+3 i b =b'+2. Substituintay, & i b; a la proposicio I, obtenim

2a2'+2=a1'+3—%(b1'+2):> 2a2':a1'—%b1'. Es a dir, que aquesta es verificara si i

nomes si es verific2a,'= al'—%bl'. Llavors, el L-poligorP satisfa la proposicio I.

N

L-poligon qualsevol
‘ P' (h quadrats unitat) ‘

| ]

Q (1 g. unitat)

L-poligon P
(n+1 g. unitat)

CAS 3: Traiem al L-poligonP ambn + 1 quadrats unitat un quadrat uni@tque té
exactament 2 segments unitat comuns amb la clat®suwla P/Q i de manera qué’
sigui connexa. Notem qu®’ és un L-poligon amh quadrats unitat, llavors es satisfa

que 2a,'= al'—%bl'. A meés, tenim quen, =a,'+1, a, =a,'+2 i b =b'. Substituint
ap, & I by a la proposicio |, obtenin2a,'+2 = a1'+2—%b1':> 2a,'= al'—%bl'. Es a dir,

que aquesta es verificara si i nomeés si es verffaca= al'—zbl'. Llavors, el L-poligon

P satisfa la proposicio I.

I \

L-poligon qualsevol
‘ P' (h quadrats unitat) ‘

—

Q (1 g. unitat)

L

L-poligon P
(n+1 g. unitat)

Notem que només cal considerar aquestos tres cmgsaple donat un L-poligon
qualsevol amn + 1 quadrats unitat m > 1, sempre existeix un quadrat unitat
verificant un dels tres casos. Per tant, la férnilla esta provada.
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A2 — Un altre exemple de demostracio per induccio:

Considerem la formula: 1° + 2° +.--+n?® =%n(2n+ D(n+ O nON

- Primer confirmem que I'afirmacié es verifica pépamer cas it = 1):

- Ara, tot suposant que l'afirmacio és certa per (dipotesi d’induccid), demostrem
que també ho és penat- 1:

P +2%+--+n?+ (n+ 1) Z (n+1)[p2(n+]g+ J0n+ = 1)
Apliquem la hipotesi dinduccié sobred ? - +n?

D'aguesta manera, l'equacié que volem veure ®rés €s:
2n+3

—

ni2n+Hn+1) (n+1) 2 (n+1) f2(n+ 1)+ JOn+1+1)

6 6

A continuacid, desenvoluparé els 2 membres deultigf fins a arribar a ungualtat eviden:
2n?+5n+3

(2n® + n)(n+1) eneon+le (2rf + 3n+ 2n+ 3)(n+ 2)

6 6
20’ + 20+’ + n+ 617+ 12+ 62 2+ 4ri+ 5+ 107 18+6
6 - 6
2n°+9n°+13n+ 6= 27+ AT+ 13w% 6 (evidentment cert)

—>Aixi doncs, queda demostrat que si I'afirmacié égea per an, també ho és per a
n+ 1, i aixo juntament amb la confirmacio de la seabdesa per @ = 1 demostra la
proposiciolinON.
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Conclusions

Les conclusions que es poden extreure d’aqueshltrdb recerca sén diverses i de
caires molt diferents. Tot just comencar ja em \algnar d’'una cosa: els textos técnics
requereixen una atencio extrema en la seva leddlidocument en el qual m’he basat
per fer aquest treball té al voltant d’unes dotagipes d’extensio i, fins i tot sense

treballar-lo tot (en el document també s’explicacalcul d’arees d’L-superficies, de

volums d’L-poliedres i hipervolums d’L-hiperpoliedri L-hipersuperficies), vaig haver

de dedicar temps i temps a la seva comprensi6. Qegia una frase, havia d’estar

segur d’haver-la entés abans de passar a la segiientcorria el risc de perdre’m.

Pel que fa a la complexitat de continguts, m’henatloqgue el que més ajuda a
comprendre nous conceptes son els exemples, 1 sepdl-lustrats. Per aquest motiu he
volgut dedicar temps a fer dibuixos i figures elsnofarificadores possible. Referent a
aquest tema, també m’ha estat necessari ser extagmeat precis, rigorés i ordenat. En
matematiques, €s molt important donar definiciams go puguin induir a ambiguitats i
fer classificacions de tot allo que es vol tracthffigures o R-figures, figures
homeomorfiques o0 no a un disc tancat, els tresscdi$erenciats de la demostraciéo Al
de I'apéndix... Els passos que es van seguint tdrabale ser molt clars i ordenats per
tal d’evitar, d’'aquesta manera, que el lector eslipd-inalment i a un nivell més
general, en aquest treball també ha estat necessaa divisid clara en apartats,
ordenats tots ells de manera que es pugui feraataré continuada sense problemes de
cohesio.

També m’ha cridat molt I'atencié que una férmulargmtment tan senzilla com pot ser
el Teorema de Pick (Férmula F1), necessiti tantssqa per arribar a la seva
demostracio (i recordem que aqui només es tragtartad’L-poligons, pel que només
gueda parcialment demostrada). Nogensmenys, tamive vist altres férmules que,

mitjancant el metode d’'induccio, s’arriba facilmana seva demostracio.

Aquest treball, a més, fa adonar de I'existencigpalates logiques alla on menys t'ho
esperes i que es poden arribar a deduir; és pibaam@ una formula que, amb unes
poques variables, dona una magnitud d’una figuyai Sjuina sigui la seva forma. Es
interessant també, pero, trobar férmules que quoreguin a casos concrets de la
férmula general i que simplifiquin els calculs.

També m’he adonat que a Internet no es troba gdoemacié de temes tan restringits
com aquest, cosa que m’ha obligat a recérrer esditmts d’informacio.

Al principi del treball, tenia pensat d’arribar il calcul de volums d’L-poliedres, pero
un cop vaig comencar a desenvolupar-lo, em vaigadque valia més la pena arribar
nomeés fins al calcul d’arees d’L-poligons. D’aqaestanera podia dedicar més temps a
polir detalls i treballar en la clarificacié de captes i, alhora, evitava haver d’'introduir
encara meés tecnicismes que podien embolicar lesscdsniem prou teoria per a
desenvolupar un bon treball de recerca.

Ara, un cop realitzat el treball, puc dir que aquessatisfet els meus objectius. Durant
el seu desenvolupament, he aprés no només conceptesets d’'una area de les
matematiques, sind també com son i que impliguaiment. Precisio, rigor, ordre...
so6n uns dels molts exemples de conceptes queiatitaament relacionats amb aquesta
disciplina.
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“Les matematiques son l'alfabet

amb que Déu crea I'Univers”

— Galileu Galilei —






