INTRODUCCIO: OBJECTIUS
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L'objectiu d'aquest capitol és que arribeu a entendre el concepte
d'integral definida d'una funcié i a calcular integrals de forma
aproximada, per a la qual cosa us mostrarem primer com calcular, de
manera aproximada, I'area de figures limitades per

la grafica d’'una funcié y = f(x),
dues rectes verticals, x=a i x=b,

[il'eix OX.

Les regions planes d’aquest tipus s'anomenen trapezis mixtilinis (regio

T de la figura).

En principi, n’hi ha prou que sapigueu que “l'area d’'una regio és el nombre de quadrats unitaris que hi caben en
ella, i si la regio es ‘divideix en trossos’, I'area és la suma de les arees de tales trossos”. Has de saber també
que en els casos d'un rectangle i d'un trapezi de costats rectes, la superficie es calcula amb les formules

seglents (la 2a es pot deduir de la 1la; per comprovar-ho, clica en I'escena):
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FORMES D’APROXIMAR L’AREA DE TRAPEZIS MIXTILINIS
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Els rectangles de I'dltima figura de la série anterior, que reproduim aqui, &
'esquerra, ens donen un valor aproximat de la superficie del trapezi mixtilin
que voliem obtenir.

Com tots aquests rectangles (3 en aquest cas) tenen base igual a h, la sum:
de les seves arees ens dona:

h-f(cy) + h -f(c,) + hf(cy) = h- (f(c)+ f(c,)+ f(cy) )

En general, si dividim linterval [a,b] en N parts iguals, obtindrem I
segiient férmula d’aproximacié a I'area del trapezi mixtilini, coneguda com ¢
Sepae = P{flo) + Flop )+ flos)) regla del punt mig.

_ b3
essent b= =2

Saprox = N-(fle)+H{c)+ +f{cyl)| essent h=28

Quin error maxim ens podria donar laregla del punt mig?

Si f(x) és I'expressié d'una parabola, f(X) = AX2+BX+C, es pot demostrar que I'error absolut que ens donara i

3
(b-a) 1Al

regla del punt mig mai no superara el valor {ap2 , 0 sigui, es compleix la férmula seguent:

(b-ar | A

| Eregiopm |52 7| f(x)= AX* + Bx+C

D’aquesta férmula es dedueix en quants intervals heu de dividir I'interval [a,b] per estar segurs que I'error obtingu

no superara un valor maxim tolerable E tolerat-

(b-a)’

N : \ - A=
Sera suficient obligar a qué es compleixi  1.-p* 4

=
flerdt - de la qual resulta
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2. Regla dels trapezis S
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Els trapezis de I'Gltima figura de la série anterior, que reproduim aqui,
I'esquerra, ens donen tots plegats un valor aproximat de la superficie de
trapezi mixtilini que voliem obtenir.

Com tots aquests trapezis (3 en aquest cas) tenen altura igual a h (recordet
que l'altura d'un trapezi és la distancia entre els seus costats paral-lels), la sumz
de les seves arees ens dona la seglient aproximacio de I'area:

o)+ F0q) , F)+Fg) o Fog)+fa)
2 2 2

Tt W Xy =g

3 En general, si dividim l'interval [a,b] en N parts iguals, obtindrem I
Se = i (Frxg )+ 2F )+ 2f (2, )+ f5)) seguent formula d’aproximacio a I'area del trapezi mixtilini, coneguda con
pceant b= %ﬁ a regla dels trapezis:

Sapr = - [F(xp)+ 2F(x,)+ 2F(x,) 4 oot 2F (g )+ Fl 1y )]‘ on h=22

Quin error maxim ens podria donar la regla dels trapezis?

Si f(x) és I'expressié d’'una parabola, f(x) = AX2+BX+C, es pot demostrar que l'error absolut que ens donara le

(- &) Al
regla del punt mig mai no superara el valor g.p? , 0 sigui, es compleix la férmula seguent:

regiatrap | = e . si f(x)=AxX + Bx+C

D’'aquesta formula es dedueix en quants intervals heu de dividir l'interval [a,b] per estar segurs que I'errol
obtingut no superara un valor maxim tolerable: E tolerat-
(b-8)°

S i : \ - A=
Sera suficient obligar a que es compleixi 5. Al

=
flera - de la qual resulta:
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RESUMS

Regla del punt mig

Si f és una funcio6 continua i positiva a I'interval
[a,b], una aproximacié de I'area del seu trapezi
mixtilini és:

N
S =223 /)

essent c,, C,,..., Cy els punts centrals dels N

intervals que resulten en dividir [a,b] en N parts
iguals.

Si f{x)=Ax*+ Bx+1C, 'error que ens pot
produir la formula anterior compleix:

a3
|.E.’m"|f_:u-| Al
120
3
SIiN= M, I'=rrorno supera B ..
12'Emlemt

Regla dels trapezis

Si f és una funcio continua i positiva a l'interval
[a,b], una aproximacié de I'area del seu trapezi
mixtilini és:
8, =2=% ¢y 42y, +2
r = W T2 2+ Yy
20

essent y0=f(x0), y1=f(x1), T yn=f(xN), ion Xy
Xq1s -s Xy SON els punts de divisié de [a,b] en N
parts iguals.

Si flx;=Ax*+ Bx+1Z I'error que ens pot
produir la formula anterior compleix:

(b=-af
Jf = A4
| rror| {—E_G-N | 4|

3
SiN= M, l'emarno supera E,, .,
E'Etolemt

EXERCICIS RESOLTS

mitjancant la regla dels trapezis.

1 Considera I'area sota la parabola d’equaci6 ¥ =-x*+2x+3 al llarg de linterval [0,3]. Dividint aques
interval en 3 parts iguals, calcula una aproximacié de l'area mitjancant la regla del punt mig, i altre

En els dos casos, dibuixa lI'area que serveix d’aproximacio i indica I'error maxim comes.

Resposta

y=-x+24+3

y T
0 1 2 3
En els dos casos, ordenarem els calculs en forma de taula.

y=-K 2043

En el 1r cas, observa que els punts centrals dels intervals sén 1/2, 3/2 i 5/2.
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0 n=3 h=30=32_1 0 3 1 3

12 | 375 1 4 2 B
1 2 3 2 B
A2 375 a 0 1 o
2 Suma: 17
82 | 175 n=3 : h=1
3 Sapr = (Vo + 2¥1+ 25 +¥5)- &
Suma: | 925 = 1?.%=3'5
Sap:" =h-(n+yy+p) =925

Per esbrinar el maxim error que podriem tenir en cada cas, apliquem la formula de I'error corresponent:

Y=—x’+2x+3 =2 A4=-1 = | Al=1

Cota d’error en regla del punt mig Cota d’error en regla dels trapezis
(3-0)° 7 (3-07 . 27,
E = = =[0'25 E = = =0'5
LR E1ET 'IEI'.'E 124 Ferika tran Eng B 0
2 Raona que la funcié = -0'5x* + x +4 és positiva en l'interval [1,3]. e

En quantes parts, com a minim, hauriem de dividir l'interval [1,3] /?
perqué, aplicant la regla del punt mig amb aquesta funcié, tinguéssim
la seguretat d'obtenir I'area del trapezi corresponent amb error menor 2
que tres centésimes? Després d’esbrinar-ho, calcula aproximadament 1
tal area utilitzant el nombre de parts calculat.
1 1 2 3 3\
-1

Resposta

Les solucions de —_['5xZ+ v +4=0 sSO6n =2 i 4. Per tant, com amb qualsevol parabola, entre elles té sign

constant; també el tindra, doncs, entre 1 i 3. El signe sera, per exemple, el de y(0), el qual és evidentment positil
(y(0)=4)
Pel que fa al nombre minim de parts que necessitem per assegurar un error maxim tolerable de 0,03, poden

aplicar directament la férmula
3. 1R )
N> [B-3) IAI=J[3 01051 05 g
\[ 12F 1740113 G

Per tant, hauriem de dividir en un minim de 4 parts iguals l'interval [1,3] per estar segurs que obtindrem uni
aproximacié amb error no superior a 3 centéssimes.

Calcul de la aproximacio



A i ki)
1
125 446875
1+0'5
175 4 21875
1+1
225 271875
2+0'5
275 2 06875
2
=uma: | 15375 n=4d | h=(3-1)y4 =12

g =P { ¥loy - V() + ¥(Cy )+ y(cy))= - 15'376 = 7'6875

DEFINICIO GENERAL D’AREA D’UN TRAPEZI MIXTILINI

*
Pretenem ara definir I'area d’'un trapezi mixtilini definit per la grafica d’'una funcio acotadag i positiva, f, en ul
interval [a,b]. (Acotada significa que els seus valors, f(x), no poden ultrapassar una certa constant)

Per fer-ho, dividim I'interval [a,b] en n subintervals (de longituds iguals o no). Siguin aquests intervals els seguents:
[xo,xl], [Xq. %], [x2,x3], ........ s [Xp.1Xpls  ON suposem Xg=a, X,=b

Si ara aixequem en els extrems de cada interval les ordenades fins a la corba, haurem dividit el trapezi mixtilini el
“faixes” de amplituds (veure fig. 1):

1y S IR Y i S —
M1 M.Ia.:mz' ............... U

m.=m,
my| -
m,
asy, ¥, ¥, ¥%=h A=Y, ¥, b ¥, =B
Sa=My (3y-30)+ Ma: a3+ Ma (xa-32) En dividir en parts alguq dels i.nte.rvals., la.su-
ma de rectangles superiors dismineix, 1 la
Sg= iy (q-sp)+ Mg (-0 )+ My (g-43) dels rectangles inferiors augmenta:
L'area del trapeci esta entre 83 | Sa. Ty ™ et - ) vl ™ - 2% < Wl (- 310

¥ e ny ) Hmy ¥ O -2 = omg (- x)

Mireu la figura 1 i les “faixes” que hem format. Si fem les horitzontals pels punts d’altures “maxima” i “minima” d
la corba en cada “faixa”, haurem format una série de rectangles superiors i altra série de rectangles inferiors
L'area de cada “faixa” quedara compresa entre la dels seus rectangles superior i inferior, és a dir,

- —x) = Arcadelafaxa < A (e — x50
Llavors, si indiguem amb Sn la suma dels rectangles I'ordenada dels quals és maxima
Si‘! =M1[I]_xn}+M:{x:_xl}+ ...... +Mn'{xn_xn_1}
i indiguem amb S la suma dels rectangles I'ordenada dels quals és minima
s, =my [xg—xg)+mg {xp —x))+. +m, x, —x, )
resulta evident que el que intuitivament entenem per area del trapezi mixtilini quedara entre les sumes S_is_ .
és a dir,
I & fdrea TM) <5, 1)

A més, si s‘augmentéssim el nombre d'intervals dividint en parts els que n’hi ha, en cada una de les noves faixe
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disminuiria la suma dels rectangles d’altura maxima i augmentaria la dels d'altura minima. Podem comprova
I'afirmaci6é anterior en la figura 2, on hem separat la faixa de l'interval [xl,xz], i hem partit aquest en 2 part:

mitjancant un punt intermig x*. Es veu que M;*<M,, i M,*= M, i, per tant,
My *-(X*-X1) + My*(X5-X*) < Mo+ (X*-X1) + My (X5-X*) = Mo+ (X5X,) _Q'_{;Ei“ﬂ

és a dir, la suma dels 2 rectangles superiors obtinguts en partir I'interval [x;,x,] €s menor que el rectangle superior
definit per I'Gnic interval [x,,X,]. Analogament, podeu veure que la suma dels rectangles inferiors obtinguts partint
linterval [x;,x,] sera meés gran que el rectangle inferior corresponent I'nic interval [X,,X,].

Tot aix0 ens fa pensar que “si s"augmentés indefinidament el nombre de faixes de forma que les seves amplades
tendissin a 0, llavors probablement les sumes S, i s, tendirien a un mateix valor S”. Doncs, bé, quan aixo

*
succeeixg es diu que el trapezi mixtilini corresponent té area definida, i que el valor de la seva area és S.
Aixi doncs,

Arec 7M. = lim 5, = lim 5,
#—xn H—n (2)

on se suposa que les sumes S_is_ esformen de manera que les longituds dels intervals que fan de base
tendeixen a 0.

De fet, si forméssim S, I's, agafant qualsevol successié de sumes, Sn , pero prement com a altures les
ordenades en punts intermitjos qualssevol, c,, , tindriem

H
M, < Fle )M, dpertant, S, £Y flg) (g —%_) <o,
1=1

Aixi doncs, també es pot definir I'area d’un trapezi mixtilini mitjancant I'nica férmula seguent:

7

Areadel TM. = lim o) (g —x, .
lm 376 ) —

- x>0

¢y et (%3] (3)

DEFINICIO D’'INTEGRAL D’UNA FUNCIO EN UN INTERVAL TANCAT [a,b ]

b
El simbol .[a f es llegeix integral definida de la funcio f entre ai b, i es defineix mitjancant el limit (3) de I'aparta

anterior (per a funcions acotades). Més exactament: si el limit (3) déna sempre el mateix valor, independentmen
de la forma de dividir I'interval [a,b] en parts, les longituds dels quals tendeixin a 0, i independentment també del
punts intermitjos c; , llavors “es diu que la funci6 f és integrable en linterval [a,b], i que el limit (3) és la sevi
integral”.

La veritat és que el concepte d'integral definida esta completament associat al calcul d'arees. Aixi es posa di
manifest en les segient figures i en I'escena del final.

b

f

1. Sif és una funcié positiva en [a,b], llavors -I-.:: coincideix amb l'area
del seu trapezi mixtilini.

b
2. Si f és una funcié negativa en [a,b], llavors -I..:: J és negatiu, pero el
seu valor absolut coincideix amb l'area del seu trapezi mixtilini.
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[[f=-4 |«

]
3. Si f prem valors positius i negatius en [a,b], llavors .Il.a f és una

—
=L

/
suma algebraica d'arees (suma en qué porten signe positiu les arees que estan
A

per sobre de I'eix X, i signe negatiu les arees que estan per sota) 4 5
1§ 1

S

&
-[ ..'-'I(:_Al +A2 _AE
fir']

CALCUL APROXIMAT D’INTEGRALS DEFINIDES

Per calcular una integral de forma aproximada, es poden aplicar els mateixos metodes explicats per al calcL
d’'arees en els primers apartats: La regla del punt mig i la regla dels trapezis. Tanmateix, valen les mateixe

formules d’error que es van exposatr.
Concretament,

1. Regla del punt mig bt

B
Iafmh{fkﬂ+f&ﬂ+m+f®NﬂLemmth:jv- scena’

(b-af M
| Ereg!a B |EW

- M és una cota de la derivada segona de la funcié |f | en I'interval [a,b].
. Si f és una funcio parabolica, f (x) = Ax>+Bx+C, aleshores M=2-|A|

_Regla dels trapezi B
2. Regla dels trapezis [F 8 (F06)+ 200)+ 205 )+ .+ 20gy_q)+ F)| on h= 222

(b-al M
E A
| regia tram. | 19. NE

- M és una cota de la derivada segona de la funcié |f | en l'interval [a,b].
. Si f és una funcié parabolica, f (x) = Ax?+Bx+C, aleshores M=2:|A|

EXERCICIS PROPOSATS

1 Raoneu que I'area d’'un paral-lelogram és igual al producte de la base E", C
1 A 1 !
per l'altura, és a dir, \ ih (altura)
Area =Db-h ;
) ., |
Indicaci6. 2 b (baze) o

2 Dividint l'interval [0,2] en 3 parts iguals i aplicant després la férmula de
la regla dels trapezis, calculeu un valor aproximat de I'area del
quadrant d'el-lipse representat en la figura. Només necessiteu saber
que La funcié que delimita la corba és

fx)=14-x2 g 2




3 Dividint l'interval [0,2] en 5 parts iguals i aplicant després la férmula de la regla del punt mig, calculeu un
valor aproximat de I'area del quadrant d'el-lipse representat en la figura de I'exercici anterior

4 Considereu I'area del recinte indicat en la figura adjunta, el costat corb
de la qual correspon a la grafica de la funcié seguent:

F(x) = -2x* +9x

Esbrineu en quantes parts s'hauria de dividir l'interval [1, 4'5] per tenir
la seguretat que en aplicar la regla del punt mig ens sortiria I'area amb
error menor que 5 centéssimes. Després, feu la taula de calculs
corresponent per tal d'obtenir el valor aproximat de l'area.

*
i Malgrat que totes les presentacions grafiques les farem amb funcions continues, les definicions valdran igualment per a funcions acotades no
continues,

*
W] Es pot demostrar que el valor limit, S, no depén de la forma en qué es divideixin els intervals, i es pot demostrar també que aix0 ocurrira aixi amb
qualsevol funcié continua, f.



