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Algunas propiedades fundamentales

En los limites que aparecen en las propiedades siguientes, puede suponerse indistintamente que x — a,
X - a-, X at, x- 0. (Eso si, en todos los limites de un enunciado debe suponerse la misma tendencia de x.)

En caso de existir Lim f(x) y Lim g(x),

“si se cumple f(x) < g(x) para todo x de un
entorno de a, entonces Lim f(x) < Lim g(x)”

Si Lim f(x) > 0, entonces hay algun entorno de a en el
cual f(x) es positivo para cada x Za

Si existen Lim f(x) =L, y Lim g(x) =M, entonces

a) lim(f(x)+g(x)=L+M Ejemplos

) a) Si Limf(x) =3 y Lim g(x) = -5, entonces, sean
b) lim(f(x)-g(x)=L-M cuales sean las expresiones de f(x) y g(x), se

. obtendra que
o lim(f(x)E(x))=LM ) g

3 1
lim>~=-—=-0'6, limf* =37 =——
d) limM=£, siM#0 lmg -5 im f 243
glx) M

e) lim(f(x)g(‘”)=LM, sil>0

Si en la propiedad 3, las letras L o M representan un
infinito, entonces al usar las reglas a, b, ¢, d, e,
hay que tener en cuenta estas igualdades:

Reglas de calculo con infinitos (L real)

(L +(+00) =400, L —(+0) =—og Ejemplos
%L +(—) = —co, L—(—00) =+ b) Si Limf(x) =3 y Limg(x) =+ o, entonces,
g1 oo sean cuales sean las expresiones de fy g, se
+—=0, — =0, L[o=0 silL #0 cumpliran

4.1 [ L
™ =bon, SiL>1, L7 =0, 5i1>L >0 limZ =320, lim /& =300 =0
(o) +(+09) =03 (=09 #(—09 = oo £

4.2 Las siguientes expresiones dependen de las | Ejemplo sobre la indeterminacion 0-
funciones f(x), g(x) que las originan; por eso,

se llaman indeterminaciones, y las Imaginemos que X — 2. Pongamos

indicamos con interrogante. f()=x-2  g(x)=(x _2)2’ h(x) =x5_x2

[l+e) = (+e9) =2, (709 +( e =2 Es obvio que

%; =7, 0[0=2 z =2, % =? lim £(x)=0, limg(x)=0, lim#A(x)=0co

B’ =2, 17 =2, 0° =9 lim f(x)h(x)=0[0do, limg(x)Ak(x)=0[do
Sin embargo

(Mira en el ejemplo adjunto el porqué de algunas)
00do =1lim f(x) [h(x) =lim5x =10
0 g0 = lim g(x) (h(x) = lim(x —=2)5x =0 @0 =0

Ejercicios propuestos: 6,7, 11 de la pagina190.
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Algunos métodos para el calculo de limites

Curso 2°

Pdg. 2/5

El célculo general de limites seria impracticable si hubiera que hacerlo basandose en la definicion de
limite. Para tal objetivo, es, pues, de suma importancia conocer bien unas cuantas reglas basicas.

Empezaremos por los conceptos de infinitésimo e infinito.

» Un infinitésimo es una funcién de
limite O.

Mas exactamente, un infinitésimo
enx=a (0oen x=o)es una
funcion, f, tal que

lim f(x)=0si x >a (0ox - )

» Sif(x) y g(x) indican infinitésimos,
en el mismo punto, se dice que son
equivalentes si se cumple

J(x)
g(x)

lim :13ix—>a(0x_>oo)

Ejemplos de infinitésimos
1.  f(x)=(x-3)" enx=3.

2. f(x)=sinx enx=0
5
3. f(x)==, si x>
X
4. f(x)=1-cosx enx=0
5. f(x)=e¢' -1 enx=0

6. f(x)=+1+x-1 en x=0
7. f(x)=In(l+x) enx=0

8. f(x)=e' si x> -

Equivalencias

Si un infinitésimo figura como factor, o
divisor, puede sustituirse por otro
equivalente (a efectos de calcular un
limite). Es, pues, importante conocer
algunas equivalencias:

1. sinx~x si x>0

2. tanx~x si x>0

3. l—cosx~%x2 si x>0

e'=1~x si x-0
\/1+x—1~%x si x -0

Inl+x)~x six >0

o o »

* Un infinito es una funcién de limite
infinito.

Mas exactamente, un infinito en x=a
(o en x =) es una funcion, f, tal
que

lim f(x)=%00 si x - a (0o x - )

e Sif(x) y g(x) indican infinitos, en el
mismo punto, se dice que son
equivalentes si se cumple

limMZI si X >
g(x)

a (o x - «)

Ejemplos de infinitos

_ 1 _
1. f(x)_—(x—a)” en x=a
(n>0)
2. f(x)=ax"+..+ax +a,,

Si x - o

3. f(» =\/anx" +...+tax +a,
Si x - o

4. f(x)=In(ax" +.+ax +a,
Si x »

5. f(x)=e"si x 5>

Equivalencias

Si un infinito figura como factor, o
divisor, puede sustituirse por otro
equivalente (a efectos de calcular un
limite).

Es, pues, importante conocer las
equivalencias de infinitos.

n n
1. ax"+. . +ax+a,~ax

N

n n
. \/anx +..tax+aq, ~\/anx
3. In(a,x" +..+ax +a,) ~ In(a,x")

n n
ea,,x +. g xta, _ eanx

. C . . P
Limites de una funcién racional (funcion del tipo f(x) = , donde P(x)y Q(x) indican polinomios)
O(x)
Caso x - a P -1
P Ejemplo: L= liml >
X - —_
1° Para calcular lim (x), se sustituye x por a. x X
o) 1° Cambiar x por 1 da la indeterminacién %.
2° Si el resultado obtenido es %, se simplifica la
P(x) 2° Al dividir numerador y denominador por x-1,
fraccion —— dividiendo P(x)y Q(x) por

O(x)
x—a,y se vuelve a calcular el limite de la
nueva fraccion. (Se repetiran estos pasos 1°y 2°
hasta deshacer la indeterminacion.)

(X -D:(x-1)=x+x +, (x> =x):(x -1) =x

T S D
Ahora, L =lim — =lim

x-»lx -X




ICESD

Matemdticas IT (Ciencias - Tecnologia).

Curso 2° Pdg. 3/5

F. Gonzélez Majan. fgonzalezmaj@uoc.edu

Caso x — o ¥ -1
Ejemplo 1: lim =— =0
. X0 6 6
e Si P(x) o Q(x)son numeros, entonces el valor
S (C)) Ejemplo 2: 15 —£=O
de xllniqm e resulta evidente (Ejemplos 1y 2) | EJemp e e +5 o
« Si P(x)y O(x) no son nimeros, el valor de Ejemplo 3: lim 11x” +2x - lim 1y’ _1
P(x) Yoo 6x+5  ¥-e 6% 6
se halla aplicando directamente la
x—%0 O(x) Ejemplo 4:
equivalencia 1 de la tabla de infinitos y simpli- LT+ -3 7t TIx e
ficando la fraccién que quede (Ejemplos 3y 4). xhjl},o TP 13 xhj‘}o 57 ‘xhj‘}(, 5 5 ©

Ejercicios propuestos: 8 a, b, d (pag. 190) y 12 f, g, h (pag. 191)

. . 0 . . . .
Indeterminaciones 0 y o —o motivadas por una diferencia de raices cuadradas

10

20

30

Normalmente, los que dan al principio % Ejemplo 1:

se hallan como sigue:

Se multiplica y se divide por la expresiéon
conjugada de la diferencia de raices

dabael 0 L = lim

. Ax+7-3_J9-3 o0 _
lim = = 2="=9
X2 -4 22-4 0

¢ Multiplicando numerador y denominador por x+7 +3,y
efectuando sélo el producto (v/x+7 —3) [lWx +7 +3):

( /x+ )2 —3?

x—-2

= lim

Se opera solamente donde aparece la
diferencia de raices (asi, dara una
diferencia de cuadrados)

Finalmente, la fraccién resultante se L = lim

22 (2 = Wx+T +3) T2 (fF —4)x +T +3)

Ahora, como (x-2)y (x’ —4) pueden dividirse por (x-2), la
fraccion ultima se puede simplificar. Queda

x=2 1 1

simplifica después de hacer la operacion
anterior, y se vuelve a calcular el limite.

(Ejemplo 1) Ejemplo 2:

L = lim

2 () (a+7 +3) T2 ra2)(Wx +7 +3)

(2x =5 =2x)2x =5 +/2x)

=lim —
Y

L=xlingo(\/2x— —\/E) =00 —00

-
= lim

X >0

Anélogamente, los que dan oo — o se
calculan multiplicando y dividiendo por la

~2x-5 +\/Z) s (Jox -5 +42x)

expresion radical conjugada de la que = lim

produce esa indeterminacién (Ejemplo 2)

s

5
= lim =—=0
00

Ejercicios propuestos: 8 e, ¢, f (pag. 190)y 12 e, c, g (pag. 191)

Indeterminaciones 5 motivadas por funciones trigonométricas

Normalmente, se calculan sustituyendo

sin(2x) fan(3x) =9 _

CE s ; Ejemplo 1: L=lim ?
por otros infinitésimos equivalentes jemp 150 1 = cos x 0
(Ejemplo 1)
Como sin2x ~2x, tan3x ~3x, 1—cosx ~ %xz , tenemos
I =lim sin(2x) Han(3x) _1 2x 3x “1>
x-0  I-cosx x-0 1y?

Ejercicios propuestos: 13 a, b (pag. 191)
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Limites en que surge la indeterminacién 1

*« Normalmente, se calculan recurriendo
a las férmulas siguientes

Ejemplo 1:

L= lim g+——0"
¥oo  2x+1

=1 +0)° =1°

Ahora, observa como usamos a)

. r g
¥ fg&@ s R L= Jim @E@ e ™ _ am o]
- X
b) lim (1+k gf(x))f%o =t
f(x)-0 # 1
(Ejemplos 1y 2) Ejemplo2: L= lim (1+3sinx) =1 +0)0 =1
. Dsinx% 30im SF g x 3
L= )lci_rpo (1+3sinx) )Smxﬁ ze 0N ZotTx =7

Ejercicios propuestos: 14,15 (pag. 191)

Asintotas

Si los valores de una funcion, y = f(x), tienden a confundirse con los de unarecta, y =mx +n, al
tender cuando x hacia o , entonces se dice que dicha recta es una asintota de la funcion (Segun que ocurra
si x » +00, 0si x - —00, |a recta se llama asintota por la derecha, o asintota por la izquierda). Ademas, si m =0,
la recta se llama asintota horizontal; de lo contrario, 0 sea, si m # 0, se llama asintota oblicua.

También se llaman asintota (vertical) toda recta x =a talque lim f(x)=%c0 o lim f(x)=zco.

Quede, pues, claro, que para averiguar las asintotas verticales de una funcién “hay que descubrir los
valores de x en los que la funcién tiene algun limite infinito”. (Desde luego, puede haber muchas verticales. Sin
embargo, entre horizontales y oblicuas, sélo habra a lo sumo una por la derecha y otra por la izquierda)

Asintota horizontal por la izquierda

* Recta y =n, siendo n = lim f(x)

Asintota horizontal por la derecha

* Recta y =n,,siendo n = lim f(x)

X — +oo

Asintota oblicua por la izquierda

* Recta y =mx +n, siendo

()

m = lim ——=

n= lim (/() ~mx)

Asintota oblicua por la izquierda

* Recta y =mx +n, siendo

()

m = lim ——=

X — —00 x X — +oo

n= lim (/() ~mx)

X

Asintota oblicua por la derecha

Consejos para hallar las asintotas de una funcién racional 7 (x)=

n

ax +..tax+ta,
m

b x" +..+bx+b,

Asintotas verticales
1. Hallalas soluciones de b, x" +...+bx+b, =0

2. Después, hallael lim f(x) en cada solucion.

X +x-2
X - s —
S (x) gy

1. Solucionesde x°—4=0son x=2, x=-2.

Ejemplo:

. 4 . 3
2. lim f(x)=—=0c, lim f(x)== luego, de las
x-2 0 X -2 4

dos, solo es asintota la primera, o sea, x =2.
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1.

Asintotas oblicuas y horizontales

Haz Ia divisién numerador |denominador on
r(x) ) P

r(x)

m
bx" +..+bx +b,

asi la funcion:  f(x) =c(x) +

Entonces, como 7(x) es de menor grado que el
denominador, la ultima fraccion tendera a cero si

x — o . Como consecuencia, f(x) y ¢(x) tenderan a

confundirse, luego y =c(x) sera la asintota.

Observacion: Si la divisién no puede hacerse, la Unica
asintota sera la recta y = 0.

Ejemplo 1

Ejemplo 2

X +x-2

X =
fo=r 5
X +x-2 |x* -4

Divisién: —x*  +4 1

x+2
x+2
Por tanto, f(x)=1+— 1 Larecta y =1 esla
¥ -
asintota.
2x* -1
X)=
fo="
2x =1 |x+1
-2x> —2x 2x =2
Division: -2x-1
2x +2
1
1
Portanto, f(x)=2x—2+— .
x" -4

Larecta y=2x—2 es, pues, la unica asintota.

Ejercicios propuestos:

17,18, 21, 23 (pag. 191)




