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Proleg a la segona edicio

S’ha procurat simplificar el redactat, s’hi introdueix algunes
precisions que han semblant convenients 1 s’ha corregit algun
error en el redactat. També ha caigut el terme «linglistic» del
titol perqué pot estimar-se que el calcul no és estrictament un
llenguatge, sin6 un pensament formal. Alhora les definicions de
zero, d’infinit, de punt, son pensaments lingiiistics, els primers
abocant-se cap a les formalitats (0, ), el segon mantenit-se
sempre al seu nivell. Els primers ja formen part del pensament
formal com a formalitats, el segon entraria en el discurs
geometritzant. Tal vegada es tracta tot plegat d’una correccio
innecessaria: tanmateix potser sigui preferible de mantenir-la-hi.

Barcelona, gener de 2017.



La historia de les reformulacions de les bases del calcul
infinitesimal fins a Augustin Cauchy (1789-1857) passa -
circumscrivint-nos a pocs exemples a partir del darrer quart de
segle divuit - per autors de la talla de Lagrange (de qui prové el
nom derivada aixi com I’anotacio /), de Simon L’Huilier (que ja
el 1787 defensa la ra6 diferencial com el limit de la rad de
I’increment de la funcid respecte del de la variable independent),
de Carnot (que intenta de fer veure que els diversos punts de vista
de les fundacions del calcul tenien la mateixa base), de Lacroix, i
d’altres; €s veritat que alguns autors, seguint les passes de
Lagrange, tractaren encara d’evitar el metode de limits 1 el
d’infinitésims per la descomposicio de les funcions en séries
infinites (que remunten fins a Taylor), pero I’esperit critic 1 el rigor
en ’estudi de les series semblava fer indefugible de tenir com a
basica la nocié de limit, expedient popularitzat per 1’obra Traité
élémentaire (1802)! de Lacroix i d’altres que el seguiren, i que
finalment rebé de mans de Cauchy i de Bolzano? una formulacié
rigorosa.

El proposit del present escrit pren suport doncs en les bases
del calcul infinitesimal tal i com se’l troba en I’obra d’aquest autor
francés: és a dir, en la seva nocié de limit®, en una definicié seva

! Es un abreujament del seu Traité du calcul différentiel et du calcul intégral
(1797), on encara vol seguir prou Lagrange.
2 Els treballs de Bernard Bolzano (cf., per exemple, Carl B.Boyer, The
history of the Calculus and its Conceptual development, Dover Publications,
Inc., Nova York, 1959, pags.267-271) passaren desapercebuts fins a prou
anys més tard, quan Cauchy havia publicat ja les seves obres: cal remarcar,
tanmateix, que s’hi troba la mateixa cura per a aritmetitzar les bases del
calcul, i practicament les mateixes definicions de continuitat i de derivada
(Bolzano avalua dy/dx com un simbol per a una funci6 Unica), indica que cal
estudiar les quiestions de convergéncia en el cas de séries infinites (que cal
tractar com els limits), fins i tot nega que la continuitat de la funci6é fos
suficient per a creure que té derivada, etc.
* Per a lorigen del concepte de limit en Cauchy, cf., per exemple, Judith
V.Grabiner, The origins of Cauchy’s rigorous calculus, The Massachusetts
Institute of Technology, 1981, pags.77-87.
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més estricta de la continuitat d’una funcid, etc. Es tracta
cabdalment d’albirar I’abast del llenguatge matematic dels
infinitesims, dels infinits grans, dels limits i, en conjunt, de les
funcions, no en I’accepci6 que ja plau una determinada formulacio
matematica, quan basicament és el cas en els treballs de Cauchy al
marge i tot del gust per una més gran aritmetitzacio (Weierstrass,
etc.), sind en la de la necessitat d’un assaig de desfilagarsar una
mica el posit que pressuposa precisament per a trobar-hi allo que
hi ha de més nou en I’analisi matematica, que 1’especifica, i que ha
estat motiu d’un llarg recorregut historic. Tot aix0 s’ha de
continuar, ben segur; el lector, perd, rebra amb plaer les
apreciacions anotades en desbrossar la nocié de limit i
d’infinitésim (infinitament petit) per als afers algebrics 1 també per
als geometrics en el seguiment del prestigios matematic.

Cauchy es troba molt lluny d’un qualsevol sectarisme
doctrinal, com s’indicara mes avall. Un hom sera capac també de
prendre constancia que no és pas /’evidencia el criteri de certesa
que segueix la matematica (que lluny que queda Descartes!), sind
el domini d’un pensament formal, dut amb rigor, els ultims
mecanismes del qual son fora de I’abast propi: perqué sols es té a
les mans les resultants, com a realitzacions que sovint desperten
admiracid i que fan plantejar noves preguntes.

81. Allo infinitament petit o gran.

El domini numeric palesa de fet els aprenentatges, sense que
la conducta adquirida impedeixi, precisament des d'una tal
habituacio, un progrés. Aixo equival a dir que una part important
dels usos numérics se circumscriuen basicament a ser un
pensament formal, avalat per la génesi individual i/o historica que
I'na admes, per tant que no se circumscriu a ser un afer de meres
formes.

En aquest sentit es compta tants nombres com es vulgui i es
diu que la serie es perllonga més i més, es divideix la unitat tantes
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vegades com es desitgi i es diu que podem dividir-la més i més o,
si es vol, que es pot fer decréixer tant com vagi bé (i.e.
«indefinidament») un nombre, etc. Llavors les quantitats
«indefinidament» petites (0 les «indefinidament» grans) serien
aquelles que no sols se les estimaria del mateix tall abstracte que
els nombres abstractes, sind també que han de ser més petites (o
més grans) que un qualsevol nombre abstracte donat, de tal
manera que estarien indefugiblement més enlla de I’abast possible.
Per exemple, hom pot anar cercant una aproximacié a V2 a través
dels corresponents decimals, treball que no esgotara, mentre la
diferéncia entre dues aproximacions va essent cada vegada més
petita; els valors que pren la funci6 1/x sbn aixi mateix cada
vegada més petits a mesura que van creixent els valors de la
variable independent; o bé s’afegiria que es pot resseguir la séria
numeérica natural més i més d'una manera indefinida, etc. En
conjunt hom parlara d’un indefinidament (infinitament) petit o
d’un infinitesim a proposit d’alld que es troba per sota dun
qualsevol nombre donat, i es definiria doncs I’infinitésim pel seu
Us: per exemple, s’esmerca el mot «infinitesim» a tall d’una
simplificacio6 lingiiistica d’altres girs de la mena «cada vegada més
petit i indefinidament més petit en ’ordre de la quantitat
numgérica». Per contra parlara d’un indefinidament (infinitament)
gran a proposit d’alld que es troba per damunt d'un qualsevol
nombre donat, no pas en l'accepcidé que shi esgoti els nombres
abstractes, siné en la de trobar-se enlla d'un qualsevol nombre
abstracte donat. | tot aix0 ha estat possible pel «desencaix» entre el
suposit que assegura que es pot fer decréixer o créixer més i mes
sense parar (in-finitament, in-definidament) una quantitat i les
quantitats de que de fet es pot parlar.

Recordi’s curosament - si més no abans d'abandonar-se als
mateixos nombres per causa del domini que n’hi ha i de
complicar-ne llurs relacions - que en la diferencia entre una linia,
per exemple, que es podria allargar continuament i
indefinidament, i els creixents nombres que hi sdn representats, hi
ha cabdalment la significacio que hi introdueixen els nombres, que
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al capdavall provenen de comptar coses com les parts d'una linia;
en d’altres paraules: els automatismes de bastir nombres més i més
grans, 0 més 0 mes petits, tenen el seu paral-lelisme en els suposits
danar perllongant una linia (per exemple) o de dividir-la
indefinidament”.

L'existéncia d'un llenguatge que parla de magnituds més i
més grans en geometria (una linia, un pla, etc.) no sera, ben segur,
motiu de sorpresa; ni tampoc no ho sembla el comportament de
«fer decréixer continuament una magnitud», «de fer-ho
indefinidament» de tal manera que es pot parlar també aqui de
magnituds indefinidament petites (i d’infinitésims en I’ordre de la
magnitud) o indefinidament grans: un segment va esdevenint més
i més esquifit o gran, el costat d'un poligon regular inscrit en una
circumferéncia pot decréixer aixi mateix d'una manera indefinida,
etc. Es clar que és impensable un segment sense alguna magnitud,
un costat sense alguna llargada, etc.; allo indefinidament petit és
meés aviat una tal magnitud que esta enlla d'una qualsevol altra
magnitud, tal com un segment indefinidament gran és una
magnitud malgrat trobar-se enlla d'una qualsevol magnitud
donada: uns tals comportaments han esdevingut usuals, i no s’hi
troba massa maldecaps.

* Si es vol amb paraules de Cauchy: «Nous prendrons toujours la

dénomination de nombres dans le sens ot on I’emploie en Arithmétique, en
faisant naitre les nombres de la mesure absolue des grandeurs, et nous
appliquerons uniquement la dénomination de quantités aux quantités réelles
positives ou négatives, c’est-a-dire aux nombres précédés des signes + ou -.
De plus, nous regarderons les quantités comme destinées a exprimer des
accroissements ou des diminutions, en sorte qu’'une grandeur donnée sera
simplement représentée par un nombre, si [’on se contente de la comparer a
une autre grandeur de méme espece prise pour unité, et par ce nombre
précédé du signe + ou du signe -, si on la considére comme devant servir a
I’accroissement ou a la diminution d’une grandeur fixe de la méme espéce»
Cours d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique (Analyse algébrique),
Oeuvres complétes d’Augustin Cauchy, série I, tom 111, Gauthiers-Villars et
fils, Paris, 1897, pags.17-18. No cal dir que arreu de 1’obra d’aquest autor no
hi ha mai cap sectarisme antigeometritzant de 1’aritmética, ans el contrari
(remetem el lector a la propia introducci6 del Cours d’analyse).
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82. El zero, l'infinit, Pinfinitésim i el punt
com a estipulacions linguistiques.

En un altre lloc ja es digué que el zero no forma part dels
nombres en una accepcid basica del mot (i.e. no pertany a la serie
natural), siné que més aviat palesa quelcom especific quan «no hi
ha res a comptar», i s’hi acorda les corresponents operacions ad
hoc®.

Paral-lelament també s’insinua que I’infinit — entre d’altres -
és més gran que un qualsevol nombre donat, quelcom gue s'apropa
bastant a un «etcétera» en I’ordre numeéric, que tal qual no és cap
nombre natural, i que permet d'afirmar que «la série numeérica es
perllonga fins a l'infinit».

Els mateixos motius que farien negar que I’infinit fos un
nombre permetrien de rebutjar que ho fos I’infiniteésim (en I’ordre
numeric), és a dir, el fet que, mentre que una variable podria ser
substituida per una quantitat numerica donada, fos impossible de
substituir I’infinit o Dinfinitésim per una qualsevol quantitat
numerica palesaria que no pertanyen a cap serie numerica (natural,
racional, etc.); certament hom esmenta els infinitésims a proposit
de les quantitats en matematiques i usa lletres algebriques: una tal
homofonia no amaga la diversitat semantica de 1is de lletres,
malgrat I’immens avantatge d’uniformar el discurs (el diferencial
d’una variable, valgui el cas, respecte de la variable).

| quan es defineix el punt, per exemple, com a «quelcom
sense parts» es tracta cabdalment d'un mer pensament linguistic
(mai no hi ha inspecci6é d'un punt aixi), potser d'origen dialéctic:
certament, com digueren els grecs, des d'una certa perspectiva no
hi ha ultimes magnituds en geometria, talment - afegiriem - com

® Cf. Logica, llenguatge i matematica, Anthropos, Barcelona, 1993, pags. 218-
220;228.
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no hi ha en una accepcié un Gltim nombre menor®; perd, aixi com
el zero no és cap nombre, aixi el punt idealitzat no és res que es
pugui inspeccionar geometricament, sind una definicio per a la
geometria. Un hom compren que l'espai consti d'«infinits punts», i
que des d'aqui s'idealitzi el conjunt de la geometria, és a dir, la
comprengui des de definicions de pensaments lingiiistics’.

. s u ipulaci
83. De com s’acobla en general aquestes estipulacions
dins el discurs.

Sens dubte el zero no és estrictament I'origen de cap nombre
ni és estrictament el lloc on tendeix un qualsevol decreixement
indefinit numéric perqué «zero», com «cap cosa», «no hi ha res»,
etc., sOn prou convenients precisament quan es vol significar una
oposicio ad hoc: s'oposen doncs a un qualsevol nombre natural,
per exemple, a una qualsevol cosa, i fins i tot a una qualsevol
expressio del tipus «un decreixement numeric indefinit», que
conté si més no un significat numeric.

Noti's en efecte que tant I’expressio del que és zero com la
definicié del punt idealitzat sén afers merament lingtistics: no sols
no es podria estudiar res no linglistic amb aixo, sind que fins i tot
com a llenguatges esdevindrien indtils si no fossin — permeti’s de
parlar aixi - quelcom marginal dels estudis numerics i geomeétrics.

¢ Des de la perspectiva del comencament del compte la unitat és sens dubte
el nombre més petit. Ara bé, una tal petitesa fa referéncia als altres nombres,
que son més grans: n’hi ha prou doncs a estudiar per qué la unitat és menor
que un qualsevol altre nombre comptat des d’aquesta unitat per a arribar a
afers extensius i per a admetre (quan se salva les confusions i el mer taranna
conductual del domini numéric) el caracter concret de I’origen dels nombres.
Es a dir, la unitat concreta és més petita que dues unitats concretes: Illavors un
mateix s’adonara que no hi ha unitat concreta minima.

’ Una definicié és la resultant d’un pensament: un hom ho pensa (i diu)
perque hi ha significacid. N’hi ha sempre que es rumia el que s’expressa («un
quadrat rodd», etc.). Per tant la circumstancia d’oferir aproximacions de
quelcom irrepresentable malgrat que elemental (en un altre nivell hi ha un
munt d’afers impossibles de representar) no comporta cap Us buit dels mots.
12



D'altra banda una qualsevol série creixent no pot tendir
estrictament a l'infinit: s’esmenta que es diu «infinit» com es diria
un especial «etcétera», i no sembla cap nombre, malgrat que hi
hagi un significat numéric i per aix0 s’afirmi que una série
creixent tendeix a I’infinit. Des d’aquesta perspectiva el llenguatge
de I’infinit, que no és cap nombre, es palesaria aixi mateix com a
marginal dels estudis numerics (o geomeétrics, si fos el cas).

Mentre una serie creixent que ho va fent indefinidament
arriba a I’infinit, i s veura que es parla de I’infinit com a limit,
sense abandonar doncs el camp semantic numeric en tant que
«enllay de D'infinit «hi ha» sols infinit; mentre la mateixa
expressi0 d’una série creixent que ho va fent indefinidament ja
conté de fet el contingut semantic d’infinit en el propi
«indefinidament», hi ha una dificultat en destriar la resultant
infinita en la propia série creixent indefinidament, de tal manera
que ’admissié que una serie t€ com a limit I’infinit no deixa de ser
quelcom que s’expressa aixi, en la successio de la mateixa série,
per conveniencia i per acord.

Ara bé: la serie decreixent indefinidament més enlla d’un
qualsevol nombre donat pot fitar aixi mateix I’infinitésim en una
seva consideracio, i hom podria dir per uns motius paral-lels que
una scrie decreixent tingués I’infinitésim com a limit, de tal
manera que seria també quelcom que s’expressaria aixi, en la
successio de la mateixa serie, per conveniencia i per acord. Pero
una serie decreixent se singularitza pel seu propi contingut
semantic en 1’accepcid d’anar reduint la quantitat i per aixo, ho
veurem, es prefereix evitar [’us del mot ‘limit’ per a I’'infinitésim
(no de [linfinitésim) en profit d’altres consideracions, en
I’accepcid que s’estima que «enllay de I’infinitésim no s’hi troba
res (ni el propi infinitésim)®.

# Certament la doble vara de mesura conté un motiu de pes. El calcul aporta
molts beneficis des de la indistinci6 entre I’infinitesimal i zero, i de fet aquell
pren el seu fonament en aixo; per tant entra dins del previsible que, mentre
s’assumeix per acord que el limit en el creixement sigui I’infinit, i mentre
s’hauria d’admetre per paral-lelisme que el limit en el decreixement fos
I’infinitesimal, es diu que a efectes de 1’estudi el limit no és I’infinitesimal,
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84. Queé s’entén per un limit?

1. El caracter singular de zero, d'infinit i infinitesim, i del
punt, la circumstancia que cal no admetre'ls com a nombres (en
una accepcio primera del mot) i que cal estimar el punt sense parts
una idealitat, duu a repassar llur paper com a limits d'una serie
numerica continuament decreixent o creixent, o d'un segment que
decreix.

Perque - i parlant en conjunt — s’acostuma a considerar un
limit en matematiques (1) allo a qué tendeix una quantitat variable
que va prenent indefinidament valors tot formant una successié, de
tal manera que la diferéncia entre el limit i un terme de la
successio que es considera pot arribar a ser tan petita com es
vulgui: s’esmenta el zero com el limit de la série 1/2, 1/3, 1/4, etc.,
que decreix constantment; es parla de V2 com el limit al qual
tendeixen els valors que es van aconseguint amb la serie de les
aproximacions fraccionaries, etc.

(2) En una segona accepcidé quan una quantitat variable va
prenent valors, tots del mateix signe, cada vegada mes grans, en
sentit absolut, i diem que es podria perllongar la successio fins a
l'infinit, llavors s’afirma que el limit d'una tal successio és I’ infinit:
es diu, per exemple, que la serie natural té com a limit l'infinit.

(3) En geometria limit és allo a qué tendeix el creixement o el
decreixement d'una linia o d'un segment, del nombre de costats
d'una figura, etc.: s’estima, valgui el cas, que la circumferencia és
el limit del poligon inscrit en un cercle quan va augmentant
incessantment el nombre de costats”.

sind zero. Aquesta indistincid és fonamental per a I’analisi i també per a
I’elucidacio6 de la seva base. Si un hom pot fer poca cosa amb 1’infinit, més
enlla d’entrar en I’anul-lacié de quelcom, I’infinitésim afavoreix que s’arribi
a resultants fructiferes.

° La cita literal fa aixi: «Lorsque les valeurs successivement attribuées a une
méme variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de maniére a
finir par en différer aussi peu que [’on voudra, cette derniére est appelée la
limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est la
14



Noti’s que entre el nombre més petit i el zero hi hauria, en
una primera aproximacio, un salt a indicar, que podria semblar que
n'hi hauria un altre entre el nombre més gran i = o, 0 entre el
segment més petit i el punt, i que al primer cop d’ull hom tendiria
a dir que n'hi hauria encara d’altres entre una qualsevol
aproximacié i [lirracional, entre el poligon inscrit i la
circumferencia, etc.

2. La segona accepci6 de «limit» no conté més problemes: en
lloc de dir que una quantitat creix «fins a l'infinit», s’esmenta
I'infinit com el limit; estrictament parlant I'infinit, que equival a un
singular etcétera, sempre esta molt més enlla d'una qualsevol
quantitat per gran que sigui, i per tant in stricto sensu no €és cap
limit, sind una manera de parlar abreujada. En aquesta accepcio
I’esment de I’infinit com a limit seria paral-lela — si es fes - a
I’esment de I’infinitésim com a limit i tan rellevant com aquest:
pero veurem mes avall per que convé de parlar de I’infinit com un
limit (i no fer-ho de I’infiniteésim).

Passi’s doncs a les altres dues accepcions: perqué aqui es
tracta en efecte de distingir clarament dos ordres de fets prou
rellevants i que cal no confondre; (1) la circumstancia que
qualsevol pas al limit és un salt a una altra cosa, que és quelcom

limite des diverses fractions qui en fournissent des valeurs de plus en plus
approchées. En Géométrie, la surface du cercle est la limite vers laquelle
convergent les surfaces des polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs
cbtés croit de plus en plus, etc.
Lorsque les valeurs numériques successives d’une méme variable décroissent
indéfiniment, de maniére a s abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette
variable devient ce qu’on nomme un infiniment petit ou une quantité
infiniment petite. Une variable de cette espéce a zéro pur limite.
Lorsque les valeurs numériques successives d’'une méme variable croissent
de plus en plus, de maniére a s élever au-dessus de tout nombre donné, on dit
que cette variable a pour limite 1’infini positif, indiqué par le signe oo, s’il
s’ agit d’une variable positive, et I’infini négatif, indiqué par la notation - «,
s’il d’agit d’une variable négative. Les infinis positif et négatif sont désignées
conjointement sous le nom de quantités infinies» (Cauchy, Cours d’analyse,
19).
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pensat i expressat malgrat que irrepresentable tot i ser basic (zero),
i no numeric (en una accepcié primera), o un afer geomeétric (punt,
etc.), o que és senzillament un altre afer, nombre, expressio
algébrica, figura geométrica, etc. (2) La circumstancia que la
inexactitud que es pogués cometre, ja fos quantitativa, ja fos
d'individuacio conceptual, sempre seria inferior a un discerniment
quantitatiu que es pogués tenir o a qualsevol discerniment
geomeétric de que es fos capag.

Per aix0 en tots aquests limits semblaria haver-hi un salt de
les consideracions quantitatives i geometricoconceptuals a partir
dels creixements o dels decreixements reiterats, al limit, no perque
hi duguin automaticament, afer del tot impossible en la mesura
que s’entén que una quantitat no va a parar a zero, una
aproximacio a una quantitat determinada, un poligon a una
circumferencia, etc., sind en la mesura precisament que s’apropen
els dos cantons oposats.

Aquest apropament es basa en el fet que la reiteracio d'un
creixement o d'un decreixement és capa¢ danar més enlla d'una
qualsevol quantitat, o d'una qualsevol representacio, i per aixo un
mateix esta convencut que la diferencia pot ser tan petita com un
hom vulgui.

3. Per tant, i deixant ara els geométrics, el salt al limit
prendria peu en la certesa d’origen conductual que la inexactitud
quantitativa que es pogués cometre sempre seria menor que una
qualsevol quantitat petita, o que hi ha una insignificanca
quantitativa d’alld que s’anul-la, quan s’estima 1‘afer des d’aqui.
En d’altres paraules: hi ha salt en I’accepcid que seria del tot
indiferent I’acceptacid dels limits o I’assumpcid, abans
d’admetre’ls, de les mateixes expressions que tenen aquells limits.

I s’arriba doncs a la conclusid que permet el «salt» a una
expressio quantitativa o a zero perqué seria indiferent fer-ho o no:
en efecte uns tals limits no expressen res més que la conviccié que
és indiferent d’usar merament una expressio numerica o algébrica
(adhuc zero), o d’acompanyar-la d’un infinitésim juxtaposat.
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Des d’aquest punt de vista aquests limits sdbn sempre una
resultant de consideracions infinitesimals, és a dir, que és el
caracter hibrid de les quantitats infinitesimals el que explica
I’acceptacio de limits: d’aqui que manqui de sentit la pregunta
sobre el fet d’abastar el limit o de no fer-ho.

Un afer d’una importancia considerable rau en la circumstancia que
I’infinitesimal permet, precisament gracies a la doble possibilitat de considerar-
lo no-res i també quelcom amb magnitud, d’avaluar-lo un no-res o de mantenir-
lo tal qual. Noti’s fins i tot que, mentre una exposicid normativa introdueix els
diferencials a partir dels increments de variables i de funcions en el
descabdellament de la derivacié, com sigui que la simbologia leibniziana (dx/dy)
es considera un tot d’igual valor que la de Lagrange (f '), la formalitat de
mantenir amb encert una rigidesa discursiva per tal d’evitar qualsevol ambigiiitat
no lleva que I’aproximacio dels diferencials tal i com s’ofereix avui no evita que,
independentment de llur presentaci6, adhuc a la Ilum de la derivacid, lur
extraordinaria eficacia ragui precisament que poden mantenir-se com a
magnituds tan esvaides com es vulgui i que, si d’acord amb Iarticulacio
quantitativa on es troben poden ser considerats no-res, un hom ho pugui fer. Es
tracta d’admetre que un hom pensa aixi en fisica, sense que hi hagi mai
arbitrarietat pel fet que es respecta la coheréncia numerica: es fa valer no-res
amb totes les conseqtiencies, el manté un infitesimal d’una manera que s’adiu en
el seu context de la quantitat, etc., tot evitant alld que sobta (un quocient de
zeros, per exemple) o que contribueix a la confusid.

4. Els limits geomeétrics tindrien una sort paral-lela:
I’acceptaci6 de quelcom geométric (tingui o no una mera
existencia basica irrepresentable) com a limit palesaria sols
I’admissio que allo que té limit o0 aquest limit permetrien de fer
indestriable les possibles conseqliencies de conceptualitzar 1’afer a
partir de tot allo respecte de la qual cosa hi ha limit, o a partir del
limit.

Certament els costats del poligon no es confonen amb la
circumferéncia on és inscrit, perd quan es mana de fer acréixer
indefinidament el nombre de costats del poligon es fa impossible
d’assignar una qualsevol magnitud al costat, per tant hi hauria aqui
un afer de magnituds infinitament petites dels costats del poligon
sols conceptuablement discernibles dels punts de la circumferéncia
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(un punt és allo que no té parts) malgrat que de consequéncies
indestriables en un qualsevol altre aspecte.

Aixi mateix s’acorda que la diferéncia entre I’area del poligon
i la del cercle pot ser menor que un qualsevol valor pensat o dit, de
tal manera que hi ha aqui una indistinci6é d’arees en ’accepcio que
la inexactitud de prendre 1'una per l’altra és menor que una
qualsevol magnitud, per tant que és indiferent prendre I’area del
poligon amb un nombre indefinit de costats o el cercle. En d’altres
paraules, hi ha també aqui consideracions d’infinitament petits per
les qual un hom es permet el «salt» de I’area del poligon al cercle:
seria el caracter hibrid de les magnituds, de les arees, etc.,
infinitament petites, que se les pugués considerar un no-res o
quelcom si més no conceptualitzable, el que permetria prendre el
limit per allo de la qual cosa és el limit.

Semblantment quelcom basic irrepresentable (el punt, per
exemple) podria ser el limit d’'una magnitud per la indiferéncia de
prendre aquell limit o allo de la qual cosa és el limit: ho déia
Aristotil, cap divisi6 reiterada d’un segment no duu al punt, pero
lafirmaci6 de reiterar indefinidament la divisi0 té com a
conseqliencia que es pugui afirmar que allo que es va fent
indefinidament petit val sols aquest esdevenir indefinidament petit,
per tant que sigui del tot impossible d’assignar-li una magnitud
petita qualsevol pensada o dita, de tal manera que la inexactitud
d’estimar-lo com un punt és tan petita com es vulgui, i que hi hagi
una indiferéncia de mantenir-lo com a magnitud infinitament
petita o de fer-li perdre el tret de magnitud en profit dels trets del
punt. També aqui el caracter hibrid d’alld infinitament petit
permetria doncs el «salty» al limit des d’allo que el t€ com a limit,
etc.

Noti’s curosament que la filosofia s’interessa pel caracter conductual de la
reiteracié: el pensament d’una prossecucio indefinida no trasllada a una série
infinita realitzada, sigui com sigui que un hom s’ho representi, sind que deixa en
suspens unes operacions, considera que s’hagi fet una o més vegades quelcom i
queé significa la possibilitat de continuar-ho, que es nodreix del que ja s’ha fet.
Hi ha un «posit» conductual que suggereix una significacio en el pensament que
apunta la possibilitat de reiteracid. | tot aixo un mateix ho pot repetir i anar-se’n
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emmirallant amb les aportacions de les seves operacions i de considerar el que li
és possible, de manera que tot va arribant a ser una marxa irrepresentable, pero
pensable en aquests parametres, i de fet suficientment eficac.

Es tracta de tenir cura del que s’hi pensa, independentment que I’exposicid
matematica més adequada pugui ser aquesta o aquella (versemblantment ho sera
la més rigorosa i clara), perque en algun lloc s’ha de discutir que hi ha. En efecte
una certa disciplina no ha de complaure’s solament a llegir els grans autors, sin6
que té I’obligacio d’oferir una lectura no convencional que ja és allo corrent
entre nosaltres.

5. Cal concloure de manera provisional que tots els limits
(fora de I'infinit) son exponents de consideracions infinitesimals
(infinitament petits), del fet que D’acceptacid6 del limit ¢&s
’admissié del valor (hibrid) de I’infinitament petit; el limit ho és
en la mesura que hom evita ’esment d’un infinitesim (etc.) 1
precisament gracies a la conveniéncia del fet: el limit és una
simplificacié que no té aqui consequéncies significatives degut a
la manera com s’ha establert en aquests casos els infinitesims
(etc.). Si es vol aixi: el limit expressa amb la seva simplificacio la
insignificanca de prendre o no  Dinfinitesim (etc.), 1 la
conveniencia de no encloure’l aquilo.

Per exemple, s’estima que zero és el limit d'una série
decreixent

1, 1/10, 1/100, 1/1000, 1/10.000, ...
perque se la pot perllongar tant com es vulgui; és clar que cap
membre d'una tal série mai no sera res més que un nombre, i fet i

10 Carnot tenia rad quan afegia: « On voit par la que [’expression de limite
n’est ni plus ni moins difficile a définir exactement que celle de quantité
infiniment petite, et que, par conséquent, c’est une erreur de croire que la
méthode des limites soit plus rigoureuse que celle de ’analyse infinitésimale
ordinaire; car, pour procéder en rigueur par la méthode des limites, il faut
préalablement définir ce que c’est qu’une limite: or, la différence d’une
quantité quelconque a sa limite est précisément ce qu’on nomme ou ce qu’on
doit nommer une quantité infiniment petite; l'une n’est donc pas plus difficile
a comprendre que [’autre, et si la méthode des limites est exacte, comme on
ne saurait en douter, il n’y a aucune raison pour que l’analyse infinitésimale
no le soit pas» (Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal,
Blanchard, Paris, 1970, n.169, pag.129).
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fet l'estipulacié que el limit d'una tal serie és zero és també la
consequéncia del fet que la série pugui dur a quantitats sempre
inferiors a un qualsevol nombre donat, per petit que sigui, per tant
d’avaluar la insignificanca numeérica d’un infinitésim; l'afirmacié
que zero és el limit d'una tal série en seria I'expressi6™.

Ara bé, ital i com s’indica, que la série

1, 10, 100, 1000, 10.000, ...

tingui com a limit oo és I'expressié d'un altre afer, car mentre cap
membre d'una tal serie mai no sera siné un nombre, l'estipulacio
que el limit d'una tal serie és oo és la consequéncia de fer-lo valer
com un especial «etceterax, per tant «que esta enlla d'un qualsevol
nombre gran»; propiament parlant I'infinit no és pas cap limit, pero
— s’ha esmentat ja — s’accepta una tal forma de parlar per
comoditat i per uniformitat, i no es fa per al propi infinitésim
perque aquest té propiament limit.

D’altra banda val la pena d’afegir que I'interes pels limits no
rau comprensiblement a recaure en afers que no son ni propiament
quantitats ni afers geomeétrics de magnitud donada, sino6 en llur as
conjunt per a la troballa de la manera d'abastar noves funcions o
relacions geometriques interessants o sabudes.

Una altra digressié duria a anar reblant que, en un nivell
elemental, la idealitzacié de la geometria i l'estudi numeric es
complementarien: el decreixement indefinit numeéric podria

1 Que s’hi sobreentengués els infinitésims no hauria de llevar que anotéssim
alguns fets que corroborarien al seu nivell una tal conducta. Per exemple, els
usos lingistics quotidians emparenten el fet de no haver-hi res o ninga (de fum,
de persones, etc.) amb els inicis de l'aparicid de quelcom o dalgu, o la
desaparicié de coses i de persones a partir de la seva presencia; es tracta,
certament, de situacions incomparables, perd ja sembla natural que hi hagi el pas
de I'abséncia de quelcom (d’algd) a I'aparici6 corresponent, o la desaparicié de
coses (de persones) presents; 1’estimacié del zero com un origen, i com el lloc
on va a parar un qualsevol decreixement indefinit numeéric s’hauria de posar al
costat versemblantment d’uns tals comportaments: «ja se sap» que¢ vol dir una
série numerica decreixent indefinidament, saber que, explicitat, duria
segurament a les mil divisions d'una cosa, d'un segment, per exemple, de tal
manera que es va empatitint el tot en questio.
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correspondre a un esvaiment del segment, mentre se sabria que
sempre es podria trobar un nombre més petit, per tant «el
comencament» del segment no podria tenir magnitud perque
llavors la comptariem, per tant el punt no tindria llargada, cosa que
s'acordaria amb el fet d'estimar el zero com el limit del
decreixement. Per consegient l'origen d'un segment seria el zero,
etc.

85. El zero i I'infinit com a limits: consideracions particulars
de llur paper en els limits de les funcions reals simples.

La utilitat de parlar dels infinits positius i negatius com a
limits no hauria de dur a confondre'ls amb els altres limits.
Tanmateix les consideracions sobre la successio de nombres que
decreixen més i més fins a poder esdevenir més petits que un
qualsevol nombre pensable es poden relacionar prou sovint amb
una reiteracio indefinida d'operacions o amb nombres
indefinidament grans.

1. Un decreixement numeric que tendeix a una quantitat
indefinidament petita representa al cap i a la fi alguna divisio
d’una unitat trobada anteriorment, i la possibilitat de reiterar
indefinidament l'operacié: es diu que es pot repetir infinites
vegades l'operacid, afer que val com un singular «etcétera». Fet i
fet qualsevol série decreixent d'una manera continua fins a
quantitats indefinidament petites pressuposa ja que s’ha apres a
dividir la unitat, a saber anomenar les noves subunitats i a poder
reiterar tant com es wvulgui lafer, usant quan convingui la
multiplicacid i la divisié de nombres abstractes; una successio del
tipus (per tal d'agafar un cas simple)

1, 1/10, 1/100, 1/1000, 1/10.000, ...
té una infinitat de termes, cosa que es correspon amb la repeticio
infinita de divisions; un tal llenguatge d'«infinits» és certament
una manera de parlar, i allo rellevant rau en la insignificanca
numerica de Iinfinitament petit, és a dir, que els termes de la
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successio van esdevenint tan petits com es vulgui, i més que un
qualsevol nombre petit que es pugui escriure: quan es parla de
zero com el limit d'una tal série cal concloure que s’hi ha
sobreentés I’infinitésim i que se I’ha deixat de banda en el limit; el
cami que duu a aquestes consideracions usa el llenguatge
d'infinits*.

2. El limit d'una serie decreixent fins a quantitats infinitament
petites és zero; és a dir, no s’hi considera res. Es clar que en les
operacions elementals de sumar 1 de multiplicar ja s’estipula

a+t0=a
a.0=0
en l'accepcid que, si no s’hi suma res a un nombre, resta un tal
nombre; i, si no es repeteix un nombre, en l'accepcid que no se
l'agafa cap vegada, no hi ha resultant: pero des de funcions del
tipus
a+Xx
a.x
es pot establir
lima+x=a

x—0

lima-x=0

x—0
on la primera estipula I'is de zero en la suma a partir de deixar, per
ser insignificant, un infinitament petit tant en el sumand com en la
resultant, i la segona I'is de zero en la multiplicacio a partir de fer
el mateix per al corresponent infinit petit en el multiplicador i en la
resultant: en els dos casos hi ha un fet obvi perque es pren com a
sumand i com a multiplicador allo que ja s’ha definit com a zero, i

2 Es a dir, el llenguatge d’infinits es troba per al nombre de termes de la
série creixent, per al nombre de reiteracions d’operacions i per a
I’acreixement del denominador-divisor, palesant la seva varia semantica
d’acord amb el context, amb la intencié posada en les consideracions
infinitesimals. Malgrat tot 1’afer no suposa que tots aquests infinits siguin
limits, quan convencionalment sols se’l considera com a terme d’una série
(per exemple, es wveura tot seguit, la serie que va satisfent
denominadors-divisors, etc.).
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s’hi aplica simplement el que s’estipula com la suma de zero i un
nombre, o llur producte.

Malgrat tot val la pena de remarcar ja dues coses: de bell nou
que els limits propis son aquells on s’avalua la insignificanga
numeérica dels infinitament petits (per aixo el limit és zero), i que
els altres dels infinits sols s'usen en tant que esdevenen maneres de
parlar (tils i precisament en le mesura que acondueixen a
infinitament petits; expressions del tipus

lim a+x=+w

X—>*o0

lima-x=1w 0 Foo

X—>*w0

mantenen una uniformitat amb tots els limits (son comodes), pero
de fet no s’usa uns tals limits més que en la mesura que treballen
com un especial «etcétera» i que poden entrar en les
consideracions dels infinitament petits, 1 precisament a tall d’un
paral-lelisme. D’aqui doncs que es conservi el mot «limit» per a
aquest infinit, 1 no per al mateix infinitament petit (que d’altra
banda és el que té propiament limit).

Un segon punt fa veure que tots els limits finits (és a dir
diferents de 0 i de £ o) sempre son la resultant d’avaluar una
quantitat infinitament petita (per tant d'haver efectuat un limit
propi), €s a dir, son avatars dels calculs en tant que hi ha I’obvietat
de bandejar un indefinidament petit, tal i com es veu en el limit
d'una suma (o d'una diferéncia) d'una constant amb una quantitat
infinitament petita.

3. L'infinit expressa el rebuig a continuar, el fet de no valer la
pena la prossecucio. En definir la divisié com l'operacid inversa de
la multiplicacié

a:x=y ->y.x=a,
essent a constant, el fet de decréixer x implica que y ha de créixer:
la circumstancia de decréixer x més i més fins a quantitats
infinitament petites pressuposa certament un nombre més i més
gran y (indefinidament gran, infinit, etc.) per a poder abastar una
quantitat a.
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Llavors val la pena d'assenyalar que l'estipulacié
a:0=xwx
¢s la conseqiiencia de trobar obvi el bandeig de I'infiniteésim en
tant que es duu la série decreixent que fa de divisor al limit, pero
no és la conseqiiéncia d’un bandeig qualsevol en la resultant, car la
resultant sols diu que «no val la pena de continuar», que es tracta
sempre d'un «més enlla d'un qualsevol nombre», afers que estan
d'acord amb la circumstancia que propiament parlant + o no és un
limit, sin6 una expressid comoda en aquesta accepcid en que se’l
pensa (el decreixement indefinit és també el d'una serie infinita).
En conjunt tots els limits que duen a l'infinit son d'un tal caire,
cosa que no implica que no siguin interessants en la mesura que
intervenen en la consecucié de limits estrictes (a banda que
informen del seu propi contingut).
Paral-lelament si en
y.x=a
X va creixent més i més, a essent constant, y ha de decréixer mes i
més (hi ha doncs dues accepcions infinites), i ara I'estipulacio
a:(xo)=0 (1)
¢s la consequencia del fet que el bandeig de I’infinitésim comes a
la resultant de
a:x 2
quan x va creixent més i mes respon a la certesa que el quocient
pugui ser sempre inferior a un qualsevol nombre donat, per petit
que sigui, es a dir, és I'expressio
lima:x
quan x va essent indefinidament gran. En aquest cas es menysprea
el quocient de (2), i (1) és I'expressié d'un tal fet: noti's el divers
paper de + oo i de 0 en (1); en d'altres paraules, quan s’escriu
lim a:x
X—>to0
el limit propi no ve donat pel limit de x, sinG per no haver fet
esment de I’infinitésim en el quocient (en la resultant, en la série
decreixent) de a : x.
Hi ha doncs un interés diferent per al limit 0 i per al limit £ oo,

pero un hom implica I’'un amb I’altre (d'aqui el mot «limit» per a
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+ ), 1 en tots els casos s’estipula la relacio entre uns tals limits a
partir de seqliéncies quantitatives; tanmateix es manté arreu que
I'infinit del tall de + oo interessa — a banda de la seva mateixa
informacié - en tant que intervé en els raonaments que fan no
esmentar quantitats infinitament petites.

Aixo0 és: aquells raonaments en els quals les quantitats van
essent infinitament petites pressuposen sovint, d'acord amb les
operacions, quantitats infinitament més grans, i per aixo les usem;
el zero com a limit d'una sequiencia pressuposa de no fer esment
d’un infinitésim i les quantitats infinitament grans entren en unes
tals consideracions.

Per tant

lima:x=0

X—>+o0
esdevé una estipulacio per a zero (zero no és cap nombre en una
accepcio primera) a partir de la corresponent consideracio
infinitesimal. |

lima:x=4o00

x—0
esdevé una altra estipulacio per a zero a partir de la corresponent
consideracid infinitesimal. Els dos casos palesen que s’usa + oo per
a saber usar 0 (i no fer esment d’un infinitament petit).

4. La funcié

a

X
té uns limits que mereixerien uns comentaris semblants: en tots els
casos els limits genuins s6n aquells en els quals hi ha un
decreixement, per exemple quan x arriba fins a quantitats
infinitament petites, o quan la resultant conjunta de la funcid
esdevé una quantitat infinitament petita; en

limx*=0

x—0
hi ha el bandeig de I’esment d'un infinitésim 1 la poténcia resta
sense efectes; en

limx™* =0

X—>00
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el limit genui és el que duu a no formular Pinfinitésim
corresponent; en

lim x™ =00

x—0"
el limit propi és el decreixement de la variable, la resultant essent
un especial «etcétera» (i que ja s’ha vist), etc. Noti’s que en x* hi
ha la possibilitat de multiples valors, adhuc d’imaginaris.

5. El limit genui es lliura pel bandeig de la menci6 d’un
infinitesim, la circumstancia de tenir limits finits és una resultant
de calculs ad hoc (i del limit genui), i el fet de parlar de limits
infinits del tall de £ « no deixa de ser un fet harmonitzador. El
lector podra extreure per ell mateix on es troba la genuitat en els
limits d'una funcié com

AX
I ara circumcrigui’s sols al limit seguent
lim A” 1)

x—0
on hi ha un genui limit pel fet de valorar la insignificanca d'un
infinitésim (en I'exponent); ara bé, allo interessant de la resultant
conjunta de (1) rau en la circumstancia que I’anul-lacié de
l'infinitésim en l'exponent correspon a ’anul-lacié d'un infinitesim
en una serie, es a dir, prenent A = 16, i fent x = 1/2, 1/4, 1/8, 1/16,
etc., les resultants van essent
4, 2, 1,414..., 1,1892..., 1,090..., 1,04417..., 1,021..., 1,010...,

seqliencia que va seguint
1+«
o podent ésser tan petita com es vulgui, i per tant s’anulla
l'infinitésim: es tracta doncs duna resultant (d'un limit) finit
perqué hi ha també I’anul-lacié d'un segon infinitesimal en la
resultant (a través d'un limit genui), afer del tot congriient amb el
seguent:
A'TAY = A% =1,
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6. En els estudis sobre limits es fa per comoditat tabula rasa
de les diverses accepcions en les quals es parla del limit del valor
d'una variable o d’una funcid; i en correspondéncia amb aixo
tampoc no es distingeix entre els limits (genuins, finits,
infinitament grans) de les expressions on intervenen els primers:
mentre hi ha una certa manca de discerniment d'allo que es fa, es
treballa d'una manera rapida i eficac.

Un quadre por recollir els valors singulars de les variables i
de les resultants circumscrits a funcions real simples:

funcid X —> =0 Xx—0 X—> o0

a+x -0 [a] o0
a-X o0 [a] —0

a.x apositiu - 0 0
a negatiu 0 0 -0

a:x apositiu 0 + o0 0

a negatiu 0 + oo 0

x* apositiu i par 0* 0** 0

apositiu i impar - 0 0

a negatiu i par 0* o** 0

anegatiuiimpar 0 + oo 0

A* Asup.alaunitat 0 1 0

Ainf.a la unitat 0 1 0

log x baselog>1 - - 0
baselog<1 - 0 -0
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sin x M (-1, +1) 0 M(-1,+1)
COS X M (-1, +1) 1 M(-1,+1)

*Si a és una fraccié amb denominador par el valor de la funci6 és imaginari.
** Si a és una fraccié amb denominador part la resultant real se circumscriu a:

lim x® .

x—>0*

S’hi barregen els limits propis (per a les quantitats que decreixen
fins a infinitésims) i els que tendeixen als infinits grans, a I'hora de
parlar de la variable independent, i on no hi ha un clar
discerniment entre els limits propis, els infinitament grans i els
finits, a I'hora de parlar dels valors de la funcio.

7. Les funcions trigonomeétriques son funcions simples. Unes
tals funcions se singularitzen prou respecte de les altres funcions
simples pel fet que la relacio des de l'angle al valor del sinus i del
cosinus no s'estableix per mitja d'una expressié numerica, sino per
mitja d'una inspeccio geomeétrica (i numericogeometrica) que posa
en correspondéncia valors de I'angle amb valors del sinus i del
cosinus.

En efecte es defineix el sinus dun angle dins d'una
circumferéncia de radi unitari, sinus representat per la quantitat o,
com la projeccid de larc, que I’angle circumscriu, sobre el
diametre vertical, el diametre horitzontal passant per l'origen de
I'arc (projeccid que és també la del radi que passa per I'extrem de
l'arc). Noti’s que, quan s’usa radiants, el valor de I’angle
coincideix amb el de I’arc d’una circumferéncia de radi unitari.

Si es vol saber, per exemple, el sinus de n/4, ’angle i l'arc de
la circumferéencia de radi unitari és allo que déna peu per a trobar
daltres relacions, perd com a tals valors no estan inclosos en el
calcul ad hoc que es fa (2 «? =1, a =V2/2), cosa que es manté per
a un qualsevol valor del sinus.
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Independentment de les consideracions dels limits s’extreu
per inspeccid geometrica que, en el cas de no haver-hi arc, no hi
hauria sinus; és a dir, s’estipularia que

(1) angle0® « elsinusval 0
perque zero significa que no hi ha res. Pero quan I’angle (I'arc) val
7/2 no hi ha projeccid, sind simplement el semidiametre vertical.
El sinus (es veu per la inspecci6 geometrica) ha de trobar-se en
uns valors que oscil.len entre 1 i la inexistencia. Per tant en
escriure
(2) sin0=0
sin /2 =1

hi ha el fet remarcable: (a) que la funci6 sinus és en conjunt entre
angles i valors de la projeccio; (b) que per tant s’estipula aqui la
correspondeéncia.

Si es pren (2) com a limits, es fa tenint tant I'angle com el
sinus a tall d'afers independents i en correspondéncia, és a dir

lim angle & < lim B (R essent el sinus)
o—0 B0

(a1 B essent del mateix signe) que son dos limits genuins en
paral-lel fins que s’arriba a (1), que és allo que s’havia estipulat, i
que restaria parcialment desdibuixat quan s’escriu
limsinx=0
x—0
on de fet hi ha dos limits genuins.
Pero aquella necessitat de mantenir la correspondeéncia en el
cas de prendre (2) com a limit es palesa molt més quan es passa a
I'altre cas, car aqui caldria una expressio del tipus
limanglen/2- o < lim 1-B

a—0 L—0"
per tal de fer veure que els limits finits son la resultant de limits
propis, 1 que duen a allo que ja s’havia estipulat; en efecte a
lim sinx=1

x—>l2
fa dificil de reconeixer els plurals casos.
D'una manera paral-lela:
29



limanglen - < lim R
a—0 £—0

(a 113 del mateix signe)
limangle 3n/2- ¢ <> lim -1-R,

a—0 L—0"
finalment

limangle2n + o < lim B
a—0 -0

(a 113 del mateix signe) on arreu es retrobaria alld que ja s’hauria
estipulat, etc.

Cal entendre el limit de l'arc d'una manera independent del
limit del sinus o del cosinus (que no vol dir sense
correspondéncia), i tant en un lloc com en laltre, s’hi troba 0
limits genuins o limits finits a partir de limits genuins, etc.

86. El zero i ’infinit com a limits:
notes per als limits d’altres funcions reals

1. En les funcions simples (deixant la del sinus) ha estat facil
de descobrir que s’havia d’establir com a resultant d’una funci6 a
I’hora d’admetre que el limit d’un infinitésim és zero, ja fos un tal
infinitésim donat directament per la variable o per les operacions
resultants amb 1’infinit.

Val la pena d’assenyalar, tanmateix, que aixo de vegades no
¢s facil en d’altres casos; per exemple, és dificil de capir que s’ha
de considerar la resultant de la funcié composta

XX
quan x decreix cap a quantitats infinitament petites i, amb el limit
corresponent, que cal tenir com a

00
0, per exemple, qué val

1

X X
guan x és una quantitat infinitament gran (per tant hi hauria en 1/x
un limit propi). En conjunt aqui cal I’enginy de saber mostrar
mitjancant calculs algebrics que els limits (propis, infinits, finits)
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d’unes funcions sén els mateixos que els d’unes altres funcions
més facilment dutes al limit; per exemple, mostrar que

lim[f(x)]% = limf(f( )1)

quan x creix indefinidament®: es tracta, en una tal demostracio,
d’un desplegament que domina les passes algebriques 1 que duu
aquests afers a les quantitats infinitament petites, i d’un fer que ja
domina el zero com a limit d’una seérie que decreix fins a
quantitats infinitament petites (i de + oo per a quantitats tan grans
com es vulgui); per dir-ho aixi: hi ha una superposicio de limits
propis en la mesura que es bandeja les quantitat infinitament
petites (1 s’arriba al limit zero) per a prosseguir I’argumentacio (i
que es fa portar a col-lacié les gquantitats infinites grans o de les
resultants finites).

Ara bé: és important de tenir present que arreu s’accepta els
limits en la mesura que, depenent de quantitats que decreixen fins
a fer-se infinitésims, es fa insignificant I’esment de I’infinitésim;
que el limit infinitament gran €s incomparable a 1’anterior, 1 que el
limit finit pressuposa el propi; sens dubte la solucio rapida de

l
limx* = Ilmi1 =1+ I|mi =1

X X
guan X creix més 1 més esvaeix alldo que s’esta fent en profit del
domini que se’n té, pero cal si més no explicitar-ho en algun ambit
(fins i tot no deixant la mera conducta apresa).

2. En conjunt cada limit-resultant gaudiria de la seva historia:
els importants limits (les derivades) que tenen la forma de

fx+a)—f(x)

04
sempre que un hom atribueixi a la variable x un valor en el
veinatge del qual f (x) és continua, i on tant f (x + @) - f (X) com «
es podria dir que tendeixen en general a valors infinitesimals de

B3| lector encuriosit pot llegir, per exemple, Augustin Cauchy, opus cit.,
pags.54-64.
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primer ordre conjuntament, serien en principi limits finits diferents
de zero indeterminats mentre no es concretés la funcié de qué es
tracta.

Tanmateix cal dir en conjunt que «quan els dos termes d’una
fraccié son quantitats infinitament petites, els valors numerics de
les quals decreixen indefinidament amb el de la variable «, el
valor singular que rep aquesta fraccid, per a « =0, és ara finit, ara
nul o infinit»**.

Aix0 mateix valdria per al limit al qual convergeix la relacié
de dues quantitats, quan els seus valors numerics anessin creixent
indefinidament amb el d’una mateixa variable X.

Respecte dels valors singulars de funcions amb dos o més
variables, cal dir que en algun cas son completament determinats i
independents de les relacions que un hom pot establir entres les
variables. Per0 en conjunt cal anar estudiant els plurals casos.

Agafi’s, a tall d'una exemplificaci6 amb variables
independents, els limits de

X

y
que podrien resumir-se de la seglient manera

etc.
Malgrat aix0 s6n indeterminats en prou casos mentre no
establim alguna relacio funcional entre les variables, etc.

H]oc.cit., pag.64.
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Arreu és valid que s’ha uniformitzat i harmonitzat afers
diversos en profit de I’eficacia i de la simplicitat: sempre que hi ha
un decreixement numeéric fins a fer-se un infinitésim hi ha un limit
propi amb el pas a zero des de la valoracié d’una quantitat que pot
ser tan petita com es vulgui. Es en un tal context que s’usa
Iinfinit gran com un acompanyant de les consideracions
infinitesimals que duen a limits propis i que, a banda de la seva
informacio, interessa pel fet que és sovint el correlat dels
infinitésims; d’altra banda la circumstancia d’anomenar ‘limit’
I’infinit gran (i de no fer-ho per a I’infinitesim) es deu simplement
que més enlla de I'infinit gran hi ha encara el mateix infinit, i que
no ¢€s aquest el cas de I'infinitésim. I una resultant finita és sempre
la resultant de considerar en una expressio un limit propi.

Ara be, fins i tot a nivell de funcions simples hi ha una
reiteracio de limits en el limit d’una funci6 simple, i en conjunt hi
ha una reiteraci6 de limits en el limit d’una funci6, arreu
mantenint-se que, una cosa essent els decreixements fins al limit
zero, una altra els usos dels infinits grans, una altra les resultants
finites, la simplicitat expositiva dels limits esvaeix uns tals fets.

No cal doncs sin6 1’admissié (en els limits propis) del
caracter irrellevant d’una quantitat per la insignificanga d’allo que
esdevé tan petit com es vulgui, cosa que duu a una resultant finita
(o, per exemple, a una aproximacié finita a partir del fet que els
infinits grans fan reiterar una operacio) resultant dels calculs (o
previament definida), a una quantitat tan gran com es vulgui, o a
zero.

3. Un cas interessant és el del nombre e, com a limit de

guan n tendeix a I'infinit; en efecte, descabdellant el binomi de
Newton
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Quan n tendeix a 'infinit positiu hi ha els limits genuins dels
corresponents subtrahends, i llavors

1n
i 1+—) =€,
jim| L1

per mitja del limit infinit, i dels limits genuins: fet i fet e és la
resultant que hi hauria quan s’estableix els limits genuins d’una
suma d’infinits sumands. Pero aqui apareix la dificultat afegida de
la indefinicio del nombre de sumands; si es vol, e és un nombre
impossible d’abastar, per aixo cal circumscriure’s a aproximacions
finites. D’aqui que e sigui un peculiar limit, obtingut, com sempre,
a partir de limits propis (que s’acompanyen del discurs infinit),
que alhora reitera un discurs infinit de termes a sumar. La
necessitat de circumscriure’s a una aproximacio d’una tal resultant
rau en el fet que el discurs d’infinits grans que permet el limit
d’allo massa petit compromet aqui alhora el nombre de sumands
en la resultant™

> Per a I’assumpcid dels irracionals com a limits, cf. Sobre les concepcions
aritmetitzants dels nombres irracionals, Quaderns de filosofia, 3.
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