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Cal pensar en:
Funcions


Definició, funcions reals de variable real


x variable independent, y variable independent


Domini. 


Recorregut


Tipus de funcions :



polinòmiques


f(x) = x3-3x2+2



racionals


f(x) =
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irracionals


f(x) =
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exponencials


f(x) = e-x


logarítmiques


f(x) = ln(-x+9)



trigonomètriques

f(x) = cos(x)



trigonomètriques inverses
f(x) = arctan(x)



definides a trossos

f(x) = 
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Funció composta


Funció inversa


arrels


Creixement i decreixement d'una funció en un punt i en un interval


Màxims i mínims. Locals i absoluts


Concavitat i convexitat. Punts d'inflexió


Límit d'una funció en un punt


Límit d'una funció quan x tendeix a infinit


Continuïtat d'una funció en un punt
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Asímptotes horitzontals 
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Asímptotes verticals
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Simetria: 



parell



f(-x) = f(x)


imparell


f(-x) = -f(x)

Període

La derivada


Definició



Interpretació geomètrica, càlcul de l'equació de la recta tangent en un punt


Funció derivada


Derivada de les operacions entre funcions



[f(x)+g(x)]' = f'(x) + g'(x)



[k.f(x)]' = k.f'(x)



[f(x).g(x)] = f'(x).g(x) + f(x).g'(x)
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f[g(x)]' = f'[g(x)].g'(x)



Derivada logarítmica y = b(x)e(x)
ln(y) = ln(b(x)e(x)) ...


Derivades de funcions elementals



y = k

y' = 0



y = x

y' = 1



y = xa

y' = a.xa-1


y = ex

y' = ex


y = ax

y' = ax. ln(a)



y = ln(x)
y' =
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y = 
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y = sin(x)
y' = cos(x)



y = cos(x)
y' = -sin(x)



y = tan(x)
y' =
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y = arcsin(x)
y' = 
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y = arccos(x)
y' = 
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y = arctan(x)
y' =  
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Aplicacions a l'estudi d'una funció si aquesta és derivable:



f'(a) > 0

La funció és creixent en a


f'(a) < 0

La funció és decreixent en a



f'(a) = 0 i f''(a) < 0
La funció té un màxim relatiu en a


f'(a) = 0 i f''(a) > 0
La funció té un mínim relatiu en a


f''(a) > 0

La funció és còncava en a


f''(a) < 0

La funció és convexa en a



f''(a) = 0 i f'''(a) <> 0
La funció té un punt d'inflexió en a
2.1 Derivades i representació
2.1.1-(  / /B) Deriveu la funció f(x)=x²sin x² i calculeu f'(0). (2 p)

f'(x) = 2x.sin(x²) + x². cos(x²) . 2x 

f'(0) = 0

2.1.2-(1989/1/B)  Definiu  "funcio creixent"  i  "punt màxim d'una funció". (2 p)

Una funció és creixent en un punt si les imatges dels punts a la seva esquerra són més petites que la imatge del punt, en canvi les imatges a la seva dreta són més grans.

En un punt hi ha un màxim si les imatges dels punts a la seva esquerra i a la seva dreta són més petites que la imatge del punt.

2.1.3-(1989/1/B) Representeu gràficament la funció:


e -(1+x)      ,

en els punts x <=0

f(x)=                                            


e2x      ,

 en els punts x > 0

i estudieu-ne la continuïtat.
(2 p)
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És contínua per tot R escepte per x=0, que hi ha una discontinuïtat de salt.

2.1.4-(1989/2/B)  Representeu gràficament la funció y=ln(1+x) pels punts x de l'interval 
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 . Té algún màxim aquesta funció. (2 p)
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que mai pot ésser 0 
[image: image23.wmf]Þ

 No té cap màxim, ni mínim.

2.1.5-(1989/3/B)  Digueu una condició suficient perquè  la funció y=f(x) tingui un màxim en el punt a.  (2 p)

Una funció f(x) té un màxim en un punt x si f'(x)=0 i f''(x)<0.

2.1.6-(1989/3/B)  Representeu gràficament la  funció ln(1-x) pels punts de l'interval 
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2.1.7-(1989/4/B)  Doneu  una condició suficient  perquè una funció y=f(x) tingui un mínim en un punt.     (2 p)

f(x) té un mínim en a si f'(a)=0 i f''(a)>0

2.1.8-(1989/4/B)  Representeu  gràficament la funció y=cos  2x en l'interval
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 i estudieu-ne el seu creixement.   (2 p)
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2.1.9-(1989/5/B) Expliqueu la noció de derivada en un punt. (2 p)

La derivada d'una funció en un punt és la pendent de la recta tangent a la corba en el punt [x,f(x)]
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2.1.10-(1989/5/B) Representeu gràficament i estudieu el creixement de la funció. 

y = sin 2x en l'interval 
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És creixent en els intervals 
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2.1.11-(1990//A/)Representeu gràficament  la   funció 
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Sinus(x) 
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La funció sinus(x) utilitzant els mateixos intèrvals  
[image: image39.wmf]p

4


Sinus(x) entre x
   =    0 ,i, x   =   4
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2.1.12-(1990/  /A) Representeu gràficament la funció 
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 i demostreu que en el punt (0,1) la funció té un màxim. (2 p)
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Per veure que és un màxim cal calcular la segona derivada
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Calculem 
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   com      f''(0) < 0    
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(0,1) hi ha un màxim.

2.1.13-(1990/1/B)  Quina  relació hi  ha  entre  la  derivada d'una funció en un punt i la  recta tangent al  gràfic de la  funció en aquest punt?          (2 p)

La derivada d'una funció en un punt és el pendent de la recta tangent a la corba en el punt [x,f(x)]
2.1.14-(1990/1/B) Representeu gràficament la funció

        e(x-1)         si x <=1

f(x)=                                   (2 p)

        e(1-x)         si x > 1

És contínua f?

[image: image50.wmf]
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És contínua a tot R. L'únic punt en el qual hi podia haver problemes era x=1, però la seva imatge és 1 per ambdues funcions.

2.1.15-(1990/4/A) Representeu gràficament la funció y=ln(x-1)², x>1. (2 p)

Domini:

La funció logaritme neperià està definida sempre que l'argument sigui positiu. Com el nostre argument és (x-1)² això sempre és positiu menys quan x-1 sigui 0  =>
x-1=0
=> x=1

La funció y està definida sempre menys quan x=1.

Domini: R - {1}

La funció ln(x) té la forma següent:

[image: image52.wmf]
La nostra funció ha de tenir una forma semblant ja que el comportament de (x-1)² per x>1 és sempre creixent, el mateix que li passa a x.

Que passa a la funció quan ens acostem a 1 per la dreta, (x-1)² agafa el valor 0, o sigui quan x tendeix a 1 la imatge tendeix a ln(0), el comportament a la vora de l'1 de la nostra funció s'ha de semblar al comportament de la funcció ln(x) a la vora del 0, la qual té una asímtota vertical tendin cap a menys infinit.

Talls amb l'eix x:

ln(x-1)²=0

(x-1)²=e0

(x-1)²=1

x-1=1  

=>  x = 2

x-1=-1

=>  x = 0  No interessa ja que estudiem x>1

Màxims i mínims, creixement decreixement (monotonia):

No en deu tenir degut a la similitut amb la funció ln(x).

y =  ln(x-1)²
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que mai pot ésser 0

com x>1
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sempre és positiu la funció sempre serà creixent

Concavitat i convexitat:

No és necessari, però ho podem calcular. Calculem la derivada segona:
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Com el denominador sempre és positiu i el numerador sempre és negatiu la segona derivada sempre serà negativa, el que és el mateix que dir que la funció sempre serà convexa.

Amb tot això anem a representar-la:

[image: image56.wmf]
2.1.16-(1990/4/B)  Deriveu la funció 
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, x>0 i decidiu on f és creixent. (2 p)
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Per x>0 és sempre negatiu 
[image: image59.wmf]Þ

 sempre és decreixent

[image: image60.wmf]Þ

 
Mai és creixent

[image: image61.wmf]
2.1.17-(1991/Mostra/A)  Doneu una condició suficient  en termes de derivades  primera i  segona  d'una  funció  f(x)  perquè aquesta tingui un màxim relatiu en un punt a.     (2 p)

Una funció f(x) té un màxim en un punt a si f'(a)=0 i f''(a)<0.

2.1.18-(1991/Mostra/B)  Calculeu el  valor  màxim  de  la funció
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(2 p)

f'(x) = [1/x*x-ln(x)]/x2 = [1-ln(x)]/x2 

f'(x)=0 si  [1-ln(x)]/x2 =0
=>
1-ln(x)=0
=> 1=Ln(x)
=>
x=e

Per veure que és un màxim calculem la segona derivada:

f''(x) = {-1/x*x2 - [1-ln(x)]2x}/x4 = {-x - 2x +2xln(x)}/x4 = [-3x+2xln(x)]/x4 

f''(e) = [-3e+2eln(e)]/e4 =  [-3e+2e1]/e4 = [-3e+2e]/e4 = -e/e4  
que é negatiu el que implica màxim.

Dibuixem la gràfica:

[image: image63.wmf]
2.1.19-(1991/Mostra/B)  Dibuixeu les  gràfiques  de  les funcions

f(x)=ex    i    g(x)=1+x    , per a valors x>=0.     (2 p)

[image: image64.wmf]
2.1.20-(1991/1/A) Expliqueu breument el significat geomètric de la derivada de una funció en un punt. (2 p)

La derivada d'una funció en un punt és el pendent de la recta tangent a la corba en el punt [x,f(x)]
2.1.21-(1992/1/B)  Determineu en quins punts és horitzontal la recta tangent al gràfic de la funció següent:
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[image: image66.wmf]
Al ésser una funció imparell també s'anul.la la derivada en el punt x = -1.
f '(x)=e-x^2/2 +x . e-x^2/2 . (-x)

f '(x)=e-x^2/2 (1-x2)

això només pot ésser 0 quan (1-x2)=0 i això és quan x = +1 i quan x = -1.

Veiem-ho gràficament. Representem la funció derivada i cerquem-li les arrels, que és on hi han els màxims i mínims.

f'(x)=e-x^2/2 +x . e-x^2/2 . (-x)
[image: image67.wmf]
2.1.22-(1992/1/B) Les funcions trigonomètriques són periòdiques. Poseu dos exemples de funcions periòdiques amb períodes diferents. Què enteneu per una funció periòdica?
(2 p)

f(x) = sin(x)
g(x) = sin(3x)

[image: image68.png]



2.1.23-(1992/2/A) És possible que la derivada d'una funció sigui nul.la en un punt i, alhora, que la funció sigui creixent en el mateix  punt? Poseu-ne un exemple
(2 p).

SI. La funció f(x) = x 3
[image: image69.wmf]
2.1.24-(1992/3/B)  Calculeu el valor mínim de la funció y= x2(x-12)2. Ho podeu fer sense haver de calcular-ne la derivada? Per què?
(2 p)

Les imatges sempre seran positives ja que són el producte de dos quadrats, o bé 0 en el lloc que valgui 0 hi haurà mínims.

Igualem la funció a 0 i només passa per x=0 que és l'únic llc que hi ha un mínim.

Dibuixem la funció per comprovar-ho.

[image: image70.wmf]
2.1.25-(1992/6/A)  Representeu gràficament la funció següent:

f(x)={
[image: image71.wmf]1
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 si x<=0; 
1-x si x>0}
(2 p).

1/(1-x) és la funció 1/x desplaçada una unitat a la dreta.

1-x és una recta de pendent -1 i ordenada a l'origen 1

f(0)+ = 1
f(0)+ = 1
L'únic possible punt de discontinuïtat l'1 és contínua.

[image: image72.wmf]
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2.1.26-(1993/2/A)  Calculeu el punt de la corba 
[image: image74.wmf]f
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 en que la recta tangent té el pendent màxim.
(2 p.)

Calculem la funció deriada:

f(x) = 1/ex² 
=>
f'(x) = -2x / ex² 
 això cal que sigui màxim. Anem a estudiar la gràfica.

Això val 0 per x = 0.
Quan x tendeix a ± infinit tendeix a 0 la derivada.

Si x<0 la derivada és positiva la funció és creixent

Si x>0 la derivada és negativa la funció és decreixent

Tot això ho utilitzem per representar la gràfica:

[image: image75.wmf]
El valor màxim (en valor absolut) l'agafen els punt d'inflexió. Els calcularem:

Calculem f''(x).

f''(x) = [-2ex² - (-2x)ex² 2x] / (ex² )2   =>   f''(x) = [2ex² (-1 +2x²)] / (ex² )2= 2(-1 +2x²)]/ ex² 

f''(x) = 0 (Punts d'inflexió)
=>
-1 +2x² = 0
=> x = ± arrel Quadrada de 0,5

x ~ ± 0,7

Per ajudar a veure això dibuixem la funció juntament amb la funció derivada

[image: image76.wmf]
2.1.27-(1993/2/B)  Calculeu els màxims i els mínims de la funció f(x) = x4-2x2+2. Utilitzeu les dades anteriors per comprovar que f(x) és positiva per a tot x.
(2 p.)

f'(x) = 4x3-4x
=> f'(x) = 0
=>
4x3-4x
= 0
=> 
4x(x2-1) = 0
=>

x = 0 ;
 x = ± arrel quadrada(1) = ± 1

Anem a veure si són màxims o mínims, per això calculem la segona derivada:

f''(x) = 12x2-4

f''(0) = -4
=> en x = 0 hi ha un màxim

f'(±1) = 12.1 -4 = 8
=> en els altres dos punts hi ha mínims.

Calculem les imatges del mínims: és una funció parell i valen el mateix.

f(±1) = 1-2.1+2 = 1

En els mínims la funció és positiva. Com es tracta d'un polinomi que sempre són contínus i definits per tot nombre R
=> 
la funció sempre és positiva.

Representem la funció: No ho demana el problema.

[image: image77.wmf]
2.1.28-(1993/3/A)  Calculeu els màxims i mínims de la funció següent:


f(x) = 2x3-9x2+12x+1 . Feu-ne també una representació gràfica aproximada.   (2 p)

f'(x) = 6x2-18x+12

f'(x) = 0
=>
6x2-18x+12 = 0 
=> arrels: x=1; x=2

Calculem la segona derivada per veure si són m'axims o mínims.

f''(x) = 12x -18

f''(1) = -6
=> en (1,6) hi ha un màxim;
f''(2) = 6
=> en (2,5) hi ha un mínim

Amb això podem dibuixar més o menys la funció que té el següent aspecte:

[image: image78.wmf]
2.1.29-(1993/3/B)  Tenim la funció següent:  
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(4 p)

a/ Representeu-la gràficament i calculeu-ne els màxims, els mínims i l'asímptota horitzontal.

b/ Calculeu l'àrea de la regió del pla compresa entre el gràfic de la funció, l'eix d'abscisses i les rectes x=0 i x=1.

a/

[image: image80.wmf]
màxim = (1 , 0'5)
mínim = (-1 , 0'5)
asímptota horitzontal y = 0

b/
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 La resolem per canvi de variable:

1+x2 =  t

2x dx = dt
=> x dx = dt/2
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[image: image83.wmf]
2.1.30-(1993/5/A)  Representeu esquemàticament i indiqueu el domini i el recorregut de les funcions següents:
(2 p.)

a/ f(x) = ln(x)
b/ g(x) = ln(x+1)
c/  h(x) = ln(x) + 1

a/ f(x) = ln(x)

Domini x>0

[image: image84.wmf]
b/ g(x) = ln(x+1)
Domini x>-1

[image: image85.wmf]
c/  h(x) = ln(x) + 1
Domini x>0

[image: image86.wmf]
2.1.31-(1993/6/A)  Tenim la funció següent: 
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(4 p.)

a/ Calculeu els extrems (siguin màxims o mínims) de la funció.

b/ Estudieu-ne la continuïtat. Hi Ha cap punt en què el pendent de la tangent a la corba valgui 1? Raoneu la resposta.

a/
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f'(x) = 0 quan 
x2-6x = 0   =>
x(x-6) = 0
=> x = 0 
x = 6

Calculem la segona derivada per veure si hi ha màxims o mínims:
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 en x = 0 hi ha un màxim

(0,0)
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 en x = 6 hi ha un mínim
(6,12)

b/

És contínua en tots els punts del seu domini. Com que en x=3 la funció no està definida, és l'únic punt on la funció no és contínua.

Si el pendent ha de valer 1 és el mateix que dir que la derivada sigui 1:
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Aquesta equació no té solució. NO hi ha cap punt que la derivada valgui 1.

Representem la funció: No ho demana el problema.

[image: image93.wmf]
2.1.32-(1994/3/B/Juny)  D'una funció sabem que f'(x)>0. Què podem afirmar sobre la funció f en el punt x = 5? Raoneu la resposta. (2 p)

Que la funció és creixent en x=5.
2.1.33-(1994/2/B/Setembre)  Demostreu que la funció f(x)=1/x és decreixent en tot el seu domini (2 p)
Calculem la seva derivada:
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El numerador sempre és negatiu, el denominador sempre és positiu perquè és un quadrat. El quocient sempre serà negatiu. La funció serà sempre decreixent.

Representem la funció: No ho demana el problema.

[image: image95.wmf]
2.1.34(1994/1/A)  Demostreu que la funció: 
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 és creixent en tot el seu domini. (2 p.)

-El domini d'aquesta funció són tots els reals escepte els que anul.lin el denominador perquè tindriem una divisió per 0 i això no pot ésser.

x+1 = 0

x = -1

El domini són tots els reals menys el -1.

-Si una funció en un punt la derivada és positiva la funció és creixent.

Per veure que la funció és creixent en tot el seu domini el que hem de veure és que la derivada és positiva en tot el seu domini.

-Calculem la funció derivada.
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Escepte quan x = -1 que la funció derivada no està definida, però no importa, la funció derivada sempre és negativa, ja que és -1 dividida per un quadrat que sempre és positiu.

Això implica que la funció
[image: image98.wmf]f
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 és sempre decreixent.

(Nota: La funció no és com diu l'enunciat del problema, sinó tot el contrari.)

2.1.35(1994/1/B) Calculeu les asímptotes horitzontals i verticals de la corba d'equació:
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Per trobar les asímptotes horitzontals cal calcular el límit d'aquesta funció quan x tendeix a infinit.

Com que la funció és un quocient de dos polinomis del mateix grau (grau 2) el límit és el quocient dels dos quoeficients, o sigui 1.

Aquesta funció té una asímptota horitzontal d'eqüació y = 1.

Trobarem les asímptotes vericals en les llocs de l'eix de les x que al acostar-si la funció tendeixi a infinit.

Aquets llocs són on el denominador valgui 0 i el numerador no.

Si resolem la eqüació x2 -1 = 0 , té com a solucions 1 i -1.

Com el numerador per aquests dos valors és 1, o sigui no és 0, implica que el límit de la funció quan x s'acosta a -1 i a 1 és infinit.

Això fa que aquesta funció tingui dues asímptotes verticals x = -1 i x = 1.

(Nota: El problema no ho demana, però pot ésser instructiu veure la gràfica de la funció.)

[image: image100.wmf]
2.1.36(1994/5/A) Calculeu les asímptotes horitzontals i verticals de la corba 
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. Calculeu també els seus punts d'intersecció amb els eixos. (2 p.)
1-Per trobar les asímptotes horitzontals cal calcular el límit d'aquesta funció quan x tendeix a infinit.

Com que la funció és un quocient de dos polinomis del mateix grau (grau 2) el límit és el quocient dels dos quoeficients, o sigui 1/2.

Aquesta funció té una asímptota horitzontal d'equació y = 1/2.

2-Trobarem les asímptotes vericals en les llocs de l'eix de les x que al acostar-si la funció tendeixi a infinit.

Aquets llocs són on el denominador valgui 0 i el numerador no.

Si resolem la equació 2x2 -8 = 0 , té com a solucions 2 i -2.

Calculem el valor del numerador per x = -2, que dòna 4. Això fa que aquesta funció tingui una asímptota vertical x = -2.

Si calculem el valor del numerador per x = 2 veiem que dòna 0, o sigui tenim un límit de 0/0, indeterminat, cal resoldre aquest límit.
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Per fer-ho cal descomposar els polinomis. Per exemple per Ruffini.
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Simplificar
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I finalment substituir la x per 2 que dòna 3/8

Resumin en el 2 no hi ha cap asímptota vertical. De fet hi ha una discontinuïtat de les anomenades evitables.

Per trobar els punts d'intersecció amb l'eix d'abcisses hem d'igualar la funció a 0 i resoldre la equació resultant.
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Per a que això sigui 0 només pot ésser-ho quan ho sigui el numerador.

x2-x-2=0

3-I això passa per x = 2 i x = -1 (Al descomposar el polinomi aquest valors ja els haviem trobat). Però per x =2 ja sabem que li passa a la funció, hi ha una discontinuïtat evitable, per lo que no és cap punt de tall.

Punts de tall amb l'eix x x = -1.

4-Per trobar el punt de tall amb l'eix y, si és que n'hi ha cal cercar la imatge de x = 0, que dòna 1/4.

Punt de tall amb l'eix y y = 1/4.

(Nota: El problema no ho demana, però pot ésser instructiu veure la gràfica de la funció.)

[image: image106.wmf]
2.1.37(1994/5/B) Donada la funció
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 (4 p.)

a) Indiqueu el seu domini i asímptotes.

b) Calculeu els intervals on la funció és creixent i indiqueu-ne els màxims i mínims.
a.1-Com que la funció és un quocient de polinomis el domini serà tots els reals escepte les x que anul.lin el denominador, això passa per x = 1.

Domini = R -{ 1 }

a.2-Asímptotes horitzontals no en té perquè si calculem el límit quan x tendeixi a infinit ens trobem amb una funció que és un quocient de dos polinomis en els quals el grau del polinomi del numerador és mes gran que el del denominador, aquest límit és infinit el que vol dir que no hi ha asímptotes horitzontals.

a.3-Sabem que el denominador s'anul.la per x = 1. El numerador per aquest valor de la x és 4, diferent de 0 això fa que el límit de la funció quan x tendeixi a 1 sigui infinit això té com a conseqüència que existeixi asímptota vertical.

Asímptota vertical x = 1

b.1-Per trobar els màxims i mínims hem de calcular la funció derivada. Després d'arreclar-la queda:
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Si igualem el numerador a 0 tenim dues solucions x = 3 i x = -1 que són els posibles candidats a ésser màxims.

Per veure si són màxims o mínims hi ha tres maneres:

1- Calcular la segona derivada i substituir.

2- Calcular la imatge en aquestos punts i la imatge en punts propers a l'esquerra i la dreta. Si les imatges són més petites serà un màxim, si són majors un mínim.

3-Calcular la imatge de la funció derivada en punts propers a l'esquerra i a la dreta. Si les imatges a l'esquerra són més > 0 i a la dreta <0, vol dir que a l'esquerra la funció és creixent i a la dreta la funció decreixent. Si la funció passa de creixent a decreixent és que hi ha un màxim. Si fos al revés seria un mínim.

Ho farem de la segona manera:

f(-1'1) = -9'00476

f(-1) = -9

f(-0'9)=-9'00526

La imatge del -1 és la més gran, vol dir que a (-1, -9) hi ha un màxim.

En quant al 3

f(2'9) = -0'994737


f(3) = -1

f(3'1)=-0'995238

La imatge del 3 és la més petita, vol dir que a (3, -1) hi ha un mínim.

b.2-Amb el que tenim podem dibuixar més o menys la funció i així trobar els intervals de creixement serà més fàcil. Si pensem que és el que hem fet és gairebé tot l'estudi de la funció, lo únic que ens falta és les arrels i els punts d'inflexió, però tot i així podem fer un mol bon esbòs del dibuix de la gràfica.

[image: image109.wmf]
Així els intervals:

De creixement: ]-infinit, -1[ U ]3, +infinit[

De decreixement: ]-1, 1[ U ]1, 3[

2.1.38-(1995/3/A) Una funció és creixent en tot el seu domini, però la seva derivada és decreixent en tot el domini de la funció. Poseu un exemple de funció que verifiqui aquesta condició i expliqueu el significat d'aquest fet.
 (2 p.)
Per dibuixar una funció així cal que sigui creixent, però cada vegada la pendent ha d'ésser més petita ja que ens diuen que la derivada és decreixent. El dibuix seria el següent:

[image: image110.wmf]
Nota: Un exemple d'una funció coneguda que li passes això seria:
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Su derivada és
[image: image112.wmf]f
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 que siempre és positiva, lo que hace que f(x) sea creciente.

La derivada de la derivada és
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 que és siempre negativa lo que hace que f'(x) sea decreciente.

2.1.39-(1995/3/B) Sigui una funció f de la qual sabem que f(1) = 3, f(2) = 4, 

f(3) = 5. Només amb aquestes dades, podem assegurar que la funció és creixent a l'interval obert ]1,3[?, podem assegurar que f'(2) és positiva? Raoneu les respostes. 

(2 p.)
No podem saber res si només sabem això.

Si unim els tres punts amb una recta, la funció seria creixent a l'interval ]1,3[, però si veiem el dibuix de la funció següent, tenim una funció que passa pels tres punts i no és creixent a tot l'interval.

[image: image114.wmf]
Per la mateixa raó no podem saber el signe de f'(2).

2.1.40-(1995/4/B) Calculeu les asímtotes horitzontals de la funció
(2 p)
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Per trobar les asímptotes horitzontals cal calcular el límit d'aquesta funció quan x tendeix a infinit.

Com que la funció és un quocient de dos polinomis del mateix grau (grau 2) el límit és el quocient dels dos quoeficients, o sigui 3/2.

Aquesta funció té una asímptota horitzontal d'equació y = 3/2.

2.2 PROBLEMES DE FUNCIONS
2.2.1-( / /B) Els ciutadans d'un estat paguen en concepte d'impost una quantitat y=f(x) on x és l'ingrés anual en milions de ptes. i  


0.06x²

si 0<= x <=10

f(x)=


0.6x

si 10 < x

(2 p)

Dibuixeu el gràfic de f(x).  Quin percentatge del seu ingrés paga un ciutadà que guanya 6 milions l'any?

[image: image116.wmf]
[image: image117.wmf]
Com que 6 està entre 0 i 10 cal utilitzar la fórmula 1ª f(x) = 0.06x²

0.06*6^2 = 2.16 pts que paga

2.16 / 6 * 100 = 36 %

2.2.2-( /5/A)  Les vendes  d'un  article  són  funció  del preu d'aquesta manera que 
[image: image118.wmf]y
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,  x>0  on x és el preu en ptes/Kg i y el nombre de quilograms venuts setmanalment:


(4 p)

a/Dibuixeu el gràfic d'aquesta funció.

b/El benefici  (brut)  setmanal  s'obté multiplicant el  preu pel nombre de  quilograms  venuts.  Calculeu el  preu  a què  s'ha de vendre si es vol obtenir el benefici màxim i quin serà aquest.
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La funció Benefici serà: preu (
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Si la derivem
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això és 0 quan:
200000000- 2000000x = 0

x=100

Per acabar de veure que és un màxim caldria anar a la segona derivada.

Com la funció és sempre positiva, B(0)=0 i el lim B(x) quan x-> infinit és 0 ha d'ésser un màxim.

Comprovem-ho dibuixant la funció

[image: image126.wmf]B

x

x

x

(

)

(

)

=

+

2000000

100

2


[image: image127.wmf]
2.2.3-( / /A) Quina mida fan el radi r i l'altura h del cilindre de volum 2  que té superfície mínima (comptant l'àrea de les bases i la de la superfície lateral)?  El volum d'un cilindre  és  
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      (2 p)

Volum = r²h

2 = r²h

h = 2/r²

Àrea = 2r²+2rh

Àrea = 2r²+2r*2/r²

Àrea = 2r²+4/r

Derivan trobarem el mínim

A(x) = 2x2+4/x

A'(x) = 22x -4/x2 

A'(x) = 4x -4/x2 

A'(x)= 0
=>
4x -4/x2 = 0
=>
4x  =4/x2 
=>
x  =1/x2 
=>

x3 = 1/ 
=>
x = arrel cúbica(1/)
x = 0.68

Per demostrar que és un míxim cal anar a la segona derivada:

A''(x) = 4 +8/x3 que és >0 => mínim

Representem la funció: No ho demana el problema.

f(x) = 2x2+4/x

[image: image130.wmf]
2.2.4-(1991/1/B) La població en milions d'habitants ve donada per la funció 
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,  t >=0, on t és el temps en anys.

a/ Calculeu la població actual (per  a t=0),  la població màxima i 

el límit de P(t) quan t tendeix a infinit.

b/ Dibuixeu el gràfic de P(t).     (4 p)
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Recordem que dividim un polinomi de grau 1 per un de grau 2 i el limit quan t tendeix a infinit val 0.

Si fem els dibuixos de les gràfiques.

[image: image134.wmf]
[image: image135.wmf]
2.2.5-(1992/1/A) Un agricultor ha recollit 10 tones de fruita que emmagatzemades, es deterioren a raó de 50 kg/dia. El seu preu actual de mercat és de 200 ptes./Kg, però el preu de la fruita augmenta 2 ptes./Kg cada dia. Quina quantitat de fruita li queda passats t dies? A quin preu es ven el kg en aquell moment? Quants dies ha d'esperar abans de vendre-la per obtenir el benefici més gran?
(2 p)

Quantitat de fruita al cap de T dies:
Q(t) = 10000-50t

Preu de la fruita al cap de T dies:
P(t) = 200+2t

Benefici Quantitat . Preu:

B(t) = (10000-50t).(200+2t)






B(t) = 2000000 +10000t -100t2 

Per trobar el màxim hem de calcular la derivada i igualar-la a 0.

B'(t) = 10000 - 200t
=>
B'(t) = 0
=>
10000 -200t = 0
=> t= 50

Al cap de 50 dies

Representem la funció: No ho demana el problema.

B(t) = 2000000 +10000t -100t2 

[image: image136.wmf]
2.2.6-(1992/2/B) Certa substància és eliminada pel cos humà segons la llei 
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  , on y(t) és la concentració en la sang a l'instant t hores i y0  és la concentració inicial (quan t=0).

a) Indiqueu les propietats de la funció exponencial relacionades amb el producte, el quocient i la potenciació.

b)Determineu la constant a i el temps que trigarà la concentració a baixar fins al 10% de la inicial sabent que, per a t=1, la concentració era d'un gram per litre i, per t=2, havia baixat fins a 0.8 g/l
(4 p).
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y(t) = y0 e-at 
=>


y(1) = 1
=> 
y0 e-a = 1

y(2) = 0,8
=> 
y0 e-2a  = 0,8

Dividim 
y(2)/y(1)
=> 
e-a  = 0,8
=> 
-a=ln(0,8)=-0,2231

a=0,2231

y0 e-0,2231 = 1

=>
y0 0,8 = 1
=>
y0=1,25

y(t) = 1,25 e-0,2231t 

y(0) = 1,25

=> 0,10 = y(t)/y(0) =  1,25e-0,2231t / 1,25 
=>

0,10 = e-0,2231t 
=> ln(0,10) = -0,2231t

=> t = ln(0,10)/(-0,2231) = 10,32

2.2.7-(1992/4/A) La cotització a borsa de les accions de certa empresa va seguir durant el 1991, aproximadament, l'evolució següent: f(t)=342+39t-3t2 on t és el temps en mesos (0<=t<=12).

a)Dibuixeu el gràfic de la funció f(t).

b) En quin mes es va atènyer la cotització màxima? Calculeu el percentatge de benefici que hauria obtingut un individu que hagués comprat accions en el moment de mínima cotització i que hagués venudes en el de màxima (4 p).

[image: image141.wmf]
Si el mes 0 és el gener a mitjans juliol es va atènyer la cotització màxima.

La imatge del 0 és 342 el que implica que per acció hi ha un guany de 469-342 = 127

que correspont a un benefici 127/342*100=37.13 %

2.2.8-(1992/5/A) Suposem que, després de la ingestió d'una beguda alcohòlica (a l'instant en què t=0), la concentració d'alcohol a la sang respon a la funció següent: 
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 grams/litre, on t s'expressa en hores.
(4 p).

a) Escriviu la regla de la derivada d'un producte de funcions i utilitzeu-la per a calcular la derivada de la funció f(t).

b) Calculeu l'instant que serà màxima la concentració d'alcohol i el valor d'aquesta.

(f.g)' = f'.g+f.g'

f'(t) = 1 . e1-t + t . e1-t . (-1)

f'(t) = e1-t . (1-t)

això serà 0 quan (1-t) = 0
=>
t = 1

i el valot f(1) = 1

[image: image143.wmf]
2.2.9-(1992/5/B) La població d'un estat és, en millions d'habitants, 
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  , on t és el temps en anys. Calculeu-ne la població actual (per a t=0) i la població límit que tindrà quan el temps tendeixi a infinit (2 p).

P(0) = 20/(4e-0/100+1) = 20/5 = 4

[image: image145.wmf]
lim =20/(4e-t/100+1) = 20

t-> infinit

[image: image146.wmf]
2.2.10-(1993/1/B) Una empresa fabrica galledes de plàstic fent servir una màquina embotidora. En la fabricació en sèrie el cost de cada galleda depèn del nombre de galledes de la sèrie segons la funció següent: 
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 on x representa centenars de galledes i f(x) representa centenars de pessetes.

a/ Calculeu el cost de producció d'una galleda, si només en produïm una.

b/ Calculeu el nombre de galledes que cal produir - arrodoniu a l'enter més proper - per tal que el cost per galleda sigui mínim.

(Indicació: recordeu el valor de a per tal que ea = 1.)

f(0.01)*100 = Una galleda 164 pts

Per calcular el mínim derivem la funció:

f'(x) = 3/4 + e(-3/4)x+1/2  *(-3/4)

f'(x) = 0
=>
3/4 + e(-3/4)x+1/2  *(-3/4) = 0
=>
1 - e(-3/4)x+1/2  = 0
=>

1 = e(-3/4)x+1/2 
=>
(-3/4)x+1/2 = 0

=>
x = 2/3

Dibuixem la gràfica. El problema no ho demana.

[image: image148.wmf]
El cost mínim sèries de 67 galledes que valen 150 pts cadascuna.

2.2.11-(1993/4/B)  Els guanys i pèrdues f(x), en milions de pessetes, d'una empresa fundada fa dos anys segueixen l'evolució següent:
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x > -1
on x indica el nombre d'anys transcorreguts, si entenem x=0 com el moment actual. (4p.)

a/ Representeu gràficament la funció f(x) i estudieu-ne la continuïtat.

b/ Indiqueu el moment que les pèrdues de l'empresa han estat més grans i la situació econòmica en què es troba l'empresa avui.

a/

Representem les dues funcions:

[image: image151.wmf]
Esborrem el troç de cada funció que no ens interessa:

1/2x^2-2*(-1-x)^0,5/(-1-x)^0,5*(x+2)^0,5/(x+2)^0,5

3x/(2x+4)*(x+1)^0,5/(x+1)^0,5

[image: image152.wmf]
En principi és contínua a pertot. L'únic punt on podria haver-hi dificultats és al -1, però per les dues funcions la imatge és -1'5. Per el que és contínua a tots els punts on està definida [-2,].

b/ Les pèrdues més grans van ésser l'any passat i d'un milió i mig de pessetes.

2.2.12-(1993/5/B)  En una localitat, en el rebut trimestral de l'aigua es cobra una quota fixa de 600 ptes. Els primers 40 m3 consumits es paguen a 60 ptes./m3, i, a partir d'aquí, la resta es factura a 80 ptes./ m3.
(4 p.)

a/ Escriviu, segons els trossos, la fórmula de la funció que ens permeti saber quant hem de pagar en funció dels metres cúbics d'aigua consumits. Representeu-la gràficament.

b/ Si aquest trimestre hem pagat 5.000 ptes., quants metres cúbics d'aigua hem consumit?
a/


600+60x



si x <= 40

f(x)


600+40*60+80(x-40) = 80x-200
si x>40

b/

80x-200=5000
=>
x = 65 m3
2.2.13-(1993/6/B)  Volem comprar un terreny rectangular de 400 m2. Encerclar-lo costa 1200 ptes. el metre de tanca. Calculeu la llargada i l'amplada que ha de tenir el terreny per tal que el cost sigui mínim. Calculeu quant costarà tancar-lo amb aquestes dimensions.

Àrea = x.y

Perímetre = 2x+2y

400 = x. y

Cost = 1200 . Perímetre = 1200(2x+2y)
Cal que sigui mínim

y = 400/x

Cost = 1200(2x+2.400/x)
Cost = 2400x +960000/x

Derivem el cost per obtenir un mínim

Cost' = 2400 -960000/x2 
Cost' = 0
=>
2400 -960000/x2 = 0

Agafem la solució positiva
=> 
x = 20 m
=> 
Terreny quadrat.

Representem la funció: No ho demana el problema.

[image: image153.wmf]
2.2.14-(1994/2/A/Setembre)  A l'oficina central de Correus d'un cert país hi ha exposades les tarifes del servei de cartes, que són les següents:
(4 p)

-Cartes fins a 20 g de pes: 17 pts.

-per cada 10 g o fracció de 10 g d'excés de pes, s'hi ha d'afegir 5 pts. més.

a) Escriviu la fórmula de la funció y=f(x) (on x representa el pes de cada carta i y el preu que hem de pagar per enviar-la), fins a 50 g.

b) Representeu gràficament la funció f. Indiqueu en quins punts del seu domini és discontínua i perquè.
a/

f(x)=
17
x <= 20


22
20 < x <= 30


27
30 < x <= 40


32
40 < x <= 50

b/

17*(20-x)^,5/(20-x)^,5*(x)^,5/(x)^,5

22*(30-x)^,5/(30-x)^,5*(x-20)^,5/(x-20)^,5

27*(40-x)^,5/(40-x)^,5*(x-30)^,5/(x-30)^,5

32*(50-x)^,5/(50-x)^,5*(x-40)^,5/(x-40)^,5

[image: image154.wmf]
Es díscontinua en x: 20, 30, 40, 50

2.2.15-(1994/1/B)  Calculeu dos nombres que sumin 8 i el producte dels quals sigui el més gran possible.
Direm x i y als dos nombres.

Sabem que sumen 8 =>
x+y = 8, o sigui que y = 8-x
La funció producte que és el que volem maximitzar: f(x) = x(8-x) = 8x -x2 

És una paràbola. Calcularem el màxim. Hem de calcular la funció derivada: f'(x) = 8 - 2x
Si la igualem a 0,
8-2x = 0
tenim x = 4
Per veure que és un màxim calculem la segona derivada f''(x) -2, que és sempre negativa o sigui: màxim.

l'altre número és 8-x = 4.

resultat: els dos nombres que compleixen les condicions que ens diuen són 4 i 4.

2.2.16-(1994/4/A)  Les tarifes de taxi d'una ciutat indiquen que l'abaixament de bandera costa 250 pts., amb què podem recòrrer fins a 500 m. A partir d'aquest moment, el taxímetre salta 25 pts., i torna a saltar 25 pts. per cada 20 m. recorreguts. Suposant que el taxi no s'atura en tot el viatge,

a) dibuixeu la funció y=f(x) que ens dòna el preu y que hem de pagar per a cada viatge de x metres, per a x entre 0 i 600 metres.

b) Quant hem de pagat per a un viatge de 585 metres? Quin interval de distàncies podem haver recorregut si hem pagat 325 pts.?
(4 p.)
Dibuixem la funció i representem la imatge de 585 metres que ens dòna el preu que hem de pagar que són 375 pts.

[image: image155.wmf]
Si paguem 325 pts podem fer un recorregut entre 540 i 560 metres.

2.2.17-(1994/4/B)  Trobeu el nombre positiu que en restar-li el seu quadrat s'obtingui la màxima diferència.
(2 p.)
Volem trobar x tal que si li restem el seu quadrat x-x2 aquesta diferència sigui màxima.

Cal trobar el màxim de la funció f(x) =x-x2. 

Calculem la funció derivada f'(x) = 1-2x
La igualem a 0,
1-2x = 0 i tenim que x = 1/2.

Si calculem la segona derivada  f''(x) = -2 és negativa sempre o sigui és un màxim.

El nombre que la diferència amb el seu quadrat és màxima és el nombre 1/2.

2.2.18-(1994/6/A)  Una empresa de teixits estima que el seu balanç de guanys i pèrdues segueix la funció f(x) = ln(x+1)-x+2 on x representa els anys naturals a partir de la seva fundació (x =0: moment de la fundació de la empresa) i y els guanys o les pèrdues de l'empresa, en milions de pts.

a) Indiqueu quin és el balanç de l'empresa en el moment de la seva fundació. En quin moment de la seva vida obtindrà el màxim benefici?

b) Feu servir un gràfic aproximat de la funció per saber si d'aquí a 10 anys l'empresa tindrà beneficis o pèrdues. Comprarieu accions d'una empresa com aquesta?  (4 p.)
a.1-En el moment de la seva fundació calcularem el balanç mitjançant la imatge del 0

f(0) = ln(0+1)-0+2 = 2 millions de pts.
a.2-Per obtenir el moment de màxim benefici calcularem el màxim de la funció. Per fer-ho calculem la funció derivada.
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Si ho igualem a 0 i ho resolem
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x+1 = 1

=> x =0

Calculem la segona derivada per veure que és un màxim.
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En el 0 f''(0) = -1 , més petit que 0 o sigui màxim.

Tenim que el màxim benefici aquesta empresa la obtingut ern el moment de la seva creació.

b.1-La imatge de 10 (benefici al cap de 10 anys) és -5'6 millions de pts.

b.2-No sembla gaire interessant comprar accions d'una empresa com aquesta.

Amb les dades que ens donen el dibuix te que ésser més o menys com aquest:

[image: image159.wmf]
(Nota: La gràfica real és una mica diferent, de fet l'arrel es troba a 3'51, però nosaltres no la sabem resoldre. Amb les dades que coneixem: les imatges del 0 i 10 i de que en el 0 hi ha un màxim i no n'hi ha més (de màxims o mínims) fariem això.)

2.2.19-(1995/4/A)  Suposem que pòdem modelitzar la relació entre la temperatura de l'aigua de mar i la fondària en una zona determinada mitjançant la funció:
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on x representa la fondària en metres negatius (p. ej.: -4,5 m) i f(x) la temperatura corresponent.

a) Indiqueu quina és la temperatura de l'aigua en superfície i a quines profunditats la temperatura és de 0 graus. Com evoluciona la temperatura de l'aigua a mesura que anem baixant?

b) Indiqueu a quina fondària la temperatura és més baixa i quina és aquesta temperatura.
(4 p)
a.1-La temperatura en superfície és calcula mitjançant la imatge del 0

f(0) = 1
a.2-Les profunditats que es troben a 0 graus són les antiimatges del 0 o sigui les arrels, les trobem igualan la funció a 0 i resolen la equació.
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=>
x2+4x+1 = 0
Resolem aquesta equació de segon grau -3'74 i -0'26.

O sigui a 374 i a 26 cm per sota la superfície la temperatura del aigua és de 0 graus.

[image: image162.wmf]
a.3-Per saber com evoluciona hem de calcular el límit quan x tendeix a -infinit. Com es tracta d'un quocient de polinomis del mateix grau, aquest límit és el quocient de quoeficients que és 1.

O sigui a la llarga, a mesura que anem baixant la temperatura tendeix a estabilitzar-se a 1 grau.

b-Per trobar la temperatura mínima hem de buscar el mínim de la funció. Per fer-ho calcularem la funció derivada:
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Que té dos 0 a 1 i a -1. Com només estudiem els valors de la x negatius ens quedem amb x = -1. Si busquem la seva imatge f(-1) = -1.

Com que té dos punts al seu voltant, -3'74 i -0'26, amb imatge 0 que és major que la imatge del -1, -1 veiem que és un mínim.

A un metre per sota la superfície la temperatura assoleix el mínim d'1 grau sota 0.

[image: image164.wmf]
2.3 Integral
CAL RECORDAR:
Àrea d'una superfície limitada per corves. No segments.

Integral definida entre dos punts d'una funció.

Teorema fonamental del càlcul. Regla de Barrow.

Càlcul de funcions primitives. Integral indefinida.


Integrals inmediates.


Integrals quasi-inmediates.


Mètode de substitució.

Aplicacions:


Càlcul de l'àrea entre funció, eix d'abscisses, i dues rectes verticals. Compte arrels.


Càlcul de l'àrea engaviada entre dues funcions. Compte, punts de tall.

Mètode numèric pel càlcul de la integral definida. Mètode dels trapezis.

2.3.1-(1989/1/A) Calculeu l'àrea  limitada  per  la  gràfica  de la funció 

y=-x²+x+2  i l'eix de les x entre els punts 1 i 2. Dividiu l'interval (-1,2)  en  tres trossos d'igual  longitud i aproximeu l'àrea calculada anteriorment pel mètode del trapezi.  (2 p)
Hem de trobar els punts de tall:

-x2+x+2=0
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x = -1
i x  = 2 . O sigui que no hi han punts de tall entre els extrems d'integració. Això fa que per trobar l'àrea poguem calcular directament la integral definida.
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Regla del trapezi:

Els tres trossos són -1,0,1,2. 

L'àrea és = 
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El problema no ho demana, però pot ésser instructiu veure el dibuix de la gràfica d'aquesta funció.

[image: image168.wmf]
2.3.2-(1989/2/A)   Trobeu  els  punt  on  és  positiva  la  funció y=-x²+5x-4.  Calculeu l'àrea compresa entre la  gràfica d'aquesta funció i l'eix de les x en  els punts calculats  anteriorment. 
(2 p)
Es tracta d'una paràbola amb les banyes cap avall cal trobar els punts de tall i calcular la integral definida entre aquests punts de la funció.

Punts de tall:

-x2+5x-4=0
x=1
x=4
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El problema no ho demana, però pot ésser instructiu veure el dibuix de la gràfica d'aquesta funció.

[image: image170.wmf]
2.3.3-(1989/2/B)  Doneu  la interpretació  geomètrica de l'integral definida. (2 p)
Si la funció és sempre positiva entre els extrems d'integració la integral definida és l'àrea entre la funció, l'eix d'abscisses i les rectes x=a i x=b.

[image: image171.wmf]
Si la funció sempre és negativa entre els extrems d'integració la integral definida és l'àrea canviada de signe entre la funció, l'eix d'abscisses i les rectes x=a i x=b.

[image: image172.wmf]
Si la funció és positiva i negativa entre els extrems d'integració la integral definida és la suma de les àrees de la part positiva menys les àrees de la part negativa.
[image: image173.wmf]
2.3.4-(1989/3/A) Trobeu l'àrea compresa entre les gràfiques de les funcions sin x  i cos x en l'interval 
[image: image174.wmf]
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(2 p)
Per trobar l'àrea entre dues funcions el que hem de fer primer és trobar els punt de tall entre les dues funcions. Si entre els extrems d'integració no hi ha cap punt de tall l'àrea serà el valor absolut de la integral definida entre els dos extrems d'integració d'una funció menys l'altre. En el cas de que hi havés punts de tall entre mig, caldria calcular la mateixa integral definida, però per cada tros i fer la suma dels valors absoluts.

Hem de resoldre la equació

sin(x) = cos(x)

Si ho dividim tot per cos(x) ens queda

tan(x) = 1

Els angles que la seva tangent val 1 són 45 i 270 que expressats en radiants són
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. Això fa que no hi hagi cap punt de tall entre els dos extrems d'integració (per casualitat, o perquè el profe que ha posat l'examen ho ha fet expressament) i per calcular l'àrea només hem de calcular la integral definida entre els dos extrems d'una funció menys l'altre i quedar-nos amb el valor absolut.
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Dibuixem la gràfica i veiem que hem calculat. El problema no ho demana.

[image: image178.wmf]
2.3.5-(1990/ /B) Deriveu la funció f(x) = x ln x - x utilitzeu el resultat per calcular:      
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                    (2 p)
f'(x) = ln x + x/x -1 = ln x

Veiem que la derivada de la funció x.ln(x)-x és precisament ln(x). Això fa que x.ln(x)-x sigui una primitiva de ln(x). Llavors calcular el que ens demanen és senzill, només cal aplicar directament el teorema fonamental del càlcul.


[image: image180.wmf]1

)

1

1

ln

1

(

)

ln

(

)

ln

(

ln

1

1

=

-

-

-

=

-

=

ò

e

e

e

x

x

x

xdx

e

e


Dibuixem la gràfica i veiem que hem calculat. El problema no ho demana.

[image: image181.wmf]
2.3.6-(1990/ /B) Enuncieu la regla de Barrow    (2 p)
Si tenim una funció F(x) / F'(x) = f(x) llavors 
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(

)

(

)

(

a

F

b

F

dx

x

f

b

a

-

=

ò


2.3.7-(1990/1/B)  Calculeu l'àrea  compresa entre el gràfic  de la funció 

y=x(1-x) i l'eix de les x.    (2 p)
y = x(1-x)

Si fem l'operació

y = x-x2 

La funció és una paràbola amb les banyes avall i talla en x=0 i x=1.

L'àrea serà 
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2.3.8-(1990/4/B)  Calculeu aproximadament l'àrea  compresa entre el gràfic  de la funció  y=x² i l'interval (0,1)  de l'eix de  les x mitjançant el mètode dels trapezis dividint l'interval en 4 parts iguals.  Compareu el resultat amb el que s'obté aplicant la regla de Barrow. Quin és més exacte?    (2 p)
Àrea mitjançant el mètode dels trapezis = 
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Él mètode dels trapezis és sempre un mètode aproximat.

Àrea mitjançant la regla de Barrow (o Teorema fonamental del càlcul) =
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Si es coneix una primitiva de la funció, es pot aplicar la regla de Barrow, el resultat és exacte.

2.3.9-(1992/3/B) Calculeu l'àrea de la regió compresa entre el gràfic de la funció 

y=x2+6x-8 i l'eix d'abscisses
(2 p).

És una paràbola amb les banyes cap amont cal trobar els punts de tall:

x2+6x-8=0

x = -7,11 i x = 1,11

i calcular la integral definida entre ells:
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El valor és negatiu perquè la funció entre els extrems d'integració és negativa. L'àrea és el valor absolut, més o menys 93,5

Dibuixem la gràfica i veiem que hem calculat. El problema no ho demana.
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2.3.10-(1992/4/B) Calculeu aproximadament 
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 dividint l'interval (0,1) en quatre parts iguals
(2 p).

Utilitzem el mètode dels trapezis.

Si dividim l'interval 0,1 en quatre parts 
[image: image189.wmf]D

x

= 0,25.

Els valors de les x que hem de fer servir a la fórmula dels trapezis són: 0-0,25-0,5-0,75-1
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0,25*(0,5+0,94+0,779+0,572+0,19) = 07,45

2.3.11-(1992/6/B) Calculeu la primitiva de 
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 que s'anul.la per a x=1 (2p).
Si fem prèviament la divisió el problema se simplifica
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De totes aquestes funcions cal trobar el valor de c que fa que per x=1 la funció s'anul.li.

Substituim la x per 1 i resolem la equació.
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c =-5/6
La  funció demanada és
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2.3.12-(1992/6/B) La penetració d'un producte cosmètic en el mercat creix exponencialment de la forma que la quantitat en grams venuda per dia en un establiment respon a la funció següent: 
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, on t és el temps en dies. El nombre total de grams venuts els 100 primers dies és aproximadament, 
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 . Calculeu aquest valor.
(2 p)
Aquí només cal calcular la integral definida demanada i donar-se compta que la integral indefinida és casi-inmediata
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2.3.13-(1993/1/A)  Calculeu l'àrea limitada pels eixos de coordenades i la paràbola següent.
y=(x-3)2.
(2 p)
Cal trobar les coordenades x dels punt de tall amb els eixos.

Amb l'eix y la coordenada és 0.

Amb l'eix x només hi ha un punt de tall x = 0

La funció és una paràbola y=(x-3)2 = x2-6x+9. Té les banyes amont. Co només té un punt de tall amb l'eix x (arrel doble) sempre és positiva el que cal fer és calcular:
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Dibuixem la gràfica i veiem que hem calculat. El problema no ho demana.

[image: image200.wmf]
2.3.14-(1993/2/A)  Calculeu l'àrea de la regió limitada per la corba y=x3+2x2-x-2 i l'eix d'abscisses entre x = -1 i x = 1.
(2 p.)
Cal trobar els punts de tall de la funció y=x3+2x2-x-2

Si fem Ruffini


1
2
-1
-2

1

1
3
2

___________________________


1
3
2
0

-1

-1
-2

___________________________


1
2
0

Així la descomposició és f(x) = (x-1).(x+1).(x+2)

I les arrels són 1, -1, i -2

Com que ens demanen l'àrea entre -1 i 1, i no hi a cap punt de tall entre mig podem calcular l'àrea calculant la integral definida entre aquest dos punts:
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El resultat negatiu vol dir que la funció entre els dos extrems és negativa, així per calcular l'àrea agafem valor absolut:

Àrea = 2,66

Dibuixem la gràfica i veiem que hem calculat. El problema no ho demana.
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2.3.15-(1994/3/B/Juny)  Determineu l'àrea de la regió del pla limitada per l'eix d'ordenades i les rectes y = 2 i y = -x +6. (2 p)

En aquest problema només cal fer el dibuix i observem que el que ens demanen és l'àrea d'un triangle. Veiem que la base és 4 i l'altura 4.

Àrea = (4.4)/2 = 8
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2.3.16-(1994/6/B)  Donada la funció f(x) = ex -e
(2 p.)

a) Calculeu els punts en què el seu gràfic talla els eixos de coordenades.

b) Calculeu l'àrea limitada per la corba i l'eix d'abscisses entre x = 0 i x = 1.

a)Per contestar a la primera pregunta cal resoldre:

Talls eix x.

ex -e= 0

ex = e
que és el mateix que ex = e1
O sigui el tall amb l'eix de les x és x = 1.

Talls eix y.

Cal cercar la imatge del 0

f(0)=e0-e = -1,718

(Recordem que e0 = 1 i que e és aproximadament 2,718

b)

Recordem que e és una constant.
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2.3.17-(1995/3/A/Juny)Calculeu l'àrea limitada per la corba f(x) = sinx/cosx i l'eix d'abscisses entre x= 0 i x=
[image: image205.wmf]p

/4. És positiu el resultat de la integral? Raoneu la resposta. 

(2 p.)
El que ens demanen és la integral definida de la funció tangent entre 0 i 45 graus. Recordem que la funció tangent té els punt de tall [tan(x)=0] amb l'eix d'abcisses en el 0 i en el 180 i que a 90 hi ha una asímptota. En resum entre els valors que ens donen no hi ha cap punt de tall el que fa que per calcular l'àrea demanada només cal calcular la integral definida entre els dos extrems. Caldrà, però calcular prèviament la integral indefinida de la funció tan(x).
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Posada d'aquesta manera veiem que el sin(x) és la derivada (excepte un signe) del cos(x) això ens fa sospitar una integral del tipus ln(x).
El canvi que provem és:

cos(x) = t

-sin(x) dx = dt

sin(x) dx = -dt

O portem a la integral
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Si desfem el canvi:
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Ara ja podem calcular la integral definida, o sigui l'àrea mitjançant la regal de Barrow.
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Dibuixem la gràfica i veiem que hem calculat. El problema no ho demana.
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2.4 INterpolació
CAL RECORDAR:
-Interpolació lineal entre dos punts.

-Interpolació lineal d'un conjunt de punts entre cada dos punts.

-Polinomi interpolador. Grau = nombre de punts - 1

-Mètode de Newton de càlcul del polinomi interpolador.


P(x)= A + B (x -xo) + C (x -x0)(x -x1) + D (x -xo)(x -x1)(x -x2) + ...

2.4.1-( /5/B)   Les  temperatures  observades  en  una  estació meteorológica en tres hores d'un dia determinat eren de 6°C a les 8  h,  16°C a  les  14  h  i 10°C  a  les  20  h.  Utilitzeu una interpolació quadràtica per a estimar  la temperatura a  les 6 de la tarda. 

(2 p)

hora
Temperatura

8
6

16
14

20
10

Y= A+B(x-8)+C(x-8)(x-16)

6=A

Y= 6+B(x-8)+C(x-8)(x-16)

14=6+B(16-8)

1=B

Y= 6+1(x-8)+C(x-8)(x-16)

10=6+(20-8)+C(20-8)(20-16)

10=6+12+48C

-8/48=-1/6=C

Y= 6+1(x-8)-1/6(x-8)(x-16)

Volem calcular la temperatura per a t=18
Y(18)= 6+1(18-8)-1/6(18-8)(18-16)=12,666

Dibuixem la gràfica. El problema no ho demana.
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2.4.2-(1989/4/A)  Trobeu un polinomi de grau 3 que passi pels punts (0,8); (1,4); (3,1) i (8,0).    (2 p)

Y= A+B(x-0)+C(x-0)(x-1)+D(x-0)(x-1)(x-3)

8=A

Y= 8+Bx+Cx(x-1)+Dx(x-1)(x-3)

4=8+B(1)

-4=B

Y= 8-4x+Cx(x-1)+Dx(x-1)(x-3)

1=8-4.3+C.3.2

5/6=C

Y= 8-4x+5/6x(x-1)+Dx(x-1)(x-3)

0=8-4.8+5/6.8.7+D.8.7.5=28+230/6+D.230

(-28-230/6)/230=D

-0,29=D

Y= 8-4x+5/6x(x-1)-0,29x(x-1)(x-3)

2.4.3-(1989/5/A) Trobeu un polinomi de grau 2 que passi pels punts (1,e-1), (2,e-4),

(3,e-9).    (2 p)
Y= A+B(x-1)+C(x-1)(x-2)

e-1=A

Y= e-1+B(x-1)+C(x-1)(x-2)

e-4=e-1+B

e-4-e-1=B

Y= e-1+(e-4-e-1)(x-1)+C(x-1)(x-2)

e-9= e-1+(e-4-e-1)2+C.2

(e-9-e-4+e-1)/2=C

Y= e-1+(e-4-e-1)(x-1)+(e-9-e-4+e-1)/2(x-1)(x-2)

2.4.4-(1990/ /B) Trobeu un polinomi de grau 2 que passi pels punts (1,0), (2,4) i (4,-6).         (2 p)

Y= A+B(x-1)+C(x-1)(x-2)

0=A

Y= B(x-1)+C(x-1)(x-2)

4=B.1

4=B

Y= 4(x-1)+C(x-1)(x-2)

-6=4.3+C.3.2

-3=C

Y= 4(x-1)-3(x-1)(x-2)

Y=4x-4-3x2+9x-6

Y=-3x2+13x-10

2.4.5-(1992/3/A) . a) Sabent que la funció y=log2x passa pels punts (4,2) i (8,3), calculeu log25 mitjançant una interpolació lineal.

b)Representeu la funció y=2x. Indiqueu les propietats més importants de les funcions exponencials
(4 p).
a/

Y= A+B(x-4)

2=A

Y= 2+B(x-4)

3=2+B.4

1/4=B

Y= 2+1/4(x-4)

Y(5)=2,25

Dibuixem la gràfica. El problema no ho demana.
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b/
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Domini = R

Recorregut x>0

Totes passen pel (0,1)

Si la base >1 les funcions són creixents sino decreixents

Són còncaves.

Tenen asímptota horitzontal y=0

2.4.6-(1993/5/A)  El gràfic d'un polinomi de segon grau y = a + bx + cx2 passa pels punts (1,1), (2,2), (4,7). Calculeu el valor del polinomi quan x val 3.
(2 p.)
Y= A+B(x-1)+C(x-1)(x-2)

1=A

Y= 1+B(x-1)+C(x-1)(x-2)

2=1+B

1=B

Y= 1+(x-1)+C(x-1)(x-2)

7=1+3+C.3.2

0,5=C

Y= 1+(x-1)+0,5(x-1)(x-2)

Y(3)=1+2+10=4

2.4.7-(1994/3/A/Juny)  Calculeu l'equació de la paràbola que passi pels punts (0,0), (4,4) i (1,-2)
(2 p)
Y= A+B(x-0)+C(x-0)(x-1)
0=A

Y= Bx+Cx(x-1)


-2=B

Y= -2x+Cx(x-1)

4=-2.4+C.4(4-1)
1=C

Y= -2x+x(x-1)
Y=-2x+x2-x

Y=x2-3x

2.4.8-(1994/4/A)  Determineu una funció polinòmica de segon grau el gràfic de la qual passi pels punts (0,0), (2,0) i (1,1), i dibuixeu-la.
(2 p.)
Y= A+B(x-0)+C(x-0)(x-2)


Substituim pel punt (0,0)
0=A

Y= B(x-0)+C(x-0)(x-2)


Substituim pel punt (2,0)
0=B

Y= C(x-0)(x-2)


Substituim pel punt (1,1)
-1=C

Finalment la equació queda:

Y = -x(x-2)

Y  = -x2+2x

Per dibuixar-la necessitem les arrels x = 0 i x = 2 i el màxim.

Derivem Y' = -2x+2
Ho igualem a 0 i sur t x = 1 la imatge 1 és un màxim perque el quoeficient de la x2 és negatiu (banyes avall).
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