Capitol 5, Espais vectorials
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5.1 Combinacio lineal de vectors

Una combinaci6 lineal d'un grup de vectors vi, vz, ...,va d'un espai vectorial E
sobre un cos K és un altre vector que s'obté de la forma: ri-vi+ ra-vo+ ... +r-vy, ON
r, r2, ...,Mln SON escalars del cos K.

D'una altre forma es pot dir que una combinacio lineal d'un grup de vectors és una
suma de 'mdultiples' d'aquests vectors.

Per exemple, el vector del pla (1, 1) és combinacié lineal de (1,0) i (01), ja que
(1,1)=1-,0) +1-(0, 1). El vector (2, 2) és combinacio lineal de (1, 0), (0, 1) i
(-1, 2) jaque (2, 2) =2+(1, 0) + 2:(0,1) + 0:(-1, 2)

A partir d'ara no escriurem el simbol del producte -, ni de I'1 quan és un factor, tal
com és absolutament habitual.

El polinomi 1 + 2x + 3x* + 4x® que és un vector de I'espai vectorial de tots el
polinomis, és combinacid lineal dels polinomis 1, x, X i X*. La mateixa forma
d'escriure els polinomis ho indica.

Qualsevol nombre complex, a+bi, de I'espai vectorial del complexos sobre els real,
€s combinacio lineal del dos complexos 1, i. També la mateixa forma d'escriure els
complexos ho mostra.

El grafic mostra un vector v que és combinacio lineal d'altres dos u i w.

V=r1u+ sw

L'element neutre de E, és un element especial, doncs siguin quin siguin els vectors
Vi, Vo, ...,Vy de E, sempre (vegeu paragraf 4.15) es podra posar:

0 = Ov1+0vo+ ...+0v,

entenent que el primer zero és un vector, i els altres sén escalars. Resulta que el
vector 0 és combinacio lineal de qualsevol conjunt de vectors.
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5.2 Dependencia i independencia lineal d'un conjunt de vectors

Sigui un espai vectorial E sobre un cos K. Es diu que els elements v, v, ...,vh de E
son linealment independents si es compleix:

v,=0 amb r,OK,r,0K,...,r,0K = r,=0,r,=0,...,r, =0
O sigui que no hi pot haver una combinacié lineal nul-la dels vectors v; sense que
tots els coeficients r; siguin zero.

Pel contrari es diu que els elements v1, vy, ...,va de E son linealment dependents
Si existeixen uns escalars ry, 2, ...,I, d'elements de K, de forma que no tots siguin
igual a zero, que

rv, * r,yv, + ..+ rv, =0

O sigui que hi combinacions lineals nul-les amb algun coeficient no nul.

Fixeu-vos que els dos conceptes: linealment independents i linealment
dependents, s6n conceptes contraris, és a dir si un grup de vectors no és
linealment independent és linealment depenent, i viceversa.

Fixeu-vos amb la diferencia entre els conceptes explicats en aquest paragrafi el
mencionat en el paragraf anterior. Una combinacio lineal €s un vector. En canvi, la
dependencia o independéencia lineal son propietats que s'apliqguen a un grup de
vectors.

Exemples:

El conjunt (1, 0), (O, 1) és linealment independent. Comprovem-ho:

Si es pogués posar r(1, 0) + s(0, 1) = (0, 0) tindriem que (r, 0) + (0, s) = (0, 0), o sigui que
(r, s) = (0, 0), el que implica que r=01i que s = 0, i aixi queda demostrat.

De la mateixa forma es pot demostrar que la terna (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) sén
linealment independent.

També és facil veure que el conjunt (1, 0), (0, 1) i (1, 1) és linealment dependent
ja que es poden trobar el escalars 1, 11 -1 que

1(1,0) +1(0, 1) - 1(1, 1) = (0, 0)
Si considerem I'espai R", exemple del paragraf 4.14, es pot veure que els n
elements, de forma que en cada un d'ells solament hi ha una coordenada que és

un 1, iles demés sén O, i la coordenada 1 va variant de lloc en cada element,
comencant pel primer lloc i acabant per I'Ultim, tal com es veu aqui:
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1,0,...,0),(0,1,...,0,...,(,0,...,1)
son linealment independents. Per comprovar-ho, sols cal aplicar la definicio, si
a:(1,0,....,0)+a2 (0,1, .... ,0)+ .... +a,(0, 0, .... ,1) = (0, O, ..., 0)

€s que
(a1, @z, ....,an) =(0,0, ..., 0)

0 sigui
a:=0, a,=0, ....,an=0

amb el que queda demostrada la independéncia.

Es pot comprovar facilment, i es deixa pel lector, que els polinomis 1, x, X%, X3, ...,
X", sén linealment independents. | també és facil veure que els complexos 1, i, s6n
linealment independents.

Si considerem l'espai vectorial d'un cos K sobre ell mateix tindrem que un sol
element diferent de 0, és un conjunt linealment independent. En canvi dos
elements de K, siguin quins siguin, son linealment dependents, ja que per dos
element aib, es pot posar ba+(-a)b =0, i com que, o b, o -a, son diferents de 0,
resulta que a i b sén linealment dependents.

Proposicio 1: Tot subconjunt d'un conjunt de vectors linealment independent és
linealment independent.

O sigui que si un conjunt de vectors linealment independent es fa més petit
continuara essent linealment independent.

Suposem que el conjunt de vectors linealment independent és vy, vy, ...,vh i que el

subconjunt son els k (k<n) primers v, vz, ...,Vk. Suposar que son els primers no
treu generalitat al problema, sempre els podrem ordenar d'aquesta forma.

Suposem (per reduccié a l'absurd) que els vectors vy, Vs, ...,V N0 s6n linealment
independents, si fos aixi existirien uns escalars no tots nuls ry, ry, ...,r, que

rnv, + r,v, + .. + r.v, =0
| d'aquesta forma trobariem que el conjunt d'escalars ry, r, ...,r, 0,...,0, que tots seran nuls,
i que es complira

v, Ty, oy, +0v, ,+ .. +0v, =0

| resulta que el conjunt vy, vy, ...,v, Nno sGn combinacio6 lineal en contra de la hipotesi.
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Proposicio 2: Tota ampliacié d'un conjunt de vectors linealment dependent és
linealment dependent.

Suposem que el conjunt de vectors linealment dependent és v, vy, ...,Vk i que
ampliem aquest conjunt fina a n elements (k<n) per donar el conjunt v, v, ...,Vy.

El fet de que és vy, vy, ...,V sigui linealment dependent vol dir que existeixen els escalars
r1, Iz, ...,fn, NO tots nuls, que

rwwv, + r,v, + ... + r, v, =0
Tindrem que els escalars ry, ra, ..., 0,...,0, no sén tots nuls, i que

vy, + v, + o+ v, +0v,,,+ .0 +0v, =0

n

El que ens indica que el vectors vy, vy, ...,vh. també sén linealment independents.

Proposicio 3: Tot conjunt de vectors que contingui el vector 0 és linealment
dependent.

Pel conjunt vy, v,, ...,v,, 0 es pot trobar els escalars 0,0,...,0,r de forma que r no sigui 0, i
que

Ov;+0vy+ ...+0v,+r0 = 0 i no tots el coeficients s6n zero

el que demostra la proposicié

En particular el grup format Unicament pel vector O és linealment depenent.

Proposicio 4: Si en un conjunt de vectors n'hi ha un que és una combinacio
lineals d'uns altres del conjunt, el conjunt és linealment dependent.

Si del conjunt vy, Vg, ...V, 'Gltim v, €s combinacio lineal dels k primers (k<n) tindrem que v,
= rVyHrVot. 1V, O SiQU 1V +1Vot. V- vy = 0, 0 tambeé rvi+rvo+. +1vctOvigi+. 40V g -
v, = 0. Com que, com a minim hi ha un coeficients no nul, el -1, els vectors sén linealment
dependents.

En particular, després d'aguesta proposicid, podem dir que Si en un grup de
vectors n'hi ha dos de repetits, els grup és linealment dependent. O que, si en un
grup de vectors n'hi ha un que és multiple d'un altre, el grup és linealment
dependent. O que, si en un grup de vectors ni ha un que és la suma de altres dos,
el grup és linealment dependent.

Proposicio 5: En un grup de vectors linealment independents no hi ha cap
element que sigui combinacio lineal del altres.

Es molt clar que ha d'ésser aixi, ja que si un vector del grup fos una combinacio

lineal dels altres es compliria la hipotesi de la proposicié anterior i el grup seria
linealment independent.
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5.3 Generadors d'un espai vectorial

Un conjunt de vectors vi, Vo, ...,Vn, €S diu que és un conjunt de generadors d'un
espai vectorial E si tots els vectors de E es poden escriure com a combinacio lineal
dels del conjunt.

D'una forma més formal vi, V2, ...,Vn, €S un conjunt de generadors si es compleix
que

UxOF UOn0OK,n, UK, ., r, UK | x=1rv,+trv,+ .. +r1y

n

D'aquesta definicié es despren que per qualsevol vector v de E sempre es podran
trobar uns escalars ry, r, ...,lh que

V =11:V1+ I'2:Vot ... +Vy

Dit d'una altre forma, tots els vectors de E sén la suma de multiples de vectors del
conjunt generador. O bé, també es pot dir, que per mitja de sumes de multiples
dels generadors es pot aconseguir expressar a tots els vectors de E.

5.4 Subespai generat per un conjunt de vectors

Sigui E un espai vectorial sobre K'i v un vector de E. Tots els vectors que siguin un
multiple de v, o sigui de la forma rv, formen un subespai F de E

F:{xDEDrDK x:rv}

Mireu un exemple del paragraf 4.14. Al subespai F es diu que esta generat pel
vector v.

Considerem el mateix E, i ara destaquem dos vectors de E, v i u. Escriurem com F
al conjunt de tots els vectors que siguin la suma d'un multiple de v amb un multiple
d'u:

F={x0E|0(r0K OsOK) x=m + su}

1. La diferéncia de dos elements de F és de F, ja que
(rv+su)-(r'v+s'u) = (r-r'yv + (s-s')u
i resulta que també és la suma d'un multiple de v amb un altre de u.

2. El producte d'un escalar per un element de F és de F, ja que
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t(rv+su)=(tr)v+(ts)u

resulta ser la suma de dos multiples un de v i l'altre de u.

D'aquesta forma es compleixen les dues condicions que han de complir el
subespai, veure el paragraf 4.15.

En general si E és un espai vectorial sobre K i vy, vy, ...,v, un conjunt de vectors
de E, definirem com subespai generat per aquests vectors al conjunt F que:

a ={xDE |On,ry,..,r, UK x=nv,+rv,+..+ryvy,

O sigui que F estara format per totes les possibles combinacions lineals dels
vectors vi, Vz, ...,Vn.

Per veure que F és un subespai, s'ha de veure que la resta de dos elements de F
és de F: (rvait+rvot...+rmvn)-(S1vi+Sovot... +SpVn)=(r1-S1)Vi+(r2-S2)Vat...+(Mm-Sp)Vn que
és evidentment de F. | s'ha de veure que el producte d'un escalar per un element
de F és de F: s(rivitravat...+rvn)= (Sri)Vit(Srz)va+...+(srm)vn que efectivament és
de F.

Exemples:

Si considerem un vector qualsevol v del pla, v no zero, el subespai generat per v
son tots els vectors de la forma rv, tots els multiples de v, cosa que ens déna una
recta de direccié v i que passa per l'origen.

Igualment podriem fer per un vector v qualsevol, v no zero, de lI'espai, ens donaria
gue la recta que passa per lI'origen i que conté a v, és un subespai de tot I'espai.

Si al'espai es consideren dos vectors v i u linealment independents (que un no
sigui multiple de l'altre, proposicié 5 paragraf 5.2), I'espai generat estara format per
tots els vectors de la forma rv+su. En particular, estara format per tots els de la
forma rv (s=0), els de la forma su (r=0). Tots aquest vectors van donant vectors
continguts en el pla que determinen v i u, un pla que passa per l'origen i conté als
vectors v i u. A més, qualsevol vector d'aquest pla, és un vector de la forma rv+su.
Per aixo0 el subespai generat per v i u el constitueixen els vectors determinats pel
pla que conté als vectors v u.

Continuant amb el punt anterior, es pot dir que els vectors determinats per
gualsevol pla que passi per l'origen formen un subespai de tots els vectors.
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5.5 Base d'un espai vectorial

Una base d'un espai vectorial E sobre el cos K, és un conjunt vy, vo, ...,v, de
vectors de E, que siguin linealment independents, i que formin un conjunt de
generadors de E.

Fixeu-vos que en la definicié de base esta en el punt d'equilibri de dos conceptes
gue actuen en sentits diferents: Quant menys vectors hi hagi en un conjunt més
facil és que siguin linealment independents. En canvi, quan més vectors hi hagi en
un conjunt més facil és que sigui generadors de I'espai. Si una base es fa més
petita deixara de ser generadora. Si una base es fa més gran deixara d'ésser
linealment independent.

Es pot pensar, i en realitat és aixi per bases finites, que si d'un conjunt de
generadors es van traient elements, d'un en un, fins que s'arriba a que el grup
sigui linealment independent s'aconsegueix una base. | a l'inrevés, si d'un conjunt
de vectors linealment independents, s'hi van afegint altres vectors d'un en un,
conservant la independéncia, s'arribara a un grup de generadors i sera una base.

Es pot demostrar (Lang 111,5) que en tot espai vectorial (diferent del zero) existeix
una base. Tot i aixi, hi ha casos en que trobar-la és especialment dificil.
L'existencia d'una base no vol dir que aquesta sigui finita, hi ha exemples de bases
infinites, un dels més facil d'entendre, és el del espai vectorial format per tots el
polinomis, ho veurem com un exemple més endavant.

Exemples:

Els vectors (1, 0) i (0, 1) de I'espai dels vectors del pla és una base. Ja s'ha vist
gue son linealment independents, Si (a,b) és un altre vector del pla es pot posar
(a, b) =a(1, 0) + b(0,1), o sigui, també compleix la segona condicio.

Els complexos 1, i formen una base dels complexos sobre els reals. S'ha vist que
son linealment independents i qualsevol altre complex s'escriu com a-1 + b-i, 0
sigui, una combinacio lineal d'aquest dos.

Els polinomis 1, x, X3, ... ,x" és una base de I'espai format per tots el polinomis de
grau com a maxim n. Son linealment independents i com que qualsevol polinomi
d'aquest espai, s'escriu com una combinacio lineal dels polinomis donats, aquests
formen una base.

Si considerem l'espai format per tots el polinomis ens trobem que per qualsevol n,

per més gran que sigui n, el conjunt 1, x, X%, ... X" és linealment independent, i

encara que n sigui molt gran, sempre hi ha polinomis, com x™**, que no s'hi pot

posar en combinacio lineal. Per aix0, una base dels polinomis estara formada per
n

la successio 1, x, X4, ... X",.... sense fi, es diu que es tracta d'una base infinita.
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Si considerem |'espai format per un cos sobre ell mateix, qualsevol element
diferent de 0 és una base. Per exemple I'element unitat 1, ja que forma un conjunt
linealment independent com s'ha vist en el paragraf anterior, i qualsevol altre
element x es pot posar x = x-1.

El conjunt format pels n vectors
1,090,...,0),(,1,...,0),..,(0,0,...,1)

de I'espai R", sén linealment independents, tal com s'ha vist en el paragraf
anterior. Pero, qualsevol altre element de R", com per exemple (a, ay, .... , an), €s
pot posar en combinacio lineal d'ells d'aquesta forma:

(a1, az, .... ,an) =a1(1,0, ....,0)+a, (0, 1, .... ,0)+ .... +ay(0, 0, .... ,1)
| aixi es veu que formen una base de R".

L'espai vectorial, tant particular, compost solament pel 0, no té cap conjunt de
vectors linealment independent, ja s'ha vist que el 0 sempre és linealment
dependent, i no té cap base.

Proposiciol: Es impossible ampliar una base de manera que s'obtingui un conjunt
linealment independent.

Si ey, €,,...,6n €S una base i x un vector qualsevol, per les propietats de base, tindrem:

X = re+resrt.. . +rpe,
r1€1+reo+.. . +rep-X =0

Els coeficients d'aquesta Ultima igualtat no tots sdn zero, com a minim el -1 no és zero, el
que ens diu que el grup de vectors ey, e,,...,e,, X sOn linealment dependents i com que x és

un vector qualsevol, queda demostrada la proposicio.

Retornant al fet, esmentat en aquest mateix paragraf, d'anar ampliant un conjunt
de vectors linealment independents fins a que siguin generadors, es veu, per
aguesta proposicio, que quan s'aconsegueix que siguin generadors ja no es poden
ampliar més sense perdre la independéncia.

Proposicio2: Es impossible reduir una base conservant la propietat de ser
generadors.

La demostracié és facil i la deixem pel lector, s'ha de mirar la proposicié 5 del
paragraf 5.2.
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5.6 Dimensio d'un espai vectorial

Es pot demostrar que qualsevol parella de bases, amb un nombre finit d'elements,
d'un mateix espai vectorial, ha de tenir el mateix nombre d'elements (Lang 111,5)

Es diu dimensié d'un espai vectorial al nombre d'elements d'una de les seves
bases.

Aquesta definicio de dimensid és correcta ja que, com s'ha dit, qualsevol base d'un
espai vectorial sempre té el mateix nombre d'elements.

Si la dimensio de I'espai E és n s'escriura, dim(E) = n.

Pels exemples que hem vist de base es pot dir que: Els vectors del pla tenen
dimensié dos. El complexos sobre els reals també tenen dimensiéo dos. El
polinomis de grau maxim n tenen dimensié n+1. Tot el polinomis tenen dimensio
infinita, i que R" té dimensio n.

Molts cops s'ha dit que I'espai normal on vivim és un espai de 3 dimensions, on es
pot parlar d'endavant-enrera, d'esquerra-dreta, o d'amunt-avall, que sén les tres
dimensions. Doncs bé els espais matematics que s'assemblen més amb |'espai
normal sén tots els vectors de dimensid 3, o sigui Vs, 0 el que és gairebé igual, el
conjunt R®. Fixeu-vos que els dos sén espais vectorials de dimensio 3.

Igual podem pensar d'un pla, on sol es pot moure d'endavant-enrera o d'esquerra-
dreta, i per aix0 es diu que un pla té dues dimensions. Els conjunts matematics
gue corresponen al pla habitual, s6n els conjunts de vector de dues coordenades,
0 sigui Vs, 0 el conjunt R?, ambdds espais vectorials de dimensi6 2.

Ja s'ha vist que l'espai {0}, paragraf 5.5, no té bases, per aix0 es diu que la seva
dimensio és 0.

Proposicio 1: Si F és un subespai vectorial d'un altre E, i F té la mateixa dimensié
gue E, es que F i E coincideixen.

Suposem que vy, Vy, ...,Vy, €S una base de F, aquests vectors també seran vectors de E i
continuaran essent vectors linealment independents, i si les dimensions de F i de E
coincideixen vy, vy, ...,v,, ha d'ésser també una base de E, ja que la base no pot ser més
petita doncs el conjunts linealment independents s'han d'ampliar per formar base, no
disminuir. | tampoc pot ser més gran, ja que si fos aixi la dimensi6 de E seria més gran. Per

aix0, F i E estan generats pels mateixos vectors, i per tant sén iguals.

Proposicio 2: Si F és un subespai de E aleshores la dimensio de F ha d'ésser
menor o igual que la de E.

Ja s'ha vist en la proposicié anterior que el cas en que les dimensions coincideixen
és el cas en que també F i E coincideixen.
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Tota base de F és un conjunt linealment independent de E, si aquest mateix conjunt és
generador de E, és que estem en el cas de la proposici6 anterior, si no ho sén és que hi ha
elements de E que no es poden posar en combinacio lineal d'aquest conjunt, el que vol dir

gue el conjunt es pot ampliar per formar una base de E i la dimensié de E sera més gran.

5.7 Intersecci6 d'espais vectorials

La definicié d'interseccié d'espais vectorials coincideix amb la d'interseccid de
conjunts, amb algunes precisions: Si E i F son dos espais vectorials sobre un
mateix cos K, es dira interseccio de E i de F, als vectors comuns dels dos espais i
s'indica pel mateix simbol que en els conjunts: E(F.

Es facil veure que ENF és subespai de E i subespai de F, ja que:

X,y OENF=>
xUE,yUE,xUF,yUF=>
xy U E, xyl F=>

xy O ENF

gue assegura la primera condicié de subespai. Perd també es compleix:

x OENF =>
xUOE , xUOF=

OrUK rxWE, xdF=>
rx 0 ENF

gue és la segona condicio de subespai.

La reunio d'espais vectorial, de la forma que s'entén a la reunié de conjunts no és,
en general un altre espai vectorial, ja que no es pot assegura que la suma de dos
vectors, un de cada espai, doni un vector de la reunio.

Exemples:

Si E és I'espai generat per un vector v del pla, si F és el generat per u, i sivi u sén
linealment independents, tindrem que E(F = {0}, és I'espai vectorial d'un sol
element, el 0, que s’ha donat com exemple en el paragraf 4.14.

Si E fos el subespai format pels vectors d'un pla dins I'espai, i F fos un altre pla, la

interseccid E( F estaria formada pel vectors de la recta intersecci6 dels dos plans,
gue ja s'ha vist que també és un espai vectorial.
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5.8 Suma d'espais vectorials

Si F i G son dos subespais vectorials d'un altre espai E sobre un cos K, siguin v;,
Vo, ...,Vn 1 W1, W, ...,Wy, bases respectivament de F i de G. Es diu espai vectorial
suma de E i de F, que s'escriu E + F, al subespai generat pel conjunt: vi, Vv, ...,Vp,
W1, Wo, ...,Wn.

Exemples:

Si E és l'espai generat per un vector v del pla, si F és el generat per u, i si viu sén
linealment independents, tindrem que E+F =V,, 0 sigui, E+F és tot I'espai vectorial
dels vectors del pla, ja que E+F estara generat per v i u, i aquests, en ser
linealment independents formen una base de V..

Si E fos el subespai format pels vectors d'un pla dins I'espai V3, i F fos un altre pla
diferent del primer, la suma E+F estaria formada per tots els vectors de I'espai Vs,
ja que E+F estaria generat per una base de E, {vi, v3}, i una de F {u;, uz}. O bé uy,
0 bé u,, ha d'ésser linealment independent de la parella vi, v, ja que els dos plans
son diferents. Aleshores entre els 4 vectors: n'hi ha d'haver, com a minim (i també
com a maxim), tres de linealment independents, que constituiran una base de E+F
i també una base de Vs.

Proposicio:
En espais de dimensié finita es compleix que

dim(E+F) = dim(E) + dim(F) - dim(ENF)

Efectivament:
Sigui ug, Uy, ...,ux Una base de EnF. Ampliem aquesta base fins arribar a una base de E:

Uy, Uz, ...,Uk, Vi1, Vie2, ---,Vn. Ampliem la base de ENF fins arribar a una base de F: uy, up,
iUk, Wie1, Wi, ...,Wn. D'aquesta forma tenim que dim(EnF) = k, dm(E) = n i dim(F) = m.
Naturalment: k<ni k<m.

Per la definici6 de suma d'espais podem dir que els vectors
Ua, Uz, ..Uk, Vie1, V2, Vg U, Uz, ooy Uig Wi, Wie2, Wi

generen a l'espai suma. A la llista de generadors hi ha vectors repetits, si es treuen els
repetits, continuaran essent generadors, amb el que queden reduits a
U1, U2, ...,Uk, Vik+1, Vis2, -5V, Wie1, Wis2, oo, Win

Ara sols cal veure que aquest conjunt és linealment independent. Per aixo suposem que
existeix una combinacio lineal d'aquests vectors que és zero i que algun dels coeficients no
és zero:

FiU1+F2 Ugt o 1UicHSie Vi 1+ SieaVi ot .o+ SV, Hic Wi i oW ot oA tiemWm = 0
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Expressié que simplificarem aixi:
Jru+3sv+2Ztw =0

La suma sv no pot ser zero, ja que si ho fos tindriem que Zru + 2tw = 0 (amb algun
coeficient no zero), cosa que és impossible ja que els vector u; junt amb els w; formen una
base de F. De la mateixa manera trobarem que >tw tampoc pot ser zero.

Per altre banda troben que Zsv no és de ENF ja que és una combinacié lineal de vectors
que cap d'ells és de ENF. Analogament 2w no sera de ENF. | la suma Zsv + Ztw ni el
simetric 2—sv + X—tw tampoc poden ser de ENF.

Pero de la suma anterior es desprén que

Jru=23-sv+3i-tw
o0 sigui, un vector Zru, que és de ENF, ésigual a un vector no nul, 2—sv + X—tw, que no és
de ENF. Contradiccié que ens diu que la suposici6 de I'existéncia d'una tal combinacio
lineal és falsa.

Si I'esmentada combinacio lineal no existeix és que el conjunt de vectors
U1, U2, ...,Uk, Vik+1, Vie2, «-5Vny Wi, Wis2, oo, Win
son linealment independents. Com s'ha vist també sén un conjunt de generadors, per aixo

constitueixen una base de E+F, la dimensi6 de la qual és k + n + m, que coincideix amb
dim(E) + dim(F) - dim(ENF), tal com s'havia de demostrar.

5.9 Relacié d'equivaléncia lligada a un espai i a un subespai

Si F és un subespai d'un espai vectorial E, es pot definir una relacié, que es sol
anotar com ~, entre tots els element de E, d'aquesta forma:

X~y si xyUOF

O sigui, un element esta relacionat amb un altre si la seva diferencia és un vector
del subespai.

Veiem que la relacié compleix amb les propietats d'equivaléncia:

Es reflexiva, doncs cada element esta relacionat amb ell mateix, ja que x-x = 0 i tot
subespai ha de contenir a I'element neutre (paragraf 4.15).

Es simétrica, doncs si x ~ y, €s que x-y pertany a F, pero y-x és el simétric de x-y, i
també ha de pertanyer a F (F és grup per la suma), o sigui y ~ X.

Es transitiva, doncs six ~y iy ~ z, es que tant x-y com y-z s6n elements de F, i

també ho sera la seva suma (x-y)+(y-z) = x+(-y+y)-z = X-z, 0 sigui X estara
relacionat amb z.
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5.10 Varietats lineals

Com s'ha explicat en el paragraf 2.13, el conjunt en el que hi ha definida una
relacio d'equivalencia queda dividit en una particio, de forma que cada una de les
parts de la particié €s una classe d'equivaléncia (paragraf 2.12).

Si E és un espai vectorial i F un subespai de E, després de la relacio
d'equivaléncia donada en el paragraf anterior, E quedara dividit en una particié
formada per les classe d'equivalencia. El propi conjunt F és una d'aquestes
classes d'equivaléncia, ja tots els element de F estaran relacionats

Cada classe d'equivaléncia també es diu varietat lineal. El conjunt quocient
format per totes les classes d'equivaléncia i es sol escriure com E/F.

Exemples:

1. Pensem en l'espai R? i com a subespai F el format per tots els punts que la
seva segona coordenada és 0. Ja s'ha vist que R? es pot representar per tots els
punts d'un pla. Els elements de F seran, els punts que pertanyen (en una
representacio usual) a la recta horitzontal que passa per l'origen (0, 0).

RZ

° O)\\ /

F

La classe d'equivalencua d'un element (a,b) qualsevol seran tots els punts (X,y)
relacionats amb el primer, osigui

xy)-(ab)dF
(x-a,y-b) OF

pero la condicié de pertanyer a F és la de tenir la segona coordenada 0, o sigui
quey-b=0,0quey=h.

Tota la classe d'equivaléncia de (a, b) estara formada per tots els punt que tenen b

com a segona coordenada. O sigui que les classes d'equivaléncia (varietats
lineals) estaran formades per totes les rectes ‘paral-leles’ a F.
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(a b)

2. El conjunt del complexos multiples de 1+i, que escriurem com F, €s un subespai
vectorial de tots els complexos (mirar els exemples de 4.15). Aquest subespai es
pot representar per una recta dins el pla de tots el complexos:

i 1+i

La classe d'equivaléncia d'un complex generic a+bi estara formada per tots els
complexos x+yi que (x+yi)-(a+bi) [I F, o sigui que existeixi algun kIR, que

(x-a)+(y-b)i = k(1+i), o sigui que
x—a=k

v-b=k

perd aquesta Ultima condicié és I'equacié parametrica d'una recta de pendent 1 i
gue passa pel punt (a, b).

Pel que es pot dir, que les varietats lineals estaran formades pel complexos que
els seus punts afixos formen rectes paral-leles a F.
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F
a+bj
Afixos de la
classe del a+bi

3. Considerem l'espai vectorial V3 de tots els vectors de I'espai de dimensio 3, i
com a subconjunt F als vectors d'un pla que passi per l'origen (veure exemple del
paragraf 5.4), la classe de (a, b, ¢) estara formada pels vectors (X, y, z) que

(X,¥, 2 - (a, b, c) pertanyi a F, o sigui

(x-a, y-b, z-c) = rv + su = r(vy, Vo, V3) + S(Ug, Uy, Ug), O Sigui

X -—a=r,+ su,
y—b=mr,+ su,
z—c =1, + su,

Equacié, que ens diu que les coordenades (X, y, z) son les d'un pla que passa pel

punt (a, b, ¢) i és paral-lel a F.
En general qualsevol pla paral-lel a F constitueix una classe d'equivaléncia.
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5.11 Espai vectorial quocient

Sigui E un espai vectorial sobre K i F un subespai de E. Ara definirem unes
operacions dins el conjunt quocient E/F (paragraf anterior). Recordem que els
elements de E/F sbn classes d'equivalencia. Cada element de E/F soén
subconjunts de E. Per indicar a una classe es fa indicant a un dels elements que
té, per exemple si x és un element de E a la seva classe la indicavem per x*.

Definirem com a suma de dues classes a
X Y*= (X +y)*

O sigui que per veure quina és la classe suma d'altres dues, s'agafa un element de
cada classe, es sumen i el resultat és la classe de la suma.

Aquesta definicié no és prou acurada, si agaféssim un element x' de la mateixa
classe que X, i un element y' de la mateixa classe de vy, si féssim la summa de les
classes x'* i y"* donaria igual que la d'abans?. Anem a veure que si.

X~X=>xx"UF

y~y=>yy UuF

(x+y) - (xX'+y") = (x-x")+(y-y") que també ha d'ésser de F, que vol dir
(x+y) ~ (xX'+y"), o sigui

(x+y)* = (X'+y’)*
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tal com es volia demostrar.
Ara definirem el producte d'una classe de E/F per un escalar K, d'aquesta forma:
rx* = (rx)*

O sigui, per multiplicar un escalar per una classe, es multiplica I'escalar per un
element de la classe, i la classe on estigui el producte és el resultat del producte.

També s'ha de veure que aquesta definicio és independent de I'element que
s'agafi de la classe. Si X' €s de la mateixa classe que x tindrem

X~X=>xx"UOF
rx -rx' = r(x-x") que també és de F, o sigui
X ~ rx' => (rx)* = (rx')*

gue és el voliem demostrar.
Anem a veure que E/F amb aquestes dues operacions €s un nou espai vectorial:
Les propietats de la suma sén:

Commutativa: X*+y* = (x+y)* = (y+X)* = y*+x*

Té element neutre, és la classe del 0: x*+0* = (x+0)* =x*

Té elements simeétrics, el simétric de x* és (-x)*:  x*+(-xX)* = (x-x)* = 0*

Es associativa: x*+(y*+z*) = x*+(y+2)* = (X+(y+2))* = ((x+y)+2)* = (X+y)* +z*
=(C+y) 2

Amb aquestes propietats (E/F, +) és un grup commutatiu.
Les propietats del producte per un escalar son

r(sx*) = r(sx)* = (r(sx))* = ((rs)x)* = (rs)x*

(r+s)x* = ((r+s)x)* = (rx+sx)* = (rX)*+(sx)* = rx*+sx*

Ix* = (Ix)* = x*

rOc+y*) = r(x+y)* = (rx+y))* = (xtry)* = (x)*+(ry)* = ncs+ry*

Amb aquestes propietats junt amb les de grup, resulta que el conjunt de classes
E/F amb la suma i el producte per un escalar, tal com s'han definit, és un espai
vectorial sobre K.

Per la relacié d'equivalencia que s'ha establert (paragraf 5.9) és facil veure que
tots els vectors de F pertanyen a una mateixa classe, ja que si dos elements sén
de F, la resta d'aquests dos també ho sera (F és espai), i compleixen amb la
definicio de la relacid.
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També es pot comprendre que no hi ha cap element fora de F que pertanyi a la
classe de F. Si n'hi hagués un, el u per exemple, hauria d'estar relacionat amb els
elements de F, el v per exemple, o sigui que v -u = f és de F, pero u =v - f, i com
gue la resta de dos elements de F és de F, u hauria d'ésser de F.

Entre els dos punt anteriors s'ha vist que F constitueix una Unica classe
d'equivaléncia, que com que té l'element 0, en el espai quocient fa les funcions
d'element neutre. La classe F és I'element neutre de E/F.

5.12 Dimensio6 d'un espai vectorial quocient

Suposem que E és un espai vectorial sobre el cos K i que F és un subespai de E.
| suposem que vy, Vy, ...,Vy €S una base de F.

Els vectors vy, V2, ...,vn SON linealment independents en F, pero també ho seran en
E, per aix0 es poden anar augmentant, conservant la independéncia fins arribar a
una base de E. Suposem que Vi, Va, ...,Vn, W1, W2, ...,Wm €S una base de E. Pel que
portem dit podem dir que dim(F)=n, i que dim(E)=n+m

Ja s'ha vist en el paragraf anterior, que tots els elements v, vz, ...,v, pertanyen a la
classe 0. Anem a veure ara que les classe wi*, wo*, ...,.wp* formen una base de
E/F. Per veure-ho procedirem en dues parts, en la primera veurem que sén
linealment independents, i en la segona que sén generadors de E/F.

Primera part:
Suposem que tenim una combinaci6 lineal nul-la: ryw*+rwy*+ .. +row,* = 0*. Aplicant les
definicions de suma i producte per un escalar (paragraf 5.11) tindrem (rywy+rawo+ ... +rwp)*
= 0. Pero la classe 0* és F, i el vector riwy+rwo+ ...+rpwpy, ha d'ésser de F, o sigui ha
d'ésser una combinaci6 lineal de vy, vy, ...,Vp. O Sigui, rWi+rHWot . +rWy = S;Vi+Sovpt
. +S V. O també ryw +rWot ...+ Wiy-S1Va-SpVo- ...-Spv, = 0. Perd solament és possible en el
cas de que tots el coeficients siguin nuls, doncs els vectors implicats formen una base
(paragraf 5.2). En particular els coeficients r; han d'ésser nuls. El que demostra que les

classes wi* s6n linealment independents.

Segona part:
Agafem una classe u* qualsevol de E/F, El vector u de E s'ha de poder posar com una
combinacid lineal de la base de E: u = s;vi+SVot ... 4SVy + [WiHHLWot 4T Wy, 0 les
classes u* = (SpVatSoVot . #S Vv, MWWt W )F = SV RS VRt
SV W R LW LW, Perd els vectors v; sén de la classe 0. Es a dir: u* =
rW*+rWor+ L +rpwip*, tal com ens proposavem demostrar.

Després d'aquesta demostracio es pot dir que dim(E/F) = m. O sigui
dim(E/F) = dim(E) - dim(F)

La dimensio6 d'un espai vectorial quocient és igual a la diferencia entre la dimensié
de l'espai i la del subespai.
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