5 CALCUL DE LIMITS
DE SUCCESSIONS

12.1 — Limit d’una successi6 polinomica

a) Considerem en primer lloc les successions constants, que son polinomiques de grau
zero. La successio:
a,a,a4a4a,...
té per limit a. Escriurem:
ima=a

b) Considerem a les successions polinomiques de primer grau, com a, = an + b. Suposem
en primer lloc que el coeficient a és positiu. Aplicant els criteris vistos en el paragrafs 4.3 i
4.7 aquesta successio tindra limit + 0 . Pero si el coeficient a fos negatiu el limit seria -

m .
c) Considerem ara les successions polinomiques generals de grau més gran que zero,
gue podem indicar aixi:

an=amn™ + amin™t+.. . +amn+a; (M>=1)

Suposem que el coeficient de maxim grau €s positiu, an > 0. Anem a veure que el limit de
an és + 00 | Per demostrar-ho procedirem per induccié sobre el grau del polinomi.

La primera condicio de les demostracions per induccio ja esta feta a I'apartat b) d’aquest
mateix paragraf. Per veure la segona condicié s’ha d’expressar d’aquesta forma:

an=n(@mn™ + amin™?+. .. +a) +ao
La successi6 parcial definida pel paréntesi: b,= ann™* + amnin™? + . . . + ay, per hipotesi
d’inducci6 té limit + © | ja que és de grau m-1, i aplicant, com en I'apartat b) els criteris de
4.3 4.7, ens déna que a, també té per limit + 0 .

Pel cas que an, fos negatiu, es demostra exactament igual, que el seu limit és -0 .

En resum, podem afirmar que

El limit d’una successio polinomica de grau major que zero és
més infinit si el coeficient de maxim grau és positiu, o bé el limit

és menys infinit si el coeficient de maxim grau és negatiu.
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12.2 — Limit d’'una successioé racional

Per fer aquest estudi classificarem aquestes successions en tres tipus, les que tenen el
grau del numerador menor que el grau del denominador, les que tenen els dos graus igual
i les que tenen el grau del numerador més gran.

a) Cas en que el grau del numerador és menor que el del denominador
Posem per exemple, amb m > r

b,n"+b_,n"'+ . +bn+b,
m m-1
c,n tc n+...+¢ntc,

a,=

Si dividim numerador i denominador per n™ , el terme general anterior queda:

1 1 1 1
br mer +br-1 mer+1 T +b1 m-1 +b0 T m
a = n n n
’ + 1 + + 71 1
Cm Cm—l H ce Cl nm—l 0 n7m

Cada una de les parts del tipus — té per limit zero, per aixo el numerador té per limit zero
n

i el denominador té per limit ¢, . Aplicant el criteri de paragraf 4.12 el limit de a, és zero.

b) Cas en que el grau del numerador és igual al del denominador
Considerem la successio:

_bn"+b,,n™ + .. +bntb,
c,.n"+c_n™'+ . +cntc,
Dividim numerador i denominador per n™:

an

1 1 1
bm+bm-1 —t.. +b1 m-1 +b0 T m
a = n n
. 1 1 1
cm_'—cm-l —t... +C1 T_'—CO m
n n n

Aplicant els mateixos criteris que en I'apartat a) tenim que el limit de a, és —.

C

m

c) Cas en que el grau del numerador és més gran
Considerem la successio, amb p > m.

P p-1
_ b,n"+b 0"+ . +bntb,

- m m-1
c,n tc, ,n "+ ... +cntc,

a

n

Traiem b, factor comd del numerador i traiem cn, factor coma del denominador:
b, n"+b' n™'+. . +b'ntb',

_r
m ' m-1 ' '
c, h +c n +. .. +cntc,

a:

n

On cada un del coeficients b’ és igual al quocient b,/b,. | cada ¢’y és igual a ¢,/Cm.

Dividim numerador i denominador per n™:
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1 1
p-m ' p-m-1 ' '
b n +bp_1n +...+blﬁ+bon7m

_"p.
= 1 1 1
m ]+ —F. A A

1 ml m

n n n

En ser p més gran que m la part de I'esquerra del numerador quedara un polinomi normal
amb exponents enters positius, pero la part de la dreta tindra termes del tipus 1/ n*,

La part de la dreta del numerador té per limit zero, en canvi la part de I'esquerra, veure el
paragraf 5.1, té per limit a + ©0 . Per aix0, globalment, el numerador té per limit + © . Per
altre banda, el denominador té per limit a 1.

Pel que hem dit el limit de a, el podem simbolitzar com:
b
lima,=—2(+)
C

Pel criteris de I'apartat 4.7 podem dir que si el quocient bp/cr, €s positiu el limit de a, és
+ 00 _ En canvi, si el quocient by/c, és negatiu el limit de a, és-00 .

m

Resumint:

Limits d’una successio racional

Una successio racional que tingui el grau del numerador menor
que el grau del denominador té per limit zero.

Una successio racional en que els dos graus, del numerador i
del denominador, son iguals té per limit el quocient dels dos
coeficients de maxim grau.

Una successio racional en que el grau del numerador és major
que el del denominador té per limit + @ si el quocient dels dos
coeficients de major grau és positiu, i té per limit - R si
[’esmentat quocient és negatiu.

12.3 — Limit d’'una suma d’una progressié geomeétrica

a) Agafem la progressié geomeétrica: 2, 4, 8, 16,32,64, ... ,enquea,=2" ir=2,
construim una altre successio amb les sumes parcials, d’aquesta forma:

S1=2

S,=2+4=6

S3=2+4+8=14
S4=2+4+8+16=30
Ss=2+4+8+16+32=62
Se=2+4+8+16+32+64=126

2022 . .,
=2"".2, que és una successio que

El terme general ( veure el paragraf 2.5) és s_=

tendeix a + 0 |
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b) Agafem ara la progressié geométrica: 1, l l l i i ! en la que
2487167327647

o1 FE; construim una nova successié amb les sumes parcials, d’aquesta forma:

1 1 1 1 1 63
+—+—
2 4 8 16 32 32

1 1 1

n-1 ) _1 ‘AN _1
El terme general (veure paragraf 2.5) és s, = 2 2 -2 =2-
-1

——, el limit de la qual

1
2

N | =

és 2.

Ens troben, doncs, en un cas d’'una suma d’infinits termes positius que sumen una
guantitat finita.

La representacio grafica d’aquesta successio sobre una recta és:

1 1,5 2
O T Q O—0—0— T
S1 Sy S3 Sy S5 mmrmes >

Successio: s, = 2-1/2""

Fixeu-vos que cada terme es situa a la meitat entre el terme anterior i el 2, d’aquesta
forma la successi6 s’acosta tant com es vulgui al 2, i naturalment el seu limit és 2.

c) Considerem una progressié geometrica qualsevol ai, a, as, as, as, as, . . .que tingui per
rad ar.
Construim la nova successi6 de les sumes parcials:

Si1=ay

S2=a1ta

S3=aitaz+as

Ss=artaxtazt+ay

Ss=a;tat+tazt+tag+as

Se=aita+tazt+tagt+as+ as

n-1 n
., N . ar-a, a;r r-a r'-1
El terme general d’aquests successi6 (paragraf 2.5) és s =—= 11= - " L=a, .
I- Ir- Ir-

Sifos r >1, com el cas a) anterior, tindriem (veure paragrafs 4.7) que
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L2 i (1) = £ o0
-1 r-1

lims =lima,

El signe del limit depén del signe de a;.
Si fos r < -1 la successié s, seria alternada i divergent, podriem posar que el seu limit
€S too,
En canvi si fos | r | < 1, com el cas b) anterior, tindriem (veure paragraf 4.6, 4.7 i 4.14)
que
-1
r-1
ja que, en aquest cas, Iim r" és 0.

4

lims_=lima, =a—lllim(rn-l)Za—ll(limrn -1 =
r- r-

1-r

El limit d’una suma d’una progressio geométrica

Si s, és una successio suma de n termes d’'una progressio

geomeétrica de primer terme a; i de rao r tindrem:
Sir=1el limitde s,és oo

. , . , a
Si | r|<1 el limit de s, és —

1-r
Si r = -1 la successio s, és alternada
Si r<-1 la successio s, és alternada i divergent

12.4 — Limit de I'arrel d’un polinomi

Si el terme general de la successio és una arrel d’'un polinomi en n, com per exemple,

a,=\bn'+. . +b,

a, = (brnr+. : .+b0)%’

Sempre que by sigui positiu es pot solucionar aquest limit, pel que s’ha vist en els

es poden escriure

1
paragrafs 5.1 4.14 ens dona que el limit és (+oo)4’ = 400,

Si by és negatiu i si p és imparell, recordem que ¥/-4 = -4, aleshores el limit de la
successio anterior és: -

En els casos que b, sigui negatiu i p sigui parell no es pot calcular el limit, ja que a
partir d’un cert lloc els termes de b.n'+. . .+b, sOn tots negatius del quals no es pot
extreure una arrel d’'index parell.

El limit de I’arrel d’un polinomi

La successié a,=x/b.n"+ . +b, té per limit:

Si b, és positiu el limit de a, és +oo
Si b, és negatiu i p és imparell el limit de a, és -

Si b, és negatiu i p és parell no hi ha limit
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12.5 — Limit d’'un quocient entre polinomis i radicals

En aquest paragraf considerarem que I'expressio Ya.n"+.. +a, és de grau r/p.
Es tracta ara d’estudiar successions que s6n un quocient entre polinomis i arrels com

. o . . *oo - .
I'anterior que tinguin per limit a — . Ens aquests casos dividirem numerador i
+ o0

denominador pe n elevat al grau major, per exemple si dividim per n elevat al grau
maxim del numerador, que és n?*

LY LR N Sy N
n+vn / 3 3 , n% n3 1

=]/ - =+
lim— = = lim O T

o S
5y W2 o

O, en el mateix limit, si dividim pel grau maxim del denominador, que és n:

/ 3
+— 1+ /n+
n—l—\/n +1
3+7

3nt+1
n n2

=lim——

12.6 — Cas 00 —00 en que n esta dins d’un radical

Esta vist que en el cas del limit d'una suma en qué un dels sumands té limit + 00 |
I'altre -0 | el limit de la suma queda indeterminat. No obstant si la n esta en algun
dels sumands dins d’un radical es pot procedir tal com indicarem amb els seglUents
exemples:

Exemple 1r:

lim ( [(n1)(n+2) -n)

Multipliqguem i dividim per ,/(n+1)(n+2) +n i simplifiquem:
[l'm( /(n+l)(n_|_2) -Il) =lim ( (n+l)(n+2) —Il)( (n+l)(n+2) +Il) — lim (n+l)(n+2)-n2 _
J(@t1)(nt+2) +n J(@+1)(n+2)+n

n’+3n+2-n o, 3n+2

m =im
J(+1)(n+2) +n Nn?+3n+2+n

L'dltim limit ddbna — que continua essent indeterminat, pero si dividim numerador i
+00

denominador per n, queda:
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3+g

, 3n+2 , n 3 3
llm\/zi =lim 2\[ 25
n“+3n+2+n l+i+%+l 1+1

n n

Exemple 2n:

lim (\/2n2 -6n+1 —\/nz—l)

Multipliquem i dividim per v2n-6n+1-+/n2-1 i simplifiquem i dividint numerador i
denominador per n:

(\/2n2—6n+1—\/nz—l)(\/2n2—6n+l+\/n2—l)  nt—entD)—(n-)

lz'm(\/2n2—6n+l—\/n2—l) =lim =lim =
J2n?-6n+1++/n%-1 J2n?-6n+1++/n%-1
2
— lim n’—6n+2 — lim n_6+; _ +oo — oo
V2n?-6n+1+/n’-1 \/2_6+1+\/1_1 2+
n I'l2 n

1 n
12.7 — Limit de (1+—j
n

a) Aguesta és una successi6 especial, sobretot el seu limit que és un nombre irracional
gue té unes aplicacions sorprenents en moltes disciplines i en la mateixa Matematica.

Aquesta successié és una poténcia que la base té limit 1 i 'exponent té limit + 0 | Es
tracte d’'un cas d’indeterminacio, veure paragraf 4.14.

Calculem alguns d’aquests termes:

| n | an | a,, decimal |
1 0+4) 2
2 (+15) 2.25
3 () 2.3703703
4 (1+ 1) 2.44140625
5 (1+ %) 2.48832
6 (1+ %) 2.52162637
7 (1+15) 2.546499697
100 (1+ Koo) 2,704813829
10.000 | (1*Yop00) " | 2.718145927
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Que d'una forma grafica:

dn
2671

2.5 o

24

23

22

2.1

2 3 4 5 6
Successio: a, = (1+1/n)"

Es pot demostrar, tal com es pot intuir en la taula i la grafica anterior, que I'esmentada
successio és creixent, que cada terme és major que lI'anterior. També es pot demostrar
gue es tracte d’una successio afitada superiorment, que els seus termes no passen ni
arriben mai a 3.

També es pot demostrar que tota successié creixent i afitada superiorment té limit, i al
revés tota successio decreixent i afitada inferiorment també té limit. Per aixo6 es pot

assegurar que la successio (H—j té limit. Aquest limit se li diu e (la segona vocal) e
n

€s un nombre que en forma decimal és:
e =2,718281828459045 . . ..

També es pot demostrar que aquest valor e és un nombre irracional, o sigui que és
impossible posar-lo en forma de fraccio.

n
b) Mirem ara el cas [l-lj :
n

n n-1+1
(1 l)n:(n_-l)n:L |1 R T S e |
n n)o|np gl (1+1)n'1 L e e

c) l el cas [l-lj-n:

n
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d) I un cas més general:

an
Si a, és una successio té per limit a + 9 o - 0 es pot demostra que (H—J també
an
té per limit a e. Aquest limit pot resultar intuitiu si es compara amb els casos a) i )
anteriors.

Limit e
Si a, és una successio té per limit a + 0 o -9 |

an
-, 1 , -
aleshores la successio (1+—J 1é per limit e
a'Il

+00
12.8 — Limits del tipus 1

Es tracta ara de calcular el limit de les successions del tipus (bn)an de manera que
b, tendeixi a 1 (b, —> 1) i que a, tendeixi a més infinit 0 a menys infinit (a, — *e) son

les successions que d’una forma simplificada diem que sén del tipus 17 .

e [ 1 Tan(n-D
N o1 bl

a 1 1 1
(b)) =(1+(b,-1))™" = | =1t = |t

b,-1 b,-1 b

n n

. | . .
com que b, tendeixa 1 la successmb— tendeix a o, i Si posem comc, a la

n

| o . .
successi0O —— la successio anterior quedara

(by)™n = (HLJ ’
Cn

n
1\
Pel que s’ha dit en el paragraf anterior, cas d), la successio (H—J té per limit e:
Cn

ap(by-1)

Per aixo:
ap(by-1
n(bp-D

c
lim (bn)an =lim [l'f'ij =Ilim ean(bn—l) = eliman(bn'l)

n

tal com s’havia indicat en el paragraf 4.14.

Per aixd podem resumir:
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Limit del tipus 1*°
Si b, tendeixi a 1i a, tendeixi a més infinit o a menys
limagy (by-1)

infinit aleshores (bn )an tendeix a €
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12.9 - Exercicis

1 — Calcula la suma dels 10 primers termes d’una progressio geometrica que el primer
terme és 1ilarad 1/3. Calcula també la suma de tots els infinits termes.

2 — Demostra que la successié: 0,3, 0,03, 0,003, 0,0003, ... és una progressio
geometrica. Quina és la ra6? Quina és la suma de tots els seus infinits termes?. Compara

aguesta suma amb el nombre periodic 0,3.

3 — Fes el mateix que en I'exercici anterior pero per la successié: 0,25, 0,0025,
0,000025, 0,00000025, .. .A quin nombre periodic sera igual la suma d’aquests termes?

4 — En un famads sofisma Zend explicava que si Aquiles donava una certa avantatge a
una tortuga en una hipotetica cursa, Aquiles no podria atrapar mai a la tortuga. | el
raonament era el segliient: En el moment de la partida Aquiles estara en un cert punt, que
diem Py i la tortuga en un altre punt P;, Quan Aquiles arribi a P la tortuga ja haura
avancat un tros meés i estara a un altre punt P,, quan Aquiles estigui a P, la tortuga estara
meés avancgada en un punt P, i aixi fins l'infinit, el que prova que no I'atrapara mai.
Suposem que la velocitat d’Aquiles és Vila de la tortuga és U, amb V > U, i suposem
gue la distancia que els separa en un principi €s D. Calcula el temps T; que necessitara
Aquiles per passar de Py a P4, calcula el temps T, que necessitara per passar de P; a Py,
el temps T3 que necessitara per passar de P, a P;. Demostra que la successio Ts, To, Ts,
... s una progressié geometrica. Quina és larad?. Aquesta raé és més petita que 1?.
Quina és la suma de tots els infinits temps Ty, T, Ts,... Tenia rad Zend?

5 — Tenim d’'un quadrat d’'un metre de costat. Si
unim el punts mitjos dels costats obtenim un altre
guadrat. Si tornem a fer el mateix amb el quadrat
obtingut obtenim un tercer quadrat, i aixi podem
prolongar aquest exercici, com a minim mentalment,
fins l'infinit. Quin tipus de successio formen els
costats dels quadrats? | la dels perimetres? | la de
les arees?. Quan val la suma de tots els infinits
perimetres? | la suma de totes les arees?

6 — D’una successio coneixem:

-
17
2792 6
1 1 1
a3:_+_+_
2 6 18
11 1 1
=t —t—+—
2 6 18 54

11,1 .1 1
s =—+—+—+—+—
2 6 18 54 162

calcula el seu terme general a,i el limit lim a,
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7 — Calcula aquests limits:

7.1) lim3-2n+n?) 7.2) lz'm[z—Zn—Enzj 13) lim————
5 4 5-3n" —4n
5n* 1-2n 1
74) lim———— 75) lim———— 76) lim————
5-3n* —4n’ 3’ -9n? -1 Jn+2+n
2 Jan? —
77y lim Y12 78) lim¥M_—2n 7.9) lim(\/an—\/2n2—3n)
6n-38 V8nt +3

7.10) lz'm(\/2n2 +3n-2-~2r +2

7.11) lz'm(«/(n+1)(n+2) —\n? +1

(””)g”_l)” 7.13) limw 7.14) lzm(zl)
n-+l1 3n- -1 n-+1

7.12) lim

3 _ _1\3 2 _
715) lim ”( D" 716) lim 1Y 2(3” D 717) lim (’Z +23(” 2)2
n* +1 3n” +1 (n"+2)°(2n-1)
2 _ 2 _ 2 _ 2
718) lim| 23071 719) lim,| 2 =" 720) lim \/8”2 3”.i/ 2(””)
n+l 3 2n~ -3 2n° -3 \n" -3n+5
1,4 n-1_.n
721) lim2_1 7.22) lz'mzn—n"'l 7.23) lz'm(\/bn2+l—n)
8 n?+1_ 2n+1
n n2 2n
n2 n 2 Jn
7.24) lz'm”[n—ﬂj 7.25) lz'm[AnHj 726) lim| 122"
n-1 2n 1+n?
n->5 on=3
727) lmét2ariat. tna 728) lim21n 7.29) lz'm[zn_ljznﬂ
(n+a)2 3n+2
4 3n+l
Y Ay 2 \2n—4
7.30) lz'm[zn 3} 7.31) lz'm[zn 3]” 732) lim| 3107
2+n 2+n 4+n?
2 2
7.33) liml(/z 734) lim| 2440 735) lim o +4 L
n n+2 1-x°
) 1\4 ) ) 142n=3n2
7.36) lim| 2n—6+~ 737) lim| —— 7.38) lzm(1+2n+3n)
n
(an+b) [ cn* +d Jn? +a* -a C(2-3n 7
7.39) lim : 7.40) lim—— 741) lim
en+d ) | an® +b i +b% —b 7-3n
Jn 2n-1 2
(n Y (n Y (1=
742) lim 7.43) lim 7.44) lim| 3-
f—l n—\/; 2+n
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n n n n

n
7.45) lz'm?/n—nz 7.46) lim = 747) lim—
3+9n+27n 2" n!

+243+. ..+
7.48) 2+%+ 2 v 24 42 749) limir2E3t. An

10> 10° 10" 20 -n+l

8 — Escriurem com a P, al perimetre d’un poligon regular de n costats inscrit en una
circumferéncia de diametre d. Quin és el limit de la successiéo a,= P,/d?

9 — Considerem la successié a, =~/2,a, =J2v2,...,a, =\/2«/2,/2«/2 ... Quina és la

successiod (an)? ?. | la successié 2a,?. Quina relacié hi ha entre (an)? i 2a,?. Com sén els
limits de (an)? i 2a,?. Silima,=L, Quin és el limit de (a,)? i de 2a,?. Pots deduir d'aixo el
l[imit de a,?.
10 — Demostra que el terme general de la successio anterior es pot expressar com

. 21

a =22 Trobaelslimitsde 2" ide a, D6na el mateix gue en I'exercici anterior?

11 — Per mitja del calcul de limits troba una fraccié generatriu de 4,56.

12 — Una successio es construeix afegint un decimal més del nombre [1 comencgant pel 3,
aixi:

ar=3
a=3,1
az;=3,14

as = 3,141
as = 3,1415
as = 3,14159

€s una successio creixent?. Esta afitada?. Quin és el seu limit?. Els seus termes son
racionals? El limit és racional?
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