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Es una opinién muy extendida que el Andlisis de Regresidn es la técnica
estadistica mds utilizada en la experimentacion agraria y frecuentemente de
forma incorrecta. Desde hace tiempo se dispone de algiin buen tratado sobre
regresidn como el de Draper v, recientemente, se han publicado varias mono-
grafias como las de Daniel, Chatterjee o Mosteller y Tukey, entre otras, pero
que suelen estar orientados a aplicaciones industriales desde una dptica anglo-
sajona. Cualguier aportacidn a la bibliografia estadistica en castellano, que
trute de profundizar y aclarar las cuestiones que se presenian a nuestros
investipadores en la aplicacion de esta técnica, debe ser, en principio, bien-
venida. (Igualmente lo seria, si bien por razones distintas, el desarrollo y
publicacidn en Esparia de «softwares de andlisis estadistico.)

Podria, no obstante, atribuirse redundancia a algunas partes del texto,
pero es importante resaltar que su orientacion y desarrollo general me pare-
cen muy acertados para que sea de gran wutilidad en la praxis de la investi-
gacidn y en la ensefianza de la Regresion en las Facultades y Escuelas Técnicas
estudiosas de las Ciencias Bioldgicas.

Los autores han procurado cenfrarse en cuestiones de interés prdctico
sin derivar hacia disquisiciones tedricas pero, al mismo fiempo, sin perder
un nivel de rigor adecuado y han conseguido capitulos muy buenos, como
el dedicado a la tan manida pero siempre escurridiza colinealidad, el menos
usual de modelos inclusivos o el dedicado a la discusidn e interpretacion de
ejemplos prdcticos. Creo que la lectura de estos capitulos debe resultar inte-
resante y util para cualquier estadistico aplicado.

Es inevitable en libros como éste, enconfrar alguna ausencia: Robustez,
poblaciones finitas, técnicas de cdlculo, modelos con autocorrelacidn, ete. Pero
creo gue los autores han acertado también en la seleccidn de temas.

Me satisface, por todo ello, prologar este libro y ademds porque muestra,
otra vez, la posibilidad de una colaboracidn estrecha y fructifera entre inves-
tigadores de paises distintos, en este caso franceses y espafioles pertenecien-
tes a los respectivos institutos de investigacion agraria, INRA e INIA, Esta
colaboracidn ha podido llevarse a la prdctica gracias al apoyo institucional
derivado del convenio existente entre ambos Institutos, dentro del programa
de Biometria en que cooperan la Seccidn de Procesos de Datos del INIA, y el
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excelente Departamento de Biometria del INRA, pero sobre todo gracias a
la gran motivacidn, entusiasmo y competencia de sus autores,

Mi felicitacidn a todos ellos y, en particular, a J. B. Denis, de quien salid
la propuesta inicial de este trabajo, y a E. Carbonell, sobre gquien ha caido
la ardua labor de supervisidn de la edicidn del texto.

Javier Moro
Jefe de la Seccidn de Proceso de Datos del INIA
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El andlisis de Regresion es una de las técnicas mds utilizadas en el and-
lisis e interpretacién de los datos de experimentos agricolas y bioldgicos
cuando se estudia la variacién conjunta de un grupo de variables.

Por su Enrﬁularidad y facilidad de cdleculo el uso de la regresién estd am-
pliamente difundido entre los investigadores, &:em €5 NEeCcesario reconocer que
no siempre se utiliza de una manera adecuada,

A lo largo de esta publicacién se pretende presentar de una forma mais
bien intuitiva los conceptos relacionados con el andlisis de la regresién. El ob-
jetivo principal es proporcionar un manual de base n|:|a.t'a investigadores y
estudiantes en ciencias aplicadas a la investigacion en dreas relacionadas con
la Agricultura, Biologia, Medicina, etc., que mecesitan conocer el lenguaje
basico, lo que puede, y prin:ifalmante, lo que no puede resolver la regresion.
Se es consciente de la dificultad que entraiia el Eechu de tener que mante-
nerse a un nivel de claridad y comprensién determinado para lograr los obje-
tivos fijados, sin perder por ello rigurosidad en la exposicion.

La obra se encuentra dividida en ocho capitulos mads unos anejos. Se co-
mienza con un capitulo que sirve de presentacion del tema; en él se incluyen
los tipos de nmdc?ﬂs que se estudiaran en capitulos posteriores, asi como las
suposiciones de base que deben cumplir dic modelos. Este capitulo pre-
para el escenario introduciendo al lector en la problemdtica que se tratara
mé adelante y por otro lado advierte de los aspectos que es necesario tener
en cuenta, de tal modo que su no verificacién invalida o al menos cuestiona
gravemente la aplicabilidad cientifica de todos los célculos matemiticos des-
critos. A continuacién, en el capitulo segundo, se describe el modelo clasico
de regresién simple y multiple en sus aspectos de estimacién y pruebas de
hipétesis de los pardmetros del modelo. Un enfoque matricial de la regresion
simple sirve para introducir las férmulas de la regresién multiple sin proble-
mas. Por ello, en el apartado dedicado a la regresion miltiple solamente se
incluyen aquellos aspectos novedosos o de interpretacién distinta a la regre-
sidn simﬂe. Al estudias dos o mds variables regresoras, puede que se presen-
ten problemas que no aparecian en regresién simple; uno de ellos, la colinea-
ridad, se estudia en el capitulo tercero con indicaciones de su deteccién, efec-
tos y estrategias a seguir para su tratamiento. Detectada y tratada la colinea-
ridad, el investigador puede estar interesado en encontrar un subconjunto
de variables regresoras que sean suficientes para describir adecuadamente
el comportamiento de la variable dependiente. Por tanto, en los dos capitulos
siguientes se describen los métodos de seleccion de variables reservando el
segundo de ellos para el método aprioristico de seleccién dirigida, mediante
los modelos inclusivos; una aplicacién de los modelos inclusivos que se trata
con mis detalle corresponde al estudio de la heterogeneidad de las pendien-
tes de diversas ecuaciones de regresidon simple. Una vez obtenida la ecuacidn
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de regresién es necesario preguntarse si el modelo elegido puede considerarse
como «correctos. Asi pues, el capitulo sexto estd dedicado al importante tema
w en duda el modelo obtenido; es decir, se pretende
y validar el modelo a través del estudio de las hipétesis de base y del
propio modelo. Para la verificacién del modelo estimado se pone bastante
énfasis en el estudio de los residuos, En el capitulo séptimo se presenta un
enfoque trico a la regresién como una presentacién alternativa a la
descripcion algebraica realizada en capftulos anteriores. Este es un capitulo
complementario para introducir al lector en otros aspectos de la regresion
31{.1: por su facilidad de visualizacién pueden resultar muy interesantes. Por
timo, el capitulo octavo consiste en una serie de ejemplos con objeto de
resumir todo lo presentado y mostrar un modo de interpretacién de los resul-
tados obtenidos por el nnll{ﬁa de regresion.

A lo largo de toda la publicacién se han mantenido dos tifos de letra. La

letra que se podria denominar «normals estd dirigida a aquellos lectores que

s6lo estin interesados en estudiar superficialmente el problema de la regre-

sién o para una primera lectura de la publicacién. La justificacién matemd-

tdca c:':IE u:lmml:-to: algo mds especializados se han incluido en el texto en otro
po etra.

Esta obra sale a la luz gracias a la colaboracién entre dos Institutos de
investigaciéon homénimos; uno, por parte espafiola (INIA) y otro, de parte
francesa (INRA), y serd, tanto, publicada en ambos idiomas. Los autores
desean Tesar su agra ento a aquellas personas de ambos institutos
que han el camino para que esta colaboracion se haya llevado a buen
término y sea base para futuras nuevas colaboraciones. Muy particularmente,
al Dr. Javier Moro, Jefe de la Seccién de Proceso de Datos del INIA y al
Dr, R. Tomassone, Jefe del Departamento de Biometria del INRA por el cons-
tante apoyo no sdlo en el aspecto burocrdtico, sino también por sugeren-
cias aportadas para mejorar el contenido de la publicacién. Asimismo, los
comentarios de dofia Susana Pérez y don Ignacio Ibéfiez, han sido de gran
utilidad. Los errores o imprecisiones que todavia puedan existir no son impu-
tables a ellos, sino que son plena responsabilidad de los autores. La ayuda
técnica de las sefioritas Rosa M. Adrada y Nuria Martin ha sido realmente
inestimable al tener que soportar la dura tarea de escribir a mhhuina las
muchas versiones que de esta publicacién se han efectuado antes de llegar
a su formato final.

12
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1.1. Introduccitn

Cuando se estudian conjuntamente dos o mds variables, es logico que el
inevstigador trate de conocer y evaluar cudl es la relacidn que existe entre
ellas. El grado de asociacién o relacién lineal entre variables viene medido
por el coeficiente de correlacién simple o multiple; sin embargo, cuando se
postula una relacién entre variables que implique una relacién funcional (es
decir, expresable una funcién y=f(x;, X;...xx)+¢) debe buscarse un me-
dio que exprese la forma de esa relacién. Ademas seria deseable no sblo en-
contrar la funcién matemadtica f(x,, Xs, ..., X&) que ligue a las variables sino
también saber con qué precisién se puede predecir el valor que toma una
variable y, para valores dados del resto de variables; en definitiva, tener una
idea de la magnitud del componente aleatorio ¢. Estos dos aspectos se englo-
ban dentro de los objetivos del andlisis de regresién. Por tanto, la re%nzsidn
pertende determinar la «mejors relacién funcional entre variables. El término
«mejor» debe interpretarse en el sentido de encontrar aquella ecuacién que,
seglin un criterio predeterminado, mejor se ajuste a los datos experimentales
observados. Naturalmente, dependiendo del criterio elegido, los resultados
obtenidos pueden ser diferentes.

En cualquier andlisis de regresién se es que la supuesta funcién o
ecuacion, represente algin mecanismo causal o bdsico asociado a las unida-
des experimentales y a los factores que se estdn estudiando. Por ejemplo, se
conoce con toda certeza que el mecanismo que relaciona al voltaje V, con la
intensidad, I, que pasa por un conductor se expresa medianfe una funcién
matematica lineal V=RI en donde R es el cambio producido en V al variar I
en una unidad. Ahora bien, generalmente la Ciencia no estd tan avanzada de
tal modo que se conozcan con certeza las variables y los mecanismos bdsicos
de un proceso cualquiera. Sin embargo, incluso en estos casos, las técnicas
de regresion son utiles como herramientas analiticas y predictivas. En el su-
puesto de conocer la relacién, simplemente se estimard, por ejemplo, el para-
metro desconocido R que relaciona V con I, intentando encontrar la mejor
relacion funcional entre variables a base de utilizar un modelo y unas técnicas
de optimizacién. Obviamente, la bondad del resultado dependerd de la ade-
cuacién del modelo propuesto y del método de optimizacién cmﬁleadu. Por
tanto, debido a ello debe tenerse muy en cuenta que, como se OSTLE ¥
MEensING (1975, pdg. 166), simplemente porque se haya supuesto una relacién
funcional particular entre variables (modelo) y se haya seguido un procedi-
miento de célculo determinado (optimizacién), no se debe pretender que
siempre exista tal relacién causal entre las variables. Es decir, sélo porque
se haya encontrado una funcién matemaética que se ajuste bien a los datos,
no se estd necesariamente en situacién de inferir con certeza que un cambio
en una variable, causa un cambio en otra variable. En resumen, la tinica per-
sona capaz de asegurar que las variables bésicas son las realmente usadas y
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que el mecnismo bdsico opera de acuerdo con la funcién matemdtica elegida
es quien conoce el tema en el que se ha desarrollado el experimento, es decir,

el propio investigador.

Cuando se desconoce la relacién bdsica, se puede escoger una relacién fun-
cional determinada en base a consideraciones analiticas en relacién con el
fenémeno estudiado o bien a posteriori a través del examen de grificos o
diagramas dibujando los datos urn'lmcnmeﬁ en ejes coordenados. Una vez
que se tome una decisién sobre el tipo de funcién matemitica a emplear, es
necesario estimar los pardmetros que definen a esa funcidén, Por ejemplo, si
esta relacién es del tipo lineal Y=f.+f:X, es necesario obtener los valores
Bs ¥ B: que definen la ecuacién de la recta.

En esta publicacién se considerarin modelos que son lineales, es decir,
ue la funcién matemética mas sencilla, implicando un cambio en la variable
pendiente sys, al variar la independiente «x», corresponde a la ecuacion de
una recta y=by+b;x. En esta ecuacién bs y by son los parimetros o cantida-
des fijas pero desconocidas, en donde b, representa la ordenada en el origen
¥ by la pendiente de la recta (o cambio g;rndunldn la «y» al variar la «x»
en una unidad). El término lineal debe interpretarse en el sentido de que el
modelo es lineal en los pardmetros que lo definen. Segin esto, el modelo

y:b +b1x+h11x2
es, para todos los efectos, lineal aunque la «x» se encuentre elevada al cua-
drado.

En correspondencia con estos modelos mateméticos en los que dados los
valores de los pardmetros, para cada valor fijo de «x» se obtiene un valor fijo
de «ys, existen los modelos estadisticos que implican la presencia de una
perturbacién aleatoria y unas distribuciones impuestas sobre la variable de-
pendiente Y y, a veces, sobre ésta y la independiente X (que a partir de ahora
denominaremos regresora) de forma conjunta. Como norma, se denotarin
con mayisculas o con letras griegas los pardmetros y aquellas variables que
sean aleatorias, reservando las corerspondientes min para las estimas
de los etrm,lumﬂzuimud:&mnmvﬁd:mmmtu,arm
las bles matemiticas (aguellas que no llevan asociadas ninguna distri-
bucién estadistica). Por tanto, el elo estadistico que corresponde a una
variacién lineal de la Y se expresa como:

Y = Bp +81X + ¢
en donde g representa la perturbacién aleatoria.

un;su.lmmte, se incluirdn aqui aquel grupo de modelos que, aun siendo no
es, puedan considerarse como ‘intrinsecamente lineales. Estos modelos
intrinsecamente lineales o linearizables, son aquellos que pueden expresarse
en forma lineal por medio de transformaciones adecuadas de las variables.

Por ejemplo, sean los modelos siguientes:
I. Y=y X'1 %72 ¢
01 2
que se transforma en
log ¥ = log TD+ Tllcg xz-r Tzlog xz + log ¢
Este modelo se utiliza fundamentalmente en problemas econémicos y es
la conocida funcién de Cobb-Douglas en donde los valores de v, y v: repre-

sentan las elasticidades o porcentajes de cambio en la Y al variar en un 1 por
100 la variable regresora, permaneciendo constante la otra variable regresora.

16
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¥y X
II. Y = Tue I lg

que se transforma en
Ln ¥ = Ln Tn+T1X1 +Lne

El modelo re ntado por la ecuacién anterior es el clisico del creci-
miento exponencial de microorganismos antes de alcanzarse la fase de latencia.

1

I1I1. I =
+y X +y X +e
TﬂYll 2 2

que se transforma en |

i
— = y +y X +y_X +¢
Y LTS e S
Existen una serie de cuestiones que deben de tenerse muy presentes en
la interpretacién de los resultados obtenidos al aplicar un anilisis de regre-
sién sobre modelos intrinsecamente lineales.

Por ejemplo, con respecto al modelo I debe resaltarse el hecho de que el
error experimental (perturbacién aleatoria) actia de forma multiplicativa
sobre el modelo y no aditivamente. Por tanto, ese modelo es totalmente dife-
rente al siguiente: Y y

Y= X X +e
T 01 A 2 :
que es un modelo no lineal, ni tampoco linearizable por transformaciones.

Como més adelante se explicard, existen unos supuestos previos que deben
cumplir algunos elementos del modelo para que las conclusiones obtenidas
con este analisis sean validas. Para efectuar pruebas de hipdtesis con respecto
a los pardmetros, se exige que la variable aleatoria Y, y por tanto g, se dis-
tribuya normalmente.

Por tanto, en los modelos I y II se debe suponer que la nueva variable
¢*=loge se distribuye normalmente. Es decir, si se supone que es el error
experimental del modelo, g, quien se distribuye normalmente, las pruebas de
significacién seran errdneas.

Igualmente, la estimacién minima cuadritica solamente se aplicard a la
ecuacidn transformada. Por lo tanto, al efectuar la transformacion inversa
recuperar el modelo inicial, el valor estimado de los pardmetros inicia-
del ]jl:ndlth ya no serd minimo cuadrético, si la transformacién efectuada

no es lineal.

Los modelos no lineales son aquellos en los que los pardmetros del modelo
se encuentran en una funcidén no lineal.

Dentro de los modelos no lineales, los mas conocidos y estudiados en agri-
cultura se refieren a las curvas de crecimiento. Uno de los mas clisicos es
¢l modelo de Brody, representado por la ecuacidn.

=P_X

o

Y = P1(1+Pze 1+ €

17
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Este modelo no es susceptible de linearizacién por lo que su estudio debe
efectuarse dentro de las técnicas no lineales. Dado el contexto y el enfoque
de la presente publicacién, no se entrard en la descripcién de estas técnicas.

1.2. Tipos de modelos segin la distribucién

A continuacion, se describen unos modelos lineales estadisticos que se dife-
rencian entre si n la suposicién efectuada sobre la distribucién de las
variables del modelo. Tal como se dijo anteriormente, los modelos estadisti-
cos se diferencian de los matemédticos deterministicod precisamente en la
parte de aleatoriedad que sobre ellos se impone. La existencia de la aleatorie-
dad, introducida generalmente por la presencia en el modelo del término alea-
torio representado por g, implica la necesidad de definir una funcién de dis-
tribucién de las variables del modelo.

En la mayoria de los textos sobre regresiéon (ver, por ejemplo, SPRENT,
1969) se tratan dos tipos de modelos lineales diferentes: modelos aleatorios
y modelos fijos. Su descripcién se centrard en dos variables.

1.2.1. Modelo Aleatorio

En este primer tipo, X e Y son dos variables aleatorias con funcién de
densidad conjunta f(x, y). La esperanza de Y condicionada a que X tome el

valor x, se define como
Lyf (x,y)dy

j f(x,y)dy

Esta expresién es una funcién de x por lo que al variar x obtendremos

una curva que es la regresién de la variable aleatoria Y, sobre la variable
aleatoria X.

Este tipo de modelo aparece cuando, de una distribucién bivariante (X, Y)
se extraen aleatoriamente parejas de valores (x;, yi). Precisamente, el término
«regresion» lo usé por primera vez en un problema de este tipo F. Galton,
en una serie de articulos (quizd el mds conocido fue el publicado en 18886).
Describié en términos matematicos la tendencia de zwe padres altos tengan
hijos altos y padres bajos, hijos igualmente bajos. ungue existia esta ten-
dencia, la distribucién de alturas en la poblacién no cambiaba de una gene-
racién a la siguiente, pues la altura media de los hijos de unos padres de una
altura determinada, sregresabas, se movia, hacia la altura med de la pobla-
cién. El punto importante a resaltar aqui es que tanto la altura de los padres
como la de los hijos se tomaba de forma aleatoria representar una mues-
tra de una serie de parejas de valores de una poblacién con distribucién con-
junta bivariante. En este tipo de modelos, lo que se pretende es conocer algo
del comportamiento de la altura media de los hijos a partir de la de sus

dres. Sin cmb;m. no se utilizan para predecir la altura de un hijo de una
amilia determi .

Si X e Y se distribuyen normalmente con medias . y iy, respectivamente:
desviaciones tipicas gu, gy; ¥ coeficiente de mrrelacitt: p. la distribucién con-
dicionada de Y dado X=x, es normal con media

B(Y/X=x)=

18
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E(Y Py
- = e i -
(¥/X=x) = uy o (x ux}
y varianza gy* (1—p*). Para su demostracion puede consultarse ANDERSON (1958).
Si se hace variar x, el lugar geométrico es y=E(Y/X=x), gu~ corresponde

Oy
, siendo la regresion de Y
T

a una recta que pasa por (ps, py) ¥ pendiente

sobre X tal comeo se ha indicado anteriormente. Es necesario destacar que «ys
no es un valor obtenido por una variable aleatoria Y sino que es una variable
matemética que, para un x dado, toma el valor exacto E(Y/X=x).

Dado que en el modelo aleatorio, la distribucion es bivariante, tiene sen-
tido el preguntarse cudl es el valor medio de la variable aleatoria X cuando
la Y toma un valor y; es decir,

P Oy

E(X/¥=y) = uy + oy

(y=-u )
v

por lo que se pueden obtener ambos modelos reciprocos.

Conviene indicar cll_lua la regresién obtenida segin el modelo E(X/Y=y) no
equivale a la que se hallarfa al despejar la x en el modelo E(Y/X=x).

1.2.2." Modelo fijo

En este modelo se estudia el valor que toma una variable aleatoria Y para
valores Predzteminndus de una (o unas) variable matemitica x, Si el modelo
es lineal, para una sola variable matematica, el comportamiento de la varia-
ble aleatoria Y viene representada por

Y = ggt B1%X *+ ¢
en donde g también es una variable aleatoria.

En el modelo fijo, en contraposicién con el aleatorio, la distribucion es
univariada, ¥n que la Y es variable aleatoria, pero no la x. Siguiendo con el
ejemplo de la distribucién de alturas, x representa las alturas predetermina-
a‘iu e unos padres e Y, la de sus hijos. Entonces, la altura de los padres
representa una variable matemdtica ya que se ha seleccionado un conjunto
de valores midiendo las alturas de los hijos cuyos padres tenian especifica-
mente las alturas elegidas.

En una situacién de modelo fijo resulta totalmente incorrecto intentar
ajustar la ecuacién x dado Y, puesto que aquf x no es una variable aleatoria.
En todo lo que sigue se centrard el estudio en modelos fijos.

1.8. Suposiciones del modelo

1.3.1. Especificacidn

A lo largo de esta exposicién se han mencionado una serie de suposiciones
o hipdtesis de base que deben cumplir las variables Eara que las conclusiones
obtenidas con el uso de estas técnicas sean vilidas. Estas hipdtesis son:

i. Linearidad del modelo,
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La variable dependiente se expresa como funcién lineal de los pardmetros.
Por ejemplo:

Se supone también (hipétesis iv) ﬂu: £ €5 una variable aleatoria de media
mrhih rﬁr tanto, esta expresién implica que la esperanza matemidtica de la
va e Y es:

k
E(Y) = B + + b ek =
(Y) ot B szz ByXsc au+hzlﬂh X

ii. Las variables regresoras son «matemdticas» o, en el caso de modelo
aleatorio, aleatorias de valores conocidos.

iii. Independencia.
Las variables g, para valores diferentes de las regresoras, son estadistica-

mente independientes. Es decir, el error experimental de una obsrvacién no
influye en el de otra.

iv. Normalidad v homoescedasticidad.

La variable ¢ se distribuye normalmente (esta suposicién no es necesaria
para la estimacién de los B:.rhncum del modelo). Su media es cero v su
varianza constante independientemente de lo que valgan las regresoras. Como
consecuencia, la Y se distribuye normalmente para valores fijos de las regre-
soras, con mdias E(Y) y varianza igual a la de ¢ que denotaremos por ¢*.

Si el término de error ¢ (o la variable aleatoria Y) tiene varianza cons-
tante se llama homoesceddstico; por el contrario, cuando dicha varianza es
diferente segin el valor de x, se denomina heteroesceddstico, Dos casos de
heteroescedasticidad estdn ilustrados por la figura 1.1. y la homoescedastici-
dad se presenta en la figura 1.2.

Figura 1.1.—Dos casos de heteroescedasticidad.
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Pat Py«
Figura 1.2 —Homoescedasticidad.

La primera intenta reflejar un grupo de datos reales, mientras que la se-
gunda es una descripcién conceptual del problema.

La figura 1.1. representa las parejas de datos (x, y) de un experimento
cualquiera. En la figura 1.1.a se observa que la dispersién de los datos es
mayor a valores altos de la x concentrdndose més las observaciones con res-
pecto a la recta cuando la x toma valores bajos. El caso opuesto queda refle-
[:du en la ra 1.1.b. En la figura 1.2 se simboliza la distribucién teérica de

variable toria Y para cada valor de x. Como se indica, la media de la
distribucién va aumentando al hacerlo la x siguiendo la recta de regresidn,
almvall-i'ar“lam' denotada por la dispersién de la curva normal, es constante

x

Cuando los términos del error correspondientes a observaciones diferen-
tes sean dependientes (en sentido estadistico), se dice que el proceso estd
autocorrelacionado. Autocorrelacién negativa indica que errores negativos en
un periodo estdn asociados con errores positivos en el siguiente. Por otro
lado, existe autocorrelacién positiva cuando errores en un periodo estin aso-
ciados con una pauta de comportamiento, siendo primero todos de un signo
y después del contrario. Estas dos situaciones estdn reflejadas en la figura 1.3.

Como corolario a las hipdtesis ii v iv, se estd suponiendo implicitamente
que el término del error no dependc de las variables regresoras ya que,
F{xiﬂi =xiE[ai}=ﬂ
21
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(a) {1}

Ll -
x R

Figura 13.—Autocorrelacién: a) negativa; b) positiva.

Esta propiedad es importante, pues afecta a la estimacion de los pard-
metros,

Aungue no se considere como suposicién o hipdtesis de base, también es
necunl:%: tener en cueénta como importante el hecho de que, si se estudia
més de una variable regresora, pudiera existir una relacién lineal entre ellas.
Este problema se llama colinearidad y se suele presentar cuando dos o mds
variables regresoras se encuentran altamente correlacionadas entre si. Ahora
bien, tal como mds adelante se verd (capitulo 3), no existe una definicién
precisa para la colinearidad y es necesario analizar cuidadosamente la pre-
sencia de combinaciones lineales entre variables, pues, segin el tipo de mo-
delo que se esté ajustando, puede producir consecuencias totalmente dife-
rentes. Sea, por ef:n_:Pln, la influencia de la granulometria de un suelo sobre
una cierta variable Y. Naturalmente si las variables regresoras son los por-
centajes de arcilla (x;), limo (%) y arena (x;), estas variables estin relaciona-
das ya que x;+x;+x=100. Por tanto, si intentamos ajustar un modelo del tipo

Y = Bp+ B1X) + BgXo + B3Xy + ¢

resulta que la variable regresora asociada a s (que podriamos llamar xs;, en
donde x=1) es precisamente la suma de las otras tres variables dividida
por cien. En este caso existird una colinearida extrema (ver definicién en 3.1.1.),
no pudiendo estimar los i por los métodos de regresion generalmente em-
pleados. Sin embargo, si el modelo es

Y = ﬂlxl + Bzxz + ngg'l'_ E
el problema desaparece, pudiéndose estimar la ecuacién de regresiém por
minimos cuadrados.

Esta salvedad tiene que ver con un concepto que se explicard méas ade-
lante en relacién con el rango de la matriz X al presentar el enfoque matri-
fain.l i Wbrgldtodn. en el capitulo 3 dedicado especificamente al estudio de

22
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13.2. Importancia de la violacidn de alguna hipdtesis

Como la mayoria de los efectos producidos por la violacién de las hipotesis
de base se refieren a estimacién de los pardmetros del modelo, postpondre-
mos su preaenmciéﬁara mds adelante, e incluso en algunos casos merecera
un capitulo aparte. Ademss, muchas veces no es posible efectuar las pruebas
debido al tipo de datos de que se dispone, ya que algunas de ellas requieren
lal:crrescncin de varias observaciones para cada x; y otras, que los datos estén
ordenados de acuerdo con algin criterio predeterminado. De todas formas,
gerﬂuede sefialar que por orden de importancia se pueden ordenar como sigue:
independencia, homoescedasticidad y normalidad.

Con respecto a independencia, es necesario poner en duda la adecuacién
del método clisico de regresidén en conexién con el estudio de las curvas de
crecimiento. Si se trata de investigar el tipo de crecimiento que sigue un
animal concreto, los pesos (variable dependiente) a unas edades determinadas
del animal (variable regresora) se encontrardn correlacionadas debido princi-
palmente a caracteristicas intrinsecas del animal como composicién genética,
enfermedades, etc. Cuanto més préximas sean las edades, més alta serd esta
correlacién. En este tipo de investigaciones debe de seguirse un procedi-
miento de cilculo distinto. :

Para emplear los métodos aqui presentados es necesario disponer de va-
rios animales describiendo el crecimiento de la estirpe o raza mas que el
de un animal determinado. La forma correcta de operar seria utilizar datos
de edades procedentes de animales distintos para que, de esta forma, las
medidas fueran independientes. De todos modos, si ¢l nimero de animales no
es demasiado pequefio, la influencia de las medidas correlacionadas puede
considerarse despreciable. Esto proviene del hecho de que, si se dispone

de «n» animales con «t» mediciones en cada uno de ellos, existirdn ni, ) pare-
jas de medidas dependientes de un total de (") parejas, diluyéndose el efecto
de las observaciones correlacionadas,

23
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2.1. Regresion simple

Si basados en el conocimiento previo sobre el problema estudiado, se
decide que la relacién que liga a la variable Y con la variable x es de tipo
lineal, el valor de Y para una especifica x; vendrd dado por la expresion,
Yi=fe+Buxi+e cuyo valor esperado es

E = + 3
(¥;) Bﬂ lel

Para una realizacién especifica del experimento (es decir, para unos datos
determinados) la expresién de este modelo serd:

=b + te,
Y i bu blxl+el

en donde los valores con letras latinas serdn las estimas de los parametros
de la expresién obtenidas a partir de los datos del experimento de que se trate.

2.1.1. Estimacidn

El procedimiento de estimacién seguido es el llamado de minimos cua-
drados. Este método consiste en hacer minimas las discrepancias elevadas
al cuadrado y sumadas para todo i segan la figura 2.1

1
¥ [

¥i
y* bg+b, x

- e ——— e ———

Figura 2.1—Minimizacién de los residuos cuadrdticos.
27
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La razén de elevar al cuadrado las discrepancias es para evitar la anula-
cién de las cantidades positivas y negativas al sumar. Para lograr esos mismos
objetivos se han sugerido métodos alternativos. Uno de ellos consiste en
sumar los valores absolutos de las discrepancias.

Este método ha sido usado ampliamente en estudios econdmicos. TAYLOR
(1974), entre otros, lo recomienua como mds fﬁa a modelos Npr:dic-
tivos econométricos. Incluso, recientemente, N LA y WELLINGTON (1977)
sugieren usar la suma minima de errores relativos, |e/y|, para estimar los
pardmetros. Su método de estimacidn estd formulado en términos de pro-
gramacidn lineal,

Dado que se supone normalidad, el método de los minimos cuadrados
coincide con el de médxima verosimilitud (dar como estima el valor que hace
mds probable, a posteriori, la obtencién de la muestra), lo que le pleno
valor estadistico.

Al aplicar la estimacién minimocuadrdtica, lo que se pretende es, dado
un ﬂtﬁrllﬁ Y=0+fx+e, tﬂmillndn parejas dﬂﬂ'ﬂhﬂé‘mcinnu (v, :;:
€N un expe ento, tratar estimar los pardmetros . a partir
datos. Se supone que by y by mnh:unﬂdnduqueefﬁmﬁ.yﬂplm
Be ¥ B: son constantes fijas desconocidas, mientras que by y b, en un experi-
mento concreto, son realizaciones que dependen del método de estimacién
empleado. En concreto, si se utiliza el método de los minimos cuadrados,
bs ¥ b: deben minimizar la expresién siguiente:

et = 1
a = (f —bu- blx ]2
i=1 1 i=1 % 1
Derivando parcialmente con respecto a by y b, e igualando a cero, se

obtienen dos ecuaciones con dos incdgnitas que resueltas dardn los valores
estimados. Estas dos ecuaciones se conocen con el nombre de ecuaciones

normales.
nb, + E"ib:'zﬁ'}:

; xbot ;x‘ibl. 3:_ Y iXg

Resolviendo el sistema se obtiene: {;Yﬂ {§x1]

Ixg¥; -
bl = & = %'_
{}xijz Sk
2
b4 = ——

{55
¥ ‘Iyi Hi _
bu = _.1_._. - bl = 'ir - hlx_

" n n

28
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Dado que las expresiones del numerador y denominador de by se emplea-
rdn con en el texto, se representariin simbélicamente por Sxy
y Sx*, Este simbolismo tiene su légica, pues equivale a Ixy y EX*, pero cuando
a las variables x e y se les ha restado su media respectiva. Es decir, podrian
definirse como las sumas de productos y de rados ajustados por las
medias. '

Estos resultados by y b, son las estimaciones de los etros del mo-
delo B y B: ¥ son can es obtenidas mediante operaciones algebraicas de
los datos experimentales. Representan los valores gue en la muestra han
tomado unas variables aleatorias f i‘oﬁl que son los estimadores correspon-
dientes a B y Bi, respectivamente, Por tanto, «estimadors es una variable
aleatoria y estimacidén o «estima» se entiende como el valor que toma el esti-
mador en una muestra concreta.

2.1.2. Pruebas de hipdiesis e intervalos de confianza

Los valores anteriores son estimaciones de los parimetros del modelo.
Los estimadores que son variables aleatorias, tomardn valores diferentes al
obtener muestras o realizaciones diferentes. Se debe, pues, estudiar cudl es
la distribucion de estos estimadores, con objeto de establecer pruebas de hi-
potesis sobre los pardmetros del modelo.

En primer lugar, es necesario p ntarse si al variar la x se produce una
variacién concomitante en la Y (es ir, si Bd=0). Para ello, se descompone
la variabilidad de los datos en dos componentes, una que mide la discrepan-
cia entre el valor observado y otra que mide la discre ia entre la recta
estimada y una recta patrdn, por ejemplo, Y=¥. Esta descomposicién queda
reflejada en la figura 2.2.

:
X

Figura 2.2—Descomposicién de (yry) en (viy) e (y¥).
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Por tanto = » )
(y;-y) = {yé~yii + iyi~yi

Elevando al cuadrado y sumando para todas las observaciones.
- ~ - IR
(y,-4)2 = EQ‘-'H-]‘ + {Ef-yﬂ =
E 4L E 4 "4 £

- Elyi-§i12+ Ei§£-912+ Eglyi-ﬁil (9;-9)

Algebraicamente se puede demostrar que el doble producto es cero. En
efecto,

Eiyi'yiliyi-yl . Eiyi-bu*blxii{bn+blx{-y} .

z[ff B'*'ﬁx-bx][ybx«*hx-y].

=£[{y -y) - b (% -x]Er [ %; -x]_.l = b [Elg{ y][x -x) -

- b Tz - b, [o,ftx 017 - blilxi-i]{lf 0

Obteniéndose entonces la siguiente descomposicion de la suma de cuadra-
dos total: e R
9% = }ly,~y)%= (Y ~¥)2+ E(yi-?il 1
i i p
S. C. TOTAL=S. C. REGRESION+S. C. RESIDUD

Existen unas férmulas alternativas mds faciles para el cdlculo de la des-
composicidén de la suma de cuadrados,

La expresion iI-!',‘.F‘a—":,r'.l' se calcula como sigue:

@,-912 = J(b +b x,-4)2 = J(g-b x+b x,-y)2=
T 4 i 0 1 £ % 1 1 4
'Ilb (x,-%) P = bﬂztx -X)2 = b2Sx? = b Sxy

Reprr.sentnndu en forma tatlu]ar similar a la d:l andlisis de varianza vy
llamando al residuo, «Desviacién de la regresiéne, se tiene,
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Fuentes de variacidn S.C. gl cM
Debido a regresion b.Sxy 1 b,Sxy

Desviacidn de la regresion Sy*—b, Sxy n—2 (Sy"—b; Sxy)/(n—2)
Total Sy n—1

Alternativamente, se puede hacer la descomposicidn de la suma de cua-
drados de las observaciones brutas; es decir, sin corregirlas por el valor me-
dio; en este caso seria:

Y, cu s, -yl x by, = Q)

Para obtener la descomposicidn de la suma de cuadrados se puede seguir
un procedimienio andlogo al anterior, es decir, elevar al cuadrado, sumar y
demostrar que los dobles productos se anulan, Sin embarpo ,aqui se utiliza
un método mds corto basado en la férmula anterior:

2 . L S
Sy? = Jly;-y)2 = Ty3-ny?
L L
Por tanio, A
R iy = 2 T
Eyi ny? = Eiyi Lol Eiyi y)2
De donde - n _
Ly = noy?+ J@, -2+ Jlyg - Ak
S.C.TOTAL S.C. MEDIA S.C. REG. S5.C. RES.

La tabla correspondienie a esta descomposicidn es,

Fuentes de variacidn S.C. gl
Media n ¥ 1
Regresidn/media b, Sxy 1
Desviaciones Sy —bSxy n—2
Total Iy, n

Para saber qué estdn estimando los CM de cada una de las lineas es nece-
sario calcular previamente cudl es la varianza del estimador fi..

Se sabe gue: = a _ _ _
. Eir&-rjlxi-x: ‘ E ¥ lx,-x) - EF[xi+x] ,
1 Sx? Sx2

Ey‘tixi-i]'g I,[x.t:-il zy&[x‘{.'i]-&l:&_i_'ni]
AL L

Sx? Sx2
a
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ZHLI’C‘-'*E:";"EX'L'ZK'{] x'_i
s & = = v, = L K.Y
Sx¥ i 4 Sx2? 4 *
dﬂﬂdl I.-i
B o
% Sx2
Tomando varianzas y dado que x; no es variable aleatoria
f[!’,‘:'ilz g2 g2
Ua‘_}r_{gl:rlg%:'t"—u;-_%- :
2

Resumiendo, pues: var @]: ;:.

Siendo g; =¢* la varianza constante del error experimental, cuya estima

es el cujadmdn medio de las desviaciones del modelo (o cuadrado medio del
residuo),

A partir de la varianza dr.ﬁ.u puede calcular el valor estimado por el
cuadrado médio de la regresién de la forma siguiente:

= g - ) 2- (i - 2, Azi- 2_2-& =
u%l Eta1 E{Elll Etal sll Eiel El ﬂlsll
- E(B2) + p2-28 E(B ) = E(B2) - B2
1 1 1 1 1 1

A A
de donde E[afl = uaaiall' + Bi
Por otro lado, dado que el cuadrado medio de la regresidn es
gz Sx2
) " 1
E(828x2) = Sx2E(82%) Sustituyendo el valor anterior
1 1

2
E(CM negresibn) = Sx2(van(f )+82)=Sx?(—— +82)
1 1 Sx2 1

E (CM Regresién)=0% +@ Sx’

I mente se puede calcular qué estima el cuadrado medio del residuo.
Pﬂrﬂgt:.l'alla ;e'}mﬂc de la esperanza de su suma de cuadrados:

A
E(Sy2-B Sxy) = E(Sy?) - E(f Sxy) - E(Sy2)Ho2#p25x?)
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Por otro lado,

E(Sy?) = E[y""i.ll]- E[E[lnfll:f:i-l‘-nli‘-El‘] 'i

. “[“.“L""’*“x' El1*}-5{5:1:;::‘&:h[:_c-iﬁultxl-iiuiim-
- ECpisas 51:1-2111

ya que el doble producto es nulo por el corolario de las suposiciones ii y iv
en 1.3.1. De donde

E(Sy?) 'E?SIE+{H'7102

Por tanto,
E(Sy2-B Sxy) 'Efsxz*ln-lluzrcE*E?sz- (n-2)02
1

Resumiendo, pues:
E (CM Regresién)=0} +# 5x*

E (CM Desviacién)=d*
Por tanto, si 8}=0, la férmula anterior implica que el cuadrado medio

de la regresion estd estimando ¢* y entonces el cociente entre el CM de la
ién y el CM de las desviaciones se distribuird segin una F centrada.
Asi, pues, se verificar la hipotesis de que B;=0 frente a la alternativa
de Bip0 m te una prueba F. Si el valor calculado del cociente es mayor
que el co diente a una tabla de distribucién F con los grados de liber-
tad y nivel significacién dados, se rechaza la hipdtesis concluyendo que
la regresora influye sobre la variable dependiente.

Como ejemplo préctico de cllculo supéngase que se dispone de los s
guientes datos:

x| 7.6 8 3 5 2 10 2 10 9
] B 10 6 17 14

A partir de cllul H: obtiene que:
Ix = (7+6+ ... +9) = 62

Ix? = (724624 ..., +92) = 472

Sxy = (7) (13)+(6) (12)+ ... +(9) (14) = 805
Ty = (13+12+ ... +17) = 115.

Jy2 = (1324122+ ... +172) = 1429
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Por tanto,

‘Eﬁi’{g?i} (62) (115)
Sxy = | kv, - Rl
¢ 10
n
(3x,)2 (62)2
sz = E xZ— = 472 - = BTPE
i
H n 10
(5.v;) (115)2
SY2= Eyz - i1 = 1429 - - 1‘]6,5
3 n 10
Sxy 92
b = = = 1,D5

l sx? 87,6

bu =y - bli = 11,5 - (1,05) (6,2) = 4,99

Para probar la hipétesis fo=B:=0 se construye la tabla del anilisis de
anza,

Fuentes de variacidn S.C. gl C. M. F.c.
Debido a la media ... ... ny*=13225 1 13225 1068,69
Debido a la regresora ... b:Sxy=96,6 1 96,6 78,06
Residuo ... ... ... ... ... Sy* — bsSxy=99 B 1,24

i Iy'=1429 10

Como ambos valores de Fc son mayores que el correspondiente a una
distribucién F con 1 y 8 grados de libertad al 1 por 100, concluimos que Be
0o es cero y que tampqco [ lo es; es decir, la x aporta informacién adicional
a la suministrada por la media en el modelo.

Por otro lado, en lugar de verificar una hipdtesis con respecto a los
pardmetros puede interesar obtener un intervalo de confianza del (1 —gq)
porcentaje.

Dado ﬂil.;ae ha supuesto que la variable Y se distribuye normalmente, 8,

B: tam tienen ese tipo de distribucién. Asi, pues, el intervalo de con-
;imn vendrd dado por la férmula general que se aplica a estimadores con
distribucién normal: [Estimador =+t (desviacién tipica estimada del es-

v a
timador)], en donde y son los grados de libertad asociados a la t. (Recuérdese
M
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que la férmula del intervalo de confianza para una media es X+t o vn, en
1

donde s/V'n es la desviacién tipica estimada de x.) Por tanto, aplicando esta
férmula al caso de fites, &, El valor de &, se calcula sustituyendo el ¢*
por CM de las desviaciones en la férmula ¢*,i=¢"/Sx". Naturalmente, la am-

plitud del intervalo dependera de la varianza de la estima, siendo mds pe-
quefio, y por tanto mayor precisién, cuando menor sea ésta.

Estudiando la forma de var (f:) se observa que disminuye (aumentando,

r tanto, la precisién de la estimacién) al disminuir ¢* o al aumentar Sx'.

ra disminuir el valor de la varianza del error experimental ¢ es necesario
seguir las recomendaciones generales que se indican para ello en cualquier
disefio experimental. Para aumentar Sx* deben usarse valores de x lo mas
alejados posibles. Es decir, concentrar las observaciones en los dos extremos
del rango de variacién estudiado para la x (también llamado recorrido). Esta
prictica, recomendada por muchos libros, es un arma de doble filo. Sola-
mente es correcta cuando el modelo verdadero es precisamente lineal, Cuando
esta suposicién no es cierta, el resultado de seguir esta recomendacién puede
ser desastroso. Si el modelo propuesto es cuadritico, por ejemplo, al no to-
mar medidas repartidas a lo largo del rango de variacién serd imposible
detectar la posible curvatura de la ecuacién.

Si se quiere obtener un intervalo de confianza para la ordenada en el
origen Bo, la férmula es

o

it as

Eﬂ If'l—z,n‘. Bﬂ
I

)
Por tanto, es necesario obtener previamente la varianza del estimador f.
Lo - A = .
Dado que g =y-§ lx, tomando varianzas.
0 .
- - A - = A
uan[ﬁnl = var(y) + xiuaatsll - Ix cau[F,ﬂll

ya gue x es_una variable matemdtica y no estadistica. Se puede demostrar
gue la cov (¥, By es cero. Para ello hay que tener en cuenta la siguiente pro-
piedad:
Si w; y vi son consiantes, y
0= u¥Y+rag¥rulvs .. 1
1 1 2 2 3 3 rn

veyV+ru¥+ru¥+ .., rvy
el i) 34 non
Si yi e y; no estdn correlacionadas para isj, y var (y)=g* para todo i,
enfonces

coviu,v) = [u v +u v + u v +.,.+u v)a?
: W 3 3 “n J

en este caso u=y, vs'ﬂ.., por lo que

1 x{i A X, -X
=l iy , Luego covly,B )
= n + sx2 ' ;

L]
1
£
Q
2]
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Ixi'fxi
2 .l

=g
nSx2

Por tanto, * = =
uantﬁu} = var(y) + x2 ua&{ﬁll .

o2  x2g2 I x?
E + - u'z . ——
n Sx2 n Sx?

El valor estimado de var {ﬂ-l por la muestra se obtiene sustituyendo en
la férmula anterior el valor ¢* por el cuadrado medio del residuo; es decir,

| xt
‘E‘% = CM (desviaciones) -t —
0 n Sx?

2.1.3. Prediccidn

Muchas veces el investigador no sélo estd interesado en saber qué tipo de
relacion liga a la variable x con la Y, sino que también pretende establecer
pudindnnumnmmnalwhrquewmurthmhb Y al tomar la x

un valor x.. Na te, el valor estimado se obtendrd sustituyendo x.
en el modelo predictivo:

Yo = Bg T B1X, t+ ¢y
i)
cuyo estimador es fis+ fixu+%w, quien para un experimento concreto se es-
tima por ye=bs+bixu+0, ya que segin 1.3.1. la esperanza de ¢ es cero.

mm.umpmmrpmmnqmuumdm
tuando la iccion (es decir, la tud de la varianza de g). La bondad
de la dependerd de m circunstancias: bondad del modelo
P to, varianza de los valores estimados, etc.

dos no son de uso exclusivo en regresién simple, pueden aplicarse a la
regresién multiple, de la que se hablard mds adelante. Incluso algunos son
mejor utilizados en miltiple que en simple. Todos estos métodos se presen-
t en ¢l capitulo 6.

y La mﬁdnmqmn'emhpﬂmﬁnkmvﬂmdﬂhnﬁﬁh

te un valor regresora viene dada por la va-
mmuﬁ"um.mMaunqmm.hm
de la varianza serd diferente. Si lo que se pretende “predecir es el valor
medio de la variable dependiente para un r X« de la regresora, su va-

rianza es: L 2
var{E ) = uz i - E"ZL
w n Sx
36
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Por el contrario, el valor predicho de una observacién individual sigue
siendo §, pero su varianza es diferente, ya que el valor observado varia alre-

dedor de la media verdadera con varianza ¢*. Por tanto, como ambos efectos
son lndnpmdimtu, su varianza sera:

- 2
1 (x=x_)
2
ik n . ex?

Las estimas correspondientes a estas varianzas se obtendridn sustituyen-
do ¢* por el cuadrado medio del residuo (o desviaciones de la regresién).

Como se desprende de las férmulas, la varianza depende del cuadrado de
la diferencia entre el valor de prediccién y el valor medio. Por tanto, la pre-
cisién es méxima en el punto x.

El intervalo de confianza del (1 —a) por 100 para el valor medio pre-

dicho ¥w viene dado por la férmula ?.:ttnz o 03, Que estd representado
e W

graficamente en la figura 2.3.

Y

¥obyob, &

""h-...__l I |

Y

Figura 2.3—Intervalo de confianza para un valor estimado y..

Esta da una clara idea de los s en la extrapolacién de la
prediccién, puesto que el intervalo de con crece al alejarse del punto Xx.

2.14. Enfoque matricial

Todas las férmulas dadas anteriormente utilizando sumatorios son s
tibles de ser representadas bajo notacién matricial. Utilizando el modelo
regresién lineal simple se estudiard la equivalencia entre ambas notaciones.
Con ello, el de regresién simple a regresién multiple serd simplemente
una extension de las férmulas ya presentadas en este apartado.

Se definen: el vector aleatorio, y; la matriz de variables regresoras, X; el
vector de pardmetros a estimar, b, y el vector de errores, e.

kY]
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y 1 x o

1 1 1

! 1l x

Yz A e2

Y 1 x b e
y = 3 X = 3 B = 0 e = 3

" " - b -

L] L] - 1 -

(2s:1)
¥n 1 x J ! e,
tn;1) (n, 2) (n, 1)

La ecuacidn de regresién que liga a las observaciones v, ...y, con los va-

lores x;...X. puede expresarse para cada ocurrencia experimental (yi, x)
como

Este conjunto de igualdades se expresa en forma matricial como y=Xb+e.

= +bx+e |
Y bu g 1
= + bx + e
Y bu 1 2 2
y =b +bxXx+e
i} 1 3 3

y. = bg * blxn+en

Segin las definiciones:

y
1
1 : 1 . | y )
X'y = 2 =l 1%
x X, x X x| - § Y%y
Y
(2xn) L
(nx1)

que representa el primer término de las acuaciones normales.
38



Por otro lado, Fs -

1l x
1
1 xz
e 7 1 1 mag Al 1 xa _ n I::t2
x x X I, Ix
1 2 k| L n . » 1 A
{(2xn) 3 g
EREN
(nx2)

que son los coeficientes de by ¥ by en las ecuaciones normales. Por tanto, se
pueden expresar en forma matricial como:

X'X b = X'y

Premultiplicando por (XX)-' se obtiene el valor estimado de los pari-
metros

b= Xy

Al tratar con regresidon muiltiple, puede darse el caso de gue no existiera
inversa y seria necesario recurrir al cm:ccfm de g-inversa, que no se expon-
drd aqui. Cuando exista una combinacidn lineal entre las regresoras, el deter-
minante de X'X serd cero, por lo que habrd de aplicar las técnicas corres-
pondientes para obviar esta dificultad. Otro caso en el que se presenta este
problema es el mencionado en 1.3.1. En él, la primera columna de la matriz X
multiplicada por 100 es exactamente igual a la suma de las otras tres. Por
tanto, la X'X tendrd una fila (y columna) combinacidn lineal de las demds,
no siendo una martriz de rango pleno.

: 0 ; [~ rx; X,
® X
_1 1 : 5 nSx’ sx®
(X'x)" = . . e
n ix, - (Ix;) ~5x; = —g 12
Ex Sx
Si se representa simbdlicamente (X'X)-* por -
Cir €y
Cay €y

y recordando los valores para var [ﬁ] y var {Eﬂ. se observa que
iy :
var (Bg) = Cjj0?
var {ﬁl} = C22U2
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e E 2w ineed
1 ;‘2 2 =a X:=nx<+nx , 2
[ + }- it O = i 1 = Exi =
2

n Sx nsx2 nsx?2 nsx2 11
Basdndose en la propiedad de que cov (¥, fl.)=0 (demostrada en 2.1.2),
se calculard la covarianza entre los estimadores: cov (B, Bi)=cov [(§¥—
— %), Bil=cov (¥,

B)—% cov (B, )=

= —xu'ﬁ.lﬂ-st;-ﬂ', que precisamen-
te es Cng'.

Por tanto, s¢ ha encontrado una resibn muy importante de aplicacién
en regresién multiple i e e

” A -l
Var(h) = V(p) = (X'X])™ o2
La cantidad »'X'y es igual a

kA
b'X'y -[h, ",] [:l :, ’tn] ?t ) [b' h’] [:::"] -

I - T - -: = i
= b Jy, + b lyx, = (§=b X) ny + bli"x‘i -

Ixg 1Yy

r v+ v2 - y2
= ny? -.hlm + hlzyixi = ny +h‘lf¥11£ ) = ny *b‘iﬂﬂ de

dﬂ-l:d.ﬁ by =b'X'y —ny’, que es precisamente la suma de cuadrados debida
a n.
Igualmente, =

YI

ronfry v, end | e m
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Dado que 8y2 = Iy2 = n y2 = y'y-ny?
se puede wnltrulr la tabla del ANOVA de la regresién en forma matricial.

Fuente el S.C
Dﬂm ' w GEE @EE EEE EEd l b‘x'}'—ﬂ?
Desviacién de la regresién ... ... n—2 yy—»bX'y
Total ... ... cov ver o0 v e A=1  YPy—njp
Asi, pues el coeficiente de determinacidén serd
b'Xy = ny? .
RZ = —
y' y=ny?

El valor n¥® puede representarse en forma matricial como y'1(1'1)-'1"y,
al:ndolunmmrmlurgnfnrmmwrnm,

Por otro lado, definiendo Xw=(1x«) siendo x« un valor determinado de
la variable regresora. .
b

$ = b +b x, = (1,%,) bﬂ =x4b = b'x
1

Esta expresién corresponde a la del valor medio estimado de la variable
dependiente y su varianza m:mgneda facilmente demostrarse (ver, por ejemplo,
SEARLE, lﬂl)yqtu ma ente equivale a

K .
var(y)= x‘;{x'm 1

22. Regresién miiltiple
Se trata ahora de considerar el problema en que un de variables
o investigando

remwcrum. X3, ..., Xx se estudian conjuntamente su influencia
:fluknumdmnditetmhuhdﬁnunulnpummmdehhm
te:

Y = Bo+ B1X) + BaXy + ...+ BpXpt e
responde al modelo lineal conocido, en donde la matriz y es ahora:

2
'H'd

1 Ry Typ Egptee Mgy
1 x21 xzi xzaitt xzk
L) - - [ ] -

X = . * . . '
1 X5 X, Xn3 xnkJ

41



© INIA © del autor o autores / Todos los derechos reservados

Para obtener los valores que minimocuadréticamente estiman @, B, ... Bs
se m:lun procedimiento totalmente similar al presentado en el enfoque
ma de la regresién simple. Todo lo dicho entonces, puede repetirse aqui,
La tnica sal estriba en que en la tabla del andlisis de la varianza,
grados de libertad de la linea correspondiente a «Debido a Regresitn» son k
vez de 1 y los de «Desviaciones de la Regresiéns son n-k-1.

Mediante la prueba oportuna se puede verificar que §;=0 para todo j,
(j=1, ..., k) frente a la alternativa de que al menos un f; es diferente a cero.
I ente, se puede verificar que un subconjunto Ba.=llflj (h=1, ..., p; p=k).

ta prueba serd presentada mas adelante en el capitulo correspondiente a
la seleccién de un conjunto de variables.

Es necesario resaltar también el significado de los coeficientes de re
sién B, ..., Bx en una regresién mﬁlﬁg_le. El valor de f3; expresa el cambi
producido en la variable dependiente Y al variar en una unidad la variable
regresora x;, manteniendo el resto de las variables regresoras constantes. Se
trata pues de coeficientes de regresién parcial y asi es como deberian lla-
marse siendo precisos en el lenguaje.

Existe otro punto importante dentro de la regresién muiltiple que se pre-
senta a continuacién. Si las variables regresoras son independientes (su co-
ion empirica es cero), la influencia de una de ellas sobre la variable Y
no depende de las demds. En este caso, el coeficiente de regresion indica la
variacién en la dependiente al variar en una unidad la regresora considerada,
independientemente de lo que puedan hacer el resto de las regresoras, incluso
aungue Tm de ellas fuera eliminada de la ecuacién de regresién. Ademas,
ll:- suma cuadrados se puede descomponer ortogonalmente de la forma
siguiente:

SC(xl,xg,xg...xk]=SC{x1]+5C{x2}+SC(x3}+ T +5c(xk}

Segun esta descomposicién se puede demostrar que la suma de cuadrados
de un subconjunto de variables, dado que otro grupo de regresoras se en-
cuentran ya en la ecuacidn, es

SC(xy,%2,%X3/Xy,X5,. e X ) =SC(X) X2 ¢ X3 Xy 1 X500 00sX) -
= SC(xy X5, _,xkasc{xl,xz 1 X3)

Por lo tanto, la informacién que aportan x;, xs, X; sobre el comportamiento
de la Y es independiente de la que aporten x; ... x;. Esto quiere decir que
el orden de entrada de las variables en la ecuacién no influye ni en el valor
de su coeficiente de regresién ni en la suma de cuadrados (ver capitulo de
modelos inclusivos). Ahora bien, esta situacién no se suele presentar gene-
ralmente y las variables regresoras se encuentran més o menos
nadas entre si. En estos casos el coeficiente de regresién y la suma de cua-
drados de una regresora dependerdn del resto de regresoras que se encuen-
tren en el modelo. (Esta situacién quedard bien patente al presentar la selec-
cién de un subconjunto de variables y su tratamiento serd objeto del capitulo
dedicado a la colinearidad.) Considerando el caso sencillo de dos regresoras,
se puede descomponer la suma de cuadrados de dos formas diferentes supo-
niendo, tal como se hizo en regresién simple, que la ordenada en el origen
entre siempre la primera en el modelo. Estas descomposicions son:

SC(total) = SC(Bg)+5C(x;/8¢) +SC(x3/%1,8¢)
SC(total) = SC(Bg)+SC(x,/Bp)+SC(x,/%5,Bq)

42



Copia gratuita. Personal free copy http://libros.inia.es

Estas dos descomposiciones deben de interpretarse de forma diferente ya
que, en general,

SC(x,/Bp) # SC(x)/x%2,89)

pues la influencia de x, sobre la Y, medida por su suma de cuadrados, depen-
derd del hecho de que la x; se encuentre o no ya incluida en el modelo. Estas
dos descomposiciones se presentardn también al comentar el enfoque gomé-
trico de la regresién multiple. Cuando se quiera probar exclusivamente si
un a‘& correspondiente a una regresora x;, es cero, la suma de cuadrados aso-
ci a esa hipdtesis es

SE[xjfxl 'xz W w xj_ltxj."l; ] .;xk}=S-CEx.l ) ..xk.'!‘SC[xl,xz . i .xj_l,

'xj{-l’r. . w ;’Ck..l

con un grado de libertad; el cuadrado medio que actuard como denominador
en la prueba F es el de desviaciones del modelo completo.

2.3. Regresion polinomial

Cuando, dada una sola variable regresora x, su influencia sobre la varia-
ble Y puede describirse mediante una ecuacién en grado k, el modelo es: -

E(Y) = g +8 x+8 x2... kak
0 1 2

Si ésta es la verdadera ecuacidén que representa el tipo de asociacién entre
laxyla,es posible estimar fi, B, ..., B siguiendo la técnica de la regresién
multiple sin mis que hacer x=x;; X*=X; ...x*=xi. Por lo tanto, se puede
aplicar toda la metodologia alli descrita sin introducir ningun concepto nuevo.

bemos resaltar, sin embargo, que en este tipo de regresiones es casi se-
guro que se presentardn los problemas de colinearidad, dada la correlacion
existente entre la variable x y la serie de sus potencias. Es, pues, recomenda-
ble 1eue se extremen las precauciones para evitar el peligro asociado a este
problema.

Por otro lado, la interpretacién de los coeficientes de regresion es menos
clara que en regresién miiltiple, puesto que no se puede hacer variar a Xs,
por ejemplo, manteniendo el resto de las x constantes. Por tanto, solamente
sc pueden interpretar como pardmetros caracteristicos que definen una fun-
cidén polinomial.

La regresién polinomial tiene una enorme utilidad prictica cuando se apro-
xima una regresién no lineal por medio de un desarrollo en serie por des-
composicién de Taylor. .
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3.1. Definicion

Aunque clisicamente los autores emplean el término smulticolinearidads,
en este texto se utilizard el de «colinearidads, pues se considera initil y re-
dundante el prefijo smultis.

Es necesario tener presente que la colinearidad en su acepcion estadistica
no se corresponde con ninguna definicibn matemdtica concreta. En efecto,
existen una infinidad de estados intermedios entre la colinearidad extrema
ique es, de hecho, la colinearidad en sentido algebraico) y la ausencia total
de colinearidad. Sélo se caracterizardn y definirdn ambos términos opuestos
proporcionando un criterio para medir el grado de colinearidad de un con-
junto de datos,

£1.1. Colinearidad extrema

Se presenta colinearidad extrema cuando existe una (o varias) relacion(es)

lineal(es) entre las variables re Xj, X3, ... X* (representadas simbdli-
camente por x; j=1 ... k). Es ir, si existen w; tales que
k
uw * w, . .=0
0 jL 3 7]

para todo i=1 ... n, siendo n el nimero de observaciones.

Este problema aparece principalmente en el caso de regresién miltiole.
aunque en el caso de manipulacién automdtica de ficheros, la utilizacién a
ciegas de un subconjunto de individuos puede ocasionar la constancia del
valor del regresor, implicando, por tanto, la existencia de colinearidad.

En este capitulo se excluird el término constante del modelo ., supo-
niendo implicitamente que tanto la variable dependiente y como las regre-
soras x; estdn centradas; es decir ,se les ha restado sus medias respectivas:

)
Y. =0
jm1 1

n
I x..=0 para todo j=1...k
j=1 3
3.12. Ausencia de colinearidad
Desde el punto de vista estadistico, se dice que no existe colinearidad
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uundomdnh:nﬁ:bluwmormﬁmhmmﬂ.mdadr,:i
se verifica que .
i X;4 X340 = 0 para todo j # j

Dado que las variables son centradas, esta condicién es equivalente a la
nulidad de los coeficientes de correlacién simple entre las regresoras.

313. Medida del grado de colinearidad

El valor absoluto de la correlacién empirica entre dos variables
varia entre 0 (ausencia de colinearidad) y 1 (colinearidad extrema), Asi, pues,
ﬁuudmdhquumphmﬂmdtdmrmm De una forma
general, se caracteriza el de colinearidad de un conjunto de regresoras
mrluuhrug'opiu su matriz de correlaciones. Si al menos uno de
ﬂhmm es nulo, hay colinearidad extrema; si todos son iguales,
En-lu:apu'umhrd-docﬂﬁ-blurq:mmm
correlacidn p.lm“hmpmpimm 14py 1—p

3.1.3.1. Valores propios y vectores propios

Sea C una matriz (por ajlmplo de correlaciones o covarianzas enire k-
variables xy, % ... ) cuadrada, siméirica y Jmidaﬂum positiva, Por semi-
dﬁﬁﬂawﬂﬂmnmﬂ:ﬂcdk&cﬁuﬁqmm que sea el vector u
de dimensidn «k» el escalar u'Cu es positivo o nulo, fEm 'ﬂmddd se puull:
demostrar teniendo en cuenta esta cantidad es la va de una varia-
ble z obtenida como combi lineal de las departida; x=u%+uaXa+ ...

- +upx, siendo wy, j=1 ... k los coeficientes de dicha combinacidn lineal).

Se denomina primer valor propio a la varianza mdxima sobre el conjunto
de las variables z que son combinacidn lineal de las de partida con la res-
triccidn de que L

jzf u?#!

(esta restriccidn es indispensable, de lo contrario, el mdximo seria infi-
nito). Al vector sus mrupnndhnrgu:: le llama primer vector propio.

El segundo valor propio se define como la varianza mdxima sobre el con-
Imuhmwm:qmmwuumnmIWIHMr
mmommwu nula), manteniendo la triceidn.
Al vector asociado se le llama segundo vector propio, De forma similar se
definen el resto de los vectores y valores propios,

Calcular los valores y vectores propios de una matriz también se uum

dhwuﬂzw&y:qmmoumm etar como un cambio de base
la transforma en una matriz diagonal. Cuando un valor propio es cero,
ﬁhmhwﬁu&uducﬁmwﬂmmrmnpondkmtudum
ml:, por tanto, constante; es decir, las variables originales x,, % ... xi son
ineales

k

1 Uy Xy " Uy Para todo £L=1 ... n
i1

Reciprocamente, si existe tal relacién lineal, hay un valor propio nulo.
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3.13.2. Andlisis de componentes principales

Relacionado con el concepio que se acaba de exponer, se encuenira el
andlisis de componentes principales que serd aplicado posteriormente en 3.2.3.
y en 3.2.3.2. Este andlisis consiste en la diagonalizacién de la matriz de co-
varianzas (o de la de correlaciones para el andlisis de componentes principa-
les tipificado). Los ejes principales son las variables que, siendo combinacidn
Ii de las originales, son de varianza mdxima y se encuentran definidas
por los primeros vectores propios (naturalmente el nimero mdximo posible
de ejes principales serd el de variables originales).

3.1.4. Observaciones

a) La colinearidad estd directamente relacionada con las correlaciones
entre las variables regresoras,

b) Cuando hay mas de dos regresoras, no se puede taxativamente afir-
mar con exactitud que un caso concreto sea mis o menos colineal que otro.
Supéngase que para tres variables regresoras, en un caso los valores propios
son 2.1; 0.5 v 0.4 y en otro 1.6; 1.3 y 0.1. El primer caso tiene el mayor valor
propio sicngu los otros dos valores pequefios, mientras que el segundo caso
tiene el mds bajo pero en cambio los otros dos son relativamente grandes.
Por esta razén, y para comparacién .algunos autores proponen considerar
como medida indicativa la razén entre el primer valor propio y el dltimo.
Este cociente se hace infinito en caso de colinearidad extrema.

¢) En lugar de calcular los valores propios de la matriz de correlacion,
se n también hallar los de la de covarianza obteniendo el mismo r.ispo
de informacién: independencia (u ortogonalidad) o colinearidad extrema. Sin
embargo, hay dos razones fundamentales en favor del primer método. Pri-
mera, el cilculo numérico es més seguro y fiable. Segunda, y sobre todo, el
resultado no varia como consecuencia del cambio de escala efectuado sobre
las variables regresoras, y como ésta es una propiedad interesante de la re-
gresion, conviene respetarla.

3.2. FEfectos de la colinearidad
3.2.1. Inestabilidad de la estimacidn de los coeficientes de regresidn.

Cuando se ajusta un modelo con variables regresoras intrinsecamente muy
relacionadas (como por ejemplo la estimacién del volumen de un drbol en
funcién de su altura y el didmetro al cuadrado) puede ocurrir que se obten-
En coeficientes de re ibn de signo opuesto al que seria de esperar en

ena légica. Este hecho puede ser consecuencia de varianzas de los estima-
dores demasiado grandes.

Si se toman, por ejemplo, dos variables regresoras medidas en unidades
tipificadas (es decir, desviadas de su media y divididas posteriormente por
su desviacind tipica) de tal modo que su varianza empirj la unidad, la
matriz de varianzas-covarianzas de los dos estimadores %?;E: es proporcio-
nal a la inversa de la matriz de correlacién. Téngase en cuenta que, segin 2.1.3.

) A |
\ nl. 2 - . e 1 x Ak
var = o (X'X) = g2 = g2 —-

(1 p 1 1-p2 | -¢ 1
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1 -p

=g2 » siendo p la correlacién entre ambas
-p 1

1-p2 1-p2

|
variables regresoras,

Por tanto, var (ﬁ.}= T Que tiende a infinito cuando p tiende a la uni-
dad; es decir, cuanto més se aproxime a la colinearidad ext . Ndtese que
en el caso de dos variables tipificadas var{ﬁﬂ:m {ﬁ.]:-l—:F, pero esta
igualdad ya no se cumple a partir de tres regresoras.

322. Dificultad de interpretar la parte de sexplicacidns de cada regresora

Siguiendo en el caso de dos variables regresoras x; y xi, se puede expresar
la parte de la variacién de la variable dependiente Y explicada por x, [simbé-
licamente representada %(x1)], o por x; [%(xs)], o por x,, teniendo en
cuenta tr.u! X; ya estd en la ecuacién [%(x,/x;)]; simétricamente, por x; dado x,
[%xa/x1)] ¥ por xi ¥ x: conjuntamente [%(x,, x,)].

Si todas las variables se encuentran tipificadas, entonces

Y 1 r, r,
var X, = r, 1 p
X, r, p 1

siendo r, ¥ r; las correlaciones entre eye—sxi» ¥ «ye—>sxy», respectivamente,
¥ p la existente entre ambas variables regresoras.

Seglin esto, se obtiene que

%{xl} = 100 r%

$(x,) = 100 r?

2
*(x;/x,) = 100 (r,=- pr2123{1~n21
$(x,/x)) = 100 (r,- pr )%/(1=p?)

i{xl,le = 100 Eri+r§—iprlrz}f{1—p2}

. Todas estas resiones se pueden demostrar ficilmen forma geomé-
trica (Capitulo ;:I ?.l;{ —_— .
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En particular ,se puede verificar que
$ (x ,x) =%(x ) + % (x/x)=28% (x)+% (x/x)
1 2 1 2 1 2 1 2

y si p=0 implica que
% {xll -3 (xl.f’x?}

En (con las matizaciones que mas adelante se expondrin), cuanto
mas diferentes de cero sea |p|, menos se cumplird la igualdad anterior. Estos
tos son totalmente similares a los presentados en la regresion multiple

a nivel de sumas de cuadrados.

Esta dualidad en la descomposicién produce una confusién en la inter-
pretacién de los efectos respectivos de las variables regresoras. Tal confusién
estd a los datos, pues fueron ellos quienes produjeron la colinearidad,
y estadisticamente es imposible separarla.

¥
EXPLICACION
00 =+
% x /%,
"
Iu‘}!.'.:‘,r‘:!
|
'
[)
f
I
/
-------------------- — %(x, P
.'/
i Il
1.
F

Figura 3.1—Efecto de la colinearidad sobre el porcentaje de explicacion de una
de las regresoras. (Trazo continuo r;=0., r;=01; linca puntos r;=04, r;=06.)

Los férmulas precedentes y la figura 3.1. ponen de manifiesto que cuanto
mayor sea el gruE: de la colinearidad, méas dificil resulta establecer el aporte
mtcﬂwd:udlumdehirmm.&h se representa el to
de la colinearidad p (abscisas) sobre el porcentaje de: explicacién de uno de

los regresores ,ordenadas). La curva (a) es % (x;)=r: y la (b) es:
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(r - r )2
$(x,/x,) = —l—2— x 100

1-p2

En trazo continuo, se expresa el caso en que r;=0,7; r;=0,1 ¥ en el trazo

discontinuo cuando ry=04; ry=06. El rango de variacién en el que se en-
Simiccn sme Pt 1ot reacs Ticiete o e Do ] oae oo D) e
manera que 0§ Casos gura 3.1 son [—0,64; 0,
[ —0,49; %,?7'. respectivamente. En la figua 3.1. se aprecia que, gme:rn{
conforme p se aleja del valor cero, menos coinciden ambos tipos de explica-
cién de la variable Y por medio de la x;. Ahora bien, es necesario reconocer
que puede existir otros puntos en los que las curvas (a) y (b) coincidan, e
incluso, como en la correspondiente a trazo continuo, que exista una zona
en la qmmmnte sean iguales. Estas situaciones particulares depen-
den na nte de los valores r, y r. Asi, pues, se observa que el tanto
por ciento de explicacién depende también en gran medida de las correlacio-
nes r, ¥ r; (comparacién entre trazos continuo y discontinuo). Por tanto, para
estudiar la influencia de la colinearidad, es necesario considerar ademis los
valores de la variable dependiente, Por esta razén, WEBSTER, GUNST y MASON
(1974) proponen examinar la colinearidad a partir de la di cidn de
la matriz de correlacién de las regresoras orlada con la correlacién de éstas
con la dependiente. La critica que se puede hacer a priori a esta proposicién
es la de no tener en cuenta el papel particular que desempefia la Y en rela-
cién con las variables regresoras.

3.23. Influencia de la colinearidad cuando las regresoras no se conocen con
exactitud

Una de las hipétesis de base (ver 1.3.1.) es que las regresoras x;, X ... X
sop variables no estadisticas cuyos valores se conocen con certeza, como por
ejemplo modificaciones de la temperatura, el ph, dosis dadas de un fertili-
zante, etc. Sin embargo, existen casos en que esta situacidén no se cumple.
Como es dificil de formalizar la desviacién del modelo con respecto a tal hi-
potesis, se ha procedido a simular esta situacién para ver sus efectos con
respecto a la colinearidad.

La simulacién por medio de un ordenador consiste en gemerar un gran
nimero de veces una situacion experimental en la que algunos elementos son
fijos y otros son aleatorios, ndo segin unas leyes determinadas (por
ejemplo, distribuciones normales). Esto permite, en particular, estudiar esta-
disticamente cdmo se comporta una férmula de estimacidn determinada, una
prueba concreta, etc. (dado el elevado niimero de repeticiones de la situacidn
experimental bdsica en la que se opera). Permite, igualmente, considerar mo-
delos diferentes a aquellos para los que se construyeron las pruebas y esti-
macions y juzgar asi su robusted; es decir, su comportamiento frente a des-
viaciones del modelo.

En el caso que nos ocupa considérese el modelo de regresion con dos
variables:

s + +
y = 6111 5212 E

En donde ¢ son variables aleatorias normales, centradas e independientes
(segun las hipdtesis de base cldsicas).

Sin embargo, se incorpora a las variables fijas x y x, una perturbacidn
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aleatoria de distribucion normal. Ademds se toman x, y x,, de tal modo que
tengan una correlacion empirica p=0 o0 p=0,7; y los coeficientes de regre-
sidn @ vy [ rales que Bixa+Bita te;rga una correlacion empirica con x+xa
de cosfl, en donde § varia de (® a de I0° en I0°. Este ultimo pardmetro
se ha introducido porque, como |p| es superior o igual a cero, x,+x, repre-
senta el primer eje principal de los dos regresores (ver 3.1.3.1.) e interesa ver
el efecto que tiene la Y sobre la medida de la colinearidad en relacidn con
el hecho de que las variables regresoras no sean fijas. Para medir la discre-
pancia entre el modelo y la realidad, se ha utilizado la suma de los cuadrados
de las desviaciones entre y; e ¥ (en donde ¥ es el valor estimado de y, por
medio de la regresidn). Los valores de esta suma de cuadrados (SCE) se pre-
sentan en la tabla 3.1, utilizando una muestra de tamado 100 repitiendo la
simulacién 30 veces. Los diferentes pardmetros empleados en la simulacidn
se encuentran en la figura 3.2

TABLA 1.1.

Suma de cuadrados del residuo (media de 30 simulaciones) en funcidn
de la colinearidad y de la localizacion de la variable dependiente

8 p=0 =070
e .. 58 42
100 ... 55 46
2 ... 5.7 51
300 . 55 62
w0 52 71
500 ... 50 82
60 ... 53 95
0 .. 59 11,6
80° . 56 114
90e . 6,8 119

De los resultados de la tabla 3.1. se pueden deducir las siguientes con-
clusiones:

a) Cuando las dos regresoras son independientes p=0), sea cual sea la
posicién de Y (dada por el valor @), la eficacia de la regresién no cambia,
pues se obtienen valores del mismo orden de magnitud.

b) Por el contrario, en el caso de colinearidad (p=0,7), se comprueba que
cuanto mayor sea el valor de §, mas desastroso serd el efecto de la colineari-
dad si las regresoras no se conocen con exactitud.

¢) Cuando los valores de @ estén prﬁ:r.imus a cero (cuanto mayor sea la
correlacidén de Y con el El;imcr eje principal de x; ¥ x1) la presencia de coli-
nearida des beneficiosa. decir, si las regresoras no se conocen con exacti-
tud, es mejor que se enuentren correlacionadas si su eje principal esta pré-

ximo a la variable dependiente.

Asi pues, se concluye otra vez que el estudio de la colinearidad no se debe
hacer sdélo en base a variables regresoras, sino que también es necesario
considerar en el andlisis la variable dependiente.
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ta
Figura 32 —Representacién geométrica de los parimetros de la simulacién de la

3.3. [Estrategias a seguir
331, Deteccidn

Es conveniente tomar conciencia de la posible existencia de colinearidad
antes de actuar frente a ella. Si hay dos 0 més variables regresoras, ya se
ha indicado al comienzo de este capitulo que el examen de la matriz de corre-
laciones no basta, aunque niuhadctncmduqueunﬂu de regresoras
estd correlacionado de manera importante, es muy probable que aparezcan
problemas de colinearidad.

Si las pruebas de nulidad de los coeficientes de regresién conducen a la
eliminacién de variables que se consideran importantes, o si el signo del
coeficiente de regresién es opuesto al que se espera, también aqui hay riesgo
de encontrar una situacién 5: colinearidad.

De hecho, solamente la diagonalizacién de la matriz de correlaciones y el
examen de los dltimes v ‘propios proporcionard una informacién pre-
cisa, Siendo k el nimero de regresoras, si designamos por uw, g ...
los k valores propios en orden descendente, se verifica la relacién

Uiy ‘Hltz:l e “‘Uzj' k

Entonces si la razén -[:] es muy pequefia (inferior a 0.1 para cuatro

variables o a 0.01 para una veintena) hay colinearidad. El grado de la colinea-
ridad viene dado el niimero de valores propios que se juzguen como mu
pequefios. Na mente esia afirmacion es subjetiva (el te es arbitrario
y artifical (0.11 no indica colinearidad cuatro variables y 0.09 si), siendo
consecuencia del hecho ya subrayado de que todos los casos intermedios son
Existen otros indicios ﬂue gunden hacer sospechar la existencia de una
situacién de colinearidad. Uno de ellos consiste en observar que las varianzas
de las estimas de los coeficientes de regresién tienen valores anormalmente
altos, disminuyendo drdsticamente al eliminar una (o varias) variables regre-
soras, Igualmente, el encontrar coeficentes de correlacién multiple o de de-
terminacién entre una variable regresora y el resto de las otras regresoras
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muy elevados. Algunos programas calculan estos coeficientes automitica-
mente definiendo el valor 1-R* como «tolerancias. De todos modos, puede
haber colinearidad sin que estos sintomas sean evidentes.

332. Tratamiento

Supdngase que el examen de los valores propios indica la presencia de
una fuerte colinearidad, ;qué se debe hacer en este caso? La actitud a adop-
tar debe venir marcada por dos consideraciones:

a) El origen de la colinearidad.

b) La ncia de valores de las regresoras no conocidos con exactitud.
jaal. Oﬁe de la colinearidad

Sea el ejemplo va citado del i:wastigadar forestal que quiere ajustar el
volumen de los drboles (V) en funcién del didmetro al cuadrado (S) y la al-
tura (H). Si los drboles fueran perfectamente homotéticos, existiria una rela-
cién perfecta entre las dos variables regresoras de la forma

S=c 12

que induciria, sobre el range o dominio de variacién de los valores de las
ras, una correlacién elevada y, por tanto, colinearidad (Figura 3.3).
Es muy posible que, en un caso como éste se obtenga la regresidn siguiente:

V=70+105-0,1 H

Podria sorprender encontrar un coeficiente negativo ( —0,10) afectando a
la altura del érbol, pues, evidentemente, cuanto mas alto sea un drbol, mayor
serd su volumen. Se puede llegar, ademds, a que la eliminacién de la varia-
ble dudosa (H) ocasione una pérdida apreciable de ajuste, lo que fuerza a
mantener la ecuacién con ambas variables en ella. ¢Qué significa, pues, el
coeficiente negativo? El error de razonamiento cometido se debe al hecho de
que se habia interpretado el aumento de H aisladamente y sin tener en cuenta
el valor de S. En la realidad esto no es asi, ya que si se crecer la altura
es necesario hacer crecer el didmetro, y asi se verifica que

AV=10AS-0,10 AH

es positivo, tal como en buena logica debe ser.

En un caso como el anterior en gue la colinearidad viene originada por
una relacién cuasi-funcional entre las variables regresoras, conviene mantener
a todos los regresores en la ecuacidén si se comprueba que la eliminacién de
uno de ellos ocasiona una disminucién apreciable de la suma de cuadrados
de la regresidn.

La relacién observada entre las regresoras del ejemplo precedente tiene
una explicacién evidente; sin embargo, puede producirse una situacién pare-
cida, aunque de interpretacién maés sutil, cuando la relacién procede del
muestreo empleado en la toma de los datos: Se desea predecir la renta de
explotaciones agricolas (R) en funcién de la potencia de sus tractores (P) y
la superficie labrada (L). Una muestra en una region cerealista producird una
fuerte relacién entre P y L y, por tanto, una elevada colinearidad. Si la ecua-
cién de regresidn calculada es

R=32+10L-3P
existe el mismo problema en la interpretacidén del signo que anteriormente.
La diferencia estriba en el hecho de que la relacién entre L y P no es de
naturaleza intrinseca, sino debido al muestreo. Por ejemplo, si el estudio se
hubiera hecho en una regidén con ganaderia intensiva no existirfa una rela-
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£ 0,87

L _ﬁ-f’“f'f

H

Figura 33.—Las relaciones cuasi-funcionales entre las regresoras pueden inducir
a colinearidad.

cién tan fuerte entre L y P, puesto que en este caso la cantidad de tierra cul-
tivada es pequefia y no estard ligada a la potencia de los tractores (fig. 3.4).
Con este ejemplo simple se ha pretendido exponer un problema importante
relacionado con la colinearidad en particular y con regresién en general:
no se debe extrapolar la férmula o modelo de regresién de unmb idn a
otra, sino apﬂcarl:,mlmnmtc a aquella de la cual se obtuvo el modelo. La pre-
sencia de la colinearidad puede significar que se estd trabajando sobre una
poblacién particular v con objetive d concreto. Mds grave serfa dis-
er de una muestra sesgada inadvertidamente o que la colinearidad fuera
consecuencia de un nimero de individuos demasiado reducido con relacién
al nimero de variables regresoras empleadas.

3322 Exactitud de los valores de las regresoras.

Una vez concluidas las dos primeras etapas, es decir, la colinearidad ha
sido detectada Lar.eptada la explicacién de su origen, los pasos posteriores
dependerdn de la actitud del investigador frente a la colinearidad.

Si se acepta no considerar mds que férmula global (sin importar que los
coeficientes de regresién sean inestables), renunciando a inte tar las in-
fluencias respectivas de las diversas variables regresoras, el lema ha ter-
minado. Por el contrario, si se insiste en 3:““ estudiar dichas influencias
particulares conviene examinar, en el caso de que las regresoras no se conoz-
can con exactitud, si no ha riufo de obtener un mal ajuste. Para ello se
inves los ejes pﬂnd_p;L del andlisis de componentes principales nor-

de las '(vectores ios de su matriz de correlaciones tal
como se explicé en 3.13.1. ¥y 3.1.32.). calcula la correlacién entre la va-
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Figura 34.—Relacidn entre regresoras segin la poblacidon muestreada.

riable dependiente y el primer eje principal; la correlacién multiple con los
dos primeros ejes, los tres primeros, etc. Si se juzga que Y estd suficien-
temente correlacionada (por ejemplo, superior a 0,7) con los ejes que ab-
sorben la mayor parte de la inercia ( ), se puede admitir el usar la
regresion habitual, porque en este caso, tal como se indicé en 3.2.2,, la pre-
sencia de la. colinearidad es beneficiosa, En el caso cantrario no queda mids
remedio gue eliminar variables (aquellas que sean combinacion de otras,
combinacidon identificada al estudiar el R? o la tolerancia) o emplear técnicas
maés sofisticadas, como la regresién «ridge» (Hoerl y Kennard, 1970 a, b).

La regresidn sridges permite establecer una ecuacion de regresidn de
mejor calidad (en un cierto sentido) que la obtenida por medio de la estima-
cidn minimo cuadrdtica en caso de presencia de fuerte colinearidad.

Las estimaciones obtenidas por cuadrados minimos eran

o

A= (X'X)TX' g

Si hay colinearidad importante, la matriz (X'X) estd mal condicionada,
pues su determinante es casi nulo y su inversion puede acarrear problemas
numéricos. La regresion «ridges resuelve esta dificultad reem (X'X)
por (X'X+fI) para frodnncir un mejor condicionamiento, En la fdrmula, «f»
es una constante e [ es la matriz identidad. En este caso se obtienen los va-
lores siguientes:

B*(4) = (X'X+41)7 " x' v
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Naturalmente, las estimaciones halladas son sesgadas y dependen del va-
Iﬁ‘f ge «f», y para f=0 coinciden con las minimocuadrdticas, y si f= oo,

El problema consiste en escoger el valor de «f» adecuado, haciendo un com-
promiso entre el sesgo y la varianza. La solucidn generalmente empleada es
empirica y consiste en calcular f*(f) ‘fum muchos valores de «fs y elegir
aquel f. que corresponda al comienzo de la zona de estabilizacion de las esti.
maciones tal como se aprecia en la figura 3.5.

x‘....ﬂ \ o ﬁ'1 (f)
u" - B, (f) f

B (f)

Figura 15.—«Ridge traces.

' 333. Recapitulacidn

En la figura 3.6 se presenta de manera simplificada el drbol de decisiones
propuesto para tratar la presencia de colinearidad. En €l se indican simple-
mente las preguntas y sus respuestas asociadas en los diferentes nudos de
cada etapa. La manera de-llegar a la respuesta’ se' encuentra-descrita: a lo
largo del presente capitulo.

Como conclusién debe decirse que esta estrategia es y debe adap-
tarse a cada caso en funcién de los objetivos y caracteristicas del estudio.

La investigacién de la colinearidad es importante, en definitiva, de-
terminar algunas caracteristicas de la poblacién de donde se extrajo E mues-
tra (Marquardt ly Snee, 1975), y también, como indican Gunst y Mason (1977),
para expli el posible comportamiento erritico de los procedimientos de
seleccién de variables que serdn tratados en el capitulo 4. Por ello, es muy
conveniente antes de iniciar un estudio de seleccién de variables revisar la
presencia de colinearidad,
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Figura 3.6.—Arbol de decisiones propuesto.
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4.1. Planteamiento del problema

Se desea establecer una ecuacién de regresion lineal de la variable depen-
diente Y en funcién de las variables regresoras xi, X, ..., Xx. Tal grupo cons-
tituye el conjunto completo de variables entre las que se han de elegir agué-
llas que formardn parte de la ecuacién buscada, pudiendo estar incluidas en
dicho conjunto algunas funciones sencillas de las variables originales, tales
como productos cruzados o potencias (este tltimo aspecto puede ser muy in-
teresante en ciertas aplicaciones agrarias; por ejemplo, tarifas y tablas de
cubicacidn, respuestas de los cultivos a abonados).

En la seleccién de la ecuacién buscada entran en juego diversos factores:

Por una parte, para hacer la ecuacién Gtil con una finalidad predictiva
es necesario considerar un modelo lo méds perfecto ible, incluyendo en él
tantas variables mmu con influencia en el fendmeno considerado como
sea posible detern . El dhﬁcmcr de un modelo muy completo puede tener
como consecuencia la obtencién de predicciones de la variable Y con una
gran varianza debido, entre otras causas, a una posible colinearidad que su-
ponga intervalos de confianza para la prediccién demasiado amplios v,
tanto, con poco interés prictico. (Més adelante, al tratar el método i

de Mallows para comparar ecuaciones de ajuste, se pondrd de manifiesto la
afirmacién anterior.)

En consecuencia, las consideraciones anteriores sobre la fiabilidad de las
predicciones pueden imponer ciertas restricciones en la eleccién de modelos
demasiado complejos.

Por otro lado, si los costes que suponen la inclusién de determinadas va-
riables en el modelo no se ven compensados por el interés de su aportacién,
en posteriores andlisis que se realicen se pueg: tener en cuenta esta circuns-
tancia y optar por incluir en el modelo solamente aquellas variables que se
puedan considerar «rentabless,

No existe un procedimiento estadistico tnico para resolver el problema
apuntado anteriormente, como se verd més adelante. Por esto, el conocimien-
to 3:: tenga el investigador acerca del fendémeno estudiado debe ser una
:f-jubc necesaria y de gran valor en cualquiera de los métodos que se des-

mn.

Todos los métodos que se citan son de uso corriente la prictica esta-
distica y su aplicacién a un mismo problema no tiene por qué conducir nece-
sariamente a la misma solucién,

También es necesario hacer notar que las distintas pruebas que se reali-
zan en un determinado método de seleccién de variables no son independien-
tes estadisticamente y por tanto no tiene sentido hablar de un error g global
para el conjunto de todas las pruebas o para el método en cuestion.
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El proceso de seleccidn de variables debe ser posterior a un estudio mi-
nucioso de la colinearidad, pues si ésta es importante puede conducir a resul-
tados errdneos (ver upitulu 3).

Una amplia descripcién de los métodos de seleccién se encuentra en
Draper y Smith (1981), Hocking (1976) y Thompson (1978 a, b).
42. Medida de la calidad global de un modelo de regresion

Sea el modelo de regresién multiple

Ymp, +8 X +B,X te..tB X +c

anteriormente se \'in que:

n n
] (y,-v)2% = E (#,-¥12 + T (y;-9)2
jmg 1 ii e e
Suma S C. debida S.C.
de cuadrados a la del residuo
total regresion

Una interpretacién geométrica de esta descomposicién se encuentra en
Cailliez y Pages (1971), Wonnacott y Wonnacott (1981) y en el capitulo 7.

Construyendo la tabla del andlisis de la varianza de la regresidn:

Fuentes g1, . 5.C. 3 C.M.
Debido a regresion ... ... ... ... ... ... k¥ - a5t ) % - njti/m
Desviacién de la regresién ... ... ... a-k-1 g'y - §'8 (2) by o GO e
Total . e wee oM=Ll g'y = n§E () o'y = aFtlwea

Siendngg—-h)ig

En estas condiciones se puede afirmar que una ecuacion de regresion serd
tanto mejor cuanto menor sea la suma de los residuos al cuadrado

n A 5
) (y;-¥;)

n

=-yr) 2
o también cuanto mayor sea izl I:Y:L y)
. Una medida de la calidad global de un modelo de regresion puede ser la
cantidad
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(vg-N=@, - N+t~ I

que se define como scoeficiente de determinaciéns y cuyo valor varia entre 0
¥ 1 (ver 6.3 para una discusién mds detallada de su utilidad).

La raiz cuadrada del coeficiente de determinacion se denomina coeficiente
de correlacién multiple «B» entre la variable dependiente Y, y el conjunto de
variables regresoras x; para j=1, ..., k.

La cantidad R también representa el coeficiente de correlacién entre la
variable dependiente Y y su estima y a través del modelo de regresidm.

Otra forma de expresar la calidad de la regresién es a través del estadis-
tico F., que se define como:

n i
b} E?i"ﬂ /k A A _2 2
i=1 (y'y = ny } /K n=k=-1 R
F.- = = W'y = 0'0) /nk- - . 'Tn—:
2 y'y = ¥'¥) /n-k-1
I (y 1'?1] /n=k=1
i=1

Este valor F. permite, con ayuda de una tabla F de Snedecor, j r la
significacién de la regresion; es decir, apreciar si la estimacion de Y por

? = bﬂ + b,y +b21{2 - bk}{k

es significativamente mejor que la estimacién de Y por y=b,=Y.

4.3. Medida de la significacién de un subconjutno de variables regresoras
Sea el modelo de regresion miltiple

1
Y = Bot+ B1X) + BaXp + ... B ¥ +oE

Las estimas de Y obtenidas a través del modelo completo con k variables

se denotan por ¥i.

Si se estima Y a través de un modelo més sencillo en el que solamente estén
incluidas p variable de las k posibles (que, evidentemente, no tienen por qué
ser las p primeras)

Y= Bgt B1%X) + Baxz + ... % ﬂpxp + ¢ g <k
la estima de Y obtenida a través del modelo reducido con solo p variables se

denotard por Y.
En estas condiciones la variabilidad individual puede descomponerse
como sigue: ~ N A N
) = (., Ily, ¥ IE{y ¥ )
P. . P i 4
i i i 1 i ik
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F* =

Elevando al cuadrado y sumando para todas las observaciones

n n n
(y,~¥)2 = ¢, N2+ ] (y.-§ )12 =
121 1 151 Py 121 17¥py

E (¥, -¥)2 ? (y, -9 )2 ? v )2
- Y. “¥)* + Y, = + (y,~vy
i=1 Py i=1 Kg TPyt gmy 4 Tk
puesto que todos los dobles productos son nulos,

n
F -
El térmimz [yp-y} % mide la discrepancia existente entre los valores esti-
i=1 Y1
mados a través del modelo con p variables y un modelo patrén Y=V

n
El té:nninnz {?k— ? }%ide la discrepancia entre los valores estimados
i=1 1 Pj
a través del modelo completo de k variables y el submodelo que contiene
p variables. ;
n

El r.érminuz{y " ?k} ’mide la discrepancia existente entre los valores
i=1 i

l:ih;%ervadna ¥ los valores estimados a través del modelo completo con k va-
les.

¢Cudl serd el interés de incluir en el modelo con p variables aquellas k-p
variables que en este momento no estdn presentes?

Se define el estadistico F* de la siguiente manera:

A Fa 2 o~ ~
g&, Wk, Yp ) /Gkep) @iy, - 939 Vik-p)

Sl 3

ol

2 A A
iiltyi-ykii / (n=-k-1) (4'y - ypyy Vn-k=1)

Dicho estadistico F* se emplea para medir el «poder explicativos de las k.r
variables ausentes del modelo cuando las p restantes estdn presentes en él
(concepto similar al expuesto en 2.2). Cuanto mayor sea el valor de F*, es de-
cir, cuanto mayor sea el numerador frente al denominador, mayor serd el
interés de incluir dichas k-p variables en el modelo,

Teniendo en cuenta gue

2= i=1 i . 2 i=1 Py

Rk n - ! RP - n -2
1 (yy-y) L (v, =¥)
i=1 i=1
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::plmd:uprﬂlrclmuduﬁmﬁdeomfum?:

n=-k-1 B =

k-p 1 -

F* =

ﬁ'wm'ﬂ P

Empleando la tabla F de Snedecor es posible juzgar si las k-p variables re-

%reoom no incluidas en el modelo tienen todavia un poder explicativo signi-

cativo, teniendo en cuenta que hay p variables regresoras presentes en la
ecuacién de regresién.

Hay dos casos particulares extremos:

a) p=k—1, es decir, el nimero de variables que estdn presentes en el mo-
delo es k—1, y solamente hay una variable, la xi, que esta ausente de €L En
estas condiciones el estadistico F* estd midiendo er licativo de di-
cha variable x;, teniendo presente que las restantes k—1 variables estdn in-

cluidas en el modelo de regresién. (El contraste F*, en este caso, es equivalente
a la t de Student.)

b) p=0, en este caso el submodelo no existe y equivale al caso del con-
traste modelo completo incluyendo las k variables.

El estadistico F* serd el que se emplee posteriormente al ir desarrollando
los distintos métodos de seleccion de variables. Otras veces, el criterio de com-
paracién entre modelos se basa en el cdlculo del coeficiente de correlacién
parcial. Este enfoque serd presentado en el ejemplo 7.5 y la relacién entre
ambos criterios se incluird en la representacion geoméirica.

4.4. El método de todas las regresiones posibles

. Este método de seleccidén de variables consiste en calcular todas las ecua-
ciones de regresién que son posibles al combinar las distintas variables y pos-
teriormente seleccionar la ecuacién dptima.

El procedimiento sélo es facilmente realizable cuando se tiene acceso a
un computador de alta velocidad, y en consecuencia sélo ha empezado a em-
plearse desde que se dispone de computadores rdpidos.

Sea el modelo
Y = s.u+alx1 + 32x2+ eus * kak+r;

En estas condiciones cada variable regresora x; puede estar o no incluida
en la ecuacién, y esto es cierto para cada x), variando j=1,..., k.

El niimero de posibles ecuaciones de regresién es 2¢—1, 8i k=10, 28— 1=2"
—1=1023, Esto una idea de la magnitud que puede alcanzar el problema
cuando k tiene valores relativamente grandes.

El método se ilustrard con el ejemplo siguiente:

Sea la variable dependiente Y, y las variables regresoras X, X, Xs; el nd-
mero de ecuaciones posibles es de 2—1=17, y son las siguientes:

(Nota: ue se representen los distintos modelos de regresién con las
mismas letras § y ¢ no quiere decir que tales valores coincidan en las distin-
tas regresiones.)
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i) p=I; subconjuntos que contienen una variable:

Y = Bot+ B1%X; + ¢
Y = Bot BgX; + ¢

ii) p=2; subconjuntos que contienen dos variables:
Y = Bot B1Xy + BoXp + €
Y = got+ By1x; + B3x%3 + ¢
Y = Bot+ BoXy + Baxg + €
iii) p=3; subconjunto que contiene las tres variables:

'Y = Bgt+ B1X; + Byx3 + BaXy + ¢

Para c:giur:lnr el desarrollo de los distintos métodos de seleccién de va-

riables, se

empleado los datos que muestra la tabla 4.1. Dicha tabla de

datos se ha creado por simulacién y en ella figuran 21 observaciones de una

variable dependiente Y y cuatro variables regresoras x., Xs, X,

Xy, CUYOS-

estadisticos elementales y matrices de varianzas-covarianzas y correlacién se

incluyen alli.
TABLA 4.1

Datos y estadisticos elemeniales
Numeéro de
observacidn x X3 A X ¥
L — 5,6500 54,1100 16,9900 21,4600 98,2200
r SEE L 5,0000 48,5900 13,7000 31,6700 91,6800
: e 1,5900 92000 16,7100 31,4600 58,0900
Wi 0,9200 40,1100 , 20,9600 35,7700 82,0200
- 4, D000 &4 4300 16,4500 11,2800 100,0200
[ 68600 71,1900 11,4700 7.7800 1053700
T i vk 14200 40,9500 18,9300 34,8000 82,9600
B-ooins 4 3900 54,1000 16,4200 21,7300 94,1900
B i 8 2800 67,0000 15,6400 63300 110,6800
1| —— 3,7200 59 3600 13,5000 21,0400 95,8100
11 ... ... ... 17 8800 38 8700 59500 34 8100 103,9000
[ 18,1200 69,7100 6,1000 40800 127,0400
130500 & 10,4500 34,6100 10,4900 43,8100 91,8700
i s 79100 33,7400 7,5300 48,6700 86,8900
i | AT 31,5000 58,0700 12,7200 23,0500 94,5800
16 ... .o ... 25200 60,0200 13,9700 20,8400 93,7200
IT v & 0,4000 68,0400 22,6400 5,1100 97 8200
) | R 9.2900 38,8200 15,6600 34,3500 91,4100
|- 1,9500 27 8700 12,0200 56,7200 70,9000
| SN 03800 36,5900 24,9200 15,0200 75,9900
21 .o e 8,2800 40 3500 16,6900 30,5200 93,6000
68
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TABLA 4.1
Datos y estadisticos elementales (continuacidn)

Desviacion £

Variable Media tipica S/X Mimimo Mdximo
T 586429 506635 086393 038000 18,12000
X3 .. 4837218 16,20737 0,33505 9,20000 71,19000
R £t 14,73619 494863 033581 5,95000 24,92000
X . 2851333 1735770 060833 4,08000 T0,46000
S 92,70286 1434299 0,15472 58,09000 12704000
MATRIZ DE VARIANZAS-COVARIANZAS

x Xy X Xy ¥
- P— -4 25,6679
X3 11,7116 2626789
B i — 18,9990 —3,9962 244890
x . - 17,0201 — 274 6969 —-36102 301,2898
¥ 48,3329 1918062  —30,0066 —211,028% 205,7212
MATRIZ DE CORRELACIONES
x -t’ x] Xy r

b PR 1,0000
| R 0,1426 1,0000
Wy =0,757T8 - 0,0498 1,0000
| TR —-0,1935 —09764 —0,0420 1,0000
Wl ide R 0,6651 0,8251 —04228 —0,8476 1,0000

El primer del método consiste en calcular todas las ecuaciones de re-
gresién posibles, que en este caso serdn 2' —1=15.

En el paso siguiente se dividen las ecuaciones de re en cuatro gru-
pos, El primero, con las ecuaciones que tienen una ble regresora; el se-
m, con las ecuaciones que tienen variables, y asi sucesivamente. Segui-

nte se ordenan los gupou internamente en orden decreciente segun el
valor del estadistico F;, tal como se muestra en las tablas 42 y 4.3. Esta orde-
nacién es la misma que la resultante de emplear el valor de R o de R?* debido

a la relacién que existe entre R, R* y F.
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TABLA 4.2
Ajuste de diversos modelos de regresion

Media de

Variables residuos

regresoras R R al cuadrado F, C.P.
RS S e 08476 0,7185 60,961 48493 439,81
Wy Caic SR G 08251 0,6808 69,122 40,525 500,96
By hen v 06651 04424 120,747 15,075 887,51
B owva: EEnoiSeE i 0,4228 0,1787 177 846 4,135 131568
Xy Xy e e e 0,9933 09847 3034 668,948 6,54
T T, 0,989 0,9793 4702 426,632 1852
o Xy vii i inw 09638 0,9290 16,234 117,720 10025
X gl ase Gidsiavs 0,9093 08268 39,586 42 969 283,10
B i i 0,8477 07186 64,315 12 986 44158
X X3 vee vee ann 06767 04579 123,909 7,603 Bod 64
X1, Xa X oo .. 09950 0,9901 2392 567,709 304
Xy Xg Xg oo e 09949 0,9898 2,460 551,733 350
Xip Xgo Xy vor une 0,9942 0,9885 2,784 486,891 5,76
Xz Xpp Xy oon .on 0,9901 0,9802 4,786 280,890 19,09
Xy Xp X3 Ra oo 09951 0,9901 2,535 401,674 5,00

TABLA 43
Coeficientes de regresion estimados par diversos modelos de regresidn
Variables regresoras By [N Ba B, Ba

L waewee  as wen  GEa ees essmen ﬂlm lm
My niiais WeeUna St mdpowee o BTARD 0,730
B onriaee weewss weiwes wicee TAOLINE —1,225
R § Y —0,700
- T TR R T et IS 1. ) . 1,582 0,660
e 70 R T R e AL | 1 | 2293 0,553
Moo My cia: i wnd die wrnwniswiowe  DOLGTD 1474 —-0617
L R R | Y. . | 0,713 — 1,109
T S [ I — 0,049 —0,745
Ei Bl ove won wwe dew sna wes ssi sew DAL T -1,331 -0,716
T O N S b 1.776 0,655 0,260
My Xge Ky svs osn min wme won wss wns 9,141 1,540 0,431 -0221
ie X Wi sev svn men wen vme wee =ee 110,961 1,128 —0,445 — 0542
P S R I 7. =1,024 —1,636 —1,65
Ty By Toge T, v win o wed wen de 38,194 1,863 0,742 0,354 0,086

El tercer paso consiste en seleccionar de cada grupo aquella ecuacién que
tiene el mayor valor de la F. y estudiar su evolucién de un grupo a otros.
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Para este ejemplo las ecuaciones seleccionadas serdn las siguientes:

Nimero de .

variables de Ecuacidn de R R F. P

la ecuacidn regresidn
1 v=F (%) ... .o oo cer o .. 0B4T6 0TIBS 48493 0,17 x10-4
2 y=F (X, %) oo oo e oo 09933 09867 668548 0,18x10-7
3 y=F {x;, X3, Xg) -0 .o oo . 09950 09901 567,709 0263 10-7
4 y=I (%X, Xg X2 %) ... . 09951 09901 401,674  052x10-7

En el cuarto paso se ha de tomar la decision sobre qué ecuacién escoger
entre las cuatro seleccionadas, procurando conciliar el compromiso entre el
nimero de variables presente en el modelo y las eventuales ganancias en el
valor de F. que puecfen obtenerse al ir incorporando variables al modelo.

Aunque el modelo con dos variables proporciona el mayor valor ‘r:ra la F,
no ente significa que es el smejors, puesto que no es vilida la com-
paracién de F basadas en grados de libertad diferentes. En vez de este valor F,
un criterio mejor seria el drea que deja a su derecha; es decir, el nivel de
significacién. En el caso presente, sin embargo, ambos criterios coinciden en
sefialar el modelo f (x;, x3) como el mejor.

También &unde estudiarse la evolucién del valor que toma el coeficiente de
determinacion R* al ir pasando de un grupo a otro. Puede ocurrir que la
adicién de una variable mds a un determinado conjunto de éstas no produzca
un aumento significativo en el valor de R®. En este caso, seria prudente
retener el conjunto mas sencillo, En el ejemplo, el paso del modelo y=f
(x;, X3) al modelo §¥=f (x;, x5, X;) proporciona un incremento en el valor de
R? del 0,3 por 100, lo cual parece aconsejar el retener el modelo §=f (xi, xs).

A la vista de la tabla 4.3, la ecuacién de regresidn seleccionada es:
y = 51,516 + 1,582:{1 +'E3',.'f5l5»::{2

El examen de todas las regresiones posibles no proporciona una respuesta
definitiva al problema. Otras informaciones, tales como un conocimiento pro-
fundo del fendémeno estudiado que tenga presente el papel que desempefia
sad.n l;:n de las variables, deben tenerse muy en cuenta antes de tomar una

ecisién.

4.5. Eliminacién descendente de las variables

El método de eliminacion descendente es mds eficiente desde el punto de
vista del cdlculo que el método anterior, pues no es preciso examinar todas las
regresiones posibles sino solamente la «mejor» regresién, que contiene un
cierto nimero de variables.

Los pasos bésicos de este procedimiento son:
1. Célculo de la ecuacién de regresién que contiene a todas las variables.
En el ejemplo se calculard la ecuacién de regresitn
= + +
Y sn+ﬂlx1 + ﬁzx + 53x3 B, X £

2 b
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que segun se ve en la tabla 4.2 tiene un valor de R*=0,9901 y de F.=401,674.

2. Calculo del valor explicativo de cada variable, teniendo en cuenta que
el resto de las variables estdn incluidas en el modelo.

Para ello se obtiene el valor del estadistico F* para la eliminacién sucesiva
de las variables x;, Xs, X3, X

n-k-1 RZ - RZ
F* — k q'p

k-p 1 - Rk

Realizando los cdlculos a la vista de la tabla 4.2 se gbtiene:

PH(x;) = -21=4=1 0,9901 -0,9802  _ o oo
4-3 1 -0,9901

Pé(x,) = 2L74-1 09901 -0,0885  _, .,
4-3 1l -0,9901

Fa(x) = 2L81 0,9901 09898 - _ g
4-3 1 =-0,9901
4-3 1 -0,9901

La variable que tenga el menor valor de F* es la que posee menor valor
explicativo, teniendo en cuenta que las demds estdn presentes. En consecuen-
cia, es la primera variable que se elimina del modelo. En el ejemplo se trata
de la variable xi. El modelo completo queda. constituido ahera por la ecuacién

Y = EU+ B‘lx] + BoXg + BaXy i

3. Se calcula el valor del estadistico F* para las variables que atn per-
manecen en el modelo operando de manera andloga al paso anterior, si bien
la base de comparacién sigue siendo el modelo completo y no el que previa-
mente se habia elegido con solamente tres variables (x,, x; ¥ x;). Esta forma de
actuar es conveniente para que el error « global no se vea demasiado afectado.

Asi, pues,
21-4-1 0,9901 - 0,8268

F*{x;] = 131,96
4-2 l1-0,9901

F*(x,) = Zl;fal ﬂ,g‘iﬂi E}gégi?g = 430,06

Pe(xy) = 2L=4-1 0,9901 - 0,9867 _ , 4

4-2 1 - 0,9901
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Por tanto, la variable x, seria eliminada, con lo que el modelo quedaria
Y = By + B1X) + BaXy + €
Calculando de nuevo los valores de F*
al=4=1 0,9901 - 0,6808
4-1 1 - 0.9901

F*(x;) 166,63

21-4-1 0,9901 - 0,4424
4-1 _ l - 0,9901
En este paso se eliminaria la x,, quedando el modelo reducido a
Y = By + BaXp + ¢

La ordenacién de las variables de mayor a menor importancia es X, X, Xs X4
Esta ordenacién no coincide con la obtenida a través del método de todas las
regresiones posibles que situaba a la x como la mds importante. La razdn
es porque ambos métodos siguen caminos diferentes y por tanto no son com-
parables. El orden de importancia ?ara este método considera que el resto
de las variables estdn presentes en la ecuacién; por tanto se trata de la im-
portancia relativa de cada variable.

Si con un error ¢ determinado se selecciona previamente un determinado
nivel limite Fy para el valor de F*, el proceso de eliminacion de variables se
detendra cuando haya que eliminar una variable x, que es esignificativas en
el sentido de F*, es decir, que F*(x;=F..

En el ejemplo: si antes de eliminar x, comparamos F*(x;}=1666 con
F.=F(3;16;0,05)=3,24, la decisién serd no eliminar x;, deteniéndose el proceso.
En este caso se considerard como mejor ecuacién de regresién aquélla que
precede a la eliminacién de una variable significativa.

La mejor ecuacién de regresién serd, por tanto,
y=51,516+1,582x;+0,66x,

El esfuerzo de cédlculo necesario para llegar a determinar l:(ﬂmjﬂr ecua-
+
cién de regresién por este método supone la determinacién de = ecua-

F* (x;) 295,06

ciones de regresion. Esto implica una reduccién considerable en comparacién
con el método de todas las regresiones que implicaba el cdlculo de 2¢—1.

4.6. Introduccién ascendente de las variables
El método de introducion ascendente de las variables persigue un obje-
tivo similar al anterior, pero trabajando en sentido inverso. '

La técnica consiste en ir introduciendo una a una las variables regresoras
en el modelo hasta que se obtenga una ecuacién de regresién considerada
como satisfactoria o hasta que se introduzcan todas las variables.

Los pasos a seguir son:

1. Determinacién de la ecuacién de regresién, que, considerando sélo una
variable, ﬂmporc':ona el mejor ajuste. Siguiendo con el mismo ejemplo, hay
que calcular las ecuaciones
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= got+ B1¥,
Bot BaXs
= Bot Bax3
Y = Bo+ ByX,

€

M OH M
n

£

+ + + +

E

Segiin la tabla 4.2, la ecuacién que proporciona el mejor ajuste es y=Ff{x4)
con un valor de R*=0,7185 y F.=48,493. El modelo cél nh:i]ra 4
Y = gp+ BuXy + £

2, Incorporacién al modelo anterior de aquella variable que proporcione
el modelo con mejor ajuste. En el ejemplo se deben ensayar las regresiones

Y = Bp+ ByXy + B X, +€ ; Fc= 426,632
Y = Bog+ BuXy + B2Xz +e ; Fc= 22,986
Y = Bo+ ByXy + B3X3 +e ; F = 117,720

De estos resultados se deduce que la siguiente \rariabﬁ a introducir es x;.
El valor de F* para x; es:

21-2-1 0,9793 =-0,7185
2=1 1 =-0,9793

= 226,78

F*':x1] =
El modelo es:
Y= Bp+ ByXy + 81Xy + ¢

Reiterando el paso anterior, las ecuaciones a ensayar serdn:
Y = Bo+ ByXy + B1X) + BoX, + g3 FEF 551,733

Y = Bu+ Byxy + lel + E3}¢3 + g3 F’C= 455,391

La siguiente variable a introducir es x;.
El valor de F* para x; es

i"*{le o 21-3-1 0,9898 -(,9793
3-2 l -0,9883
El modelo ahora es
Y = Bot BuXy + ByX; + BaXs + €
Si se introduce la variable que gueda, x;, se obtiene la ecuacién
Y = Bg+ By1xXy + Boxp, + 33x3_+ ByXy +e; Fr.:= 401,674
El valor de F* para x; es

= 17,49

21-4-1 0,9901 - 0,9898
4-3 1 -0,9901

F*(x3) =

= 0,4848
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Finalmente, el modelo completo es
Y = Bp+ B1X) + BoXp + B3Xy + ByXy + €

La ordenacién de las variables de mayor a menor importancia es X, Xi,
Xs, X3, que no coincide con ninguna de las anteriores.

Conocido el valor del estadistico F* para las variables que se han ido in-
troduciendo en el modelo, es posible contrastar la significacién de dicha va-
riable teniendo en cuenta el efecto de las variables presentes en el modelo.

El proceso de introduccién de variables en el modelo puede detenerse
cuando el valor de F* para la variable que se ha introducido en tltimo lugar
no sea significativo a un nivel que pre nte se determine,

En el ejemplo, la variable xy pudiera no introducirse, pues fijado el nivel

F(1:16:0,05)=449, F* (x:)=04848 < 1.
En estas condiciones, la mejor ecuacién de regresidn seria

]

Yy = 69,141 + 1,54xy +0, 431x%, -0,221x,

El método de introduccién ascendente de las variables supone un esfuer-
2o de cilculo inferior a los métodos anteriores, pues evita manejar en cada
fase del proceso un nimero de variables superior a las necesarias debido a la
mejora progresiva de la ecuacidén de regresién. Un inconveniente del método
es que no se investiga el efecto :‘uc puede producir la introduccién de una
nueva variable en el modelo en el papel que desem, aquellas variables
que se habian introducido en fases anteriores. Este veniente se subsana
en el método de regresién progresiva («stepwise regresssions). Otro incon-
veniente del método es que en el proceso no se compara con la mejor estima
del error «;xjixrinmntﬂ ¢ a través del modelo completo, sino con estima-
cm:s obtenidas a partir de modelos reducidos que, por tanto, pueden ser
[ e0s.

4.7. Regresion «stepwises

Aunque los dos métodos anteriores actian «paso a pasos («stepwises),
este nombre se suele reservar al métado que se presenta a continuacidn,
propuesto originariamente por Efroymson (1960).

Este método es un perfeccionamiento del anterior. La mejora consiste en
reconsiderar en cada fase de proceso la inclusién o exclusién de aquellas va-
riables que se habian introducido previamente.

Una variable que fue el mejor candidato para ser incluida en el modelo
en una fase anterior puede resultar superflua en una fase posterior debido
a las relaciones existentes entre dicha variable y aquellas otras que se encuen-
tran actualmente en el modelo, :

Para investigar este supuesto se calcula en cada fase del proceso el valor
del estadistico de todas las variables presentes en el modelo después de
introducir una. Estos valores de F* se comparan con un valor seleccionado
previamente F.

Este procedimiento proporciona una valoracidén sobre la contribucién que
aporta cada variable como si fuera la que se ha introducido en Gltimo lugar,
independientemente de su orden de entrada en el modelo.

Toda variable que proporcione una contribucién no significativa se eli-
mina del modelo.
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El proceso continia hasta que se alcanza una fase en la que ninguna va-
riable puede ser introducida y ninguna eliminada.

Siguiendo con el mismo ejemplo, los pasos son los siguientes:

1. Introduccién en el modelo de la variable ws proporciona el ma-
yor valor de F.=48,493 dentro de los posibles m con una variable.

2, Introduccién en el modelo de la variable x, como se habia visto en el
método anterior.

Célculo de los estadisticos F* para las dos variables presentes en el mo-
delo hasta el momento: X, ¥ X

P* (x ) 21-2-1 0,9793 - 0,4424
4 2-1 1 -0,9793

= 466,86

21=-2=-1 0,9793 - 0,7185

2=-1 l1 = 0,9793
Si se selecciona como valor Fo=(1; 18; 0.05)=441, las variables x, y x, .
permanecen en el modelo.

3. Introduccién al modelo de la variable x;, pues dado que x, y x, estdn
Em;-'mt;;'l l_;n3 ecuacién y=Ff (x;, X;, x/) es la que proporciona un mayor valor
e Fe= sl de

Cilculo de los estadisticos F* para las tres variables presentes en el mo-
delo hasta el momento: xi, X; ¥ X,.

o 21=-3=1 0,9898 -0,9867

F*(x;)

= 226,78

F* (xy) _ = 5,16
3-2 1 -0,9898

P¥(x;) = 21=3-1 0,9898 -0,7186 _ ,o. of
3-2 1 -0,9898

F*(x,) = 21-3-1 0,9898 -0,9793 = 17,49

3-2 1 -0,2858
Se utiliza como valor F,=F(1;17;0.05)=4,45, ninguna variable puede ser
eliminada.

4. Introduccidon en el modelo de la variable que falta por incluir x,.
Cilculo del estadistico F* para la variable x,,
4-3 1 -0,9901

Si se selecciona como valor F=(1;16;0.05)=449, resulta que la variable x,
no debe ser incluida en el modelo.

La ecuacién de regresidn definitiva es:

=0,48

y=69,141 + 1,54x,+0,431x; — 0,221x,
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El procedimiento de regresién sstepwise» es el que normalmente se em-
plea al utilizar programas estdndar, aunque debido a que es un método toda-
ﬂl:uur mdt éliigumau estadisticamente que los anteriores, no es conveniente
a :

Como en todos los métodos ex tos, se requiere un conocimiento del
papel desempefiado por cada variable en el fenémeno estudiado, lo cual nos
ﬁnnil‘.jr%lhncer un juicio objetivo y seleccionar un buen subconjunto inicial

variables.

4.8. Variantes de los métodos anteriores

Los tres dltimos procedimientos expuestos no seleccionan necesariamente
el mejor modelo, aunque normalmente si llegan a un modelo aceptable.
A efectos précticos, se pueden considerar algunas variantes:

a) En algunos casos, debido al gran interés bioldgico que puedan pre-
sentar ciertas variables, puede forzarse la introduccién de éstas en el mo-
delo inicial.

b) La investigacion de resultados intermedios y la mayor importancia
biclégica de una variable en comparacién con otra, puede aconsejar su in-
clusion a pesar de que su significacion estadistica sea inferior.

Por ejemplo, si los valores del estadistico F* para las variables x; y x;
fueran F* (x,)=2,33 y F* (x;)=2,31, pero la variable x; tiene una mayor signi-
ficacion en el problema estudiado, serd mds conveniente introducir, o no eli-
minar x; en vez de la x,.

¢) También se pueden idear procedimientos combinados para intentar
mejorar la seleccién del modelo.

Algunos de ¢éstos son los siguientes:

a) Realizar un procedimiento sstepwise» con unos niveles altos para la
aceptacion y el rechazo. Cuando el procedimiento de seleccién ha terminado,
supongamos que con un modelo que incluye p variables, se calculan todas
las ecuaciones de regresidn que tienen p variables de las k posibles seleccio-
nando la combinacion que proporciona la mejor ecuacién de regresién. Una
vez seleccionada la ecuacién, se inicia de nuevo un procedimiento sstepwises
a partir de tal ecuacién. Este procedimiento recibe el nombre de AP en
Ejﬂﬁaqw:_te de programas de la serie BMDP elaborado por la Universidad de

ifornia en Los Angeles (ver Anejo 5 para una descripcién de estos progra-
mas en relacion con el tema de regresion).

b) Otro procedimiento consiste en realizar el método e«stepwises con

unos niveles superiores de aceptacién y rechazo (es decir, un F; menor, lo

cual fuerza al programa a aceptar algunas variables mas de las que se hubie-
ran aceptado con unos niveles més estrictos).

_ Este método permite la investigacién de variables adicionales a las selec-
cionadas en un ogemceq:nuenm sstepwises normal y puede conducir a la obten-
cidn de un modelo diferente.

4.9, criterio Cp
49.1. Obiencidn del estadistico C,

Cuando se considera un gran nimero de ecuaciones de regresion alterna-
tivas, es necesario elegir un criterio de bondad del ajuste para caracterizar
cada ecuacidn.
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~_Una de estas medidas es la del «error cuadritico medio totals, descrita
inicialmente por MaLLows (1964) %subm;;u' ientemente considerado por Da-
NIEL ¥y Woob (1980) y MaLLows (1973) entre otros.

Esta medida, denominada C,, tiene en cuenta la suma de las desviaciones
al cuadrado respecto al o completo més el cuadrado de los errores
aleatorios en Y, para el conjunto de los n datos.

El estadistico C; es una funcién sencilla de la suma de los residuos al
cuadrado de cada ecuacién de regresion.

El error cuadritico medio total (desviacién respecto al modelo verdadero
més error aleatorio) para un conjunto de n datos empleando una ecuacién
de ajuste con p térmi es:

2 A k 2 n A A 2
) {Ypi] = Ebjxij + 1 E Yoi ‘E{Ypi}

i=1 j=0 1=1
Desviacion del modelo Error aleatorio
siendo:

? P % Estimacidon de w; con el modelo de p variables
pi ~ j}:ﬂ jx i4 iﬁlu:._]rendu entre las p la variable x, que siempre
= = vale 1.

X Valor esperado de ¥ con el modelo de p varia-
E{Yp i) ey

k Valor estimado de v con el modelo completo de k
Eb . X ij variables, incluyendo entre las k la variable x,

j=0 que siempre vale 1.

En la figura 4.1 se realiza la visualizacidén de ambos términos, en la cual,
la cantidad (a) representa la desviacidn del modelo reducide (y=bs) respecto
al modelo completo o verdadero (y=by+bix:) y la cantidad (b) representa el
error aleatorio o desviacién de ¥ respecto de E(¥u).

Representando simbdlicamente a
n & ! k b ]2
Ely_,) - b X,
iZI P jzu i

por SCD, {suma de cuadrados de las desviaciones respecto al modelo), y al
n
segundo término del error cuadrdtico medio total por _EJ var (yp), se de-

1=
fine la variable T, como el error cuadrdtico medio total dividide por o,

es decir: E ¥
var(y_ .|
sco A=1 p4
T = ‘:p + 5
" g a
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Y

] //*jr= Pt By

/ (a)
f_.-f"' } E(7p) )
/ -
.

Figura 4.1 —Descomposicién del error cuadritico total.

h 2
Se demuestra que (THOMPSON, 1978b) E "M{&p.{] = pa
i=1
y que la esperanza de g {g.~g? .]2 es
L=y “EOPE
ELSCE = SCD _+ -
(s pl p (n-plo [4.11
siendo n 2
A
SCEP ) [y-i-gpi,l [4.2]

L=]

Por lo tanto, SCDy=E(SCE,) —(n—pld*, sustituyendo estos valores en la
fdrmula de Tp queda

EISCE )
rp-————z—E—'fﬁ!p-n £4.3]
gt
MaLLows (1966) recomienda el empleo del siguiente estadistico para esti-
mar [p: SCE
- P _
CP‘ = —‘Ei-' + Zp n [4.4]
2
siendo ¢* la estima de ¢* a través del modelo completo,
Si la ecuacién de ién con p variables describe bien los datos SCD,=0;
en este caso, SCE, est r'l;uri (n—p) y
ol 4 (4.5]
c = + 2 o = N
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La bisqueda del conjunto éptimo de variables equivale a identificar cuil
es el conjunto que conduce al valor mds pequefio de C; y, a la vista de [4.5],
los valores de 2., que estin mds préximos a p.

En la ecuacidn
SCE

p 52

p+2p-ﬂ

el término SCE, (ver [4.2]) decrece cuando crece p mientras 2p crece cuantas
mds variables estén incluidas en la ecuacidn de regresidn. Para calcular C,
debe usarse una estima insesgada de o. En general, se usa el cuadrado medio
del error de la regresidn con las k-variables bajo la hipdtesis de que este mo-
delo es el verdadero. Debe notarse que Ci=k.

492, Método grdfico de Mallows

En la Tabla 4.2 en la columna «C,» se reflejan los valores del estadistico C,
calculados para todas las re iones segiin la férmula [4.4], empleando los
valores relativos a las tablas de andlisis de varianza que figuran en la Tabla 4 4.

TABLA 44
Andlisis de varianza de las regresiones
Variables Suma de Cuadrado
regresoras Fuente cuadrados G.L medio F

Regresion 1820227 1 1820227

Xy Residuo 2294197 19 120,747 15,075
Regresion 2801,109 1 2801109

X3 Residuo 1313316 19 69,122 40,524
Regresidn 735,49 1 735,349

Xy Residuo 3379076 19 177 846 4,135
Regresion 2056,169 1 2956169

X Residuo 1158255 19 60,961 48,493
Regresion 4059 204 2 2029902

i X Residuo 54,620 18 3034 668,48
Regresion 1884 D64 2 942 032

X, X3 Rﬂsi&uﬂ‘ 223‘“"“1 1! lﬂ.ﬂ'} 1.”3
Regresidn 4029422 2 2014711

X1, X4 Residuo 85,003 18 4722 426,632
Regresion 3401 884 2 1700942

X3 Xy Residua 712541 18 15 586 42969
Regresion 2956,752 2 1478 376

X3 Xy Residuo 1157673 18 64,315 22 986
Regresion 3822 206 2 1911,103

X3, Ky Residuo 292218 ) 18 16,234 117,720
Regresion 4073,762 i 1357921

Xy Xy Xy Residuo 40,663 17 2392 567,709
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TABLA 44
Andlisis de varianza de las regresiones (continuacidn)

roarrs  Fumte cusdvedos GL  _medlo.  F
I+l v B - BT
I+ vl S S BT
o R Bse  m dms om0

btz Redie A0Me 16 28% Ao

mﬁzuhm representado en ordenadas los valores de Gy gﬂ
bc:usel de variables incluidas en el modelo de regresidn. (Sola-
mente se han representado los valores correspondientes a C; inferiores a 10).

Cp 4
g+
E v
71
E 1 3= [(x, ) H#tp
,-f
&1 #
By Ve i xgng) 7
J_x”
5 . MY g 00)
Ll _..a’
P
i
“II- » 4
/J"
. '“':pLgn‘qJ
31 Dt i e f Uxpd g, xy)
#
&
F WARIANZA
2 ff LA
# PRECICCKM
r
#
rd
] #
&
#
;
rd
r

=y

1 > 3 4 5
Fizrra 42 -Método grifico de Mallows.
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Las ecuaciones de regresién que tengan una desviacién pequefia respecto
al modelo verdadero tenderdn a colocarse cerca de la recta C,=p, Eﬁm

plo el punto A; por el contrario, aquellas que tengan una desviacién impor-
tmt:scoolocuﬁpormci:mde‘ﬂichnmu_ i

La introduccién de variables en el modelo disminuye la desviacién res-
pecto al modelo verdadero, pero también aumenta la varianza total de la pre-
diccidén para los n puntos n

I var{f' i]
i=1 P
tal y como se indicé en la introduccién del capitulo. En la figura 4.2 puede

Fbm“ﬁ este efecto al pasar del punto E [¥=Ff (x;, x;)] al punto B [V=f
X, X3, X4q)].

n

El aumento producido en el término E var {?Fi} tiene como consecuen-
i=1

cia el aumento del promedio de la varianza de la prediccién para cada punto.

5i interesa tener una di:];e.mm: mis requeﬁa en la prediccién, es nece-
:Iaﬁoél‘ r como contrapartida modelo que esté mas desviado respecto
v ro.

Si el criterio de seleccién consiste en minimizar el valor de C,, se elegird
:Ed?nunm D que representa a la recta de regresién y=f (X, X, %) cuya ecua-
es:

Y = 46,776 + 1,776x; +0,655x, +0,260x,
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5.1. Introduccién

Cuando un investigador utiliza en su estudio algin cdlculo de regresion,
puede ocurrir que, debido a sus conocimientos a priori o a la forma de en-
tender su problema considere como légico un cierto orden de importancia
entre las variables regresoras de que dispone. Dicho o de interés puede
tener justificaciones intrinsecas a los mecanismos d nlietn de su estudio
y también puede estar influido por problemas del coste obtencién de las
variables; es decir, no se desea emplear una variable costosa sin estar seguro
de que la informacién adicional que aporta con respecto a las demas, com-
pensa suficientemente su precio. En algunos modelos se impone una jerarquia
natural en las variables, ya qdlzz algunas de ellas solamente tiene razén de ser
en funcién de la presencia otras en el modelo.

En estos dos cacos, es aconsejable utilizar lo que se podrian denominar
«modelos inclusivoss, Una razdn estadistica para preferir este enfoque a la
hﬁsiueda sistemdtica (presentada en el capitulo 4 de seleccién de variables)
es el mejor control ejercido sobre el error ¢ de cada una de las pruebas F
efectuadas en el desarrollo de la tabla del andlisis de la varianza.

5.2. Definicion
Se dice que un modelo A estd incluido en un modelo B cuando es un
caso particular de éste. Esta situacidn se denotard por AcB. Por ejemplo:
Modelo A: Y=f+f:x:+¢
Modelo B: Y={+fix:+ faXs+e
En este caso, basta hacer §;=0 para pasar del modelo B al A.

5.3. Procedimiento para el anilisis

Los pasos seguidos en el desarrollo de los modelos inclusivos son los si-

guientes:

a) Definir una serie de modelos incluidos a priori unos en otros. Si hay k
modelos A;, A, ... Ay, se puede definir, por ejemplo, la situacién de
inclusién AvcAse ... A

b) Considerar siempre como suma de cuadrados del residuo. la obtenida
por medio del modelo mas completo (Ax para el ejemplo anterior).

¢) Probar la reduccién en la suma de cuadrados de la regresién (o aumen-

to de la del residuo) entre el modelo Ai.; y el modelo A,. Esta prueba

se puede feectuar mediante el estadistico F* (ver 4.3). 5i la prueba es

significativa, se debe mantener el modelo A,. Por el contrario, si no

1-13 cs_.ﬁrochmr el modelo Ay continuando con el proceso de la re-
uccion.
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d) Repetir el proceso con los modelos sucesivos descendiendo hasta en-
contrar una prueba significativa o hasta mantener el modelo més pe-
quefio A; (ver el ejemplo de la hete neidad de pendientes tratado
en 542 y la eliminacién descendente de variables en 4.5).

5.4. Eleccién de la sucesién de inclusiones

En la mayoria de los casos la determinacién de la serie de modelos inclu-
sivos no resulta evidente. Si se admite que cuantos menos términos comporte
el modelo més interesante serd para la interpretacién y el uso posterior, re-
sulta légico pensar que las variables consideradas como importantes deben
eliminarse lo més tarde posible. En otras bras, si las variables regreso-
ras se ordenan segun su orden decreciente de importancia a priori x;, X ... X,
s¢ denominardn los modelos siguientes:

Al : Y =8B+ B X + ¢
0 1 1

A :¥Y =8 +Pfx + B x +e

-

Y = + X o+ x+,,,+bx+

El actuar de esta manera equivale a emplear un método descendente de
seleccién de variables pero de manera totalmente dirigida o controlada.

En algunas situaciones particulares, las ordenaciones parciales sucesivas
se encuentiran im tas por la indole del problema. En este contexto, se
mmimritl?” lema de las superfices de respuesta y, con algo mis de
detalle, el de regresiones con pendientes variables en diferentes pobla-
ciones.

5.4.1. Superficie de respuesta

Puede interesar obtener la res ta de una variable en funcion de dos
factores cuantitativos, Sea, Emoe emplo, el rendimiento de un cultivo (Y)
como consecuencia de un abonado nitrogenado (N) y fosférico (P).
La denominacién de superficie de respuesta se hu:ﬂﬂn la representacién
mﬂugcuel:ngadehlurdcntmmdelm. un eje se resentan los
mlu $ ”nl no, en otro los de fésforo y en el vertical el rendimiento

ﬂ' L L

Entre los modelos a estudiar podriamos considerar, por ejemplo, los
siguientes:

A 1 ¥Y=8 + B8N + g
1 0 1

A :1 ¥Y=8 + BN +8 P + €
2 0 1 2

A :Y=p8 + BN+ N2 + ¢
3 0 1 11

A :Y¥Y=8 + BN+ N2 +8 P + e
L 0 1 11 2

A 1 Y

=f +BN+p N2 48 P+ B8 P2 48 NP + ¢
1 11 .2 22 12
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REMDIMIENTO

SUPERFICIE
DE
RESPUESTA

|
1
1
L
I

FOSFORD

Figura 5.1.—Superficies de respuesta.
Las relaciones de inclusion para este ejemplo son:
A

= 2 <

| (A 5

c Aa

En esta situacién parece légico emplear las pruebas siguientes:

a) A, contra As

b) A, contra Ay (o Ay contra Ay)

¢) A, contra As (0 A, contra A,). :

El procedimiento de parada en estas pruebas encadenadas es, como ante-
riormente, obtener una significacién que impida, por tanto, reducir mas el

0.

542. Heterogeneidad de las pendientes

54.2.1. Planteamiento del problema.

Puede ocurrir que los célculos de la regresidn se refieran a una muestra
una estructura determinada; es decir, que las observaciones se
miﬁm segiin ciertos criterios. Por ejemplo, se quiere predecir el nimero
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de hmmm por un insecto en funcién de la temperatura a la que han
sido some durante el desarrollo, cuando se dispone de datos de diversas
especies de un mismo género. En esta situacion, resulta légico considerar a
los insectos de la misma especie més préximos entre si que con respecto a
los de otra especie. Ello puede traducirse a priori en un modelo de regresién
en el que se postula que las rectas de n:gnsfﬁn no tienen por qué urﬁfu]as
en ambas especies. La figura 5.2 re?resenta grificamente esta idea: La

cie | es siempre mds prolifica que las otras tres, si bien el aumento del nu-
mero de huevos (pendiente de la recta) es inferior al de la especie 3. Por
otro lado, la especie 3 produce menos huevos que la 4 a temperaturas bajas
pero més a temperaturas altas, etc.

L

HUEYVOS
gsFE I:-1_5___"_...---"""---.

P

ESPECIE 2

TEMPERATURA
Figura 52 —Ejemplo de regresiones diferentes seglin la especie considerada.

5i Hy es el nimero de huevos producidos por el insecto j de la especie i
criado a la temperatura t;, €l elo general serd:
A : H S ., FR_ ., .- .
3 ij ﬂﬂl B]l tlj E:i]
Se Smadf.n probar muchos modelos incluidos dentro de éste; sin embargo,
para el problema que se trata, se consideran los dos siguientes:

A : H .= 8

5 i3 t + E

01¥B8y T14 * €44

A : H =g <+ L., *t ¢
1 ij 0o 1 1j ij
El modelo A,, corresponde a la identidad de las producciones de huevos
cada una de las especies (ni s ni §; dependen de i); el Ay postula tdnica-
mente que un mismo aumento de temperatura produce un mismo incremento
en la produccién sea cual sea la especie considerada (paralelismo de las pen-
dientes: ; no depende de i). .

Como estos modelos son inclusivos as;ﬂ:m el esquema AscAscAs, se utili-
zard el procedimiento de estudio del sis de varianza presentado en la
tabla 5.1, y descrito genéricamente en 5.3,
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TABLA 5.1

Tabla del Andlisis de la Varianza para probar la heterogeneidad de las pen
dientes cuando existen varias poblaciones

Fuentes de variacidn 8.C. g.1 Fc
Bu=Bu=...=k) A vs. Ay 5,/G
Hémmlde las pendiente% ... ... - BI-BCEC-IEC:Ei G=I-1 P = Elfﬁl
i i iy
(Hy: Byy=Bag=".. =B/ s /G
Igualdad de las regres suponiendo F

las pendientes iguales ..

sl-sm-sc:c ﬂt-I-l re=

2 g /G
L] L
Efecto de la regresora suponiendo las
regresiones iguales ... ... ... ... .. .. s.-syl-mr ;;’.1 aa,-’r:,
F =
:B=0/By, ! B /G
]l:r'sl?.duani de{g;nc?d%]u completo ... ... ... “,."LEIS‘:H G =N-21 X
5422 Cdlculo de las sumas de cuadrados
Si se dispone de n; observaciones para la especie i y de I especies, los
célculos de sumas de cuadrados permiten obtener las pruebas de signi-

ficacion de algunos elementos de los modelos que pueden ser de interés para
el investigador. Estos cdlculos se basan en hallar las sumas de cuadrados
del residuo de varias regresiones, cuyos valores se comparardn posterior-
mente entre si. De la misma manera que se trabaja con los residuos, se po-
dria actuar con las sumas de cuadrados de las regresiones.

Los pasos son los siguientes:

a)

b)

Regresiones cada una de las poblaciones: Se calcula una regre-
S para cada una de las i especies (i=1...I). La suma de cuadrados
del residuo en cada una de e se denotara por SCE.

Regresién sobre el conjunto de las poblaciones: Sobre todas las espe-
cies, consideradas como un solo conjunto de datos, se calculan dos
regresiones:

i. Para los datos iniciales se obtiene la suma de cuadrados del resi-

duo SCET y la suma de cuadrados total Sy*.
ii. Para los datos corregidos por la media de cada especie (es decir,

para H'y=H;—,, en donde H, es la puesta media de la especie i) se-

obtiene la suma de cuadrados del residuo SCEC.

Con todos estos datos se construye un anilisis de varianza como el pre-
sentado en la tabla 5.1

5423. Ejemplo:

A continuacidén presentamos un ejemplo numérico aclaratorio de los pasos
a seguir. Los datos son los siguientes:

89
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Poblacidn 1 . Poblacidn 2 Poblacidn 3

¥ x y X y
24 7 26 26 20 29
18 26 29 28 26 2
30 .. ] 28 3 14 24
15 3 16 i} 30 12
21 28 24 28
7 29

Los cdlculos intermedios para llegar a la tabla del andlisis de la varian-
Za s0n:

a) R.egruldn por poblacidn:
i&nn cu.'la lacién la suma de cuadrados del residuo. Para
la poblac emplo, se procede de la forma siguiente:

g = e -
Sx{” 157,5 Sy{l} 26 x Sxy“} a4
= 2 — - =
1{1] 0,3619 SYT1) blu}Sxy“}—SCElv 5,3714
De manera similar se obtendria
SCE,=0,0924
SCE;=5,3280

i. Sobre los datos imiciales.

Suma de cuadrados del residuo: SCET=467257

Suma de cuadrados total: Sy*=1224

ii. Sobre datos centrados Hy—H,

Suma de cuadrados del residuo: SCEC=12,6117.
Las sumas de cuadrados para la tabla del anilisis serdn:

8§ = BCEC- EECEi i 11?611}'—{5,3714+ﬂ,ﬂ924+5.3230]#1.3195
i

SCET-SCEC= 46,7257-12,6117 = 34,1140

Sy2-8CET = 122,4-46,7257 = 75,6743

«3

E“‘: = 5,3714+0,0924 + 5,3280 = 10,7918

.
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La tabla del andlisis de Varianza se construird de la forma siguiente:

Fuentes de variacidn S.C. gl CM. Fe
Heterogeneidad de las pendientes 1,82 2 091 0.76
: pmdd.i:nm imm Shpmnacs 4,11 1 17,06 142
Emf“hw e 75,67 1 7567 63,11
Residuo del modelo completo 10,79 9 1,20

D:lmmnﬂtadmdchﬂhhudedum?mmlm heterogeneidad de las
pendientes aunque las regresiones son diferentes (debido a la diferencia
del ).

) |



CAPITULO 6
VALIDACION DEL MODELO
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6.1. Planteamiento del problema

Para permitir las inferencias o generalizaciones de una muestra a una
poblacién, la Estadistica dispone de los modelos. Sin embargo, es necesario
reconocer que los modelos que se emplean, han sido escogidos por sus pro-
piedades matemiticas interesantes y no siempre para concordar con una
realidad bioldgica; ademés no es posible explotar todas las posibilidades en
cuanto a su interpretacién si el nimero de pardmetros llega a ser demasiado
grande. Pero es un tema todavia mas delicado el que se va a tratar en este
capitulo: poner en duda el modelo dentro de las fronteras en donde se refu-

todos los razonamientos que conducen a proponer las estimaciones,
pruebas de hipétesis, intervalos de confianza, etc., presentados en los capi-
tulos anteriores.

Esta puesta en duda es de suma importancia pues el empleo de un
modelo incorrecto puede inducir a conclusiones errdneas si se utiliza la
regresion como simple herramienta de cilculo. Este capitulo se ha colocado
casi al final de la publicacién porque, en general, la validacién del modelo
con metodologia estadistica se efectiia a posteriori; es decir, una vez reali-
zadas las fases anteriores de estimacién de pardmetros.

La validacion del modelo se presentard en tres puntos. En primer lugar
en relacién con las hipdtesis o suposiciones en las que se basa =l'-i’ modelo, en
segundo lugar estudiando su capacidad o bendad predictiva y en tercer lugar
a través del estudio de los residuos.

6.2. Verificacion de las suposiciones del modelo

El cumplimiento de las suposiciones del modelo se puede llevar a cabo
de dos maneras; una que se podria denominar conceptual, y otra mediante
pruebas estadisticas.

La verificacién conceptual consiste en tomar a las suposiciones como
tales, es decir, algo que no se cuestiona. Se basa en el conocimiento que el
investigador tiene de su problema concreto y de lo que estd dispuesto a
aceptar sin prueba en relacién con el comportamiento de la variable aleatoria
que estd estudiando. Por ejemplo, si desea verificar la normalidad de la
variable, el enfoque conceptual le llevaria a utilizar como argumento, el teo-
rema central del limite. De una forma sencilla, se podria dar de él la inter-
pretacion siguiente: si una variable aleatoria continua Y puede considerarse
como suma de las influencias aleatorias de un nimero grande de causas
independientes cada una de ellas con varianza similar, la funcién de densidad
de dicha variable serd aproximadamente normal (mds aproximadamente cuanto
mayor sea el nimero de causas). Conviene tener presente este resultado para
saber en qué circunstancias se puede aceptar la normalidad de la variable
(0, con mds generalidad, cualquiera de las suposiciones del modelo) y cuindo

ns



€s necesario recurrir a las pruebas estadisticas. Un inconveniente de emplear
reiteradamente unos mismos datos para obtener diferentes conclusiones
estadisticas (normalidad, existencia de [, etc.) es que la potencia de las
pruebas disminuye,

En la literatura existen descritas varias pruebas para verificar estadisti-

camente las suposiciones del modelo. Aqui se presentardn algunas de las mds
utilizadas.

6.2.1. Independencia

La hipdtesis de independencia de los errores se verifica por la prueba pre
sentada por DURBIN y WarsoN (1951). Para poder efectuarla es necesario que
las observaciones se encuentren ordenadas de acuerdo con un criterio esta-
blecido, por ejemplo el tiempo de obtencién de la observacidn, etc.

La prueba consiste en el cdlculo del estadistico d

7 2
(e;-es _4)
e G E5
d = -
! ef
i=1
Siendo e el valor del residuo obtenido con los datos de la muestra para
la i-ésima observacion el ex ento, definido como la diferencia entre el

valor observado para la ble Y y el valor predicho por el modelo para
Jan valor dado xi. A estos autores solo les fue posible establecer los limites
superior (d,) e inferior (d;) para los niveles de significacidon del estadistico «ds».
Estos valores criticos se encuentran en el Anejo 1.

La hipétesis nula que se verifica mediante estos limites es la independen-
cia de errores, frente a la alternativa de autocorrelacién positiva. La decisidn
se establece en el sentido siguiente:

1. Si d<d; se rechaza la hipdtesis nula (se rechaza la independencia).
2. Si d=>d, no se rechaza,
3. S8i dicd<d, la prueba es ambigiia.

Si el valor del estadistico «d» es mayor que 2, se contrasta con la alter-
nativa de autocorrelacién negativa. Para ello se calcula 4 —d vy este valor se
compara con d; y d. como si se contrastara la autocorrelacién positiva. Mds
recientemente, DURBIN (1970) ha disefiado otra prueba que resuelve la inde-
terminacién del punto 3.

Es importante destacar que estas pruebas actian sélo para el caso de
modelo fijo.

A continuacién se presenta un ejemplo poner de manifiesto el mé-
todo de cdlculo a seguir. Sea la tabla de valores siguiente:

xl? 6 8 3 5 2 10 2 10 9
13 12 12 9 9 8 15 6 17 14

Empleando estimacién minimo cuadrética, tal como se explicd anterior-
mente (2.1.1.), se ha obtenido que la ecuacién de regresién lineal es:

¥
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? = 4,99 + 1,05 x

Por lo tanto, los valores predichos por la ecuacién, simbolizados por %
v sus correspondientes residuos son:

¥y 13,00 12,00 12,00 9,00 9,00 8,00 15,00 6,00 17,00 14,00

_?1 12,34 11,29 13,39 8,14 10,24 7,09 15,49 7.09 15,49 14,44

0,66 0 -1,3% 0,86 -1,24 0,91 -0,49 -1,09 1,51 -0,44

Suponiendo que los datos fueron tomados en el orden indicado y que
esta ordenacién tenia sentido real, se desea estudiar la independencia tempo-
ral de las observaciones utilizando la prueba descrita, Para ello, se calcula
el estadistico d.

{0,71-0,66)2+(=1,39=0,71) 2+.,.+(=0,44-1,51)2 31,39
dm= - - !'1'

0,66240,712+,,.+1,512+ (=0,44)2 9,879

Como d 2, se contrasta el valor 4 —3,18=0,82, por lo que al 1% la prueba
resulta ambigua, rechazdndose al 5% la independencia.

Cuando se rechaza la suposicion, debe investigarse la causa de la depen-
dencia. A veces, simplemente se trata de una especificacion falsa del modelo
E por ejemplo, el modelo correcto es parabdlico y no lineal (ver 6.4.5.2 y 8.2).

n otros casos el origen de la dependencia no es tan aparente, siendo nece-
sario averiguar Tué tipo de estructura de correlacién existe para incorporarla
al modelo. Por lo especifico y complicado del tema, no se trata aqui este
segundo supuesto.

6.2.2. Homoescedasticidad

Para poder probar la homogeneidad de la varianza de la variable depen-
diente a valores fijos de la variable regresora, es necesario disponer de medi-
das repetidas de la variable dependiente para cada uno de los valores de la
regresora. Con ello se tendrdn estimas de la varianza.

Existen numerosas pruebas para verificar la homoescedasticidad. La mas
popular es la sugerida por BARTELETT (1937), aunque tiene el gran inconve-
niente de ser extraordinariamente sensible a ligeras desviaciones de la nor-
malidad de la distribucién. Una Brueba muy simple ue no presenta ese
inconveniente es la descrita por Burr y Foster (1972). Esta prueba resulta
muy sencilla de célculo y, ademds, aunque una varianza muestral valga cero
no afecta a la qmb@, como ocurre con otras que también son de cialculo muy
simple (como la de Hartley, por ejemplo).

La prueba de Burr y Foster se calcula de la forma siguiente:
Para tamafos de muestra constantes srs, sea si'{i=l. .y P) la varianza
muestral de Y para cada x;; el valor del estadistico q. es

b L 2 2 2
qc = | By + ... sp}f{sl T T x Sp]
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Para tamafios de muestra diferentes, el estadistico g. se construye como:
Ly
5
; PP
siendo v los grados de libertad en los que estd basada cada varianza muestral
(v=r—1) ¥ ¥, la media armdnica de los grados de libertad.

S8i g.>q, siendo q el valdt de las tablas que se encuentran en el Anejo 2,
se rechaza la hipdtesis de homoescedasticidad,

A continuacién se verd un ejemplo de como se calcula esta prueba:
Se dispone de la siguiente tabla de datos:

- i 2 2 2
qc = v{v151+ ess + W :'f{‘ﬂlﬂl‘*'---'i‘vpsp:'

X ¥

3 120; 123; 118; 125
4 128; 127 132; 135
5 147; 132; 139; 142
6 192, 198; 210; 194
7 201; 213; 205; 220
8 300; 315 320; 310

Dado que existen medidas repetidas de la Y, es posible estudiar si la va-
rianza de la Y para diferentes valores de la x es constante o no.

Empleando la prueba de Burr-Foster se obtendrian los siguientes re-
sultados:

(120 + ...+125)2

-: = [1202 +,,..+ 1252 - 1/ 3 =9,67 -:- -93,44

13,67 s'= 186,78
39,33 s4=1547,11

L]
[
| |

m
[
L]

65,00 = :-4[225 , 00 .

71,58 = ;'5124 W17

-]
[
]

72,92 s;-ﬁilﬁ.ﬂi

Total = 272,17 16493,25
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El valor calculado para el estadistico g. en la muestra presente es:

16493,25
L Xt e

Sﬁln las tablas del Anejo 2 para v=3; p=6; ¥ a=001 q es 0,43 y para
a=0,001, q es 0,546, Como 0,22 <043, no se puede rechazar la hipitesis de
ho ticidad al 1% de significacidn.

Para mayor descripcién de la prueba, puede consultarse ANDERSON y
McLEan (1974). Si la hipotesis se rechaza, de intentarse efectuar transfor-
maciones en la variable dependiente que homogeneicen las varianzas. Estos
autores sugieren como regla practica que:

1. Si se acepta la homogeneidad al 1%, no se transforman los datos.
2. Si se rechaza al 0,1%, transformar.

3. Si el resultado de la prueba estd entre ambos mdrgenes es necesario
conocer la distribucidén tedrica de los datos. Si existe una razdén fun-
dada para la heteroescedasticidad, transformar; de lo contrario, no.

Si es necesario transformar, se sugieren algunas transformaciones de
acuerdo con el tipo de diferencia que exista entre las varianzas. Muy a me-
nudo, la heteroescedasticidad es consecuencia de la falta de normalidad de
la variable. En una distribucién normal, la media y la varianza empiricas
son independientes. Si ocurre que las medias altas llevan asociadas varianzas
alctiasda;s indicacién clara de falta de normalidad y/o patente heteroescedas-
ti :

Cuando la media esté relacionada linealmente con la varianza, se sugiere
la transformacién Y—+Y que, ademds de homogeneizar las varianzas, auto-
méticamente suele normalizar la distribucién. En caso de que la media esté
correlacionada con la desviacién tipica, puede utilizarse la transformacion
y—log Y. Esta transformacién también se emplea en datos procedentes de
problemas relacionados con curvas de crecimiento. Si la desviacién tipica
estd asociada al cuadrado de la media, la transformacion més recomendada

es Y—/1]Y. Ademis, ANDERSON y McLEAN (1974) indican que cuando la me-
dia estd negativamente correlacionada con las varianzas debe transformarse

segin Y— v B— VB=Y, siendo B el limite superior de los datos.

Cuando la variable Y sigue una distribucién binomial, expresando los da-
tos en porcentaje y de tal manera que el nimero de observaciones es pe-
quefio y el porcentaje proximo al 0% o al 100% se sugiere utilizar la transfor-
macién Y—sarcsen v porcent./100. Cuando la distribucién es de Poisson, debe
emplearse la transformacidn de la raiz cuadrada anteriormente mencionada.
Si en este ca isten muchos valores nulos ,se puede intentar Y— Y+
o mejor Y=+ Y+1/2.

Naturalmente, después de efectuar la transformacion es necesario com-
probar que ésta ha sido efectiva. Box y Cox (1964) presentan una férmula
general para obtener transformaciones en distribuciones asimétricas, mien-
tras que JoHN y Draper (1980) sugieren otra familia de transformaciones
cuando la distribucién es simétrica, pero con colas excesivamente largas.

623. Normalidad

Existen también numerosas pruebas de normalidad, sin embargo se reco-
mienda entre todas la propuesta por SHAPIRO y WILK (1965). Esta prueba
tiene la ventaja de no tener que incluir la media y la varianza de la distri-
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bucién como parte de la hipétesis, tal como ocurre en la de Kolmogorov-
Smirnov o la chicuadrado. Estas y otras pruebas fueron comparadas, entre
otros, por SHAPIRO et al. (1968) y PEARSON et al. (1977), demostrando que
generalmente aquélla era superior en detectar la falta de normalidad al ser
evaluada a tra de varias alternativas (simétrica, asimétrica, colas largas
o cortas, etc.) en muestras de tamafio 10 a 50.

Para utilizar la prueba de Shapiro y Wilk, es necesario obtener previa-
mente los valo . residuales estimados con los datos, también Ilamm;‘oa re-
siduos, tal como se indicd en 6.2.1,

Esta ba no fue originariamente descrita para ser utilizada en conexién
con problemas de regresion sino para verificar la normalidad de la distribu-
cion de una serie de observaciones extraidas al azar de una distribucién
tnica. Por tanto, es necesario, reconocer que su uso es meramente indicativo
a efectos practicos y que se debe ajustar convenientemente la memdoma
de célculo al problema que nos ocupa. Se sabe que estos valores residuales
muestrales a diferencia de los tedricos del modelo, no son independientes
(Ver apartado 64.2.1.); por lo tanto, se rel:?uiere que su nimero sea lo sufi-
cientemente grande como paliar el efecto negativo de la falta de inde-
pendencia (no aleatoriedad). Asimismo, el valor residual dependerd del ni-
mero de variables regresoras del modelo y serd necesario tenerlo en cuenta
al efectuar la prueba. Si se dispone de més de una observacién de Y por cada
valor de x, podria efectuarse la prueba de normalidad tal como fue descrita
por sus autores. Esta prueba habria que realizarla con los valores de las
observaciones dentro de cada x y repetir sucesivamente la prueba para todas
y cada una de las x. Ahora bien, como generalmente el niimero de repeticio-
nes suele ser pequefio, la potencia de la prueba es muy baja, por lo que se
declararia «normalidad= (aceptacién de la hipdtesis) en muchos casos de
distribucién no normal. Por tanto, se desaconseja esta practica.

Si el nimero de valores residuales es «m» y «d» los grados de libertad
de la linea correspondiente a las desviaciones del modelo en la tabla del ana-
lisis de la varianza de la regresion (ver 2.1.2) los pasos a seguir para el
cdlculo del estadistico We, en el que se basa la prueba, son:

1. Ordenar los residuos de forma creciente

eufﬁ'mfetjf.....ﬂetm

A m:ulnrs=ze%
il

3. Si m es par; m=2k, calcular
k

B 151 *m, 1 §n-1+27 G
en donde los valores aa,; aparecen en el Anejo 3.
Si m es impar; m=2k+1, se omite del cdlculo el valor de la mediana.
4. Calcular W.=b*/§
5. Comparar W, con el valor W en las tablas del Anejo 4,

100
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Valores W< W indican falta de normalidad. El valor de W se busca em-
pleando los grados de libertad «ds y el o elegido. Utilizando las observaciones
del ejemplo para la prueba de la independencia, se obtendrian los siguien-
tes valores:

1. Se ordenan los residuos

—1,39; —1.24; —1,09; —0,49; —0,44; 0,66; 0,71; 0,86; 0,91; 151.

2. Se calcula § 10
s= ] e = 9,879
i=1
3. Se construyen las diferencias siguientes multiplicadas por los coefi-
cientes am, |

[1,51 —(—1,39)] (0,5739)=16643
[0,91 —(—124)] (0,3291)=0,7076
[0,86—(—1,09)] (0,2141)=0,4175
[0,71—(—049)] (0,1224)=0,1469
[0,66 —(—0,44)] (0,0399)=0,0439

b=2,9802
=0,899

b*
5

5. El valor de las tablas para g=001 v d=8 es W=0,749. Como ocurre
que 0,899 0,749 se concluye que no hay evidencia en contra de la nor-
malidad de la distribucidn.

Ademas de los métodos paramétricos, existen otras técnicas graficas que,
sin asociar afirmaciones probabilisticas a las pruebas de hipétesis, si permi-
ten obtener indicaciones de la presencia de mormalidad en la distribucidén.
Un fn!ﬁco muy utilizado consiste en representar los valores residuales en
escala de probabilidad normal tipificada. Es decir, en el eje horizontal se
ponen_los residups ordenados de menor-a mayor eq, €m. €, ..., Sm; €l eje
vertical es el valor esperado de una distribucién normal tipificada basado
en el orden que ocupa cada observacidon. Si el subindice «j» de los residuos
representa el nimero de orden dentro de la ordenacidén anterior, la ordenada
corresponde al valor normal esperado para el orden relativo a la observacion.
El valor normal esperado se estima por @-'[3j—1)/(3m+1)], siendo @ la
funcién de distribucién de una curva normal tipificada. Es decir, es el punto
que deja a su izquierda un area igual a (3j—1)/(3m+1). Si los datos proceden
realmente de una distribucién normal, la linea que forman los puntos serd
recta excepto por fluctuaciones aleatorias.

4 W.=

6.3. Bondad de un modelo predictivo

Un modelo serd tanto mejor para predecir cuanto, a igualdad de otras
condiciones, presente més estabilidad al tomar varias muestras. En principio
se podria pensar que seria recomendable tomaf® dos muestras, una para esti-
mar el modelo y otra para evaluar su capacidad predictiva. Normalmente,
debido a las condicoines experimentales, no suele ser factible emplear este
método. Si el nimero de observaciones que se han tomado es suficientemente
amplio, se puede partir el conjunto de datos en dos subconjuntos, uno para
eslimacién y otro para verificacién. Recientemente SNEE (1977) ha revisado
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una serie de métodos para efectuar esta ibn y ha presentado una nueva
me punhvﬂnmiﬁndemode}:rg:ndl:n:l tmo «Duplexs
de Kennard, que estaba sin publicar anteriormente. Se ré que esta par-
ticidn no se haga a menos que el nimero de observaciones sea mayor que
2p+25, siendo «p» el niimero de variables regresoras del modelo (una en el
caso de regresion sim _..e). Este método suele recomendarse principalmente
para regresién multiple.

E! algoritmo actua sobre los valores de las variables regresoras de la
Jorma siguiente: Los puntos, representados en el espacio de «p» dimensiones
{una recta en regresidn; no en caso de dos regresoras, etc.) se tipifican
para que todas las variables estén en las mismas unidades y posteriormente
se ortonormalizan (en caso de rcﬁ,r:sidn muiltiple). Se calcula la distancia eucli-
dea entre todas las parejas posibles de puntos. En el primer paso, se asigna
al subconjunto de estimacidn aguella pareja de puntos que se encuentre mds
alejada. De los restantes, los que tengan la distancia mayor forman parte del
subconjunto de valoracidn. Cada punto que Ea haya sido asignado deja de
ser tenido en cuenta en futuras asignaciones, En el tercer paso, el punto mds
alejado de los dos que ya forman el subconjunio de estimacidn, se aflade a
éste, La distancia de un punto a otros dos se calcula como la minima de las
dos distancias. Por tanto, el criterio de asignacidn es la distancia mdxima de
entre las minimas. De forma similar se afade un punto al subconjunto de
valoracidn. Este proceso se repite hasta que no queden puntos por asignar.
Cuando existan puntos con la misma distancia a otros, la eleccion de puntos
a asignar se hace al azar, enire los posibles candidatos.

Existen otros métodos que se basan en probar la bondad del modelo -
riendo el cilculo previo del ajuste. Lo que prueban, por tanto, es la bon
del ajuste de los datos experimentales al modelo propuesto. Uno de ellos es
por medio del coeficiente de determinacién R* que ya fue presentado en 4.2,

Este coeficiente expresa la parte de la variabilidad de la ¥ que ha sido
::;g_]jcada por el modelo. Se encuentra acotado entre los valores 0 y 1, y se
define como

Ri= SC (Regresidn) - SC (Residuo)
~ SC(Total) ~ ~  SC (Total)

Cuando la regresion es simple, este coeficiente equivale al de «correlacidéns»
elevado al cuadrado.

Ahora bien, existen ciertos problemas inherentes al uso del R, La dificul-
tad més grave con el uso del coeficiente de determinacién es que puede
aumentarse ficticiamente su valor al aumentar el nimero de variables regre-
soras (en caso de regresiom multiple). Por tanto, una solucién natural con-
siste en actuar en términos de en vez de sumas de cuadrados. Por

ello, se define el coficiente de determinacién corregido R. como

2 g2

R =1 -

c sy*
n-1

Cuando se dispone de varias observaciones de Y para unos valores da-
dos x;, se puede estudiar la falta de ajuste de los datos al modelo lineal.
Si el modelo no es correcto, el cuadrado medio de las desviaciones no estard
estimando el verdadero error experimental. Este habrd sido inflado, por el
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el son n medidas repetidas para x

Yll ' le ¥ Y1n1 i P E \
g o e n n 1] " " ¥
Yzl yzz yznz 2z 2
¥ Y e Yoo G = 2] i
gl gz g g g g

sesgo debido a la incorreccién del modelo. Mediante las medidas repetidas
se puede obtener una estimacién directa de la varianza del error experimen-
tal calculando una media ponderada de las variantes internas de cada grupo
de datos. La descomposicién para una observacidén particular yw es:

Yoo = Yig ™ D) od tp)
Residuo Error Falta
verdadero de ajuste
En donde:
¥iu €5 la observacién correspondiente al u-ésimo valor repetido de x;.

¥iu €5 la estimacién por el modelo de la observacién y., que es igual para
todo u.
¥i e¢s la media de las observaciones repetidas para x,.

La suma de cuadrados del error verdadero obtenido por las medidas repe-
tidas se calcula de la forma siguiente:

La contribucién por las observaciones en x; a la suma de cuadrados del
error experimental verdadero es nl

—ry2

Por lo tanto, para todas las observaciones, la suma de cuadrados del error
verdadero o puro:
n

i
SC (error pum);? E (v _E}Z mi n,-g

iml gel -2t Tgay i
grados de libertad.

Por diferencia con la suma de cuadrados y grados de libertad del residuo se
puede obtener las cantidades correspondientes a la linea de la falta de ajuste,
segiin la tabla (siendo N el total de observaciones).

Fuentes de variacidn S.C. E I
Debido a Regresion b, Sxy 1
Desviaciones Sy'—by Sxy N-2
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n

i
Falta de ajuste | SYZ-BSxy- E 1057747 g-2
i iu
Ity
, = 2 i
Error puro i=1 E{Fl“ ¥y) o

5i el modelo es correcto, la divisién entre el cuadrado medio de la falta
de ajuste y el del error puro se distri segiin una F centrada. Por tanto,
se puede verificar la hipglﬁi! de la bondad del modelo, que equivale a estu-
diar la linearidad del modelo.

Utilizando los datos del ejemplo de homogeneidad de varianzas:
n

Yiu ¥y By Ei gy ¥y)?
120 123 118 125 1 121,50 |.. 4 | 29,00
128 127 132 135 = 130,50 | 4 | 41,00
147 132 139 142 1| 140,00 | 4 | 118,00

192 198 210 194 1%8,50 4 195,00
201 213 205 220

300 315 320 310

209,75 4 214,75

@ = & o e W oM

311,25 4 218,75

§C (error puro) = 816,50

Con estos datos se ha efectuado el andlisis de varianza de la regresién de
acuerdo con la siguiente tabla:

Fuentes de variacidn S.C gl C.M. Fe
Debido a Regresién B8572 86 1 BB572,86 127 4**
Desviacion de la Regresion 15287 64 22 694,
Total 103860,50 23

Descomponiendo la suma de cuadrados de las desviaciones se obtiene que,
Fuentes de variacidn S.C. gl C.M. Fe
Debido a Regresion BB572,86 1 BAST286 1274 **
Desviaciones de la Regresién 15287 .64 22
Falta de ajuste 14471,14 4 361778 79,75
Error puro 816,50 18 45,36

104



© INIA © del autor o autores / Todos los derechos reservados

Por lo tanto, el modelo no ha sido correctamente especificado, ya que sale
altamente significativa la falta de ajuste. ;

Si se obtuvo una F significativa para la hipétesis Hy: §,=0 y una F no
significativa para la falta de ajuste, esto no implica necesariamente que el
modelo propuesto sea el adecuado, y seria recomendable profundizar en su
estudio. Como indican DRAPER y SMITH (1981, pdg. 93) a no ser que el re-
corrido de los valores predichos por la ecuacién ajustada sea considerable-
mente mayor que el tamafio del error experimental, la prediccién no tendra
Esnem]m:me ninglin valor. Citan estos autores que, segin sugerencia de

ETZ (1964), para que una ecuacién sea considerada como satisfactoria para
predecir la F calculada en la prueba de (,=0, debe ser mayor que cuatro
vecs la F de las tablas para los grados de libertad y el nivel de significacién
correspondiente.

Actualmente SUICH y DERRINGER (1977, 1980) han presentado un crite-
rio numérico mds sdlido, con objeto de que la prediccidn pueda considerarse
como aceptable. Para evitar predicciones que no sean de ningin valor prdc-
fico, utilizan el criterio )., pardmetro de no centralidad de la distribucion F,
que cuantifica el rango de los valores predictivos relativo al tamario de la
desviacidn tipica residual. Ademds pusieron un:afmeba del valor de ),
que puede egcmnrs-s comparando el estadistico us F con diferentes valo-

res criticos. Este criterio ha sido examinado comparativamenie por HILL,
HUDGE y FOMBY (1978, 1980).

6.4. Examen de los residuos
64.1. Definicidn

De una manera general, y no simplemente en el contexto de la regresion,
el residuo se define como la diferencia entre el valor observado y el esperado,
o estimado, dentro del marco del modelo que se utiliza. A cada observacién
elemental se le asocia, por tanto, un residuo (o valor residual) que, en valor
absoluto, mide la mayor o menor adecuacién del valor estimado »' nbservado
en el marco de la muestra tomada. Un residuo positivo implica _.e el valor
i:hs:rvadn es superior al estimado, mientras que un residuo negativo implica
o contrario.

En el caso de regresién simple, el residuo e asociado a la observacion
i<sima fue definido como

A,
8y =¥y~ BemBiXy S ¥y cuyo estimador se denotard por
a Ea ] )
Ei = Yi- Bo= B1Xy = Yi—Yi
Como es légico, la suma de cuadrados de las desviaciones del modelo (SCE)
mide globalmente la adecuacidn del modelo y estd directamente asociada a
los residuos, ya que

SCE = § ezi
i
6.4.2. Propiedades estadisticas de los residuos

Dado que se estd interesado en el estudio de los residuos dentro de un
contexto estadistico, es légico conocer su distribucién dado que son variables
aleatorias. Precisamente debido a la presencia de comportamientos andémalos
en su distribucién, podréd ponerse en duda el modelo. Por tanto, es necesario
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tener una idea clara de cudl es su comportamiento snormals; para ello, se

supone gue todas las suposiciones de base se cumplen aunque, de hecho, la

nrgsjrgu]ijnd no sea necesaria nada mas que para la distribucion de los
uos.

6.4.2.1. Dependencia de los residuos

Cada ecuaciidn norma (definida en 2.1) implica una restriccién de tipo
lineal sobre el conjunto de los residuos. En particular, la primera no es otra
cosa que la condicién de nulidad de su suma. Por consiguiente, el conoci-
miento de los n—1 primeros residuos, proporciona el valor del ultimo. No
s0n, pues, hd‘u‘}:-endiemcn (recuérdese lo indicado en 6.23 sobre la prueba
de Shapiro y Wilk). Esto implica que, en la Ez'nﬁctica, la informacién propor-
cionada por un residuo es parcialmente redundante con respecto a la del resto.

El nimero de «informacioness independientes correspondientes al con-
junto de residuos es n—(k+1); es decir, el nimero de observaciones menas
¢l nimero de pardmetros del modelo (incluyendo 8o ]):aslendu k el mimero
de variables regresoras). En particular, si solamente y dos observaciones
para ajustar una regresién simple, este valor es cero. Este cero estd perfec-
tamente justificado, puesto que por dos puntos siempre pasa una recta y los
residuos son au ticamente nulos. Este niimero es importante y repre-
senta los grados de libertad del residuo.

Para 1u= el examen individual de los residuos sea informativo es necesa-
rio que el cociente [n—(k+1)]/n sea grande. El limite, como todo este tipo
de limites, es dificil de marcar, pero de manera orientativa se puede decir
g:: a partir de 0,9 es satisfactorio y que si es menor de 0,6, su interés es

preciable,
6.4.2.2. Independencia entre los residuos y los valores estimados

Esta es una propiedad general de los modelos lineales, pues la correlacidn
entre E e Y es nula, ya que

En efecto, para regresidn simpf;:IE i?i=n -
A A ~ i -~ o
EV, = LE (Bo* Byx ) = JE, By + JE.By x, =
E_ A L ,3‘:* AL L E L 14 A
iy e A
+ = e
au£E£ E‘EEixi Bol +B40 0. |
Asi, pues, esta independencia, que lo es también en sentido estadistico, debe
implicar que el reparto de los puntos P; de coordenadas (&, %) en una repre-

sentacién cartesiana, tenga una forma eliptica cuyos ejes principales sean
paralelos a los ejes cartesianos.

6.42.3. Heteroescedasticdad de los residuos

Aunque las observaciones elementales y; tengan, por suposicién, la misma
varianza, los residuos E; (no confundir con el error aleatorio g) no son homo-
esceddsticos, Esta propiedad se entiende fécilmente si se consideran los dos
puntos siguientes. Primero, la varianza de los residuos se deduce directa-

mente de la de las estimas, pues Y,=Y\+E,, de donde:

\rarl:‘h_!i] = g2 = var(fi} + var{Ei}
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ya que Y y E; son independientes segin la propiedad del apartado anterior.

Como var (¥,) depende del punto x; (ver 2.1.2), seré variable J, por tanto, lo
serd var (E;). Segundo, para algunos dominios del espacio variables
regresoras la estimacidn es mds rrecisn: aquellos en los que existen mayor
nimero de observaciones o nﬁucl os que estdn rodeados de muchas observa-
Fm?l bcnglﬂ'ﬁﬂndm de la informacién aportada por sus puntos vecinos
ver figura 6.1).

T
OE s 104
L 81 Tk ]
0.5
0.1
] 2 3 &4 L] ;
WSS 4 2 ' i
Figura 6.1—Varianza de los residuos en funcién de una regresora para un modelo
desequilibrado.

La varianza asociada a un residuo para regresion simple es

A {xi_iiz
U&I(Hi} = var[yi} & var{¥i) = 02[1_ = = 7 ]

Por tanto, serd maxima en el baricentro de las variables regresoras. Los
residuos con varianzas menores son los que mayor informacion aportan.

6.43. Procedimiento de estudio

La investigacion de la distribucién anormal de los residuos se hace esen-
cialmente de manera grifica. Se llevan sobre unos ejes cartesianos los resi-
duos en ordenadas, v en abcisas una variable que se piense que pueda tener
influencia sobre esa distribucién. Cada punto corresponde a una observacién
elemental. La puesta en duda del modelo puede ser puntual (algunas obser-
vaciones se mmggmn de manera diferente a las otras) o global {la forma
general de la nube de puntos es aberrante y permite suponer que ¢l modelo
no es adecuado).

En abcisas se puede representar:

a) Una de las variables regresoras con objeto de verificar que el ajuste
propuesto es correcto. Por ejemplo, detectar heteroescedasticidad o auto-
correlacion (ver figuras 1.1, 1.2 y 1.3). Sin embargo, en el caso de regresién
multiple, el conjunto de grificos (uno para cada variable regresora) esti
:flzzm fdfl proporcionar toda la informacién necesaria para detectar los posi-

s fallos.
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En el caso de dos variables regresoras se puede, eventualmente, proceder
de la manera siguiente: representar en abcisas y ordenadas las dos regresoras
y, a partir del gunm correspondiente a cada observacidn, elevar.(si el residuo
es positivo) o bajar (en caso contrario) una flecha vertical de longitud igual
al valor absoluto del residuo, tal como aparece en la figura 6.2. De todos

modos, este procedimiento es complicado y poco informativo cuando el ni-
mero de observaciones es grande.

% ) ! !

X
Figura 62.—Representacién de los residuos en el caso de dos variables regresoras.

b) Una variable exterior al modelo (es decir, que no haya sido tenida
en cuenta) pero que puede haber tenido influencia. Un caso particular que
puede ser interesante estudiar, es cuando los individuos enecen a pobla-
ciones diferentes. En este caso, se pueden representar los individuos iden-
tificindolos con un cédigo correspondiente a cada una de las poblaciones.
Un ejemplo de esta situacién se presentard en el apartado 6.4.4.2 de sestruc-
turas no manifiestass.

¢} El valor estimado por el modelo. A causa de las propiedades de inde-
E::dem:ia entre los residuos y los valores estimados, esta representacidn es

tante sensible y permite identificar casos anémalos muy claramente. Es
necesario seguir unas inves i teriores para determinar cual es
la causa del fallo detectado. Esta grifica tiene la ventaja de ser tinica sea
cual sea el nimero de variables regresoras. Es el método que se empleard
sistematicamente cuando no existan otras ideas a priori.

En el caso de regresién simple, los grificos en funcién de los valores
estimados o de la regresora son idénticos pues estin relacionados linealmente
por la ecuacién Y,=by+bix;.

d) El orden de adquisicién de los datos. Esta es una prictica a menudo

recomendada porque el griafico puede hacer patente los debidos a un
modo de recogida de datos que se modifica a lo largo del tiempo sin adver-
tirlo el investigador.

Hasta aqui se han presentado varios ejemplos que permiten visualizar
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algunos tipos de situaciones posibles. Obviamente, no se puede dar una casufs-
tica total: en cada caso particular se debe adoptar un procedimiento par-
ticular y es el arte y la habilidad del estadistico quien debe fijarlo a partir
de los elementos de que dispone.

Por una cuestién de simple pedagogia, los ejemplos que se describirdn a
continuacién no estin basa en datos reales sino en observaciones prepa-
radas. Ello evita, por otro lado, disponer de un conjunto de datos demasiado
elevado y tener que explicar el contexto de la experimentacién incluyendo
detalles importantes para el caso concreto, pero superfluos para el tema
que se estd tratando.

294
0
a{, °
- 0z 2 e 08 E
Figura 63 —Ejemplo de dato aberrante.
TABLA 6.1
Distribucién discontinua de los residuos: Dato aberrante indicado por un
asterisco.
Valores observados Valores predichos
V. dependiente V. regresora V. dependiente Residuo
74 7 6,175 1,225
85 8 6,983 1,517
85 9 7.791 0,709
8.6 10 8,598 1,002
10,7 12 10,214 0,486
106 13 11,022 —0422
105 14 11,830 —1330
11,7 14 11,830 -0,130
11,7 15 12, —0,938
127 17 14 —1,554
139 18 15,062 =1,162
126 19 15,870 -1270
150 19 15,870 —0,870
13,7 20 16,677 =2977
149 21 17,485 —2,585
*294 23 19,101 10,299
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6.4.4. Distribucién discontinua de los residuos
6.4.4.1. Datos aberrantes

Detectar los valores muy aberrantes es el primer mérito del examen de
los residuos. En la figura 6.3 y la tabla 6.1, el reparto de los valores de {li.ﬂ‘}
muestra claramente que un punto se sale de la pauta general que i:fuen
demads. Este tipo de puntos, por lo general, no es mds que el resultado de
un error de transcripcion de datos. En el ejemplo, se ha tomado 294 en
vez de 19.4. Sobre el grifico de residuos (figura 6.4) esta situacién se traduce
en un residuo enorme (10.3) para el punto correspondiente, asi como el
comportamiento anormal de que los otros residuos son positivos primero y
negativos después; comportamiento exr]icahlc, por oira parte, debido a que
el dato aberrante forzaba a aumentar la pendiente de la regresién.

Figura 6.4 —Representacién de los residuos con un dato aberrante.

El problema que se plantea en estos casos es determinar a partir de qué
valor absoluto se puede considerar a los residuos como demasiado impor-
tgntﬁi, qué valor;: s-unmmalme&:te ah:hrmmu y cudles son indicativos de
situaciones especiales y dignas estudio por representar puntos singulares
en la experimentacién. No existe respuesta precisa a esta cuestién y a menudo
la duda subsistird; es un tema de estudio constante (ANDREwWS y PREGIBON,
1978; Coox, 1977; ABRAHAM y Box, 1978, entre otros) y es necesario también
investigar la influencia que tienen estos datos aberrantes sobre la robustez
de la regresién (ver, por eje:iu(&lm BickeL, 1978). En general, lo que se suele
emplear para una com maés facil entre regresiones es utilizar los

duos tipificados, es , divididos por la estima de su desviacién tipica.
Esta puede ser una precaucién indispensable, pues ya se ha visto en 6.4.2.3
que su varianza difiere de acuerdo con la disposicién de las variables regre-
soras. En la préctica, si esta disposicién no es demasiado especial (por
prumdadtmﬁnmidud.mejamplu}uzﬂnﬁmdcmmdeh
regresion es pequefio en relacién al de observaciones, para mayor sencillez,
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se puede sitﬂ;llnmmtc dividir por la estimacién de la desviacién tipica de Y.
Una vez tipificados, se considera que, a ente, se comportan como
una muestra de una normal tipificada. En consecuencia, todos aquellos que
se encuentran fuera del intervalo [ —2,5; +25] (que representa aproximada-
mente el 98,8 por 100 de la distribucién) se consideran como aberrantes.

Una vez identificados los elementos aberrantes, conviene preguntarse si
su eliminacién no sesga la muestra; es decir, si son verdaderamente el resul-
tado de un error en la toma o transcripcién del dato. En otros casos, con-
viene investigar sobre el modelo las desviaciones sisteméticas (ver 6.4.4).

Otro ejemplo de datos que son aberrantes pero que corresponden a una
causa concreta identificable se presenta Igeﬁg-ura 6.5. Se trata de la
observacién del grado de ataque de una enfermedad a lo largo de una linea
de un campo que ha sido tratado uniformemente por un ticida. Cada
observacidén corresponde a la anotacién sobre un metro lineal. Se ha efectuado
la regresidn del ataque en funcién del emplazamiento sobre la linea para
estudiar si existia o no un gradiente.

Figura 6.5—Ejemplo de ataque de una enfermedad.

El examen del grafico de residuos en funcién de los valores de la variable
regresora, muestra la Fresenci.n de cuatro o cinco residuos demasiado gran-
des en los 8, 16, 23, 24 v 32 metros. Todos ellos con itivos excepto el 23
¥ 24. La explicacién fue simple y se descubrié al hablar con el experimen-
tador: el insecticida se esparcié por tramos de 8 metros y los valores de
ataque fuerte (residous altos) corresponden a 1:&5:!:3 que no fueron tratados
mientras que los residuos negativos son aquellos en donde hubo recubri-
miento entre dos pasadas,

in
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TABLA 62

Contorno de la cadera (v) y anchura de las espaldas (x) segiin el sexo.
studio de los residuos (e).

Sexo b x &

2 116 350 13,396
2 114 315 10,509
2 112 80 8331
2 111 16,0 8,041
2 111 340 8,751
1 109 410 4,266
1 108 430 2556
i 107 455 0,669
2 107 16,0 4,041
2 107 0 1,686
1 105 .0 -0,799
: 104 us 1373
2 103 36,5 -0,136
1 103 41,0 1,74
1 100 40,5 — 4,556
2 100 350 —2.604
2 100 340 -

1 9 38,5 -4

2 99 125 -2T17
1 97 41,0 =7,734
S T
1 91 80 —12,669
1 91 355 —11,781

644.2. Estructuras no manifiestas

En la tabla 6.2 se incluyen los datos del contorno de la cadera y la an-
chura de la espalda de un cierto mimero de individuos. Se intenta por
regresidén lineal explicar el contorno de la cadera (Y) por la anchura de la
espalda (x). La ecuacién obtenida es y=90,184035 x con una suma de
cuadrados de las desviaciones, SCE, de 1104,8. La regresién calculada no
parece demasiado itil es, si se ajusta la ecuacidn sin la variable, se
obtiene y=103,53 con SCE=11422.. Sin embargo si se examina el ico de
residuos en funcién del valor estimado y ademds se afiade la informacidn
suplementaria del sexo al 1:; genmn los individuos, estd claro que la
distribucién de machos y hembras estd lejos de ser al azar (figura 6.6).
Conviene, por tanto, hacer intervenir el sexo calculando por ejemplo, una
recta de regresién para cada sexo por lo que se obtiene

ym=9ﬂ+2,?xm
Y = 49,6 + 1,3 Xy

reduciendo la SCE a 5975 (ver capitulo de modelos inclusivos para com-
parar ambas ecuaciones de regresion).

El objetivo de este sencillo ejemplo es poner de manifiesto que el olvido
de un factor en el modelo puede conducir al rechazo de una relacién entre
las dos variables estudiadas. Més aiin, si la influencia del factor sexo hubiera
sido mAs marcada, este olvido podria haber producido una relacién signi-
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Figura 6.6.—Representaciéon de los residuos del contorno de cadera y anchura de
espalda por sexos.

ficativa pero de signo opuesto a la real, tal como muestra esquemdticamente
la figura 6.7. '

T

6.7—Consecuencias de no temer en cuenta la estructura en los datos.
continuo: regresién dade por los datos; linea dc puntos. regresidn correcta.)



Copia gratuita. Personal free copy http://libros.inia.es

¥ | vi v

Existen diversas maneras de hacer intervenir la estructura (indicada
por «s» en las ecuaciones siguientes) en un modelo de regresién:

La estructura sélo interviene a nivel de media de grupos:
{a_',l- Y = BD.+ alx +E
La estructura interviene exclusivamente en la manera de actuar la va-
riable regresora
(b) Y=8 +8 X+ ¢
0 18
La estructura actiia sobre ambos componentes

fec) Y=8 + B8 x+ ¢
0s lg

Estas tres situaciones estdn esquematizadas en la figura 6.8 y muy rela-
cionadas con la figura 5.2,

==

y
() t2) (3]

Figura 68.—Diferentes modelos de regresidn segiin la estructura.

Es obio que la generalizacién de este tipo de modelos se puede extender
a ajustes con varios regresores y a regresion polinomial.

6.4.5. Distribucidon continua de los residuos
6.4.5.1. Varianza no constante: Transformacién de variables

Una de las hipdtesis de base del modelo es la hol neidad de las
varianzas. Existen casos en los que claramente esta hipétesis no se cumple.
Muy a menudo la varianza de las observaciones estd ligada a la media (fi-
gura ].136 por egllin, si se trabaja con porcentajes y son muy préximos
a 0 6 100 por 100, fuerzan a pequ:ﬂu.{l.mocnsn:epruentaul
efectuar enumeraciones o conteos: cuanto mayor sea la frecuencia absoluta,
ma serd la varianza. El examen de los residuos en funcién del valor
es dard claramente una nube de puntos en forma de trompeta. En el
ejemplo de la tabla 6.3, se estudia la poblacidn de un insecto sobre las
tomateras en invernadero haciendo variar la temperatura del invernadero.
hﬁgunﬁ.'iindiu:lammente&ueam r nivel de poblacién, mayor es la
dispersién de las desviaciones del modelo (residuos).
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TABLA 63

Poblacidn de insectos sobre tomateras en invernaderos (y) en funcidn de la
temperatura (x). Estudio de los residuos (e).

b x e,
650 285 —175,045
980 285 186,627
& 263 738
800 26,0 133,313
2 @
610 U.5 38,328
390 240 - 150,
28 20 133313
380 220 —33313
80 21,0 30
250 20,0 36,627
260 195 5,045
140 19.0 —B83,284

50 175 —T8.269

125 170 28,403
70 16,0 16,746
50 150 80

Figura 69—Ejemplo de la relacién poblacién de insectos-temperatura.
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n este caso, tal como se recomienda en 6.2.2 una simple transformacién
logaritmica de los datos permite remediar el problema tal como aparece
en la figura 6.10, El modelo finalmente ajustado es pues:

Log ¥ = BD+BIH+5

Figura 6.10.—Relacidn logaritmo de la poblacidn-temperatura.

Otras transformaciones no mencionadas anteriormente y susceptibles
de ser utilizadas para los casos de dispersién sistemética son

Y = Bpt+ B1log x + ¢
Y = Bg+ B81(1/%x) + ¢
Log Y = Bg+ B1X + B,%X2 + ¢
La forma de los ajustes a los que dan lugar se presentan en la figura 6.11.

6.4.52. Pruebas consecuetivas: Ajustes polinémicos

Si el modelo es correcto, los residuos son independientes de los valores
estimados. Esto implica, entre otras cosas, que el signo de los residuos se
distribuye en secuencias aleatorias. Existen tablas para practicar una prueba
para la alternancia de si (S1EGEL, 1956) y otros procedimientos no para-
métricos (LEHMANN, 1975). Sin embargo, en los casos mds obvios, no hay
necesidad de recurrir a ellos. Sean los datos de la tabla 64. En ella se
incluyen los rendimientos del trigo en funcién del abonado nitrogenado
de 25 parcelas experimentales, Los residuos en funcién de los valores espe-
rados se representan en la figura 6.12, claramente se observa que siguen una
forma de pardbola y que el nimero consecutivo de signos se reduce practi-
camente a tres: negativos, positivos, negativos. Esto es una indicacig; ma-
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L

(3

=y

X

Figura 6.11—Representacion grifica de diversos ajustes segin transformaciones

nidos en el ajuste lineal (¢') y en el cuadrdtico (ed).

TABLA 6.4
Rendimiento del trigo (y) segin el abonado nitrogenado (x). Residuos obte-

Yi * ﬂl: «
39 120 —~12,314 —1986
rt 120 —8314 1014
il 130 10238 —4643
8 130 —5238 0,357
3 8 e ui
% 150 1086  —2591
61 150 3914 2409
63 160 3.990 0120
65 160 5990 2120
b 170 ;ﬁ 1620
70 180 7141 0910
7 180 8141 1910
69 190 4217 =2.011
7 190 6217 —0011
1 v
7 210 2369  —1485
72 210 3369 —0/485
70 220 —0,555 2,038
7 220 1445  —0038
69 230 3479 1801
7 230 0,521 2199
67 240 =7403 =1.715
8 B X3 =
68 250 —8327 2,041
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Figura 6.12—Relacién lineal entre el rendimiento y la cantidad de nitrégeno
tada (residuos). ¥ i
Figura 6.13—Relacién cuadritica entre el rendimiento y la cantidad de nitrégeno
. aportada (residuos).
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Generalizando esta practica, es a veces necesario realizar ajustes polino-

miales de grado su a dos (es decir, introducir igualmente x*, x*...). En
el limite, se puede hasta un grado g-1 siendo «g» el niimero de valores
diferentes que toma la variable re ra. En el caso extremo, cuando se
dispone de medidas repetidas, el is es idéntico (para grados de libertad,

sum... Je cuadrados, estimas y residuos) al andlisis de varianza con un factor
donde los niveles del factor son los diferentes valores que toma la variable

ra. Esta es una de las razones por las que las nicas de regresidn
y andlisis de varianza estdn muy préximas, pudiendose bar dentro de un
marco més general constituido por la teoria de los modelos lineales.
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CAPITULO 7

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA REGRESION
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7.1. Introduccién

_ La descomposicién de un movimiento en el espacio en tres movimientos
lineales representados por ejes perpendiculares, por un lado, y el sentido fi-
sico de ortogonalidad (o perpendicularidad) comeo independencia por otro
(recuérdese que la fuerza producida en direcciém ortogonal al movimiento
puede considerarse como independiente de éste), son clave de la repre-
sentacién de la geometria analitica. Ademds mediante la traduccién Indepen-
dencia-Ortogonalidad, permiten la asociacién Estadistica-Geometria con el
consecuente acopio de conocimientos de ésta que son ttiles en aguella.

Por ejemplo, la nocién geométrica de dimensién es equiparable a la esta-
distica de grados de libertad, ya que en ambos casos se trata dnicamente de
restricciones lineales, bien en un movimiento (Geometria), bien en la reali-
zacidén de una variable aleatoria (Estadistica). De este modo, si se intenta
reconstruir el vuelo de un pdjaro a través de su proyeccion en el suelo, falta
una dimensién o grado de li d, de la misma manera que si se trata de
reconstruir una muestra de dos elementos conociendo sélo su media.

Por otra parte, el concepto de producto escalar estd inspirado en el

efecto que produce una fuerza F libre en el plano sobre un cuerpo cuyo
movimiento estd restringido a una recta r como, por ejemplo, el movimiento
de una barca que remonta un rio empujada desde las orillas (figura 7.1) y

resulta ser Fcos (F, ¥). De una manera anéloga, la explicacién lineal de la
variable aleatoria normal X sobre la variable aleatoria normal Y es
Y cor lﬁ" i'g{::il en donde, como se aprecia, el coseno ha sido sustituido por la
corre

Figura 7.1.—Movimiento restringido.

7.2. Representacion general de las variables aleatorias

Una variable aleatoria es por definicién impredecible, pero debe cumgiir
cierta regularidad: las frecuencias relativas de cada posible resultado deben
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converger y al valor limite se le llama probabilidad de ese resultado. Es
importante destacar esta condicién, ya que sin conergencia no puede hablarse
de probabilidad y por tanto, no tiene sentido aplicar un lo estadistico
que se base en una estructuracién de dichas probabilidades.

Cuando el nimero de posibles resultados es infinito real, es decir, existe
una biyeccién con los nimeros reales, y la variable aleatoria es continua, es
necesario reconocer que las probabilidades deben darse sobre intervalos.
Para entender mejor esta idea, considérese la variable tiempo. Si se dispone
de un reloj con minutero y antes de mirar la hora se expresa la confianza
de que sean, por ejemplo, las 9 h. 36' diciendo que existe ?rnhabilldad 2/3 de
que esto ocurra, se estd en realidad expresando la confianza respecto del
intervalo que comienza en las 9 h. 35' 30" y termina en las 9 h. 36' 30" que
es el que te se identifica con las 9h.36". La variable es, por naturaleza,
continua ya que es posible, al menos en la imaginacién, suponer que el in-
tervalo podria hacerse tan pequefio como se quisiera (si el reloj tuviese
segundero, el intervalo tendria amplitud de un segundo, etc.) y el concepto
de probabilidad estard siempre aplicado a estos intervalos.

No obstante, resulta complicado expresar mateméticamente dichas pro-
babilidades, ya que para ello se necesita una funcién de dos variables (extre-
mo superior e inferior del intervalo). Ademas, serfa interesante disponer de
una funcién de punto que indicase de alguna forma la contribucién de dicho
punto a la probabilidad total; el modo de actuacién es el mismo que se uti-
liza para la definicién de derivada: se toman intervalos centrados en el
punto de amplitud cada vez mis pequefia (mds precisién de medida) y se
divide la probabilidad de cada intervalo é:or su amplitud, calculando el li-
mite cuando ésta tiende a cero. Al resultado se le llama «densidad de proba-
bilidad» en ese punto y permite, conociendo su valor en todos los puntos
(funcién de densidad f), reconstruir la dimbabilidnd en los intervalos mediante
el proceso de integracién (inverso al de derivada). Se tiene, en consecuencia,
que la probabilidad en el intervalo A es:

Prob (A) =/£ f(y)dy

cuya representacidn grifica se presenta en la figura 7.2. Esta asimilacién en-
tre drea (integral) y probabilidad es la misma que se realiza en la represen-
tacién mediante histogramas, lo que da pie a otra obtencién intuitiva de f (y)
(ver fig. 7.3).

Generalizando del plano al espacio, puede considerarse ahora el proceso
de tomar una muestra aleatoria independiente (m. a. i.) de tamafio tres (el

fly)

Prob (A)

A
Figura 72.—Probabilidad de un intervalo,
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fiy)

-0 Ak AW

Pg)
Al Ap ~-----
VARIABLE CONTINUA HISTOGRAMA DE T LIMITE CUANDO L&
HISTOGRAMA DE "gR&N" MEMNCR AMFLITUD AMPLITUD TIENDE & ©
AMPLITUD

Figura 73.—La funcién de densidad como limite de histogramas de amplitud de-
creciente.

razonamiento es ampliable a cualquier tamafio) y representar, de acuerdo con
la idea ya exp , la variable aleatoria y; (extraccién i<sima) en el eje
cartesiano i-€simo (i=1, 2, 3). Un to en el cio (yiyays) serd una rea-
lizacitn concreta de la variable tridimensional (Y;Y:Y:), o bien una m. a. i. tri-
ple de la variable Y teniendo una densidad de probabilidad £ (viyays).

De esta forma, cada punto tiene asignado un valor que sirve para calcular
las bilidades de «zonass del espacio a través de la integracién de la
fu n f; por ejemplo, para la zona {} la probabilidad es

prob () = | £ly,y,v;) dy,av,dv,
: fi

seglin se muestra en la figura 7.4.

!

\\\.ﬂ-ﬁ}h'ra .

Lo

Figura 74.—Probabilidad en una zona del espacio.

la situacién que se considera previa a la realizacién de la va-
ble aleatoria y por rmmtfrimm conviene sresumir» la informacién

se dispone. Para ello, el procedimiento usual consiste en el cdlculo
tos y zonas con especial significacién; es decir, realizar una represen-

E%
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tacion cartogrifica a través de la eleccién de un punto central; por ejemplo,
la esperanza, y curvas (o superficies, etc., segin la dimensién del problema)
de nivel de la funcién de densidad que correspondan a zonas de confianza
conocida: 90 por 100, 95 por 100, 99 gor 100 (es decir, que enmarquen con-
juntos con probabilidades 0,9; 095; 099...). Realizada esta representacién,
que es un resumen bien de conocimientos tedricos sobre la variable en es-
tudio o bien de experimentos previos, se obtiene mediante una muestra
la realizacién concreta de la variable aleatoria, formuldndose entonces pre-
guntas del tipo siguiente:

¢Es coherente esta realizacién con la estructura probabilistica que se ha-
bia construido?

Supuesto que dicha estructura flotante no estaba del todo determinada,
¢cémo quedaria después de la informacién aportada por la realizacién de la
variable aleatoria?

Estas dos preguntas son bdsicas en Estadistica y en un aspecto parcial
de la segunda se concretard mds adelante (ver 7.4.{.} e

7.3. Representacién de la variable aleatoria normal: Propiedades

Frecuentemente se utiliza en Estadistica A‘ﬁﬂmda la suposicién de nor-
malidad sobre alguna de las variables en estudio. Ya se mencioné en el ca-
pitulo anterior en qué circunstancias puede aceptarse tal suposicidn; en este

se centrara el estudio en el por qué de la sencillez de los resultados
obtenidos cuando se supone mnnalim.

Principalmente este udpecm de sencillez se explica a través de la «forma»
de la funcién de densidad normal. Asi, para una normal de media cero y va-
rianza unidad la funcién de densidad es

£(z) = (2n) Y 2exp (-22/2)

Esta «forma» da lugar a ql:c la independencia muestral (producto de den-
sidades de los elementos de la muestra) produzca un exponente que s una
suma de cuadrados relacionada con el médulo del vector, que representa la
muestra; es decir,

n n =1 n
£d) = Me(z) = T 2m" /2exp(-23/2)=(20) ™ 20xp (- L 2,/2)=

= (2m) "™ 2exp(-|]2]]"/2)

Esta expresién implica que las curvas de nivel correspondientes a varia-
bles no es independientes y tipificadas corresponden a los lugares geomé-
tricos de los puntos cuyas normas de sus vectores asociados sean iguales;
es decir, se trata de-n-esferas (esferas de n dimensiones) centradas en el
origen tal como se indica en la figura 7.5.

Supd a continuacién una situacién més general a través del cambio
de variables yi=Zig+w para todo i=1,....,n, lo que significa considerar va-
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f{i’}”lfl- DesfiZek=2m e t~n’y;:}

i

T

Figura 7.5.—Representacién de las curvas del nivel correspondiente a distribucio-
nes normales tipificadas.

riables aleatorias normales de media diferente y y varianza igual (homoes-
ceddsticas) ¢*. En este caso, la fl_.lmcién de densidad x«:ré.:2

flyy) = a"%ZH}_""ZExP [—(yi-_ui] fEﬂz]
que proporciona vectorialmente una funcién de verosimilitud que se puede
representar por :

£ =20 ™2 exp(-| [3-%]] /202)

Con lo cual, las n-esferas estdn centradas en p y el radio es diferente al
caso anterior (fig. 7.6). Esta representacién corresponde al modelo de re-
én en el que se cumplen las suposiciones de base y en donde p=xb.

or tanto, es la que se empleard a lo largo de este capitulo.

- = - ]
— {i’nfu *Do; 1(2) = K" » 6" (20 exp (-0/2 )

% {1

T

T3

Figura 7.6.—Representacion de las curvas de nivel para distribuciones normales
homoesceddsticas.
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7.4. Regresion simple
74.1. Representacidn de las hipdtesis del modelo

Para representar geométricamente las hipotesis del modelo se han indi-
cado ya todos los elementos necesarios: En un modelo de regresién simple
las hipdtesis puede resumirse en que Y; son variables aleatorias indepen-
dientes, tales que

Ty ™ By o+ ByXy b oeg W oy Rge

en donde p=fo+P:xi ¥y Z; es una variable aleatoria normal con media cero
y varianza d. Por tanto, se llega al caso analizado al final del aparta-
do 7.3 con la tnica peculiaridad de que p=f1+fix debe enecer al pla-
mh:ngndrndupurly:mnhnduﬂmsnmrdm B ¥ B: desco-
nocidas. Estas coordenadas son, junto con el valor de ¢, lo que se estd inte-
resado en estimar (fig. 7.7).

. Lx

Figura 7.7.—Representacién de las hip6tesis del modelo de regresion.

Es necesario recalcar que lo que se estd efectuando no es sino un caso

de lo indicado al final del apartado 7.2 en relacién con las preguntas

ue cabia formularse al obtener una realizacidén concreta del experimento:
tiene informacién previa sobre la estructura de la variable aleatoria, dada
por curvas de nivel n-esféricas con radio desconocido (que depende de o)
centradas en un to, también desconocido, «mévil» sobre un plano (que
quedard fijado conocer @B ¥ fu); por tanto, se utilizard la informacidn
proporcionada por la muestra para estimar los pardmetros desconocidos o,
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e, Bi, quedando asi perfectamente determinada la variable aleatoria. Este
concepto conduce, pues, al proceso de estimacidn.

742, Visualizacidn del proceso de estimacidn

Se estudiard primeramente la estimacion de (o ¥ Bi, empleando posterior-
mente otro mét ) para g.

El procedimiento a seguir, denominado méxima verosimilitud, se basa en
un razonamiento intuitivo sencillo, pues se trata tGnicamente de tomar como
valor del pardametro aquél que atribuya mayor densidad de probabilidad a la
muestra tre ue se disponga; es decir, el que hace «mds probables a priori
aguello que ocurrido a posteriori.

En la estimacién de p={+fix se concreta en obtener
- -n/2 -,
max o "(2T) / exp [—i?—j!ﬂz.f’?uz]
-
¥ = o+, X ’
lo que equivale a min| |y - ¥
¥ = y+s X

Este valor minimo se obtiene en el punto m, proyeccién ortogonal de y
sobre el plano engendrado por 1 y X tal como se muestra en la figura 7.8.
Por tanto, en este caso, un proceso de estimacién con significado exclusiva-
mente estadistico como el de méxima verosimilitud se ha convertido en un
mecanismo geométrico de proyeccién a través de un paso intermedio de
minimizacién de la norma del error g=y—|i conocido como el método de
estimacién de minimos cuadrados. Es decir, el punto central que era «mdévils
sobre un plano ha sido fijado en la proyeccién de la realizacién de la va-
riable aleatoria sobre dicho plano. Es necesario destacar que m es la repre-
sentacién vectorial de ¥=by+bx.

Figura 7.8 —Sstimacién minica cuadritica de v.
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Para estimar g, considérense las n-esferas centradas en . (valor auténtico,
aunque desconocido para la media) y témese, imaginariamente, aquélla que
contiene al vector ¥ de observaciones (ver fig. 7.9), y que seré la formada

los extremos de los vectores de norma igual a la de 7, ue Y=yu+s.
Ko:nnﬂnuacidn se utilizard el método usual para obtener esgl:n:‘dnrc?; il;s.e;-
gados, que consiste en la realizacién a su esperanza. En este caso

se calc el radio cuadrado medio de n-esferas y se igualard al de la obser-
vacién muestral.

LE

[mp—

Figura 7.9—Estimacion de o%.

El problema, a priori, no parece complicado, ya que como ||-;I ®lg® sigue
una distribucién ot 5€ tiene que E{||;f|l) =¢°n, pero la dificultad surge al

tener en cuenta que no se dispone del valor de t=Y—{i, ya que § es descono-
cida, por lo que hay que cefiirse a =¥ —mi.

Es ficil, sin embargo, utilizando el Teorema de Cochran, demostrar que
E (|l€]*)=¢* (n—2), donde la reduccién en grados de libertad se produce por
la restriccién en el smovimiento» de e (recuérdese lo expresado en la intro-
duccién), que es una proyeccién de ¢ en el subespacio perpendicular al pla-

no L. (en la fig. 7.9 con n=3 sélo hay un grado de libertad para e reflejado
en el movimiento vertical),

Se tendrd, por consiguiente, igualando los radios cuadrdgicos observado y
medio como antes se dijo: |[e|*=¢®(n—2), de donde ¢*=||é|F/(n—2), con lo
que se obtiene una estima de ¢, cuya varianza es 2¢*/(n—2).

743, Transmisidn de la aleatoriedad desde Y a los estimadores

Al depender el resultado de la estimacién del valor particular de la rea-
lizacidn, es claro que los estimadores serdn variables aleatorias cuya funcién
de densidad dependerd de la Y vy del método concreto de estimacién que se
haya empleado. La aleatoriedad de Y viene representada por las n-esferas

centradas en p, ¥y a partir de ella se llega a la del estimador ﬁ={ﬂu, ﬁ,]. seguin
se explica a continuacién.

El procedimiento, facilmente generalizable a dimensiones mayores que 3,
consiste en realizar el mismo proceso de proyeccién utilizado anteriormente,
obteniéndose circunferencias centradas en m y contenidas en el plano L.
(esto es posible por tratarse de una distribucién normal, lo que implica que
sus marginales son también normales). Proyectando ahora dichas circunfe-

rencias sobre las rectas gngendradas por_f ¥ X, se obtienen intervalos de
confianza centrados en bsl y biX, respectivamente (fig. 7.10).

., Por altimo, dividiendo por ||_ﬂ| y ]|T:'|| (representado simbdlicamente por
Bs ¥ by, respectivamente), se tienen intervalos centrados en B, y B, a partir

130



© INIA © del autor o autores / Todos los derechos reservados

de los cuales se pueden formar circunferencias de mtmi={a+uau}={bo,hs]
que expresarén la aleatoriedad normal bivariable sobre el vector B de esti-
maciones (fig. 7.11).

b, b, x
Figura 7.11.—Aleatoriedad normal bivariante sobre el vector de estimaciones.

744, Descomposicion de la suma de cuadrados en regresidn simple

Una préctica usual en regresién es la descomposicion de la suma de cua-
drados de la variable dependiente. Esta suma de cuadrados viene repre-
sentada por |[J}f*; es decir, el médulo del vector de observaciones, Desde el
punto de vista geométrico consiste en la aplicacién del teorema de Pitdgoras,
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a)

Figura 7.12.—Descomposicién de la suma de cuadrados,

Wmmumhqwlmhﬁumﬂmmemdﬁnmmﬂngﬂu,
explica gri te las mmhmnmmmﬂum m lpunl ’
a la descomposicién de |[¥]P. Segin ellas,

-2 -+, 2 - 2'
||f|l'|['||+||lﬂi|'1

2 2
(1) ||t|| "'”hu'f” "'“h]_?u“
BC error + SC media + SC x/media

2) 113112 + 15,2112 +11p,T, |
8C error + 8€ x + SC media/x

por tanto, se obtimm dut tablas del andlisis de varianza diferentes que sélo

coincidirdn cuando T

ortogondles). La primeu des-

mmpoddﬁnullmizumﬂyhmﬂudnuhhrpdd
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X
Figura 7.13.—Representacién de la prucba F para la significacién del modelo.

Los estadisticos para las pruebas F de la descomposicién (1), segin la

figura 7.13, son:

- 2
=g Hﬂ“ = 222 corg? 6
2 ||e]] 2
mhnlpiﬁud&nglnhﬂd:hmi&n.y
15,3117
(n-2) . (n-2) cotgzy

112312

mhduwmandaumuhhmpmx,umhmmﬁpmu
ya en

Es decir, la regresién serd significativa al ¢ por 100 si § es lo suficiente-
mente pequefio como para gue

§ < arc cotg ./{F ]' 2
ajd,n=2 e
lo que es equivalente a
2F
‘mﬁlz'5 5 u}d,n=2
n-2+2!'u=2'n_2
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que puede i.l:ltcrprr.- como una cota para el cuadrado del coeficiente de
correlacion entre y e ¥ (recuérdese lo indicado en la introduccidn).

te, la influencia de x adicional a la de la media es significativa
al o por 100 si y es lo suficientemente pequefio como para que:

. 1 1
Yy < arc cotg \/{F ) _,) —— = arc cotg(t_ ___, ———)
ﬂ,l,ﬂ 2 n=2 ajn=2 m
gque puede también expresarse como: t2
cos“y > a;g—i
n-2+tum_2

ta u%jl cota para el cuadrado del coeficiente de correlaciéon entre y
i estd ya en el modelo (es decir, entre las proyecciones de y
¥ b:x sobre el planc perpendicular a

\ __arceotgy /F [ 2/(n-2)]
! 5 10%; 2, n-2
ZONA DE NO SIGNIFICACION -
AL 10 %,
ZONA DE SIGNIFICACION AL 10 %
Y NOAL 1%, ~ arccotg, /F [2{11‘- 21]
-~ (ll 12
Fa
..rr'- ———
-
-
-
-~
..r'f d
- ZONA DE SIGNIFICACION AL 1%
-
-
L. ¥

-

Figura 7.14.—Interpretacion de la significacién del modelo.

La interpretacién de las fémulas anteriores en sencilla recurriendo a la
figura 7.14. Cuanto més pequefia sea §, mds se aproxima ¥ al plano Lx y;
por tanto, menor longitud tiene, es decir, mas explicable es y por 1 y

Por otra plu'tc como se puede observar en la figura 7.15, si mlntemendu
la' longitud de y constante se le hace girar sobre el eje engendrado por |
para que —:.r sea constante, cuanto mayor sea v, més cerca se encuen-
tra y de I.n recta engendrada por T ¥, en consecuencia, menor es la coorde
nada que queda para X..

Por tanto, la situacién es similar a la anterior. Cuando v sea menor que
un valor regulado a través de g y las tablas t, umn:ldemiquehinﬂuendn
de x, cuando T (la media) -csu- ct modelo, es significativa, una vez decla-
rada significativa la regresidn total
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Figura 7.15—Significacién de la variable regresora segin el valor del dngulo 7.

7.5. Regresion miltiple: Observaciones

Es interesante resaltar aqui dos cuestiones que, aunque pueden ser ana-
lizadas en regresién simple, cobran en la miltiple toda su importancia.

La primera es relativa al orden en que las variables son introducidas en
el modelo cuando realizamos un Andlisis de Varianza (capftulo 4).

En regresion simple habria dos posibilidades: primero T (media) y des-
pués 4 in al contrario, vy normalmente se elegia la primera por razones bas-
tantes claras.

En una regresion multiple con p variables habrd p! formas de introdu-
cirlas, y, salvo que se trate de un modelo inclusivo, no se tienen indicaciones
precisas sobre el orden adecuado.

En este punto la decisidén corresponde al investigador, previo andlisis de
la naturaleza de las variables y utilizando el contraste F =sobres los coeficien-
tes de correlacién parcial entre Y y la variable candidata x;, teniendo en cuen-
ta las ya presentes en el modelo.

Obsérvese que el criterio de la F para la valoracién de la aportacién de
una nueva variable (acotando el coeficiente de correlacién adecuado) no es
equivalente a la consideracién directa del porcentaje de explicacién de la
nueva variable dadas las demds (ver 3.2.2), ya que éste es el cociente de la
aportacién en S, C. de esta variable partido por la S.C. total (||y|]*) y al con-
trastar el coeficiente de correlacidén parcial se utiliza como denominador
|}r'y||;_{cl%nllgl;nda la influencia de las variables ya presente en el modelo)
ver fig. 7.16).
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Figura 7.16.—Comparacién entre el coeficiente de correlacion parcial y el tanto
por ciento de explicacidn.

Sin embargo, el porcentaje de explicacién es un interesante valor de refe-
rem:ln medir la npomciﬂn de cada variable una vez que el proceso de
se considere terminado

La. cuestion consiste en el andlisis de las consecuencias de la
colineali (variables regresoras con relacidn casi lineal).

Utilizando la figura 7.10 puede facilmente analizarse las consecuencias en
rxuifm simple y generalizadas a la miltiple, que es donde tienen mas
inte

Al cerrarse el dngulo entre T y X (mayor colinealidad) la proyeccién de las
circunferencias que representan la varianza de y sobre 1 y ¥ dan intervalos
de confianza mis amplios alrededor de bl y biX, con lo que las predicciones
son més imprecisas.

En caso de ortogonalidad entre T y ¥ (colinealidad nula) los efectos de
ambos vectores son inde‘!:endimtﬂ {recordar la introduccién) y los estima-
dores tienen intervalos confianza minimos.

Si sustituimos la pareja T, 2 las (%, ) que podemos obtener en re-

Eﬂ!dn miltiple y aplicamos el mismo razonamiento, podremos mmﬂr;nder
oS influencia negativa que la colinealidad tiene en la precisién de
ce :
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8.1. Introduoccién

Para completar esta publicacién se incluyen a continuacién una serie de
ejemplos practicos con intencién de ayudar a comprender y resumir todo
lo expuesto en los capitulos anteriores.

Los datos utilizados en la mayoria de los ejemplos son reales e intentan
presentar un problema concreto, *

Légicamente, dada la naturaleza de realidad de las observaciones, los re-
sultados no saldrén tan perfectos o criticos como en un ejemplo con datos
simulados. En esta parte, mds que presentar el cdlculo en forma metodold-
ﬁ'u;a. pues ya fue incluido en las respectivas secciones, lo que se pretende es

acer hincapié en la parte de discusién e interpretacion de resultados.

Solamente en un ejemplo se ha verificado la validez de las suposiciones
del modelo empleado y se ha efectuado un estudio de los residuos. Natural-
mente, en todos los demas ejemplos, y en general en cualquier estudio, debe
prestarse atencién a la validacion del modelo, tal como se indicaba al
comienzo del capitulo 6. Para evitar ser reiterativo no se ha incluido tal vali-
dacién en el resto de los ejemplos.

En los ejemplos no se justifica el nivel de resignificacién o empleado; sin
embargo, en cualquier utilizacién préctica de la gresién (como en muchas otras
técnicas de estadistica inferencial) debe tenerse muy en cuenta el nivel de
significacién con que se efectian las pruebas estadisticas. Este nivel de signi-
ficacién debe ser decidido por el investigador en base a su conocimiento del
problema, experimentos anteriores, etc. Algunas consideraciones pueden
ayudarle a decidir qué nivel ¢ debe utilizar. Por un lado, el problema puede
sugerir que se acepte la hipdtesis nula. En este caso deberia emplear un
o pequefio; sin embargo, si pruebas experimentales y conocimientos previos
parecen indicar que la hipdtesis nula debe ser rechazada, el valor o debe
ser grande (el 10 por 100, por ejemplo). Naturalmente ,estas decisiones deben
tomarse antes de obtener ninglgn dato del experimento. Por otro lado, puede
basar su decisidn el error que tenga mas interés en controlar; si el peli-
groso es el error tipo I (declarar significacién cuando no debia), el o g:he
ser pequefio; en caso contrario, si quiere controlar el error tipo II (no de-
clarar significacién cuando debia), el a debe ser grande. Con esto queda
subrayada la importancia de la decisién del nivel de significacién, que no
debe hacerse de forma rutinaria, sino teniendo en cuenta las consideraciones
anteriores y estableciendo al tipo de compromiso cuando las circunstancias
del problema no indiquen claramente qué es lo que se debe de hacer.

8.2. Ejemplo 1: Estimacién en regresién simple

En este ejemplo se intenta mostrar el camino a seguir ante un problema
general de ajuste por regresion lineal simple: suposiciones de base, estima-
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cién, pruebas de hipétesis, estudio de residuos para validar el modelo, inter-
valos de y prediccién. Los datos se refieren al crecimiento de ter-
neros alimentados con un pienso determinado. La variable regresora corres-
ponde a los dias de evaluacién del crecimiento.
TABLA 8.1
Datos de crecimiento de cinco terneros en funcidn de la edad

Crecimiento de los terneros

Edad 1 2 3 4 5
.. 2 350 351 u s i
62 ... 392 305 81 383 368
.. : 413 423 417 415 418
1 | - 445 442 435 450 431
1] (R 460 472 477 454 451
| r SRR 474 490 481 470 468

r. | ERER 489 488 506 482 487
;- | 503 503 516 507 508
ma

Se han tomado datos de cinco terneros de una misma raza para estudiar
el crecimiento medio racial intentando amortiguar la
entre las observaciones a distintos tiempos, tal como se indicéd en 1.3.3.

g
g
g
8
;
E
8
¥
g
5
:
5

820 1

sig
500
430

307 80 m 120 150 180 zio
DiAS
Figura 8.1—Representacién grifica de los datos de ejemplo 1.
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Dado que, aunque las medias presentan una ordenacién temporal, el to-
tal de las observaciones no tieme una razdén de ordenacién especificada (la
mmmmﬁmmmﬁmmmdeﬂﬂum

con respecto a la tercera de ese mismo tiempo, por ejemplo), no
se efectuard una ba de ncia, limitdndose a un es posterior
de los residuos. Si se utilizaran medias en vez de los datos originales seria
posible efectuar la prueba; sin embargo, el escaso nimero de puntos
careceria de interés, puesto que la potencia de la prueba seria demasiado

pequefia.
Por tanto, se investigard en El'i.l:lll:r | la homoescedasticidad, tal como
quedd descrita en 6.2.2. Apli . pues, la metodologia de la prueba de Burr

y Foster a los datos de la tabla 8.1, se tiene:

= 0,16 con p=8, v=4

L
E Si _ _34453,2
2

% = 213573,4
{isi} g

Buscando en las tablas del anejo 2 el valor del estadistico q para el nivel
de significaciéon a=001, se obtiene g=0,276. Dado que g:<q, no se encuentra
evidencia contra la homoescedasticidad.

Para verificar la normalidad, segin la prueba de Shapiro y Wilk, es ne-
cesario previamente estimar la recta de regresidn. ;

Con las férmulas pertinentes de 2.1.1 se halla:
9 = 334,78 + 0,81x

TABLA 82
Valores residuales para el ajuste lineal de los datos de la tabla 8.1
Ternero

Edad 1 2 3 4 5
By i —11,80 —10,60 —18,60 —9.60 —23,60
6,83 983 —4,17 =217 1717
[ » T 144 1344 744 544 B4
| 20,00 17,00 10,00 25,00 6,00
I8 e o 248 14,48 1948 -352 —6,52
: | r —0,59 1541 6,41 —459 — 6,59
WL i i —9,16 —12,16 784 —16,16 —11,16
p s . TSI —10,60 — 10,60 240 — 6,60 —5.60

A partir de esta ecuacién se pueden calcular los valores residuales e; que
se incluyen en la tabla 82. Con los valores residuales se siguen los pasos
descritos en 6.2.3 obteniendo "

b

2: - 2.: H E oem— =
je? = 5478,92; b 5330,27; W, fel 0,97

Copia gratuita. Personal free copy http://libros.inia.es
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El valor del estadistico W de las tablas del anejo 4 para a=001 vy d=38
ez 0916. Como W.>W no se puede rechazar la normalidad.

Una vez comprobadas las hipdtesis de base que se pueden verificar en
este estudio es necesario preguntarse si hay influencia de la variable re-
gresora,

La tabla del andlisis de la varianza de la regresion es:

Fuentes de variacidn S.C. gl C.M. Fe

Debido a regresiom ... ... ... ... 10302017 1 103020,17 714,51
Desviaciones ... ... ... ... ... ... 547893 38 14482
TOTAL ... ... ... ... ... ... 108499,10 39

40 60 BO 100 120 140 180 18O 200 220
[ F %]

Figura B2 —Ajuste a la regresion lineal simpie.
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Comparando Fc con el valor 7,35 correspondiente a una tabla F con 1 y
38 grados de libertad y un nivel de signi ién del 0,01, se declara alta-
mente significativo el modelo de regresién lineal simple. El valor del coefi-
ciente de determinacidn es:

R? = S5C Regresiftn - 103020,17

SC Total 108499,10

lo que parece indicar que el modelo se halla bien explicado por la linearidad,
concluyendo, quizd errdneamente, que el modelo estd correctamente especi-
ficado por obtenerse un R? alto.

= 0,95

FESIBUSE
25 « L ]

§ $ P ————
a0 (=] ag 100 120 140 63 180 200 220D
DIAS

Figura 8.3.—Residuos para el modelo lineal.

Para estudiar posibles problemas no aparentes se investiga la tabla de
residuos representdndolos griaficamente frente al valor de la variable regre-
sora. En las figuras 8.2 f’ 3 se observa una disposicién parabdlica de los
residuos, por tanto no aleatoria, con una alternancia en los signos del tipo
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tivo, positivo, negativo, lo que hace inmediatamente sospechar que el mo-

es incorrecto y deberfa incluir un término cuadrético u otros de orden
superior (situacidn ésta que deberia haberse intuido al representar gréfica-
mente los datos segin la figura 8.1, o incluso conocerse por la naturaleza
intrinseca del problema).

Dado que se dispone de medidas repetidas, otra herramienta que se puede
emplear en este caso es desdoblar la variacién residual Sus componentes
de error puro y falta de ajuste tal como se indicé en 6.3.

- 2
Calculnnduzl'y iu_:‘-‘r i} para cada grupo de datos, y sumando los resul-
u

tados, se obtiene que i
S.C. (error puro) = E ] (yy,~¥;) = 2180,8
u

Reconstruyendo la tabla:

Fuentes de variacidn S.C. gl C.M. Fe
Debido a regresién ... ... ... ... 103020,17 1 103020,17
Desviaciones ... ... ... .o e oee 547893 38
Falta de ajuste ... ... ... ... ... 329813 [ 549,68 807
BITOE PAIMD oo ven e sss sesous e 2180,80 12 68,15

Comparando F: al 1 por 100 con el valor 3,42 de las tablas F con 6 y 32 gra-
dos de libertad, se declara altamente significativa la falta de ajuste, corrobo-
rando lo que indicaba el estudio de los residuos.

Con estos resultados se ‘ﬂuede comprobar que la primera conclusidn alcan-
zada era falsa. Por tanto, debe de tenerse muy en cuenta que una cosa es la
significacién del modelo y otra su bondad o validez.

TABLA 8.3 :
Valores residuales para el ajuste parbdlico de los datos de la tabla 8.1
Ternero

Edad 1 2 3 4 5
R 1,40 2,40 —~5,60 3,40 ~10,60
[ O 197 1097 -3,03 -1,03 —16,03
7 ST =319 6,81 0.81 =119 181
| 10,81 781 0,81 15,81 -3,18
L) e —6,09 591 1091 -12,09 ~15,09
"7 v S —558 10,42 1,42 —9,58 ~11,58
... ... -553 —853 147 —-12,53 =753
220 s 1as sv s 1,00 1,00 14,00 5,00 6,00

Como consecuencia de todo lo anterior es recomendable probar un mo-
delo polinomial de segundo grado introduciendo en el modelo una nueva
variable xy=x'. Volviendo a estimar los valores de los pardmetros y a veri-
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ficar la hipdtesis de normalidad (no incluida aqui), la ecuacién resulta ser:
Y = 303,08 + 1,46x - 0,00254x?

En la tabla 8.3 se encuentran los valores residuales de acuerdo con esta

En la figura 8.3 se aprecia que el ajuste de los tos al modelo
bélico es mejor al presentado en la figura 8.2, En la figura 8.5 aparece
gréifica de los residuos, que denota un comportamiento mds snormals, es
decir, mds aleatorio. De todas formas, se comprobaré esta indicacién mediante
la tabla del andlisis de la varianza:

E

<2

a0 60 80 100 120 140 |60 180 200 220
Bilas

Figura 84.—Ajuste 8 la regresidn parabdlica.
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40 BO B0 100 120 140 160 180 20O 270

Figura 85~Residuos para ¢l modelo parabdlico,

Fuentes de variacidn S.C. gl C.M. Fe
Debido a regresiém ... ... ... ... 10574460 2 5287233 710,23
Desviaciones ... ... ... ... ... ... 275444 k¥ 7444
Falta de ajuste ... ... ... ... ... 573.64 5 114,73 1,68
EITOr PUFO ... v vee wen vee sen s 2180,80 2 68,15

El valor F.=1,68 no resulta significativo al compararlo con F (6:32:0,05)=
=251 ﬁ_or lo que se puede pensar que el modelo ajustado es admisible para
el comportamiento del crecimiento, naturalmente siempre dentro de

In. optica de un modelo lineal.
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Puesto que la falta de ajuste no es significativa, la mejor estima del error
experimental viene dada por 74,44, Este valor actuard como denominador en
el célculo de F. para verificar la significacién de la regresidn. Es de observar
que el valor F.=710,23 es menor que el que se obtuvo anteriormente el
modelo incorrecto (F-=T714,51), lo que a primera vista puede parecer 1légico;
ahora bien, esta comparacién carece de damento, pues F. estd basado en
diferente niimero de grados de libertad en ambos casos. Realmente, la base
do comparacién deberia ser la significacién de los F.. Para el modelo
bélico, p=141x10-", y para el incorrecto, p=3,70x10""; es decir, el modelo
parabdlico tiene una mayor significacién, puesto que la probabilidad de re-
chazar la hipétesis nula cuando es correcta (dada por el valor p), es
menor. Igualmente, el R* para el modelo parabélico sufre una ligera mejoria
pasando de 0,95 a 0,97.

Dado por bueno ya el modelo, se debe obtener un intervalo de confianza
para los coeficientes de la regresién, estudidndose asf la precision de las
estimas,

Puesto que se dispone de un modelo parabdlico en el que intervienen dos
variables regresoras, x;=x y X;=x’, los cdlculos se realizarian muy rdpida-
mente por medio de matrices. Como el aparato matemditico para matrices
de orden tres es sencillo, se presentarfin las férmulas detalladas.

Por 2.1.3. se tiene que

Bo
var |8 =U2{K'K}_1
P

Como para este caso
n ix;  1xd
(X'X) = px; Ix3  bx}

ix3 Ixd  Ix{]

el determinante de la matriz sera:
Det(X'X) = }x} (nlxj+ 2]x,ix3)- C(}x})? +n(fx3j2+(}x,) 21x31
Entonces,

A A ; A
11 22 33

u% - e ui = 57 — :u% = g2
o Det (X'X) 1 Det (X'X) 2 Det (X'X)

siendo Ay, An, An los adjuntos de los elementos [.l.l]. [2,2] ¥ [33] de la
matriz X’X, respectivamente. Sus expresiones para el cdlculo son:
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2
A = Jx2 Jxi - (Ix)

2
A= nlx} - ([x%)

2
2 -
.. nlx% (Exi} :

Sustituyendo los valores pertinentes y ¢* por su estima (cuadrado medio
del residuo), se tiene una estima de la varianza de los coeficientes de regre-
sién. Las correspondientes desviaciones tipicas son:

8y = 6,12 Gg = 0,11 Eﬁ = 0,00042
0 1 2
El intervalo de confianza del 95 por 100 se obtendrd con la férmula

E’j + t’3?;ﬂ,ﬂ5 ‘Egj(para i=0,1,2)

aeur., particularizando para cada coeficiente de regresion y empleando el valor
tas=2,03, proporciona los siguientes valores:

En : (290,67; 315,49)

Bl : (1,240; 1,686)

I’ﬁ2 : (0,00216; 0,00384)

Dado que se ha supuesto el modelo parabdlico como correcto, podria pen-
sarse que las estimas de los coeficientes de regresién son misprecjm(l:w-
nor varianza) que las que se obtendrian a partir del modelo de regresién
lineal, puesto que en el cdlculo de las desviaciones tipicas interviene el cua-
drado medio del residuo y éste se encontraba hinchado por la falta de ajuste
del modelo, Hallando las correspondientes desviaciones tipicas, se obtiene

agn = 4,38 : agl = 0,03

que, curiosamente, son menores, La explicacién a este comportamiento se
encuentra en la rmncil:)d de una alta m]inmdad %nirr las dos variables
Tegresoras X , que produce, segin se explicé en 3.2.1, una inestabilidad
en la Hﬂmt(:]riﬁn de los coeficientes de regresién.

Muchas veces el investigador estd interesado en predecir el valor que
tomard la esperanza de la variable dependiente para uno predeterminado
de las regresoras (yw). La precisién con que se efectia la prediccidén estd
en fuunI:ibn de su varianza, quien, a su vez, depende del valor y, segin la

-1
var(§) = x,(X'X) xo?
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Se tomardn tres valores diferentes de y. para mostrar que la precisidn
dc:h,smmuu?}r:df:umenmndu el intervalo de mniimzn] a medida que y. se separa
su

Por ejemplo, para el valor x=40 (x*=1600), x'« : (1 40 160).

El valor predicho para la variable dependiente se obtendrd sustituyendo
en la ecuaci nd:grndincldnxpurlﬂyx‘pnr 1600; esdecir,jr=30§,uﬂlh+
+1,46x —0,00254x = .

El resultado de (X'X)-', del que previamente se habfa obtenido su diago-
nal principal, es: .

o

. -B
0,5026 -0,0084 0,29 x 10

-1 -6
(X'X). = | -0,0084 0,00016 ~-0,61 x 10

-B -6 -
0,29410 -0,61410 0,24 « 10

.

como ‘#¥=T444, sustituyendo

62 = 8,34;por tanto, 5. = 2,89
Ty Y

El intervalo de confianza del 95 por 100 se hallaria por la siguiente
férmula: -

A i A
Y -ta'?; 0,05 9% que, sustituyendo, se obtendria

M

. (356,79+5,83)=(350,96; 362,64)

itiendo los cdlculos para, por ejemplo, x=100, la desviacién tipica de
la es serfa ahora:
G- =1,99

Y
lo que proporcionaria el intervalo de confianza siguiente:
¥, @ (419,38:4,04)=(415,34; 423,42)
d!;ln se efectuara la prediccién para x=210, los valores correspondientes
serian: :

A
a

= 2,45 2_; (478,38+4,97)=(473,41; 483,35)

lﬁ%.
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Como el valor medio de la x para el conjunto de observaciones del expe-
rimento es 132,8, queda claramente demostrado que, para x=100, que corres-
ponde al punto estudiado més préximo a la media x=132.8, el intervalo es
menor, deteriordndose la prediccién cuando se efectta lejos de los valores
centrales, tanto en un sentido como en el otro. Por otro lado se podria
tener intencidén de estimar el valor de la Y para un punto fuera del intervalo
utilizado en la estimacién del modelo. En la 8.6 se muestra grifica-
mente el error cometido al pretender extrapolar los resultados al punto
x=2390. 5i se empleara el mo&-.lo que, aparentemente, era el correcto (con
un R? de 0.95) el error cometido serfa de 120,68, Alin empleando el modelo
parabdlico, este valor es de 43,85,

sy, = 650,68
* § = BI0
PESD
';5 « 5i8, 2|
510 ¢ ——
h\""-‘;‘rz * 486, 18

400
w0+
v 60 gc:- 120 150 1BO 210 240 270 300 330 360 390 410
DiAS
Figura 8.6.— de la extrapolacién. (Subindice 1, modelo lincal; subindice 2,

modelo para . La «primas mdiﬂi hmec;ncibn ajustada considerando el valor
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Si, por ejemplo, se hubiera incluido la pareja de valores x=400, y=530,
como datos experimentales, la ecuacién para el modelo parabdlico seria

y = 309,95 + 1,314x - 0,002x

de tal manera que el error hubiera sido de 11,79. Con el modelo lineal el
error seria de 8040 puesto que la ecuacidén estimada es:
Fal

$ = 352,22 + 0,662x

Con todo ello, se pretende poner de manifiesto que no es suficiente con
obtener una serie de valores estadisticos méds o menos importantes (como
el coeficiente de determinacién o la significatividad del modelo), para con-
cluir que el modelo de regresién elegido es el correcto, sino que es necesario
efectuar un estudio mis profundo del i:lrublcma. Una vez realizado, se podria
estar en condiciones de afirmar que el modelo empleado describe adecuada-
mente los datos obtenidos, pero solamente dentro del rango de wvariacién
de las variables regresoras que fue empleado en el experimento. No se debe
extrapolar las conclusiones del experimento a puntos fuera de ese rango, a
no ser que se esté Iﬁlm de que el modelo mantiene su validez en ellos
(contan ﬁr otro con el deterioro de la prediccién ya repetidamente
indicado). la misma forma, no se pueden sacar conclusienes en el sentido
contrario, es decir, afirmar taxativamente que una regresora no influye en
la dependiente porque se obtuvo una mala significacion. Puede ocurrir que
el modelo empleado al describir esa influencia no sea el adecuado.

8.3. Ejemplo 2: Colinearidad y selcecién de variables

El objetivo de este ejemplo es indicar como se detecta la colinealidad y
cémo actuar consecuentemente antes de realizar una seleccién de variables.
Se incluye también un estudio de estimacidén de metros por medio del
método =ridges (en el caso de lElux: el investigador no esté interesado en
seleccionar variables manteniéndolas todas en el modelo e intentando expli-
car el _.ecto individual de cada una de ellas).

Dada una muestra de peces del género Rutilus (tabla 8.4) se pretende
establecer una ecuacion de prediccién de la longitud total del pez (LT) en
funcién del menor nimero de variables relacionadas con las longitudes de
la parte delantera del pez. Este objetivo se basa en que algunas enfermedades
atacan a las partes distales :lenltd%cz ﬂ{ a las aletas. Las variables regresoras
consideradas son: Longitud r rsal (LPRD), longitud gr:pecwral (LPRP),
longitud de la cabeza (LC), longitud postorbitaria (LPSO), longitud del ojo
(LO) y longitud preorbitaria (LPRO),

En primer lugar se calcula el ajuste a un modelo lineal (en parametros
y variables) del tipo:

LT = o+ BLPRD +8,;LPFRP +f3;LC +g,LPSO +gsLO +BgLPRO +¢

El valor de los coeficientes de regresidn, sus varianzas y la significacidn
de los coeficientes se incluyen en la tabla 8.5. Segin esta tabla, la signifi-
cacion de cada una de las variables cuando el resto estin presentes en la
ecuacién, indica que, en principio, la LPRD es la mds informativa y las LO
y LPRO las menos. De todas maneras, antes de eliminar sin mds estas dos
ultimas variables, es conveniente estudiar la presencia de colinearidad pues
podria falsear los resultados de la seleccién. En la tabla 8.6 se presenta la
matriz de correlaciones entre todas las variables. En ella se aprecia que las
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TABLA 8.4
Datos del ejemplo 2

LT LPRD LPRP Lc LP50 LO LPRO
972 433 180 150 45 53
1.080 466 199 27 118 56 53
908 405 169 180 73 48 60
B71 384 166 184 92 46 42
1.079 481 212 227 108 56 63
933 418 180 190 87 45 58
923 421 172 191 95 42 54
921 393 167 181 E3 42 51
965 414 172 188 86 43 59
920 412 159 195 83 45 67
1.019 460 194 210 107 50 53
973 439 17 200 105 50 45
925 411 151 183 B5 45 33
1.051 455 198 100 50 54
950 407 176 195 n 46 42
968 410 190 197 90 49 58
956 413 180 186 83 48 55
941 415 170 190 90 46 4
950 194 206 112 48 ]
1.006 470 183 212 95 53 64
888 416 187 177 82 45 50
835 384 164 179 85 43 50
888 382 17 179 83 43 53
886 399 181 184 85 47 52
932 406 178 188 83 46 4
963 442 186 198 90 47 61
939 416 170 191 93 46 62
880 380 172 188 %0 46 52
869 195 167 175 88 43 4
923 395 1m2 174 82 46 46
TABLA 85

Coeficiente de regresidn eslimudas} varignzas y significacion en el modelo

Variable Coeficiente Varianza  Probabilidad
T O 0.398 0015
[ em we O 2082 0139
i e el 3330 0898
LPRO ... ... oo er eee =029 1,827 0876

correlaciones simples tienen valores bastante altos, claro indicio de que
podria existir colinearidad. De todos mﬂdﬂs;cﬂan profundizar en esta supo-
sicién es necesario obtener los autevalores la matriz de correlacién de
las regresoras. En la tabla 8.7 aparecen los autovalores ordenados y el tanto
por clento de varianza absorbida por cada uno, asi como el tanto por ciento
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acumulado. Se observa que el primer autovalor es responsable de una gran

cantidad de varianza, |

y el minimo).

al 87,29 por 100 del total con solamente dos
autovalores. El cociente entre el menor autovalor y el niimero de ellos (que
equivale al tanto por uno de la varianza absorbida, segin se indicé en 3.3.1)
es 0,002825 lo que indica la presencia de una alta colinearidad (con este
mismo objeto, otros autores estudian el cociente entre el méximo autovalor

TABLA 86
Matriz de correlaciones simples enire todas las variables
LT LPRD LPRD LC LPSO LO LPRO
| By e e e e AL L]
LPRD ... ... o o ... 0893 1,000
LPREP ... ..i ... e DGISE 0,739 1,000
L O 7 0,869 0,746 1,000
LPSO ... ... ... ... ... 0700 068 0659 0845 1,000
LO ... .. oer e e o 0,799 0,791 0,744 0,849 0645 1,000
LPRO ... ... oo oo oe 0343 0344 0138 0328 —0,150 0248  1.000
TABLA 8.7
Autovalores y porcentajes de varianza absorbida
Porcentaje
Autovalor Porcentaje acuriil
4,099 68,32 6832
1,138 18,97 8729
0,351 5,85 93,14
0239 3198 97,12
0,156 2,60 99,72
0,07 028 100,00
TABLA 8.8
Autovectores de la matriz de correlaciones
Variables Autovectores
1 2 3 4 5 [}
LPRD .. 0,456 —0,144 0,095 0,135 0,862 —0,003
LPRP .. 0,424 0,099 0,746 0,463 -0,197 0,000
| B i 0478 - 0,025 0335 —0,016 —0.294 —0,756
LPSO .. 0407 0,430 0,493 0,231 —0,233 0,547
| 0 T 0445 —0,030 0,242 —0,827 —0,083 0,225
LPRO .. 0,142 —0,885 0,139 0,170 —0.264 0,280
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Los vectores propios asociados se encuentran en la tabla 8.8, El estudio
de estos vectores indica que en el primero tiene muy poca importancia la
variable LPRO fCT;: el coeficiente asociado a esa variable es el menor,
siendo LPRD y més relacionados con él. Dado que este eje absorbe
una gran cantidad de inercia (68 por 100) siendo el resto bastante menos
importantes y ademas la correlacién de LPRO y LT es muy pequefia, se
p:og:-]h eliminar del andlisis la variable LPRO incluso antes de hacer un pro-
ceso de seleccion de variables. Mads aiin, el autovector asociado al dltimo (y
casi nulo) autovalor proporciona la combinacién lineal entre las variables
regresoras (ver 3.1.3.1). En el ejemplo presente se aprecia que, naturalmente,
la longitud de la cabeza es una funcién de las longitudes postorbital, del
0jo y de la preorbital, no teniendo demasiado que ver en esta combinacién

eal la longitud predorsal y la prepectoral. Por lo tanto, una de aquellas
longitudes deberfa ser eliminada por redundante.

Detectada y explicado el origen de la colinearidad, es de esperar que
la varianza de los coeficientes de regresién sea anormalmente elevada. Una
regla prictica para facilitar el cdlculo numérico y la interpretacién del
efecto individual de las variables, es utilizar las variables originales tipifi-
cadas, que se denotan con el subindice t (MARQUARDT y SNEE, 1?115}. Ademds
resulta interesante tipificar por si posteriormente se pretende hacer una
estimacién de los pardmetros mediante la regresién «ridge» ya que en este
caso es obligatorio trabajar con variables tipificadas. Los coeficientes de
regresién y sus errores tipicos para este caso, se encuentran en la tabla 8.9,

TABLA 89
Coeficientes de regresion y errores tipicos al emplear las variables tipificadas
Errores
Variable Coeficiente tipicos
LPRD, ... ... 047 0,181
LPRP, 0,10 0,136
F5so N
i =0,11 0357

La colinearidad entre las variables resulta légica por tratarse de medidas
longitudinales muy relacionadas unas con otras, luego no es extrafia su
presencia. Debido a que es posible la existencia de errores aleatorios en la
medicién de las longitudes, conviene estudiar si la variable dependiente esta
correlacionada con los ejes principales importantes, pues es posible que la
colinearidad pueda ser incluso beneficiosa. Recuérdese que las componentes
principales son combinaciones lineales de las variables originales de varianza
méxima (ver 3.1.3.2). Los coeficientes de las variables originales obtenidos
a partir de los de re&::siﬂn de los componentes principales (es decir, des-
haciendo el cambio variables), la correlacién de éstos con la variable
dependiente LT y sus coeficientes de regresién se reflejan en la tabla 8.10.
Igualmente, se muestra en la tabla los valores de la suma de cuadrados
residuales (SCE), estadistico F Eimrl la entrada del componente (Fe), el R?

la F de signi ién del modelo. El orden de entrada de los componentes
l:a sido fij por la magnitud de su correlacién con la variable dependiente.
Al entrar sucesivamente en la ecuacién cada uno de los seis ejes principales,
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Tabla 8.10

Coeficientes de las variables a?mﬂ'ﬁ obtenidos de la regresidn sobre com-
ponentes principales, valor absoluto de la correlacidn de ésios con la variable
ependiente LT, y sus coeficientes de regresidn

Variables Comi::mmms introducidos en el modelo
i 5 6 3 4
LPRI, ... .. oo oo: 0,204 1448 D461 0462 0,488 0475
LPRP, ... ... ... ... 0,189 0,133 0,124 0,124 0,080 0,104
| 0214 0,131 0,133 0,451 0,471 0470
POy 0,182 0,116 0,077 -0,153 —0,124 -0,112
i Ty 0,199 0,175 0,178 0,083 0,069 0,026
LERIY oo v 0,063 0,011 0,069 —0,M46 —0,040 —0,031
L Sy 0,905 0112 0,097 0,055 0,035 0,026
Nl o e 0283 —0091  —0421 0,059 0,052
e e s 522 4 86 4,58 450 4,46 445
| e L . 20 15 05 02 01
3 e e 0,82 083 0,84 0,84 0,84 084
F oo oo e vee e 1274 67,0 46,1 M0 264 212

los coeficientes de las variables originales, van siendo distintos. Cuando la
ecuacion incluye los seis, aquellos son iguales a los obtenidos con la regre-
si6n original (tabla 8.9). Sin embargo, dado que el segundo eje ya no es
significativo, no hay pérdida importante de informacién al dar como buena
la ecuacién basada en un solo eje principal, es decir:

LTtﬂﬂ,lﬂlLPHDt + 0,183LPRP, + 0,2141C, + G.lﬂ!il‘&ﬂt + u.usmt

+ 0,63LPRO,

Ademds, como la correlacién de la variable original con el primer eje
principal es muy alta, la colinearidad puede comsiderarse como beneficiosa,
si se teme que las variables regresoras estidn medidas con error. Por tanto,
se procedera, siguiendo los procedimientos tradicionales de regresion mul-
tiple.

Si el interés del investigador fuera, sin embargo, eliminar variables, se
procederia subsiguientemente a utilizar cualquier método de seleccién, P]ior
ejemplo el de a paso. Como previamente ya se habria eliminado la LPRO
que, ademis tener una significacién baja segin se demostraba en la ta-
bla 8.4, estaba poco relacionada con los ejes principales (tabla 8.7), no se
tendrd en cuenta en el proceso. Utilizando el programa BMDP2R descrito
en el anejo 5, con limites de 4 y 3,9 para la F; de seleccionar y eliminar varia-
bles, respectivamente, se obtuvieron los resultados mostrados en las ta-
blas 8.11 a 8.13. En ellas se incluye, ademsas del coeficiente de correlacién
parcial de cada variable regresora con la dependiente, la tolerancia, el va-
lor F* para seleccionar la variable, la variable seleccionada (sefialada con un
asterisco), el Fe, el R* del modelo, la suma de cuadrados del residuo (5CE)
con las variables seleccionadas y las F* para eliminar las variables ya inclui-
das en el modelo. En el primer paso se introduce la LPRD, pues ya presentaba
una mayor significacién en la tabla 85 y, otro lado, su inclusién es
interesante por estar muy relacionada con el primer eje principal segin la
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TABLA 8.11

Resultados en el paso 0 de la seleccidn paso a paso de variables

Coef. corr. F*
Variable :frc.‘.ﬂ Tolerancia sc!mﬁ}
*LPRD; ... ... ... ... 08928 1,0000 110,09
LPRP: i ol i 0,7480 1,0000 1557
| o RyReRooy- S 6. 08779 1,0000 94,15
| B b e 0,7002 1,0000 2694
LO, ... 0,7985 1,0000 4929

R'=080; F.=110,09; SCE=588; F* (LPRD,)=11009

TABLA 8.12
Resultados en el paso 1 de la seleccidn paso a paso de variables
Coef. corr.
Variable parcial Telerancia F*
LPRP, ... ... ... ... 0,2896 04532 247
) ¥ e 04581 02450 117
LIPSO, ... ... ... .. 02747 05333 220
Lk aia e S e 03349 03742 is

R'=084; F.=70,77; SCE=464; F* (LPRD,)=11,63; F* (LC,)=7,17

TABLA 8.13
Resultados en el paso 2 de la seleccidn paso a paso de variables
Coef. corr.

Variable parcial Tolerancia F*
LPRP; ... ... oo oo 01736 04091 081
LPSO, ... ... ... ... —0,0701 02742 0,13
LO; oo cen e een e 01206 025679 0,38

tabla 8.10. En el siguiente paso, se introduce la variable LC deteniéndose

el proceso, pues ninguna variable mas presenta una F* para seleccionar

superior a 4, ni tampoco una F* para eliminar menor de 39 (este valor no

mmu en la tabla). Por tanto, el modelo de regresién elegido viens
por

LT, = 0,531LPRD_ + 0,417LC,

Con varianzas de los coeficientes de regresién igual a 0,156 en ambos.

5i se hubiera forzado a entrar todas las variables la suma de cuadrados
del residuo disminuird aunque esta disminucién no quiera decir que la signi-
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TABLA 8.14
Suma de cuadrados del residuo para los distintos modelos de regresidn

Suma de cuadrados

Variables incluidas en el modelo Valor Decremento
LPRlDlm-PRP‘ 4,506 0,140
LPRD-L':—LPRP-II‘S“ 4464 0,042
LPRD-LC-LPRP- LFSD-LI'RO i 4,450 0,014
LPRBLC-LPRFLPMD-LD ......... 4,447 0,003

1 2 3 4 8 3
RUNMERD DE
WAk ES

Figura 8.7.—Evolucién de la suma de cuadrados residual al aumentar €l mimero l:l:
variables en la ecuacién.

Dicha disminucidén se incluye en la tabla 8.14 vy en la figura 8.7. Se aprecia
en la figura la evolucién de la SCE al ir introduciendo variables sucesiva-
mente, constatando que existe una gran disminucién al incluir la segunda
vambla* pero que, a partir de entonces, cada vez va siendo menor, lo que

h ue la in idn adicional aportada por las nuevas variables es des-
precta

Por ﬂ.lﬁ.mu. si el investigador deseara mantener todas las variables en el
modelo y obtener varianzas de los coeficientes de regresién més pequefias,
considerando como poco importante la correlacién con los dos ejes Lﬂnmpa
les, podria optar por seguir un camino de estimacién mds sofistica
l? reg:l:gs;dm «ridges. El método operativo de esta técnica se presenta a con-
tinuacién.
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Se calculan diferentes valores de los coeficientes de regresion, haciendo
variar f en la expresitn.

bH(£) = (X'X+£1) " X'y

LF -

E _ﬂ______,_.__.—-—i:
. i
'“'_,‘-d'l' (L] 1 |I'. 8 F 3

= I

Figura 8.8.—«Ridge traces.

En la figura 8.8 se representa gridficamente la evolucién de b (f) al va-
riar f. A partir de f=1,1, se puede considerar que las curvas se encuentran
bastante estabilizadas, por lo que se elige este valor para sustituirlo en la
ecuacién. Los valores de los coeficientes y sus errores tipicos se encuentran
en la tabla 8.15. Los valores de las varianzas de los estimadores sridges se
obtuvieron como la diagonal de la matriz # (y'y+£/)-' tomando ¢* como el
cuadrado medio del residuo de la regresion completa y f=1,1. En la tabla
se ngjrm:in que los coeficientes de regresidm son bastante similares a las esti-
maciones minimo cuadriticas (es decir, cuando f=0) pero los errores tipicos
han disminuido (comparar con tabla 8.9), aunque es necesario reconocer que
estos estimadores son sesgados, tal como se en 3322,
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TABLA 8.15
Coeficientes de regresion basados en la estimacion sridges y sus errores

tipicos
Variable Coeficiente Errores tipicos
LPRD ... ... ... ... D42 0,161
LPRP, .. s 0,11 0,127
B e 0,26 0272
PSSOy o 0,06 0,209
R e 0,10 0,155
LPRO, ... ... ... ... 0,06 0,131

84. Ejemplo 3: Seleccién de variables

El ejempo que sigue, presenta la problemditica de los métodos de selec-
cién de variables de una forma intuitiva, sugiriendo al investigador ciertas
grificas que puedan ayudarle a tomar o revisar decisiones sobre el camino
a seguir para modelizar su experimento e interpretar los resultados.

Debe tenerse presente la relacién de compensacién que existe entre la
firmeza de las hipétesis que el investigador desea mantener, y la potencia de
los métodos estadisticos para sugerir interpretaciones. Si se conoce el es-
quema que se quiere seguir, dudando solamente de algin ajuste parcial (por
ejemplo, estudiar la significacién de una determinada variable), el proceso
estadistico es relativamente sencillo, pues se reducira a la utilizacién de una
simple prueba estadistica (generalmente F o t). Ahora bien, si se desea dar
una cierta flexibilidad a la investigacién permitiendo a los métodos estadis-
ticos sugerir caminos de interpretacién, el procedimiento que se muestra
seguidamente puede ser util.

TABLA 8.16
Datos del ejemplo 8.3

Temperaturas medias en *F

4 de enjambres
enfermos (Y) enero (x,;) junio (x;)
49 i5 53
40 15 53
41 k1] 50
46 40 64
52 40 70
59 42 68
33 49 59
61 46 73
55 50 59
4 50 71

En este ejemplo se desea investigar la influencia del clima (concretamente
la temperatura) en la incidencia de una enfermedad de las abejas. Los datos
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obtenidos se encuentran en la tabla 8.16. El modelo scompleto» de regresién
que se pretende ensayar es

2 2
Y = Bg+ B1X1+ BaXa+ B11X1+ BaaXat B12X1X2+ ¢

y el objetivo es escoger un submodelo que sea el dptimo de acuerdo con unos
ciertos criterios, comparando dichos criterios de optimizacién,

A efectos de cuadros y grificos se denotard la variable x;, por 1, la xs
p-url,la:lr..'pur i.l,n::puriy:lpruductu xixa por P.

8.4.1. Método ascendente

Como punto de partida para el andlisis se calcula la matriz de correlacio-
nes simples incluida en la tabla 8.17. Para la discusién de la matriz, conviene

TABLA 8.17
Matriz de correlaciones simples de los datos del ejemplo 83
Y 1 1 2 ] P
. 1,000
. 0,796 1,000

. 0789 099 1000
. 0B04 0581 0568 1,000

oo 0801 0572 0549 0998 1,000

.. 097 0882 0870 0893 0889 1000

-l

separarla en dos partes: Por un lado, la primera columna representa las co-
rrelaciones de la variable dependiente con cada una de las regresoras; por
otro lado el resto, que indica los valores de las correlaciones simples de las
variables regresoras entre si (realmente deberian llamarse «seudocorrelacio-
ness, ya que las regresoras no son variables aleatorias), en el primer W
hay que destacar que los valores son, en general, bastante altos (0,796 — 0,907),
lo que implica una gran influencia de cada una de las regresoras sobre la
variable dependiente. La ordenacién de ma{nr al menor de las variables con
respecto a su correlacién con la Yes P, 2, 2, 1, 1, lo cual indica que, en caso
de querer un modelo con una sola variable deberia elegirse como mas infor-
mativo aquel que incluyera la P (es decir, x%:), ¥ en cualquier proceso de
seleccién ascendente, seria la primera variable que entraria en el modelo.

En el segundo gmpo de correlaciones sobresalen dos valores mu cleval-
dos que corresponden, como resulta natural, a las correlaciones de 1 con

y de 2 con 2. Por otro lado, existen cuatro correlaciones comparativamente
bajas que son, por orden de mayor a menor, 1 con2ycon2y 1 con2ycon2,
todo lo cual parece sugerir dos bloques (1, 1) y (2, 2) con correlaciones
bajas interbloque y altas intrablogue; no obstante, no se puede concluir nin-
gin tipo de «independencias entre los bloques, ya que P es la variable més
significativa,

Finalmente, queda la fila de las correlaciones de la P con las demds va-
riables de cuyos valores (0,87 —0,89) podria intuirse que una vez incluida la P
en el modelo, no interesa afiadir ninguna variable mds, pues aportarian poca
informacién adicional., Sin embargo, esta intuicién puede no ser cierta, tal
como se demostrard a continuacidn.
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yip

Parece que un coeficiente que tiene interés para estudiar si una vez intro-
lucida P en el modelo (Y=f:+fuP+e) debe incluirse otra variable x;, es
rrjr (s decir, correlacién entre Y y x;, corregidas ambas por la influencia
de P). Este coeficiente indica qué parte de Y no explicada (linealmente) por P,
puede ser explicada (linealmente) por X;.

La intuicidn a la que se hacia referencia, se basaba en el valor ry obtenido
de la matriz de correlaciones deduciendo que, por ser alto, rw)r seria pequefio,
teniendo en cuenta que ya el rw era también alto; pero ¢cudl es la relacion
Entre Tye ¥ Ivgyr? Por definicidn de correlacién parcial, la expresion es:

: Yvyx.. ~ TypTx.p
) J
r =

Y. .P
]

V '(l-r%P} ElrijP}

Para el ejemplo presente y particularizando para x;=x, se tiene la siguiente
ecuacion:

Ty1~TypT1p 0,796 - 0,997 r,,
Tyi.p” =k
2 5 2 1- Z 2
V (1-ryp) (1-r] p) \J{ 0,907°) (1-r, )

0,796 - 0,907 £,

— 2
0,4211 \|1 2o

Dando valores a ry se puede observar cémo varia rv.. Esta grifica se
representa en la figura 8.9 acotando el grifico para rv.» entre —1 y 1. En ella

1+

. — i ——
= e —— e — -

0467 0898, 0.977

Figura 89 —Wariocidn de o, en funcion de me
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se muestra como para valores de ri entre 0,467 y 0,898 (correspondientes
B rrir entre 1 y 0), la funcién es decreciente en valor absoluto; es decir, a
valores altos de ry corresponden valores bajos de rv.s, tal como la intuicién
indicaba; sin embargo, a partir de r»=0,898, el valor absoluto de la correla-
cidn rvy» empieza a crecer y en el punto ry=0977, la correlacién rv» vale
exactamente —1 (es decir, correlacién perfecta). Por tanto, para valores
de re cercanos a 0,977 resulta que rmr es negativo pero alto, lo que indica
que la intuicién habria llevado al investigador a cometer un temendo error.

De todas maneras, estas conclusiones deben mirarse con cautela, pues en
el desarrollo a través de correlaciones se supone implicitamente que Y, x; lgv P
son tres variables aleatorias (para que en rigor se pueda hablar de correlacidn).

El enfoque a través de la correlacién parcial es similar al presentado
en 322 y en la figura 3.1, estudiando el tanto por ciento de variacién expli-
cado por xj cuando P estd ya en la ecuacién; sin embargo, no coinciden plena-
mente. Recuérdese que la férmula que alli se explicéd era:

2

100 {rYP-r )

ij

8(x./P) =

{l-rijp}

que comparada con la de rvw;r se observa que en aquélla, ademas de estar
elevada al cuadrado, no aparece el término 1— .

Esta diferencia de resultados se puede comprobar ficilmente recurriendo
a la interpretacién geométrica de la figura 7.16.

Para a en la decisién de qué variable debe incluirse en el modelo,
pueden efectuarse diagramas y icos que visualicen la situacidn concreta
en la que se encuentra un proceso. Un ejemplo de estos diagramas se en-
cuentra en la figura 8.10,

Ademas ,este método de seleccidn ascendente de variables puede seguirse
a través de matrices de correlaciones parciales. Por ejemplo, una vez selec-
c.ti-::ug-:ia]:“],ln:'l ;nlraiabl: P, la nueva matriz de correlaciones seria la presentada
en ta 18,

Sin embargo, existen métodos alternativos para el proceso de seleccidn
de variables, que fueron abordadas en el capitulo 4. Para este ejemplo con-
creto, los resultados comparativos se encuentran en la figura 8.11, cuya ter-
minologia se explica a continuacién. Los nimeros situados a la derecha de
cada conjunto de variables (submodelo) son el coeficiente de determinacidn
expresado en tanto por ciento (100 R?), y la probabilidad de significacién de
la F de Snedecor, también en tanto por ciento (100p). Un modelo serd tanto
mejor cuanto mayor R y, sobre todo, cuanto menor p posea.

Los caminos seguidos por este método se simbolizardn por (———) en
la figura 8.11.

Como se deduce de la matriz de correlaciones simples (tabla 8.17) la pri-
mera variable que entra en el modelo es la P y, seglin la matriz de correla-
ciones parciales de la tabla 8.18 la siﬂlir.ntn variable a ser incluida seria la 2
(si bien no parece interesante incluirla, se ha realizado el proceso ascendente
hasta el final para poderlo comparar con el descendente). Claramente, a un
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determinado nivel de significacién, el proceso se detendria en un to; para
los valores méds usuales del error ¢ el modelo elegido seria Y=P¢;:I-:-Bo§l

it .

Figura 8.11.—Diagrama de caminos Wﬂmos métodos de seleccidn de va-

TABLA 8.18
Matriz de correlaciones parciales cuando la variable P se encuentra en el
modelo
Y 1 1 2 2
- o lll.ﬁg 1,000
oAl 0 -0942 1,000

:n'?,uq —0994  —0991 1,000
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Analizando el método con los datos de la [ 8.11 se aprecia que, de
todos los modelos con una variable, aquel que uye la P es el m:i:;r por-
que obtiene el mayor R* (82,37%) y minima probabilidad (0,05%). nece-
sario reconocer que la utilidad de afiadir la probabilidad en el cuadro (y no
el valor F.) es para comparar modelos con distinto niimero de variables (y por
tanto, distintos gradua de libertad para la prueba F), ya que el R* aumenta
siempre al afiadir variables en el modelo, aunque la significacién, que viene
indicada E:ar la bilidad, disminuya (un p mdas pequefio indica una mejor
significacién). Obsérvese, por ejemP'la, ue el modelo con P se pasarfa al
modelo con 2 y P aumentando el R* al 82,39%, pero con significacién menor
{0,28%), por lo que seria recomendable detener el proceso en el primer paso.

De -::-:Ddl:s t;rﬁfnms, sfin lo que se iguiera fuera un aumento del R? ain a
costa significaci modelo, Pod.rln proseguirse y el compromiso que
el investigador estableciera entre R* v p seria quien cl‘!ctermlnase el punto

en donde se detendria el proceso.

84.2. Método descendenie

En la figura 8.11 se designa el camino seguido por este método por
(4—t=4).

Las parimetros del modelo completo son R*=8391% y p=7537%, que in-
dican un modelo altamente explicativo pero poco significativo. Esta aparente
contradiccién se debe a que con un modelo de menos variables puede obte-
nerse un R® muy cercano, pero con una mejor significacién. Asi, con cuatro
variables, 83,89%; con tres, 83,83%; con dos, 82,38% y con una, 82,37%. Todo
t{]ﬁ indica que «no compensas la introduccién de todas las variables en
el modelo.

El método descendente presentado en 4.5 no merece aqui mas comenta-
rios que el de su comparacién con el ascendente: obsérvese que a nivel de
una, cuatro o cinco variables ambos caminos, en este ejemplo particular,
minciden;m con tres variables es mejor el descendente y con dos el ascen-
dente (me por el valor p de la combinacién de variables considerada).
Este hecho lleva a la conclusién de sugerir que el método ascendente es mds
conveniente cuando se desee un modelo con pocas variables y, por el con-
trario, el descendente es recomendable cuando se pretenda mantener un
modelo lo més completo ble. En el presente ejemplo y, suponiendo que
el investi deja Fflexibildad a la estadistica, seria el ascendente clara-
mente mejor.

843, Método paso a paso

El método de paso a paso, tal como se presentd en 4.7, consiste en un
avance y retroceso dindmico que proporciona una mayor flexibilidad en la
biisg del modelo 6ptimo, independizdndose mds con respecto a las solu-
ciones iniciales; es decir, sea el método descendente en su primer paso
(12P13), claramente 12P? es el mejor modelo de cuatro variables, pero ;es-
tard el 6ptimo de tres variables entre los modelos que derivan de €l (12P,

122, 1P3, 2P}) y que son los tinicos a los cuales puede conducir el proceso en
el siguiente paso? Teniendo en cuenta el cardcter de la regresidn, en el que
una variable muy importante a un nivel puede dejar de serlo en el siguiente,
no se puede dar una respuesta afirmativa; en ¢ ejemplo si se cumple para
tres vnriahmél?mgem ya no para dos. Este es, pues, un inconveniente comin
tanto al ascendente como al descendente.

La solucién parece evidente: construir todas las regresiones posibles para
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terminado criterio. Para el ejem los cinco smejoress
modelos para cada mimero urinbl:s‘funtu al coeficiente C; (ver 4.9) se
incluyen en la Tabla 8.19. Ahora bien, el seguir este camino presenta dos
inconvenientes importantes. Primero, el costo que puede suponer el célculo
de cantidad de regresiones y, segundo, el grafo del camino i
puede resultar inconexo y, por ello, menos claro para algunas interpretacio-
nes. Esta es la razén de que pueda resultar qtil el método paso a paso, pues
al ser dindmico, puede recu rse alguna combinacién interesante que se
hub;:rnmpcrdldn seguir métodos tan inflexibles como el ascendente o des-
cendente.

cada nimero de variables, elegir la mejor y | com rlas segin un de-
: plo tratado, mh\ d:m

TABLA 8.19
Relacion de los emejoress modelos segun el ndmero de variables incluidas

1 VARIABLE 2 VARIABLES 3 VARIABLES 4 VARIABLES 35 VARIABLES
Modelo Cp Modelo Cp Modelo Cp Modelo Cp Modelo Cp

P -162 P2 038 P2 202 122 400 12pl2 6P
2 278 P 038 12p 213 wiz 402
2 288 1P 038 21 220 2Pi2 400
1 308 PI 038 22 23 UPi 412
1 338 12i 244 22 140

Si se emplea al método paso a paso de forma usual, dada la fuerza expli-
cativa .. la variable P, serd introducida en el modelo deteniéndose ahi el
proceso. Por esta razén no queda reflejado el proceso en la figura 8.11.

8.44. Paso a paso con sugerencia de variables

En la figura 8.11 se representa ¢l camino ido en la seleccién de va-
riables usando este método por {1—H—-H—;§-

Su que el investigador estd «ligeramentes interesado en introducir
en el lo las variables simples 1 y 2 (pues le son de mds fécil interpre-
tacion) antes que cualquier otra. El término «ligeramentes» indica que no

uiere forzar la introduccién de esas variables, sino sélo sugerirlas, estando
puesto a eliminarlas si los resultados estadisticos lo consideran pertinente.

El método actuard de la forma siguiente:
1= Selecciona (1) porque es mejor que (1).
27 Afiade 1 pasando a (1 2),

3 Termina la «sugerencia» de variables y al actuar libremente intro-
duce P pasando a (1 2 P). y

4° Elimina la 1 y el modelo (2 P) mejora en significacién al (1 2 P)
(p de 0,283% Zn:nt: a 1,022%).

52 Elimina la 2 y el modelo (P) mejora en significacién al (2 P) (p de
0,05% frente a 0,283%). el ’

Asi pues, se aconseja al investigador que no insista en introducir «1 y 2»
y se queda Gnicamente con P
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Los pasos pueden resumirse asi:

Cardcter de la Variacidn
Resumen de la operacidn operacidn % R* del % P
l# Introduce en el modelo
18 {2} oo e e e e —— 64,69 0,55
2° Afade 1 quedando [1, 2} -+ £1,00 035
3o Afnade P quedando .{1 2 P]. -+ 8338 1,022
42 Elimina 1 quedando {2 P]. 0 — §2.39 0,283
52 Elimina 2 quedando {P} - 8237 0,05

8.4.5. Paso a paso con salto

Este es el método que afiade la opcion SWAP al paso a paso (ver 48 y
Anejo 5).

La diferencia con el anterior consiste en que, antes de detenerse el pro-
ceso, se prueban todos aquellos modelos que difieran con el actual en una
sola variable, dentro de los del mismo mimero de variables; es decir, actia
en el ultimo paso como un método de todas las regresiones ibles. Si algin
modelo se declara como emejors, sustituye al previamente obtenido reinician-
dose un paso a paso, En el ejemplo presente, este «saltos o cambio de mo-
delo final ocurrird dos veces.

B4.6. Paso a paso con salto y forzamiento de variables
Este método se representa en la figura 8.11 por (&= — +— — «— —).

Se ha supuesto para representar este caso que el investigador estd, como
en 8.44 interesado fundamen nte en las variables simples 1 y 2, prefi-
riendo luego la< cuadriticas 1 y 2 a la P. En los primeros pasos, orientado
por el investigador, el proceso se comporta asi:

Cardcter de la Variacidn
Resumen de la operacidn opéracidn % R? del % P
1 Toma la variable {Z] - 64,49 0,55
2¢ Introduce 1 pasando a
{l. 2} e 81,00 035

En esta primera etapa ha introducido las dos variables simples.

En este punto, el proceso se pararia. 5i el investigador, consciente de que
ha forzado el modelo, disminuye el valor F de com cién para seleccionar
una variable, favoreciendo su entrada con el fin afiadir un nuevo dina-
mismo al proceso, para que a través de modelos «maloss pueda conducirle
a unc mejor (idea que en este ejemplo se revela como provechosa) ocurririn

los siguientes pasos:
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Cardcter de la Variacidn

Resumen de la operacidn operacidn % R del % P
el W salto 83,83 095
32 In i pasando a
(12 1} e T ) | e 82,15 1,237
4° Elimina 1 pasando a {2 1}. - 81,45 033

50 bia 2 por 2 saltando a
fﬁ] salto 81,66 032

En la eta de | iabl i .
4 .mgunda pa pasa as variables simples a las variables cua

Si el investigador <liberas el proceso de su encauzamiento en este punto,
el método se apresurard a introducir P y la evolucién se produce asi:

) Cardcter de la Variacidn
Resumen de la operacidn opéracidn % R del % P
62 Introduccién de P pasando
YD i coivi _— 8348 1,006
70 Cambio de i | pasan-
do por 1 P 2 .. .. .. salto 8383 0,95

Es necesario recordar que 1P2 con p=095% es mucho menos significa-
tivo que P con 0,5%, lo cual representa, este caso, una seria desventaja
para el método, debido a que la F, necesaria para que el modelo se «despren-
diera» 1 ¥ 2 es superior a la F, que se introdujo en el paso 3 para que
entrara 1.

No conviene abusar de este método, aunque resulta muy revelador
sugerir caminos en la obtencién de modelos suficientemente buenos, debido
a la elevacién de el error g global al emplear una y otra vez los mismos datos
experimentales para probar modelos alternativos.

84.7. Modelos inclusivos

Este método .explicado en el capitulo 5, queda representado en la fi-
gura 8.11 por (———). Es el método mds rigido de todos desde el punto de
vista es tico. Agui, el investi establece uno o varios caminos, habi-
tualmente coincidentes en principio dvc fin, y la aportacién de los resultados
estadisticos consiste linicamente en determinar en qué punto es conveniente
terminar; en cierto sentido, puede tratarse como ascendente o descendente
pero, dado que se considera como modelo «verdaderos» el completo, deberia
utilizarse el descendente.

En la figura 8.11 se ha seguido el mismo conjunto de inclusiones que el
explicado en 5.4.1, aplicado a los datos de la tabla 8.16. !
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7.5.8. Comentario final

Como se explicé al comienzo de este ejemplo, han sido desarrollados mé-
todos distintos entre los que el investigador puede elegir teniendo en cuenta
la beligerancia que uti puutn a conceder a la estadistica, siem sobre
la base de la idea mqul:mdunlmdﬁmtu . Clasi-

ficindolos de orden decreciente de imp-omctt.‘m del
investigador & mﬂ:lr.nte tanto, dc beligerancia estadistica, se podrian
representar de la forma siguiente:
Restricciones
— Ascendente
Paso a paso 3 e
Todas las
con forza- — Paso a paso con Paso a
Inclusivo |=*| miento de |™ de ve — —+| regresiones
: variables riables . posibles
— Paso a paso ¥
salto
Flexibilidad
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Valores crticos para Ia prueba de Durbin-Watson

ANEJO 1

K= k' =2 k=3 k- I'= 35

L]
‘l- ‘i' "L ‘II' ‘I. "d "l ‘I.I' ‘t. "‘ql
15 | 108 | 136 | 095 | 1,54 | 082 | 1,75 | 069 | 197 | 0,5 | 2.1
- 16 1,10 1,37 0,98 1,54 086 1,713 0,74 193 062 215
17 | 1,03 ] 1,38 | 102 | 1,54 | 090 | 1,71 | 078 | 190 | 067 | 2,10
18 1,16 1,39 105 1,53 093 1,69 082 1,87 0.7 206
19 | 1,18 140 | 108 | 1,53 | 097 | 1,68 | 086 | 1,85 | 0,75 | 2,02
20 | 1,20 | 14 | Lo 1,54 | 100 lﬂ 0% | 183 | 0719 | 199
21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 093 181 083 1.96
22 | 124 | 143 | 105 ) 154 | 105 | 166 | 096 | 180 | 086 | 1,94
23 | 1,26 | 144 | 107 ] 1,54 | 108 | 166 | 059 | 1,79 | 090 | 192
24 1,27 1,45 1,19 1,55 1,10 1,66 1.01 1,78 0,93 1,50
25 | 1,29 | 145 | 020 | 0ss | 002 | ouee | onos | 1,77 | 095 | 189
26 | 030 | 146 | 1,22 [ 155 | 104 | 1,65 {106 | 1,76 | 098 | 1,88
27 | 032 | 147 | 1,24 | 0,56 | 106 | 165 | 108 | 1,7 | Lo | 1,86
28 | 133 | 148 | 126 | 1,56 | 108 | 165 | 1,00 | 1,75 | 1,03 | 1,85
2% 134 | 198 | 127 | 156 | 1,20 | 168 | 12 | 1,74 | 105 | 1,84
30 | 135 1149 | 128 [ 037 | 0 |16 | 004 | 0,74 | 107 | 1,83
3 [ 136 | 1,50 | 1,30 [ 0,57 | 1,23 | 165 | 006 | 174 | 109 | 1,83
3 | 137 | 1,50 | 131 | 1,57 | 1,24 | 0168 | 008 | 173 | La0 | 182
DL s |32 onss 126 | 1S e |13 | L3 LA
. 139 1,51 1,3 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1Bl
3s [ 140 | 052 | 1,0 |18 | on2e | eS| 122 |73 | 08 | 180
35 141 1,52 1.35 1.59 1,29 1,65 1,24 1,13 1,18 1.80
k7 B I S . T T I T O . T - L O I - IR
3 | 143 | 154 | 137 | 159 | o132 | s | 126 | 72 | na |
0 | 043 | 1,54 | 1,38 [ 150 | 133 uss | 027 |2 |22 |9
40 | 144 | 154 | 139 [ 160 | 134 | 166 | 129 | 072 |13 | 1,79
45 | 1AB | 15T | 143 | 162 | 138 | 067 | 034 | 1,72 | 1,29 | 1,78
S0 | 150 | 1,59 | 146 | 163 | 142 | 167 | 138 | 1,72 | 134 | 17T
55 | 1,53 | 160 | 149 | 164 | 185 | 168 | 141 | 1,72 | 108 | 1,77
60 | 1,55 | 162 | 11 | 165 | 148 | 069 | 184 | 1,73 [ | 177
65 | 157 | 163 | 154 [ 166 | 1,50 | 170 | 047 [ 0,73 | 144 |7
0 | 1,58 | 164 | 155 [ 167 | 1,52 |10 | 149 | 1,74 | 146 | 177
7 | 150 | 165 | 157 [ 168 | 1S4 | LT | 0S| 174 | n4e | LT
g0 | 160 | 166 | 1,9 | 169 | 1,56 [ 1,72 |18 4 s |
85 | 162 | 087 | 150 | 0,70 |0 sT |72 L uss s | s |
90 | 163 | 168 | 160 | 170 | 059 | 01,73 | 157 | 1,75 | 1,54 | 1,78
95 (164 | 169 | 162 | 170 | 0,80 | 0,73 | i3® | 0,75 | 136 | 1,78
100 | 165 | 169 | 163 | 1,72 |16l [ 1,74 | 1,59 | 1,76 | 1,57 | 1,78

Nivel de

n = nimero de observaciones

k* = nimero dl: H.rilhlu explicativas

significacién al
Esta tabla estd rapmdmida de J. Johnston, «Métodos Economéiricoss,

Vives,

1979, con permiso del autor y editor.
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ANEJO 1 (Conclasifn)
K=l K= Kad | ka4 Kes

n ‘ L ‘y ‘ L ‘" ‘ L ‘p “ ‘l.f JI- ‘ [

15 | o | 107|070 1,25 059 | 146 | 049 | 1,70 | 039 | 196
16 084 | 109|074 | 125 063 | 1,44 | 053 | 1,66 | 044 | 1,90
17 | og7 | 100 077 | 125 | 067 | 143 | 057 | 1,63 | 048 | 185
18 | og0 | 102! 08 | 126 | 071 | 142 | o061 | 160 | 052 | 1,20
19 | 093] 1,03 ) 083 | 126 | 074 | 141 | 065 | 1,58 | 056 | 1,77
20 | 095 | 1,05 | 086 | 1,27 | 077 | 140 | O6E | 1,57 | 060 | 1,74
21 | 097 ]| 106 | 089 | 1,27 | o0 | 141 | 072 | 1,55 | 063 | 1,71
22 | 100 107 091 | 1,28 | 083 | 140 | 075 | 1.54 | 066 | 1,69
23 | 102 ] 1,09 | 094 | 1,29 | ogs | 140 [ 077 | 1,53 | 070 | 1,67
24 | 104 | 1,20 | 09 | 130 | o8 | 141 | 080 | 1,53 | 072 | 1,66
25 | 105 | 1,21 | 098 | 130 | 090 | 141 | 083 | 1,52 | 075 | 168
26 | 107 | 122100 130 | 093 | 141 | 085 | 152 | 078 | 1,64
27 | 109 | 1,23 | 1,02 | 132 | 095 | 141 | 088 | 1,51 | 081 | 1,63
28 | 1,00 | 1,24 | 104 | 1,32 | 097 | 141 | 09 | 1,51 | 083 | 1,62
29 | 102 ) 1,25 | 105 | 133 | 099 | 142 | 092 | 1,5 | 085 | 1,61
30 | 1,03 ) 1,26 | 1,07 | 134 | 101 | 142 | 094 | 1,51 | 088 | 1,61
3 | 15| 1,27 | 108 | 1,34 | 102 | 142 | 096 | 1.51 | 090 | 1,60
06 | 1,28 | o00 | 1,35 | 104 | 143 | 098 | 1,51 | 092 | 1,60
W7 L2 | | 136 1,05 | 143 (100 | 151 | 094 | 1,59
g | 130 | 13 | 136 | 107 | 143 | 1on | 150 | 095 | 1,99
L9 | 130 | a4 | 137 | nos | 144 | 103 | 151 | 097 | 1,59
020 [ 132 ) 105 | 138 | nio| 146 | 104 | 151 | 099 | 199
121 13 P06 | 1,38 |t 00 | 145 | 106 | 1,51 ) 1,00 | 1,59
1, | 1,33 | 18 | 139 | 102 | ras | 107 | 152 | 102 | 1,58
024 | o34 | 19 | 139 ) 104 | nes | 109 | 152 | 100 | 1,88
1,25 | 1,34 | 1,20 | 140 | 108 | 1,46 | 100 | 1,52 | 108 | 1,58
10 | 138 | 1,24 | 142 ) 120 | nes |16 | 183 | nn | 1S
132 | 1,40 | 1,28 | 145 | 1,24 [ 1,99 | 120 | 154 | 1,16 | 159
36 | A3 | 32 a7 e s s s L | L
038 | 1,45 | 135 | 148 | 132 | 82| 1,28 | 1,86 | 1,25 | 1,60
A0 | 1A a3 poaso [ aas s o | o1sr ] 1,28 o6
L3 | 149 | 40 2 | i3 s | e | s | o | 1
145 | 1,50 | 142 | 1,83 | 1,39 | 1% | 137 | 1,59 | 1,34 | 182
147 | 1,52 | 1 | 1se | ra2 [ s | e | aso | o138 | 162
148 | 1,53 | 146 | 1,55 | 143 | 1,58 | 141 | 160 | 1,39 | 1,63
150 | 1,56 | 147 | 1,56 | 145 | 159 | 1,43 | 161 | r41 | 164
151 | 1,55 | 149 | 157 | 147 | 160 | 148 | 182 | 142 | 184
1,52 | 1,56 [.1,50 | 1,58 | 148 | 160 | 146 | 163 | 144 | 165

ER8NEIITBREBLEEEUEEYEY

n = numero de observaciones
k' = numero de variables explicativas

Nivel de significacién al 1%.
Esta tabla estd reproducida de J. Johnston, «sMétodos Economéiricoss, Vicens-

Vives, 1979, con permiso del autor y editor.
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ANEJO 2

Valores criticos para la prueba de Burr-Foster

L | ve 2 LI | wa d

P .99 .99 .59 .999 99 999 .99 .999
5 | L . N T L7817 019 688 A%

'] 920 . 720 898 605 754 549 Le7s

5 428 . 608,773 512 L6dd M43 552

s JU 49 530 690 A30 546 368 461

7 T 11 ABD 606 82 an 5T T T
3 609 (793 412,537 425 L4l 276,342

] 576 TS0 I T Y L2876 4k L300
10 528 .69 L3330 433 257 L3 218 267
12 A48 598 276 L358 L2101 L2658 A8 17
14 L9182 234 0 L308 A8 L2 Js1 181
15 J365 L490 217 280 .16 208 Jdo 167
16 LI Lae0 .02 L2861 J54 L190 30 188
18 L3040 L409 A7 L L35 185 A 138
20 278 367 158 202 L1200 148 TR
2 46 .32 42 180 Jo8 130 L090 L1086
M L Ls02 A28 162 008 117 .082 09
2 L2068 L2T6 L1l L lae 000 107 075 087
n Je0 254 108 ..136 .082 008 L0608 080
30 L7614 L1000 .1 075 L0090 L0864 074
32 63 .28 093 118 070 083 060 048
3T .13 189 082,100 082 072 052,060
a0 Jd27 L167 . 072 .088 055 064 047 053
45 11 L8 L0683 L0786 L0488 L088 041 046
50 058,177 L9856 .067 L4304 08 o4y
80 080 102 .045 083 L0315 039 030 .08
64 074 004 042 ¢ 049 033 037 .028 051

Esta tabla estd reproducida de V. L. Anderson
ments: A realistic approachs, Marcel Dekker,

editores.

R. A. McLean, -Dugsn

4, con permiso de

of experi-
aulores v
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v e §l v § v v = 10
P 89 999 99 59 . .99 999 .99 , 999
3 631 . TED 503 . T08 L5318 633 512 1
i 498 508 461 558 ALY 490 383 Ldde
5 L399 490 J368 L dds 328 L3488 303 .38l
] 354 ,lﬂ?- - 307 368 271 38 250 208
AT T TR T 260 811 250 .268 212 .42
L] 246 298 226 268 A9 .21 M 209
] 217 261 199 235 76 202 162 183
1o 104 232 178 208 157 178 145 163
15 W23, L1458 Jd130 am o1 L113 o8 108
20 090 L 104 083 [T .074 082 063 o078
30 038 « D65 053 059 048 052 - 045 ]}
0 042 047 L0389 .043 .03  .038 083 038
50 .033 . 036 L0531 .03 .028  .030 026 .02
&0 .027 L0289 .05 .027 L0235 .0M 022 033
we 12 vwae ld v e 16 v = 20
P 99 899 ] 999 .99 999 .09 089
3 LABE 558 A66 530 451 508 A28 476
L) « 362 415 « 347 393 « 335 « 375 «319 « 351
5 « 187 326 ] « 308 265 « 295 « 252 276
[ L «236 267 227 o253 218 « 242 209 226
7 «201 ¥ 192 213 186 « 204 178 A9
[ ] 174 194 167 <184 « 162 176 154 e
9 « 154 170 148 162 143 « 155 136 146
10 137 « 152 132 144 128 138 122 130
15 .0B% 097 . DBE 092 083 « 08§ 0BD « D84
0 .066 070 063 067 062 065 059 062
3 JD43  L0dS .04z 043 040 042 039 040
40 .032 .03 .03 .032 050 .031 029 L030
50 L0285  .026 ., .024  .025 024,025 025 024
60 021 L0a2 020 .02l 0.20  .020 019,020

Esta tabla esid reproducida de V. L. Andersson y R. A. McLean, «Design of experi-
Mﬂmnu:: A realistic approachs, Marcel Dekker, 1374,. con permiso de los autores y
ores.
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ANEJO 8
Coeficientes para la prueba de Shapiro-Wilk

o L] L 6 7 B ]

Y ] 10
i :

1 0.7071 0.7071 O0.8872 O.5&646 0.6431 0.623% 0.6052 0.5888 0.5739

F L0000 L1677, L2413 L2806 L3031 (Bled L3244 L3291

3 L0000 L0875 . l400 1743 1976 .2141

4 L0000 .0581 0047 1224

5 L0000 0399

\\l 11 .12 13 14 15 16 17 18 ] io
i

1 0.5601 0.5475 0.5359 0.5251 0.5150 0.5056 0.4968 0.4886 O0.4808 0.4734
2 L3515 3325 L332S 0 .MMA L3Mé L3290 32} LBISF a2 LA
3 L2260 2347 2412 2460 2495 2521 2540 L2553 2561 21565
4 J429 (1586 1707 L1802 .1A7B  .1939 1988 .2027 .2059 .2045
5 L0885 L0922 L1089 L1240 L1353 Q447 L1524 L1587 (1641 L1886
& ' 0.0000 ©0.0303 0.0539 0,0727 0.0880 0.1005 ©0.1109 0.1197 0.1271 0.1334
T L0000 L0240 L0433 0593 L0725 L0837 .0932 .1013
[ ] = 0000 L0196 0358 .0496 .0812 0711
k] L0000 D163 0303 0422
10 L0000 0140
:\i 21 22 23 4 5 6 7 8 29 30
1  0.4643 0.4590 D.4542 0.4493 0.4450 0.4407 0.4366 0.4328 0.4291 0.4254
2 31857 (3156 . 3126 3098 L3049 L3043 L301E  .2902 .2048 (794
3 L2578 ,2571  ,2563 2554 2543 ,2533 .2522 .I510 .2499 2487
4 L2119 L2131 L2139 (2145 L2148 L2151 .2152 L2151 .2150 L2148
5 LA736 L1764 L1787 180T L1822 (1836 L1848 1857 (1864 187D
& 0.1399 0.1443 0.1480 0.1512 0.1539 0.1563 ©0.1584 0.1601 0.1616 0.1630
7 092 L1150 L1201 L1245 1283 L1316 C L1346 L1372 L1395 L1415
(] L0804 0878 L0941 L0997 1046 . 10B9 L1028 .l1l&2 .1192 1219
] L0530 L0618 L0696 L0764 0823 0876 0923 .0965 L1002 .1036
10,0263 .0368 .0459 L0539 0610 .0672 0728 .0778 .0822 .0B&2
11  0.0000 0.0122 0.0228 0.0321 0.0403 0.0476 0.0540 0.0598 0.065¢. 0.0697
11 L0000 .0107 .0200 0284 .0358 0424 0485 0517
13 L0000 L0094 - 0178 0253 .0320 .0341
14 L0000 L0084 L0159 .0Z227
15 L0000 L0076

Esta tabla estd reproducida de V. L. Anderssom y R. A. McLean, «Design of
n:n?u: A r‘a:lim:c approachs, Marcel Dekker, 1974, con pnrmi:u‘de los au

editores,
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ANEJO 3 (Conclusién)

n .= 33 L1 35 3% -37 1] 3 a0

0.4220 0.4188 0.4156 0.4127 0.4095 O0.4068 0.4040 0.4005 0.3989 0.3984
2921 .2m08 2876  .28%4  .28M 2813 2794 .2TT4 2755 L2737
L2475 (2463 2451 L2439 2427 2415 L2403 .2391 .2380 2368
L2145 - 2141 2137 2132 L2127 L2120 L2106 L2110 L2104 L2058
874 1878 .1B&0 L1882 ,1BBY 1833 1883 1881 .1880 .1&78

0.164] 0.1651 0.1660 0.1667 0.1673 0.1678 0.15683 0.1686 0.1689 0.1891
L1435 1448 L1463 1475 L1487 1496 L1505 L1513 L1520 .152&
1243 L1265 L1284 L1301 L1317 L1331 L1344 L1356 L1366 L1376
L1066 1093 .1118 1140 .1160 ,1179. L1194 1211 1225  .1237

10 0899  .0931 .0961 .0988 1013 1036 1056 L1075 .1092 .1l08

11 0.0739 0.0777 0.0812 0.0844 0.0873 0.0900 0.0924 0,0947 0.0967 0.0986
12 0585 .0629 .0669 .0706 .0739 0770 L079E 0824 .0B4B 0870
13 L0435 0485 0530 0572 L0810 D645 LDETT 0706 .0733  .0759
14 ~0289 0344 0395 0441 0484 L0523 L0559 .0592 .0622 D651
15 <0144 .0206 .0262 .0304 .0361 0404 0444 0481 0515 0546

16 0.0000 0.0068 0.0131 0.0187 0.0239 0.0287 0.0331 ¢©.0372 0.0409 0.0444

L-E T Y I;/
-

17 L0000 0062 L0119 L0172 0220 .0264 .03O5 0343
18 000 L0057 L0110 .OMSE L0203 L0044
19 L0000 0053 .0l01  .Ol46

i . L0000 L0049

41 a2 43 14 45 46 AT 48 49 50

0.3040 0.3917 0.3894 00,3872 0.3850 0.3830 O.3808 0.3789 0.3770 0.3751
L1719 L2701 (2684 L2667 L2651 2635  .2620 (2604 .2589 254
L2357 245 L2334 L2323 .2M13 2302 L2391 2381 (2371 2280
.2091 2085 2078 .2072 .2065 2058 .2052 .204% 2038 .2082
1876 1874 1871 1868 . 1BES 1862 .1859 .1885 1851 1847

N

i

1

2

3

4

5

-] 0.1683 0.1694 0.1695 0.1695 0.1685 0.1695 0.1655 0.1693 0.1692 0.1691
7 +1531 1535 1539 .1542 .1545 1548 ,)550 ,1551 .1553  .1554
| B L1384 (1392 L1398 L1405 L1410 L1415 L0420 .1423 L1427 .1430
¥ «1245 L1259 1269 .127@ L1286 L1293 L1300 L1306 .1312 .1317
1o L1123 L1136 1149 L1160 L1170 (1180 1189 1197 .1208 .1212
11
12
13
14
15
16
17
18

0.1004 0.1020 0.1035 0.1049 0.1062 0.1073 0.1085 0.1095-0.1105 0.1113
0881  .0%09% .0827 .0943 L0859 .0972 .0986 L0998 L1010 .1020
0782 .0804 .0BI4 0842 ,DBG0 0876 .0B§2 0806 0918 0932
L0877 L0701 .0724° .0745 0765 .07B3  .0EO1 .DELT  .OB3Z 0846
L0575 L0602 0628 L0651 L0673 L0694 0713 L0731 L0748 0764

0.0476 0.0506 0.0534 0.0560 0.0584 0,0607 0.0628 O0.0648 0.0667 0,0685
0379 L0411 .0442 0471 0497 ,0522 0548 0568 0588  .0608

L0283  .0318 .0352 0383 0412 0439 D465 0489 L0511 0532

19 L0188 L0227 L0263 0296 .0328 0357 L0385 L0411 .0436 0459
0 ~0094 0136 0175 .0211 .024%5 .0277 .07 .0335 0381 .0M6

1 0.0000 0.0045 O0.006T 0.0026 0.0163 0.0197 0,029 0.0259 0.0288 0.0M4

2 : ,0000 .0042 .0081 .0118 .0ISS .0185 .0215  .0244
3 ' : L0000 .0039 .0076 .0l11 .0143 L0174
4 L0000 .0037 L0071  .OLO04
25 L0000 L0035

Esta tabla esid reproducida de V. L. Andersson fg:{& A. McLean, «Design of experi-
:é?ﬂ!.‘ A realistic approachs, Marcel Dekker, 4, con permiso de los autores y
fores. -
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ANEJO 4
Valores criticos para la prueba de Shapiro-Wilk

i Level
0.0 0.02 0.05 0.10 0.50 0.90 0.95 0.98 0.9%

0.753 0.756 0.767 0.789 0.959 0.59598 0.998 1.000 1.000
687 107 .T48 « 792 935 987 992 996 997
+ 686 « 715 762 L8068 927 979 986 591 993

n

-3

4

§

& 0.713 0,743 0.788 0.826 0.927 0.974 0.981 0.986 0.989
7 « 130 « 760 803 838 3 F ] 872 879 985 588
[ - T49 178 .B18 . .85l .932 .972 978 984 587
L B « 791 L8289 859 - 935 972 978 984 886
10 781 . JBOG 842 . 865 <938 972 978 <983 986
11
12
13
14
15
186

0.792 0.817 0.850 "0.876 0.940 0.973 0.979 0.984 0,986

-B05 828 859 883 .43 973 79 984 986

B4 837 866 B89 945 974 879 984 -1 1]

815 <846 874 B35 2947 975 «980 984 <986

B35 +B55 +B81 901 950 975 +980 984 987

0. 844 0.863 0.887 0.906 0.952 0.976 0.981 0.985 0.987

17 . 851 .BES B9 910 -954 977 .58l 985 087
18 858 874 887 Bl4 956 STE 982 586 988
19 . BE3 878 801 917 957 978 982 986 988
0 68 B84 905 920 959 979 983 986 988

21 0.873 0.888 0.908 0.923 0. 940 0.980 0,983 0.9a7 0,089
iz 878 892 811 926 948l 5980 984 987 088
23 .BEBL 895 914 928 962 .981 984 .987 988
FL LBE4 .B98 916 230 963 B8l 7 984 JHET <988
5 888 w901 918 93 1 J581 985 988 989

a6 0.891 0.904 0.920 0.933 0,965 0.982 0.985 0.988 0.989

K1) B4 . 506 923 935 965 .582 985 .HEB 890
b1 B85 .908 9824 936 .11 582 985 .BER .80
9 A58 910 926 937 966 J982 985 J988 990
30 900 912 827 938 067 983 - 985 988 900
3 0.%02 0.514 0.929 0.940 0.967 0.983 0.988 0.988 0.990
32 504 815 230 941 D68 983 986 .Bas 890
33 906 917 231 942 PE8 P83 P86 B89 890

908 919 833 L343 <968 +983 986 985 -390
910 820 L854 N2 <968 984 986 988 890

M

35

36 0.912 0.822 0.935 0.945 0.970 0.984 0.985 0.985 0.590
a7 914 924 P36 946 470 984 987 989 «990
38 916 925 938 947 971 984 .587 58D 990
w 917 827 839 .048 971 <984 .5ar 589 .89l
40 219 928 840 949 972 985 987 989 891

41 0.920 0.929 0.941 0.950 0.972 0.985 0.987 0.989 0.891

Az 922 930 942 L9851 L9712 985 J987 989 .89l
43 .923 .932 943 951 973 985 087 590 991
A il 933 P44 952 973 985 987 990 281
45 526 W34 945 953 973 985 .98l L5990 - 991
46 0.927 0.935 0.945 0.953 0.974 0.985 O0.988  0.990 0.991
47 528 L9346 -1t 954 974 JOBS .paR 590 5ol
48 LS9 937 L347 954 974 985 988 990 991
49 929 937 T 955 974 .a8s 988 990 951

50 930 -k L 955 974 985 988 990 991

Esta tabla estd reproducida de V. L. Andersson }!R. A Mcl.mp, «Design of experi-
ﬂgﬂs: A realistic approachs, Marcel Dekker, 1974, con permiso de los autores y
rditores.



© INIA © del autor o autores / Todos los derechos reservados

ANEJO 5
Descripcién de los programas de la serie BMDP

Descripcién resumida de los p de la serie BMDP existentes en
la wiif;:n de Proceso de Datos del INIA relacionados con el Andlisis de

5.1. BMDFI1R: Regresién lineal miltiple

Este programa calcula una regresién lineal miiltiple a partir de las prue-
bas de una matriz de datos con un méximo de 147 variables, No tiene incor-
poradas las pruebas para la verificacién de las hipétesis de base, si bien la
normalidad se puede mmurrohar de una manera grifica a través del estudio
de los residuos. La ecuacion de regresién puede incluir o no el término inde-
rmd.imt: flo. Si se especifica una variable agrupadora para delimitar subcon-

untos de datos, el Jrograma efectiia una regresién para cada subconjunto
W entre si los diversos modelos obtenidos. Algunas observaciones
venir afectadas de unos pesos o incluso ser eliminadas del anélisis.

La salida del pro%rnm,a incluye, para cada conjunto o subconjuntos de
datos, la siguiente informacidn:

— Medias, desviaciones ti‘ﬂm. valores mdximos y minimos para todas
las variables consideradas,

— Coeficentes de correlacién multiple v de determinacién.
— Tabla completa del Anélisis de la Varianza excluyendo la media.

— Coeficientes de regresidn, sus desviaciones tipicas, significatividad de
la variable regresora cuando el resto estin presentes en la ecuacién
y coeficientes de regresidn tipificados.

Como salida opcional se puede obtener:

— Matriz de varianzas-covarianzas y de correlaciones de los datos.

— Grifica del ajuste comparando los valores observados con los esperados
por el modelo para cada variable regresora.

— Grificas para el estudio de los residuos.

5.2. BMDP2R: Regresiin paso a paso seglin varios criterios

Selecciona un subconjunto de variables regresoras mediante el método
de a paso (Stepwise), basdndose en cuatro n]ioﬁlmm diferentes que
se discutidos més adelante (F, FSWAP, R, RSWAP). A pesar de ser un
paso a paso, permite que se fuerce la entrada obligatoria de alguna variable
O que se s ra algin orden de preferencia de entrada asignando diversos
niveles. El método de regresidén Fuade tener o no término independiente o
incluso tratarlo como una variable més en el proceso de la seleccidn, inclu-
yéndolo en la ecuacidn sclamente si es significativa su contribucién.

Los algoritmos de seleccidn se basan en los siguientes condicionantes o
reglas:
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a) Sihayﬁarlunmmsdmvariablasregrmmmhncuauiﬁnjl_mau
o mas de ellas tienen un valor F* menor que el valor predeterminado
para eliminar variables, Fs, se eliminard de la ecuacidén aquella que
tenga el menor F*,

b) Si dos o mas variables estin presentes en la ecuacién, aquella con el

menor F* se eliminard, si su exclusién proporciona un coeficiente de

determinacién mayor que el que se obtuvo previamente para el mismo
nimero total de variables regresoras.

¢} Si dos ¢ mds variables estda en la ecuacidén, una de ellas serd inter-
cambiada por otra, no presente todavia en el modelo, si el cambio
produce un aumento en el coeficiente de determinacion.

d) Si una o mds variables no estin ain en la ecuacidn, aquella con el
mayor F* superior al limite marcado para introducir una variable,
serd incluida en el modelo.

Estas cuatro reglas se combinan para dar lugar a los algoritmos de se-
leccidn. Asi:

F: Regla a), seguida de la regla d).

FSWAP: Regla a), seguida de la regla ¢) y de la d).
R: Regla b), seguida de la regla d).

RSWAP: Regla b), seguida de la ¢) y de la d).

Estas reglas se modifican ligeramente cuando existe forzamiento o suge-
rencia de variables por parte del usuario.

Este programa, aungue basicamente sigue el mismo procedimiento que el
descrito en 4.7, tiene algunos matices que conviene sefialar,

En el apartado 4.7 se menciona Gnicamente un valor Fy utilizado indistin-
tamente en el proceso de seleccionar una variable o para proceder a su eli-
minacién; en este programa, por el contraio, se especifican dos valores, uno

incluir y otro para extraer una variable del modelo. Légicamente, el va-
or F, para eliminar una variable debe ser menor o igual que el empleado
para incluirla. Por defecto, si no se especifica nada en contra, los valores que
automdticamente toma el programa son 4.0 y 3.9,

Igualmente en la descripcion del método se indicd que se seleccionaba un
valor Fs (ni, m; &) que dependerfa de ny ¥ ns (grados de libertad) v a (nivel
de significacién). Al disponer de mis o menos variables en el modelo, n, y m
variardn a lo largo del proceso. Sin embargo, en el Fmgrmnn, los valores F.

introduccién o usién de variables se fijan al principio y permanecen
invariables durante toda la ejecucidn. Por otro lado, los algoritmos R y
RSWAP no se describieron en 4.7.

La salida del programa estd constituida por:

— Medias, desviaciones tipicas y otros estadisticos elementales para cada
variable.

— Tabla del Andlisis de la Varianza, coeficentes de correlacién multiple
¥ de determinacién para cada paso.
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Como opcional, también se puede disponer de:

— Matriz de varianzascovarianzas y correlaciones.

— Coeficientes de regresidn, sus desviaciones tipicas, significatividad, F*
¥y tolerancia en cada paso.

— Tabla resumen con la ecuacidén seleccionada.

— Grificos de residuos.

5.3. BMDP4R: Regresin sobre componentes principales

Este programa realiza una regresién de la variable dependiente sobre un
conjunto de componentes principales calculados a partir de las variables re-
originales. Los componentes principales se calculan utilizando los
tos originales (matriz de varianzas-covarianzas) o tipificados (matriz de
correlaciones). El anilisis se efectia siguiendo un procedimiento «paso a
ﬁm- y los coeficientes de regresién obtenidos se expresan en términos de
componentes principales o en términos de las variables regresoras ori-
ginales.
La salida del programa incluye, entre otras, las informaciones siguientes:
— Estadisticos elementales y la matriz de covarianzas o de correlaciones.
— Valores y vectores propios.

— Coeficientes de regresiéon y suma de cuadrados de residuoc.

54. BMDP9R. Todas las regresiones posibles

Este programa estima la ecuacién de regresién los smejoress sub-
conjuntos de variables predictoras y hace un completo andlisis residuos.

El mejor subconjunto se define en funcién del R-cuadrado, R-cuadrado
ajustado, o empleando el criterio Cp de Mallows.

Por ejemplo, si se elige el R-cuadrado ajustado, los mejores subconjuntos
son los que maximizan el R-cuadrado ajustado. Puede identificar ademsds un
nimero predeterminado (M < 10) de los mejores subconjuntos; esto es, no
sdlo el mejor, sino también el segundo mejor, el tercero, etc., proporcionando
con ello varias alternativas buenas,

El criteric R-cuadrado identifica los M (M <10) mejores subconjuntos
para cada tamafio (el tamafio de un subconjunto es el nimero de variables
regresoras incluidas en la ecuacién).

Cuando se elige el criterio de R-cuadrado ajustado o el criterio Cp de
Mallows, se identifican los M mcm subconjuntos en general, es decir, sin
tener en cuenta el tamafio del su iunto. Por ejemplo, si se desean los 10
mejores subconjuntos de un total de 20 variables independientes, puede que
no se incluya ninglin subconjunto de tamafio 1 ¢ de tamafio 20,

El BMDP9R puede analizar problemas que contengan hasta 27 variables
Ed costo del czlcu.lﬂ es comparable al costo de la i6én ‘E:so a paso.
1 nimero de variables analizadas puede ampliarse a 100 cuando se efectiia
una regresidn lineal miltiple sin seleccién de un subconjunto de variables,
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La salida incluye:
— Estadisticos elementales para cada variable.
— Matriz de correlaciones.

— Para cada subconjunto de variables independientes:

— B3, R? ajustado y el valor Cp de Mallows.

— Un andlisis completo para el mejor subconjunto seleccionado si-
guiendo el criterio establecido, incluyendo:
— R correlacién multiple al cuadrado.
— B? ajustado,
— Cuadrado medio del error.
— Estadistico F..

— Para cada variable en el mejor subconjunto, escribe:

— El coeficiente de regresién.
— Su error tipico s(b).
— Coeficietne de regresion tipificador: bixs(bi)/S({y).
— El estadistico t:b/s{by).
— Nivel de significacién en una distribucién de dos colas para el
estadistico t.
— Resultados opcionales.
— Matriz de varianzas covarianzas de las variables.
— Valor residual y estimado.
— Matriz de correlaciones de los coeficientes de regresidn.
— Salidas graficas.

Para una mejor descripcién del programa, consultar: Caivo, R. (1980).
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