Exercicis de Selectivitat anteriors al curs 2004-05 sobre aplicacions de les derivades i optimització
[Algunes solucions, a partir de la pàg. 6]
P1.- Una noia vol travessar el riu Ebre des d'un punt A fins a un punt B, tal com ens indica el dibuix adjunt. Per fer-ho anirà nedant fins a un punt C que encara no sabem quin ha de ser, i des d'allí anirà corrent fins a B. Podem considerar que en aquesta zona el riu té una amplada constant de 300 metres i que la distància entre A i B mesurada sobre el mateix marge del riu és de 4 quilòmetres (sobre el dibuix, distància entre A' i B). Aquesta noia sap que durant tota l'estona que vagi nedant podrà mantenir una velocitat constant de 6 km/h, i que tota l'estona que vagi corrent podrà mantenir una velocitat constant de 12 km/h. Fins a quin punt C haurà d'anar nedant per tal d'arribar al més ràpidament possible a B?
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P2.- a) Calculeu els màxims i mínims locals de la funció f(x) = x3+x2 +b i doneu en funció de b el valor que pren la funció en aquests màxims i mínims.

b) Feu un esbós de la gràfica de la funció quan el paràmetre b és positiu, i quan aquest paràmetre és nul.

c) Calculeu el valor negatiu de b per al qual la gràfica de f(x) és tangent a l'eix de les x en el màxim local d'aquesta funció. Dibuixeu la gràfica de la funció per a aquest valor de b.
d) Determineu (fent servir l'estudi de la funció realitzat en els apartats anteriors) els valors de b per als quals l'equació f(x) = 0 només té una solució.

P3.- L'ajuntament d'una ciutat que passa greus dificultats pressupostàries ha decidit acceptar l'oferiment d'una coneguda fàbrica de galetes de contribuir a les despeses del parc municipal a canvi d'instal·lar sis metres de tanca publicitària dins del parc. Aquesta tanca encerclaria una zona que passaria a ser per a ús privat del personal de la fàbrica. Per raons estètiques l'empresa vol que la tanca s'instal·li segons una de les tres possibilitats següents: delimitant un recinte quadrat, delimitant un recinte circular o bé dos recintes, un de circular i l'altre de quadrat. Suposant que a l'ajuntament l'interessa preservar el màxim de superfície del parc per a ús públic, decidiu quina de les tres possibilitats és la millor i quina seria l'àrea (mínima) de parc que es perdria per a ús públic.

P4.- Considereu la funció f(x) = 
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a) Trobeu el domini de f(x) i les asímptotes.

b) Determineu el signe de la funció en el seu domini (determinar el signe de f(x) vol dir establir per a quins valors de x es compleix f(x) (  0 i per a quins f(x) ( 0).

c) Trobeu-ne els intervals de creixement i decreixement i els extrems relatius.

d) Feu un esquema de la gràfica de la funció.

P5.- Trobeu l'altura i el radi de la base del cilindre de volum màxim inscrit en una esfera de radi 1.

P6.- Considereu la funció y = f(x) = 
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a) Feu un estudi de les seves asímptotes.

b) Calculeu els punts en què aquesta funció té extrem relatiu i digueu per a quins intervals del domini la funció és creixent.

c) Feu un esbós de la gràfica de la funció a partir de les dades obtingudes en els apartats anteriors.
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P7.- Un terreny té forma de triangle rectangle, els catets mesuren AB = 60 m i AC = 45 m. En aquest terreny es pot construir una casa de planta rectangular com indica la part ombrejada de la figura següent:

Voleu vendre aquest terreny i us paguen 5.000 pessetes per cada metre quadrat no edificable i 25.000 pessetes per cada metre quadrat edificable.

a) Determineu la relació que hi ha entre l'amplada x i la profunditat y del rectangle que determina la part edificable.

b) Determineu l'expressió que dóna el valor del terreny en funció de l'amplada x del rectangle edificable.

c) Quines són les dimensions de la part edificable que ens permeten obtenir un valor màxim per a aquest terreny?

d) Quin és aquest valor màxim?

P8.- Considereu la funció f(x) =
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 , on a és un paràmetre.

a) Calculeu a sabent que la recta y = x + 2 és una asímptota obliqua d'aquesta funció.

b) Prenent el valor de a obtingut en l'altre apartat, calculeu el domini, les interseccions de la gràfica amb els eixos, els intervals de creixement i decreixement i els extrems relatius de la funció f. Feu una gràfica aproximada d'aquesta funció a partir de les dades que heu obtingut.

P9.- El costat desigual d'un triangle isòsceles mesura 12 m, i l'altura sobre aquest costat és de 5 m.

a) Donat un punt arbitrari sobre aquesta altura, obtingueu una expressió de la suma de les distàncies d'aquest punt a cada un dels vèrtexs del triangle.

b) Determineu els punts sobre l'altura que compleixen que la suma de les distàncies als tres vèrtexs del triangle sigui màxima i els punts per als quals sigui mínima.

P10.- [Juny de 2001]. Considereu la funció f (x) =
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a) Determineu les seves asímptotes.

b) Calculeu els intervals on creix i on decreix, i els extrems relatius.

c) D'acord amb els resultats que heu obtingut, dibuixeu aproximadament la seva gràfica.

d) Fixant-vos en la gràfica anterior, expliqueu quina seria la gràfica de la funció g(x) = –f(x) + 3 (feu-ne un esquema). En quins punts té màxims la funció g(x)?
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P11.- [Setembre de 2001]. La riba d'un tram de riu descriu la corba 
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  , per a x entre –3 i 3, i en el punt A = (0, 4) hi ha un poble, tal com es pot veure en l'esquema següent:

a) Expresseu la distància des d'un punt qualsevol d'aquesta vora del riu fins al poble, en funció de l'abscissa x.

b) Quin és el punt de la vora d'aquest tram de riu que és més lluny del poble?

c) Hi ha algun punt de la vora del riu a una distància del poble inferior a 2?

P12.- [Juny de 2002]. S'ha de construir un gran dipòsit cilíndric de 81( m3 de volum. La superfície lateral ha de ser construïda amb un material que costa 30 euros/m2 i les dues bases amb un material que costa 45 euros/m2.

a) Determineu la relació que hi haurà entre el radi r de les bases circulars i l'altura h del cilindre, i doneu el cost C(r) del material necessari per construir aquest dipòsit en funció de r.

b) Quines dimensions (radi i altura) ha de tenir el dipòsit perquè el cost del material necessari per construir-lo sigui el mínim possible?

c) Quin serà, en aquest cas, el cost del material?

P13.- [Setembre de 2002]. Suposem que el Sol es troba a l'origen d'un sistema de coordenades i que un cometa segueix una trajectòria donada per la paràbola y = 1 – x2, tal com es veu a la figura següent:
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a) Quin és el punt en què el cometa es troba més proper al Sol?

b) Quant val en aquest cas la distància del Sol al cometa?

c) Hi ha algun punt en què el cometa es trobi a la màxima distància del Sol?

d) Hi ha algun punt en què la distància entre el Sol i el cometa sigui un màxim local o relatiu?

Nota: Teniu present que la distància entre dos punts és màxima o mínima quan el quadrat de la distància és màxim o mínim.

P14.- [Juny de 2003]. a) Determineu el valor del paràmetre a que fa que la funció f(x)=
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 presenti un extrem relatiu en el punt d’abscissa x=3.

b) Per a aquest valor del paràmetre a, calculeu els intervals de creixement i decreixement, i les asímptotes de la funció.

c) A partir de les dades que heu obtingut, feu una gràfica aproximada d’aquesta funció.

P15.- [Setembre de 2003]. Un camp té forma de trapezi rectangle, de bases 240 m i 400 m, i el costat perpendicular a les bases també de 400 m. Es vol partir tal com indica la figura per fer dos camps rectangulars C1 i C2. Anomenem x i y els catets d’un dels triangles rectangles que es formen.
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a) Comproveu que 
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b) Utilitzant la igualtat anterior, escriviu la suma de les àrees dels dos camps en funció de x.

c) El camp C1 es vol sembrar amb blat de moro i el camp C2 amb blat. Amb el blat de moro s’obté un benefici de 0,12 € per m2 i amb el blat un benefici de 0,10 € per m2. Determineu les mides de cada un dels camps per obtenir el benefici màxim.

P16.- [Juny de 2004]. Donats la funció f(x) = 
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 i el punt A(2, 0) situat sobre l’eix de les abscisses:

a) Trobeu la funció que expressa la distància del punt A a un punt qualsevol de la gràfica de la funció.

b) Trobeu les coordenades del punt de la gràfica de f(x) més proper a A.

Q1.- S'ha d'editar un llibre i cada full ha de contenir 18 centímetres quadrats de text. Els marges superior i inferior de cada full han de tenir 2 centímetres cada un, i els marges laterals, 1 centímetre cada un. Calculeu les dimensions de cada full del llibre per tal que la despesa de paper sigui mínima.

Q2.- Feu un esquema de la representació gràfica del polinomi f(x) = 3x4–4x3–6x2+12x–20 i digueu quantes arrels reals té. Per a cada arrel, determineu la seva part entera.

Q3.- Calculeu els extrems relatius de la funció  f(x)=
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Q4.- a) Trobeu els extrems relatius de la funció polinòmica f(x)= 
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 i calculeu els valors de f(x) en aquests punts. A partir d'aquestes dades, feu un dibuix aproximat de la seva gràfica.

b) Demostreu que l'equació 
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 té, exactament, tres solucions reals.

Q5.- [Juny de 2001]. Per a cada valor del paràmetre a (R, considereu la funció  f (x) =
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 (definida per a tots els valors de x diferents de 0).

a) Determineu per a cada valor del paràmetre a, els extrems relatius que té la funció f(x).

b) Per a quins valors del paràmetre a la funció f(x) és sempre creixent?

Q6.- [Juny de 2001]. Teniu una funció f(x) definida per a x( (–2, 2), sabeu que el gràfic de f '(x) és de la forma

[image: image16.png]



[on f ' (–1) = 0, f ' (0) = –1, f ' (1) = 1] i que f (0) = 2.

Dibuixeu un gràfic aproximat de f(x) indicant en quins punts hi ha extrems relatius.

Q7.- [Juny de 2002]. Sabent que la funció y=(x+a)(x2-4), on a és un nombre real, té un màxim i un mínim relatius, i que el màxim relatiu s’assoleix en el punt x=-1/3, trobeu l’abscissa del mínim relatiu.
Q8.- [Juny de 2002]. Sigui 
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, on m és un paràmetre. a) Determineu per a cada valor del paràmetre m el valor del 
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 (si existeix). b) Per a quins valors de m la derivada de la funció f(x) (f ’(x)) és positiva per a tot x?

Q9.- [Setembre de 2002]. Se sap que la derivada d’una funció f(x) és 
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. Calculeu les abscisses dels punts on la funció f(x) té els seus extrems relatius, especificant per a cada un dels valors que obtingueu si es tracta d’un màxim o d’un mínim relatiu.
Q10.- [Juny de 2003]. Volem unir el punt M situat en un costat d’un carrer de 3m d’amplada amb el punt N situat a l’altre costat i 9 m més avall mitjançant dos cables rectes, un des de M fins a un punt P situat a l’altre costat del carrer i un altre des de P fins a N seguint el mateix costat del carrer, segons l’esquema següent:
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El cost de la instal·lació del cable MP és de 13 euros/m i del cable PN de 6 euros/m.

Quin punt P haurem d’escollir de manera que la connexió de M amb N sigui tan econòmica com sigui possible? Quin serà aquest cost mínim?

Q11.- [Juny de 2003]. Determineu quin és el punt de la gràfica de y=
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, és a dir, de la forma 
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, que és més a prop del punt P=(4,0).

Q12.- [Juny de 2004]. Considereu la funció f(x) = x3 – 3x2 + 2x + 2. a) Calculeu l’equació de la recta tangent a la gràfica de f(x) en el punt d’abscissa x = 3. b) Existeix alguna altra recta tangent a la gràfica de f(x) que sigui paral·lela a la que heu trobat? Raoneu la resposta i, en cas afirmatiu, trobeu-ne l’equació.

Q13.- [Juny de 2004]. Considereu la funció 
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 on a és un paràmetre.

a) Calculeu el valor del paràmetre a sabent que f(x) té un extrem relatiu en el punt d’abscissa x = 3.

b) Aquest extrem relatiu, es tracta d’un màxim o d’un mínim? Raoneu la resposta.
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