Mates 2n de BTX. Aplicacions del teorema de Bolzano. Exercicis del llibre.

Ex. 11 pàg. 201.

Que l’equació x3+4x2-2x-8=0 tingui solució en l’interval (1,2) equival a dir que la funció f(x)= x3+4x2-2x-8 val 0 en l’interval (1,2).

Com que la funció f(x)= x3+4x2-2x-8 és contínua en tot R (per ser un polinomi) i, per tant, contínua en [1,2], i té signes diferents en x=1 i en x=2 (ja que f(1)=-5 i f(2)=12) podem aplicar-li el teorema de Bolzano, el qual ens garanteix que existirà un x=c en l’interval (1,2) de manera que f(c)=0, és a dir, que existirà un x=c en l’interval (1,2) tal que x3+4x2-2x-8=0, o sigui, que aquesta equació sí que té solució en l’interval (1,2).

Ex. 12 pàg. 201.
Cal comprovar que f(x)=ex-3 val 0 en algun x=c de l’interval (1,2).

Com que ex és una funció exponencial (contínua) i 3 és una funció constant (contínua), f(x), que és la resta d’aquestes dues funcions contínues, serà contínua (en tot R, i, en particular, en l’interval [1,2]).

Si calculem f(1)=-0,28... i f(2)=4,38... veiem que els signes de f(x) en els extrems de l’interval [1,2] són diferents i, per tant, pel teorema de Bolzano existirà un x=c en l’interval (1,2) de manera que f(c)=0.
També demana l’exercici que busquem aquest x=c amb un error menor que 0,1. Començarem així:
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Com que l’error és menor que 0,05 i, per tant, menor que 0,1 (que és el que ens demanaven), podem acceptar com a valor aproximat de c el punt mitjà de 1 i 1’1, que és 1’05, o sigui, c(1,05.

En aquest exercici el valor x=c es pot trobar de manera exacta, ja que si ex-3=0 ( ex=3 ( Prenc ln ( lnex=ln3 ( x·lne=ln3 ( x=ln3 (valor exacte) ( x=1,098612... (valor exacte)
Ex. 19 pàg. 204.

Per demostrar que les gràfiques de f(x)=sin2x i g(x)=2x-1 es tallen en algun punt de l’interval 
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 provarem que la funció h(x)=f(x)-g(x)=sin2x-2x+1 val 0 en algun x=c de l’interval 
[image: image3.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

,

4

p

p

.
La funció h(x)= f(x)-g(x) és resta de funcions contínues en R, ja que f(x) és composició de dos funcions contínues (x(2x i x(sinx) i g(x) és un polinomi. Per tant, és contínua en tot R i, en particular, en 
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=-2,14, per tant, h(x) té signe diferent en els extrems de l’interval de treball. Tenint en compte tot això, pel teorema de Bolzano podem assegurar que existeix un x=c de l’interval 
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 en el qual h(c)=0, és a dir, en el qual f(c)=g(c), per tant, en x=c les gràfiques de f(x) i g(x) es tallen.
L’exercici no ho demana, però si demanés trobar el punt de tall faríem el següent: primer posaríem el 
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(0,7854 i el 
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(1,5708 i calcularíem h(x) en ells (el resultat ja el teníem d’abans). Prosseguiríem utilitzant repetidament el teorema de Bolzano entrant cada vegada en intervals de x més i més petits, fins aconseguir que l’error fos més petit que el que ens interessés.
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Cal dir que si ens han demanat trobar el punt (x,y) on es tallen les dues funcions, ja n’hem trobat la x (és la x=c). Com que en aquesta x les dues funcions es tallen, tenen el mateix valor de y, per tant, la y d’aquesta x la podem calcular amb la f(x) o amb la g(x). Si usem que x(0,9675 obtindríem que y(0,9344, o sigui, que el punt de tall de les dues funcions és aproximadament (0’9675,0’9344).

Ex. 20 pàg. 204.
Cal demostrar que les funcions f(x)=2x+1 i g(x)=31-x es tallen en algun punt. Després cal trobar-lo amb un error menor que 0,5 (ja que ens diuen que l’hem de trobar en un interval d’amplitud menor o igual que 1).
Si definim la funció h(x)=f(x)-g(x)=2x+1-31-x de seguida ens adonem que és contínua en tot R, ja que és una resta de funcions contínues (cada sumand és la composició d’una funció polinòmica amb una exponencial). Com que no sabem en quin interval treballar, ens fixarem en aquests fets:
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Si això és cert significa que, en ser la funció contínua i tendir cap a -( quan x(-(, en algun moment (en alguna x) valdrà una quantitat negativa. Com que tendeix cap a +( quan x(+(, en algun moment (en alguna x) valdrà una quantitat positiva. Només es tracta de provar amb diverses x fins trobar les que proporcionen h(x) negativa i positiva respectivament.
Si provem amb x=-10 obtenim h(-10)=-1,77·105.

Si provem amb x=10 obtenim h(10)=2048.

Per tant, la nostra h(x) és contínua en l’interval [-10,10] (ja que ho és en tot R) i té signes diferents en els extrems d’aquest interval. Això significa que, pel teorema de Bolzano, existirà un x=c en l’interval (-10,10) de manera que h(c)=0, o sigui, que les funcions f(x)=g(x) en x=c, tal com ens havien dit que comprovéssim.
Trobem la x=c del punt de tall de f(x) i g(x), o sigui, trobem la x=c on h(c)=0:
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Veiem que la x=c que busquem es troba entre 0 i 1, o sigui, que x(0,5 seria un valor aproximat vàlid. Per trobar la y del punt de tall podríem substituir x=0,5 en f(x) o en g(x).

En la figura anterior s’ha il·lustrat el procés que se seguiria si es demanés la x=c amb un error menor que 0,05 i amb un error menor que 0,005 (l’exercici no demanava tanta precisió).

Ex. 40 pàg. 207.

Cal veure si l’equació 3·lnx = x té alguna solució real en l’interval (1,3). Això equival a comprovar si la funció f(x) = 3·lnx – x val 0 en alguna x=c de l’interval (1,3).
La funció 3·lnx és contínua en x>0 (en x(0 no existeix). La funció x és contínua en R. La funció f(x), que és resta de 3·lnx i x serà contínua en x>0, per tant, serà contínua en [1,3] en particular.

Ara hem de veure que f(1) i f(3) tenen signes diferents:

f(1)=-1

f(3)=0,296

Sí. Com que es compleixen totes les condicions del teorema de Bolzano podem afirmar que existirà un x=c de l’interval (1,3) en el qual f(c)=0, és a dir, l’equació 3·lnx - x tindrà solució en l’interval (1,3).

No ho demanem, però per practicar, trobem la solució x=c amb diversos graus de precisió:
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Ex. 36 pàg. 206.
Que la funció f(x)=3tg2x+1 valgui 2 equival a dir que la funció h(x)=f(x)-2 valgui 0.

Per tant, es tracta de veure si h(x) = 3tg2x+1-2 = 3tg2x-1 pot valdre 0 en l’interval que ens diuen, 
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La funció tgx és contínua en tot R llevat dels x=90, x=270 i voltes senceres a partir d’aquests, és a dir, és contínua en tot R excepte en 
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 i voltes senceres a partir d’aquests. En l’interval de treball, 
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, per tant, la funció tgx és contínua. Per tant, també ho serà la nostra funció h(x)=3tg2x-1.

Ara veiem si pren signes diferents en 0 i en 
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h(0)=-1
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Per tant, es compleixen els requisits del teorema de Bolzano i podem arribar a la conclusió que hi ha un x=c en l’interval 
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 que compleix que h(c)=0, o sigui, que sí que és cert que f(x)=2 en algun punt de l’interval 
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Per trobar aquest x=c ho podem fer de dues maneres: exacta i aproximada.

L’exacta consisteix a resoldre l’equació trigonomètrica 3tg2x-1=0, que proporciona com a solució exacta x=30° si treballem en l’interval (0,45°), o sigui, x=
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(0,5236 (rad) en l’interval 
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 rad (deixem els passos de la resolució per al lector).
L’aproximada la podríem fer així (hem començant escrivint 
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(0,7854):
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Veiem que amb la repetició del procés s’arriba també a x(0,5236.
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