TEMA 6. FUNCIONS EXPONENCIAL |
LOGARITMICA

Observacié: No hem tingut temps de veure aquest tema durant el cursi és un
tema que no us explicaran amb detall en € futur, perd si us sortiran coses relatives
a d'el en qualsevol estudi universitari que feu, ja sigui de ciencies (matematiques,
estadistica, fisiques, quimiques, qualsevol enginyeria...) o de lletres (psicologia -la
part d'estadistica-, etc.) per tant, us recomano que us €l mireu si teniu unes estones
[liures. S trobeu dificultats potser us sera d'utilitat consultar € Ilibre de 2n de
BUP, a la pagina 245.

1.- POTENCIACIO (INTRODUCCIO | REPAS)

Recordem que tenim el's seglients convenis en matemati ques:

- d"=a-a-.m® g ; a=1: Ex: 5°=5.5.5=125; 3=1

-m_i. 2 _ 1 . 81
-a = Ex.: 10 102 00—0,01 , X =35

am ¢ X

d=d""; Ex.5-5°=5";x" . x*=x°; xX° 3x2—3x 2.2 =2
5

cd"d=d"; Ex:5/ 5 =5 xh X=X 5 =5 222

c@"=d"; Ex:(3)°=3; (x°)?=x"

- yfa =n°ta que multiplicat per si mateix m vegades, dona"a", o
sgui: yax/a x..m..ya =(ya) " =a
Aix0 permet, per exemple, treure nombres duna arrel: Ex.:
243 = ﬁ =3 Xﬁ (aix0 esta explicat as apunts de radicals
danys passats: es fa la descomposicio factorial del 243 i es
divideixen els possibles exponents que surtin -un 5 en aguest cas-
entre I'index de I'arrel -un 3 en aquest cas-: e quocient de la divisié

em diu quants tresos surten fora -un tres nomes-, i € residu, els que
es queden adintre de I'arrel -dos tresos-).

Recordem que, també, quan un nombre entra dintre d'una arrel, €
seu exponent es veu multiplicat per I'index de I'arrel, com per ex.:
2xJ22 = 23502 = Y232 = ¥25 (seriad procés contrari a
extreure nombres d'una arrel).

v = A Ex: 4% = 4%

.rv/a:a% , Exﬁ:7% , ‘3/2_:22 , ﬁ:g%
Ex.: Calculai expressa en forma de potencia. Solucio: Unaforma de
les multiples formes de fer-ho seria descomponent els radicands
expressant €ls radicals que queden com a potencies. Com que en
aquests cas particular surten poténcies de la mateixa base
multiplicades, els exponents es poden multiplicar (es fala suma dels
exponents i finalment Sexpressa el resultat de nou com a radical):

¥128 xJ16 = J_ xﬁ = 23 55 = 23" =
= 215 15 = 215 = 1,5/247

C(a-bm=a-d ; Ex. (2x)3—23 3—8x3

.. M
@0 _—am 206° _ aeo —3_8l.

‘&g b X gyg T 3’exz T T

.Jab =yaxb ;Ex.:./16x8:J_><‘/x_:2x2

A continuacio entrem de ple en € tema que ens ocupa

2.- LA FUNCIO EXPONENCIAL

2.a.- DEFINICIO:

Donat un nombre real positiu " a" , es defineix lafuncié exponencial
de base a com f(x)=a o també y=a.
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2.b.- REPRESENTACIO DE LA FUNCIO EXPONENCIAL

La forma d'aquesta funcié exponencia és sempre molt semblant a un
d'aguests dos casos (durant curs passats heu representat les funcions
exponencials de base 2 i de base 1/2 -ho recordeu?-):

Cas a1 y=& asa<l

A =

/1 > \;

0 X 0 X

Per fer una representacié d'una funcié generament es fa una taula de
valorsi es col-loguen els punts on correspon en el diagrama d'eixos.
Per fer la taula de valors sha d'emprar la calculadora perqué faci les
poténcies. La calculadora té una tecla ssmbolitzada generament aixi:

y
X

Per calcular 2*° premeriem a la calculadora € n° 2, després la tecla en
questio i després el 10. Hauria de sortir 1024.

Per calcular 3" fariem el mateix i sortiria 59049.

S I'exponent o la base tenen decimals, tampoc no hi ha problema, per
exemple: 10*® déna 6309,5734.

També es poden fer poténcies de base "€" (ja coneixeu aguest nUmero,

no? Ja se sap que no és tan famos com el n° p ). En aquest cas no ca

gue introduim €&l valor del n° e, ja que hi ha una altra tecla especial que
permet calcular els valors daquest tipus particular de funcid
exponencial, i éslatecla

X
e

Per exemple, € resultat de fer €° és 6,737947-10°. Aix0 esta expressat
en notacio cientifica. [Recordeu la notaci6 cientifica? Potser en fisicaja
I'neu utilitzat també. Per exemple, s us demanen trebalar amb la
carrega de I'dectrd, haureu dintroduir a la calculadora la quantitat
1,6-10™. Haurieu de fer e seglient: posar 1,6 i després prémer latecla
E (0 EXP en agunes calculadores) i després posar €l -19.]

No heu de confondre trebalar en notacié cientifica amb la funcio
exponencia de base 10, que té també, com |'exponencial de base e, una
tecla especifica, que és la seglient:

X
10

i permet calcular, per exemple, el valor de 10**, que surt 15848,932.

Les caculadores també permeten calcular arrels de qualsevol index,
encara que sigui molt rar, com per exemple, |'arrel seglient:

%123 = 2,2821776 . Aix0 es pot fer amb una tecla especial que ve

vV V5

S us van sortint aquests resultats amb la calculadora.

simbolitzada per 0 per . Per practicar, podeu provar
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Ja hem dit que en general, una funcié exponencial de base a, té laforma
y=a' . Doncs, bé, heu de recordar que en el cas particular que la base
sigui 10, lafuncié sanomena funcié exponencia de base 10:

y=10" --> funcio6 exponencial de base 10
i quan labase és é n° e, lafuncié sanomena exponencial de base e:

y=€" --> funci6 exponencial de basee.

Com que ja teniu feta la representacio de les funcions y=2* , y=0,5" i
y=€“, mireu-lesi comproveu gue tenen la forma gque sindica en aquest
apartat.

2.c.- PROPIETATS DE LA FUNCIO EXPONENCIAL

- Esta definida per atots elsvalors de x (el seu domf = R).

- Sempre és positiva (per a quasevol x).

- Sempre és continua.

- Sempre ésinjectiva (aixo vol dir ques y, =y, ® x,=x,, 0 sigui, que
§ a1 =a*2® X;=Xy,éadir, ques esdosvaorsdelay son
iguals és perquée els exponents son també els mateixos). Aquesta
propietat serveix per resoldre alguns tipus d'equacions concrets, com
per exemple: Resol I'equacid: 9 = 3 --> (3 =3F ->3F=3F ->
2x=2 --> x=1.

-Semprevalen 1enx=0 (ésclar, jaqued’ = 1).

- En e cas que labase sigui a1, llavors, a'<1 per alesx<0i &>1 per a
lesx>0; i amésaméslafuncid és sempre creixent.

-1 en cas que labase sigui a<1, llavors, &>1 per alesx<0i &<1 per a
les x>0 (aix0 es veu facilment a's grafics de les seves representacions);
i amés ames, lafuncié sempre és decreixent.

En e ca que la base sgu a1, llavors,
lima*=01i lim a*=+¥ (vegeulesrepresentacions).
X® - ¥ X® +¥

En & ca que la base dgu &1, llavors,

lima*=+¥ i lima*=0 (v les repr ions).
Jim a X®+¥a O (vegeu lesrepresentacions)

- Exemples practic d'on pot sortir lafuncio exponencial:
Ex. 1.- Un bacteri es reprodueix per biparticio, és a dir, cada cert

temps, es divideix en dos bacterisfills, i aixi successivament. Suposem
gue x representa e nombre d'intervals de temps que van passant (x=1
voldra dir que ha passat un interval de temps, x=2 voldra dir que han
passat dos intervals de temps, etc.). Aleshores, el nombre de bacteris
que hi haura en haver transcorregut x intervals de temps sera una
potencia de 2, ja que cada vegada, € nombre de bacteris es va
multiplicant per 2, ésadir, ve representat per la funcié exponencial de
base dos, y=2*. S per exemple volem calcular quants bacteris hi haura
després d'haver transcorregut 1 interval de temps, 2 intervas de
temps, 3 intervals de temps, ... 0 10 intervals de temps, podem fer els
calculs amb la calculadora. Us hauria de sortir aixo:

Inicial (han Per ax=1 |Perax=2 |Perax=3|...Perax Per a10
transcorre- intervals |intervals |intervals |intervals intervals
gut x=0 intervals

1 2'=2 22=4 2°=8 2=y 21°=1024

Com es pot veure, € nombre de bacteris augmenta moltissm en
transcorrer el nombre dintervals de temps (és un tipic cas de funcio
exponencia de base a>1 -"explota’, esfamolt gran de seguida:).

Ex. 2.- Una substancia radioactiva es desintegra seguint la férmula

seguent:
Nt =N 0 xe 1000
En aquestaformulales lletres signifiquen e seglent:
N¢ = nombre de particules que queden en un instant t.
N, = nombre de particules que hi haviaen l'instant inicial (en t=0).
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t = temps transcorregut comptat des de I'instant inicial (en segons).
Encara que no ho sembli, aquesta funcié sassembla a una funcio
exponencial. Les Uniques coses que la diferencien d'ella son que com
que hi ha e N, multiplicant, no passa per y=1 per a x=0 (0 sigui, no
passa per N, =1 per a t=0 -com les funcions exponencials habituals-,
passa per N, = N, per a t=0); i com que I'exponent té un menys
davant, sassemblaria a una exponencia de base menor que 1 perd
amb exponent positiu (és a dir, és d'aquelles que saproxima a zero
quan |'abscissa es va fent mési més gran).

Es tracta de calcular, amb €ella, e nombre de particules que queden
després de transcorrer 1 hora, sabent que inicidment hi havia
6,023-10% particules, i després, de dir quin percentatge queda
respecte a total inicial.

Solucié: 1 h = 3600 s (hem de posar € temps en segons perque ens
ho deia qui ens havia donat laférmula). Aranomés cal substituir-hi:
Nazgoo = 6, 023X10%3 3000100 = 5 0234 0% 36 =
6,0233402%, 0273237224 = 1, 6457078X.02? particules queden
Per calcular @ percentatge de les que queden respecte a l'original,
haurem de dividir les particules que queden entre les inicids, i
multiplicar e resultat (que surt en tant per 1) per cent. Surt que
queden només un 2,73 % particules de les que hi havia iniciament
(aproximadament).

2.d.- EQUACIONS EXPONENCIALS

S6n eguacions en qué la incognita apareix com a variable d'una
exponencial. Les equacions amb una incognita es resolen intentant
modificar les expressions que ens apareixen de manera que ens quedi
alguna cosacom a"t = a2, ja que aixi podrem dir que H, = H, i és
quasi segur que es podra resoldre I'equaci6. En altres casos la resolucio
es fa utilitzant un canvi de variable, és a dir, donant-li un nom a la

funcid exponencia i tractant I'equacié que queda en la nova variable
com s fos una senzilla equacio de 1r o 2n grau. El que és clar, és que
shan de dominar totes les propietats vistes fins ara per poder resoldre
equacions d'aquest tipus.

Exemples. Resol:

Ex. 3.- Equacio 2°*=1. Solucié: Com que podem escriure e nombre 1
com 2°, podem escriure I'equacio inicial com a 2>*=2° | i per tant, si la
base és la mateixa el's exponents també hauran de ser els mateixos, és a
dir,5-x=0,amblaqua cosa -x=-5 i x=5.

Ex. 4.- Equacié (4%%) X = 1 Soluci6: podem fer 4%9¢9=1 i com
que 1=4° ens quedaria 43 @ X = 40 j per tant (3-x)(2-x)=0, que és
unaequacio de 2n grau que s laresoleu dona x,=3 i X,=2.

Ex. 5.- Equaci6 3* = 93 | Solucié: Busguem alguna cosa com
3H1 = 3H2_ g5 gprofitem que el 9=3?, I'equiacié inicial 1a podem escriure

2.
com 3% = (3% i llavors 3% = 326 | per tant, x=2x*6 , que és
unaequacio de 2n grau que s laresoleu dona x,=2 i X,=-3/2.

Ex. 6.- Equacié 10**=1 . Soluci6: x=3 [Suggeriment: com &l 3]
Ex. 7.- Equacié 53 = 25 . Solucié: x=t/5 . [Sugger.: com &l 5]

Ex. 8.- Equacio: \X/g =125 . Solucié: Aprofitem que TA = Ar i
llavors ens queda 5% =125 . S descomponem factorialment e 125
6 5 i per tant, l'equacié ens queda 5% =53. Per tant,
$=3®@ x=3.
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Ex. 9.- Equaci6: /3 =81 . Solucié: x:i% . [Sugg. com € 8]

Ex. 10.- Equacio: 4 2% = 2¥* . Solucié: x=-3 [Suggeriments: el 4

descompondre!l com 2° i després tenir en compte que a 2n membre
5x

quedara 2"*. Com que € primer membre es pot expressar com 23 ,

després I'exercici es conclouria igualant els exponents que tenen els
dosos del primer membrei del 2n membre.]

2.1 ., .,
Ex. 11.- Equacié: 521 = {254 . Solucié: L'equacio la podem

! a/ x2- 2
anar transformant aixi: 521 = (52) “ ®

25%- 26 22 10
21 — . _ 40 o
® 5%*1=(5)"7 ® 2X-1=—5—® A ja &
una equacio que sarregla, queda de 2n grau, saplicalaformulai surten
comasolucions x,=5/2 i Xx,=12.

A continuacié exposem alguns exercicis que es resolen amb canvi de
variable:

Ex. 12.- Equacio: 3+ 5-3* =486 . Solucié: Fem un canvi de variablei
li diem z=3* . Llavors, I'equaci6 inicial quedaria z + 5z = 486, que és
una equacio de 1r grau en z, que té facil solucid. Surt z=81. Per tant, si
z=81, com que z=3" estem dient que 3=81 . Ara es podria
descompondre el 81 factorialment (81=3" i substituir-hi en l'equacio
anterior, quedant 3*=3", que té com asolucié x=4.

Ex. 13.- Equacio: 2¢' - 9:2*+143 = 0. Solucio: L'equacio anterior la
podem anar transformant aixi: 2*2°!- 92*23+143=0. Arafem d
canvi de variable seglient: A 2 li diem z, o sigui, z=2". L'equaci6 que

teniem ens quedaria  z-2'-92-2°+143=0, que arreglada seria
2- 72z+143=0. Aix0 és una eq. de 1r grau que dona z=2, i per
tant, com que z=2, sera 2*=2, i llavors x=1 (ja que I'exponent d'un dos
solt és 1 encara que no es posi).

EX. 14.- Equacio: 2%+22¢14220-D4 2234222 = 3620, Solucio: x=5.
[Suggeriment: com € 13].

Ex. 15.- Equacio: 2X+4*=272 . Com que 4=2°, quedara
X+ (22)=272® 2¥+2%* =272 . Ara fem ¢ cawi z=2° i
queda: z + 72 = 272, que és una eq. de 2n grau que si es resol bé surt
z2=16 i z=-17.

- d z= 16, com que z=2" tindrem que 2=16, i com que 16=2", s
comparem €ls exponents, queda que x,=4.

- 8§ z,/=-17, com que z=2* tindrem que 2=-17, la qual cosa és
impossible, ja que I'exponencia 2* (com totes) no pot ser mai negativa
(sempre és positiva), i per tant, d'agui no surt atra solucio.

En resum, en aquest exercici només hi ha una solucié vaida, que és
X=4.

Ex. 16.- Equacié: 9 - 7.3 = 18 . Podem comencar expressant el 9

com 3 i aixi quedariac 3* - 7-3“= 18. Arafem & canvi de variable z=3

i quedaria z® - 7z = 18 . Aix0 és una eq. de 2n grau que si es resol bé

surtz=9 i z,=-2. Llavors,

-d z,=9, com que z=3*, 9=3", per tant, 3* = 3*i llavors, x,=2;

-8 z,=-2, com que z=3*, -2=3", que no té solucio, ja que I'exponencial
3¥, com totes, és unafuncidé sempre positivai no podra donar mai -2.

Per tant, en aquest exercici I'nica solucio valida és x=2.

Ex. 17.- Equacié: 2¢°+2>*>=320 . Anem transformant |'equacio aixi:
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2028+ 2%.22 =320 --> 2.8+ 24 =320 Arafem € canvi de variable

z=2"i ens queda z-8 + 7z*-4 = 320, que és una equacio de 2n grau que s

esresol besurt =8 i z,=-10.

-§ z,=8, com que z=2" tenim que 2*=8 i com que 8=2° sera 2*=2° , amb
laqual cosax=3.

- § z,=-10, com que z=2" tenim que 2‘=-10, que no té equacio, ja que
I'exponencial 2* (com totes les exponencials) ha de ser sempre positiva.

Per tant, en aquest exercici I'nica solucio valida és x=3.

Ex. 18.- Equacio: 3%V -28 .3+ 3=0 . Després darreglar algunes

coses es podriafer el canvi de variable z=3*. D'aquesta manera surt que

2,731 z,=5. Aleshores,

- S z,=3, com que z=3, tenim que 3'=3, amb la qual cosa x,=1.

- 8§ 275, com que z=3, tenim que 3X:%. Ara bé, com que podem
expressar €l é aixié = 32, tindriem que 3'=32, i llavors, x,=-2.

Ex. 19.- Equacié: 3* + 3" =4 . Aix0 es pot expressar com 3*+3"3%=4,
i @xo com 3X+3-3—1X =4. Si anomenem z=3", ens quedaria aixo: z+§ =4,
Aquesta equacio es pot resoldre multiplicant-la tota per z perque marxi
la z del denominador del 2n sumand (és com reduir a comu
denominador tota l'equacié i tatxant les z dels denominadors iguals que
surten). Quedaria, després de fer aix0, z+3=4z, que és una eg. de 2n
grau, que, degudament resolta, donaz,=3 i z,=1. Per tant,

- S z,=3, com que z=3, queda 3=3, i per tant, x,=1;

-8 z,=1, com que z=3", queda 3"=1, i com que 1 es pot escriure com

3°, tindriem que 3*=3°, i per tant, x=0.

Sistemes d'equacions exponencids:

Ara gue ja dominem una mica la resoluci6é d'equacions exponencials,
podem iniciar-nos en la resolucié de sistemes deguacions amb
exponencials. En ells hem daplicar molts dels "trucs' emprats
anteriorment, per tant, ja us els haurieu de conéixer bé.

Exemples. Resol el's seglients sistemes d'equacions amb exponencials:

. 1 3 =9 . .
Ex. 20.- Sistema: % 32y =3 Li farem els passos seguents:
I 3ty =32 I X+y:2
1 ® | Aquest sistema ja es pot resoldre
,:\ 32x-y:31 ,:\ 2X-y:l q J p

pel métode que vulgueu (substitucid, igualacié o reduccid). La seva
soluci6 és x=1; y=1.

Ex. 21 Sistemati’ x+y=11 Li farem els passos seguients:
ne ,:\ 3x = 32,8V P Segu
I x+y=11 I x+y=11 _ . .
% 9% = 324y ® % X=2+y S aregleu e sistemai € resoleu
ussortira x=13/2 i y=9/2

2309y = 24

3263 = 32,823 La seva soluci6 és x=5/7 ;

I
Ex. 22.- Sistema: 1

1
y=13/7.

Alguns dels sistemes convé resoldrells fent canvis de variable, com per
exemple aguests:
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3% + 26y = 807
15%*%1- 6Y =339
1 36+ 26Y6 = 807 1 3%6*+12%6Y = 807
| 156%6°1- 6Y=339 1 26 - 6Y =339
2a equaci 6, tenint en compte que 15/5=3, i s fem els canvis de variable
. 1 3z+12y=807
t=6", € sistema ens quedaria i
UL 37 6y =339
pot smplificar i resoldre pel métode que vulgueu. El resultat és que
z=125 i t=36, llavors, com que
-z=125 i z=5, sera 125=5*, i com que 125=5° ---> 5°=5*---> x=3
-t=36 i t=6¢", sera 36=6", i com que 36=6" ---> 6°=6" ---> y=2 .

Ex. 23.- Sistema: Convé expressar-lo aixi:

—_— ——

® Ara ala

z=5 | , que es

2% - 1381 =-107

.15
Ex. 24.- Sistema % 82% 2 4 2:8Y*2 = 490

Solucio: x=1; y=3.

3.- LA FUNCIO LOGARISME

Introduccié: Recordeu que la funcié inversa (o reciproca) de l'arrel
quadrada és la potencia que eleva a 2? | recordeu que la funcié inversa
de sinus d'un angle és l'arcsinus? Hi ha moltes funcions que tenen
funcié inversa. La funcié exponencia també la seva funcié inversa és
una funcié que sanomena funcio logaritme.

3.a- DEFINICIO

Es defineix e logaritme d'un nombre positiu X en una base a (major que
zero) com I'exponent y a qual sha d'dlevar la base a per obtenir
nombre X, ésadir,

Si en fer € logaritme en base a de x surt y és perqué a elevat ay donax.

O expressat en llenguatge matematic,
logx=y U

¥ =x

Recordeu que log.x es llegeix aixi: "logaritme en base ade x".

De la mateixa manera que teniem exponencials molt particulars que
corresponien a treballar en base 10 (exponencia de base 10) o en base
"g" (exponencia de base "€"), també hi ha logaritmes en bases
concretes. Aixi doncs,

- log,oX = logaritme decimal (logaritme en base 10) de x. Hem de
destacar que quan es treballa en base 10 moltes vegades no sindicala
base (se sobreentén), és a dir, se simbolitza per log x (i tothom entén
que esvol dir log,X).

- logX = logaritme en base e de x. Hem de destacar que quan es
treballa en base e aquest logaritme també se simbolitza amb moltissma
freqUenciaaixiInx obé L x (quevol dir logaritme neperia dex,
en honor a matematic que € va estudiar -un senyor que es deia
Néper-).

3.b.- REPRESENTACIO DE LA FUNCIO LOGARISME

De la mateixa manera que teniem dos casos a I'hora de representar les
funcions exponencials, segons gue la base a fos mgjor o menor que 1,
aqui, a I'hora de representar la funcié logarisme, resulta que les formes
de les funcions també depenen d'aquest fet; tant és aixi que:
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Cas a1 , Cas aA<1
y=log_x y=log_x

Naturament, per fer la representacio grafica hem hagut d'utilitzar la
calculadora. Aquesta té unes tecles especials que permeten calcular els

logaritmes decimals (log,X) i els logaritmes neperians (In x). Intenteu
localitzar-les. Si voleu practicar, podeu calcular els logaritmes seguients:
-log 5,3 = 0,7242. Que esta fent aqui la calculadora realment? Com que
esta buscant e log,5,3, esta buscant I'exponent al qual Shauria
deevar la base (10) perqué sortis 5,3. El troba i ens diu que aquest
exponent hauriade ser 0,7242, és adir, que si esfa 10°"*=5,3.
-In 0,38 = -0,9676. Que esta fent aqui la calculadora realment? Com
que esta buscant €l logaritme neperia de 0,38, és a dir, busca €l
10g,0,38, esta buscant I'exponent a qual shauria d'elevar la base (€)

perque sortis 0,38. El trobai ens diu que aquest exponent hauria de
ser -0,9676, ésadir, que s fem €°%7°=0,38.
- Un altre exemple senzill és10g1000 (naturalment, si no sindicares és

en base 10). Hauria de sortir 3, ja que 10°=1000. Feu-ho!

Arajapodrieu fer una representacio, fent primer unataulade valors, de
les funcions y=log x i y=In x per veure s efectivament tenen la forma
gue us hem avancat abans. Us adonareu que no podem calcular
logaritmes de nombres negatius o zero (o sigui, € domini de la funcié
logaritme és domf = ]0 , +¥ [, ja que aixd equivaldria a dir que la base
elevada a I'exponent déna un nombre negatiu (cosa que ja sabem de les
funcions exponencias que ésimpossible).

Si anéssiu agafant valors x=0,1; x=0,2; x=0,3; ... ; x=1; x=1,1; ... ; X=2;
... observarieu les propietats seglients:

3.c.- PROPIETATS DE LA FUNCIO LOGARISME
(Mireu les grafiques dibuixades abans)
- Esta definida només per a x>0, ésadir, el seu domini €s]0,+¥ [.

- Es continua en tot I'interval en qué esta definida.
- Es injectiva, és a dir, S y,=y, ---> X,;=X,, 0 més clarament, S

Iogaxlzlogaxz ---> X=X, -

-Va 0 per ax=1 (o sigui, 10g,1=0, ja que I'exponent "y" & qual sha

delevar labase"a" perqué doni "1" és0).

- En cas que la base a sigui >1, llavors 1ogx<0 en x<1 i éslogx>0 en

x>1. En aquest cas, lafuncio és creixent.

- En cas que la base a sigui <1, llavors logx>0 en x<1 i éslogx<0 en

x>1. En aquest cas, lafuncié és decreixent.
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Bé ja hem dit que la funcié logarisme és la inversa de la funcié
exponencial. Aleshores en quins tipus de problemes podrien sortir? Per
exemple en aquells dels bacteris en qué ens donaven € temps i ens
preguntaven els bacteris: s ara ens donen els bacteris i ens demanen €
temps, es pot fer servir lafunci6 logaritme. Vegem-ho:

Ex. 25.- Un bacteri es reprodueix per biparticid, tenint lloc una
biparticio cada cert interval de temps (quan pass aguest interval de
temps hi hauran dos bacteris, quan passin dos intervals de temps hi
hauran 4 bacteris, quan passin tres intervals de temps hi hauran 8
bacteris, etc.). Calcula e nombre dintervals de temps que han de
transcorrer perqué hi hagin 4096 bacteris.
Solucié: S anomenem B a nombre de bacteris i "n" a nombre
dintervals de temps, la formula que ens dona e nombre de bacteris
sera B =2". S féssm unataula de valors quedaria aixi:
Neintervals 0 1 2 3 n
transcorreguts (N)

N° bacteris (B) 1 2 4 8 B=2"=4096

Per tant, 2'=4096. Qué hem de fer, doncs? Hem de buscar € nombre n
al qua shadelevar 2 (base) per trobar e 4096, és a dir, necessitem
calcular € 10g,4096 (aix0 éslan buscada).

Realment, s 2'=4096, podem utilitzar els métodes vistos en pagines
anteriors per resoldre-ho. Podem descompondre factoriament el 4096
(surt 2%), i aleshores, @ que hem de resoldre és 2'=2", i per tant, n=12,

és adir, I'exponent al qual hem d'elevar la base (2) perque surti 4096 és
12, és a dir, 12=109,4096. Aleshores, haurien d'haver transcorregut 12
intervals de temps perqué hi haguessin 4096 bacteris.

Vosaltres pensareu que... i S resulta que no es pot fer la descomposicio
factorial perqué tenim un nombre decimal o senzillament no surten
poténcies de 2? Aleshores hauriem de recorrer a la calculadora, pero

atencid! Resulta que la calculadora no pot fer logaritmes en qualsevol
base! Només pot fer logaritmes decimals (en base 10) i logaritmes
neperians (en base "€"). Com ho fem, doncs?

No hi ha problema, ja que existeix una férmula que permet canviar de
base els logaritmes, és a dir, S jo necessito fer 109,53941,23 i la meva
calculadora no té tecla per fer logaritmes en base dos, no passa res,
existeix una formula (que veureu una mica mes endavant) que permet
calcular aguest 109,53941,23 utilitzant logaritmes en bases que si tingui
la calculadora (base 10 o base "€").

Perd i s arribeu a un examen i no us recordeu de la formula del canvi
de base de logaritmes? Tampoc no hi ha problema: hi ha una senzilla
propietat dels logaritmes que permetria resoldre el nostre problema dels
bacteris sense complicar-nos massa la vida, utilitzant I'esmentada
propietat: Aquesta propietat és la seglient:

log,b"=c-log.b
Es adir, s hem de fer € logaritme d'una poténcia, € resultat és com s
multipliquéssim I'exponent de la poténcia pel resultat de fer e logaritme
de laquantitat en qliestio perd sense |'exponent.
Com podem aplicar aix0 a nostre exercici dels bacteris? Recordem que
teniem que 2'=4096. Aqui jo puc fer un "truc", que és fer € logaritme
(en la base que jo vulgui, per exemple, en base 10, que la té la
calculadora) as dos membres de laiguatat. Em quedaria ara aixo:

log 2"=log 4096
Ara bé, s tinc en compte aguesta propietat dels logaritmes que hem
comentat ara mateix, I'exponent n podria passar davant del log 2
multiplicant-lo:

n-log 2 = log 4096
Arad log 2 i € log 4096 (en base 10) es puc fer amb la calculadora
tranquil -lament, i I'equaci anterior em queda:
n-0,3010299957=3,612359948
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. ] 3,612359948
" ' ———— = m ' !
i 9 aillem d'agui lan surt n 0.3010299957 12 (com erad'esperar!).

Ja veieu doncs, com sempre, que hi ha moltes maneres diferents de
resoldre un mateix problema.

Ex. 26.- Recordeu e problema de la desintegracio radioactiva? El
tenieu a final de la pag. 3 i principis de la 4. Deia que una substancia
radioactiva es desintegrava seguint la férn?ul a seglent:
Nt = No Xg 1000

Ens deien que N, era e nombre de particules que quedaven en un
instant t. N, era & nombre de particules que hi havia en t=0
(inicidment). El temps (t), en laférmula, shavia de posar en segons.
Imaginem-nos ara que hi una petita fuita radioactiva en una part
localitzada d'una central nuclear que és a prop de casa nostra i ens
diuen que e material radioactiu que surt té una formula de
desintegracio que és I'anterior. Ens interessaria saber per exemple,
quant de temps hauria de transcorrer perque la meitat d'aquest materia
hagués desaparegut.
Solucio: S inicidment hi havia N, particules, quan hi hagin la meitat, €l
Nt:% (clar, la meitat de les inicials). Llavors, podem posar aquesta
conclusio en Iat formula de la desintegracio, i quedaria:
% =Np xe" 10 ® S dividim tota l'equaci6 per N, marxen i queda:

t t
% =e w0 ® O0,5=€e 10 Ara podem fer com hem fet abans quan
hem utilitzat aquell truc: fer el logaritme (en base 10 per exemple) de
cada membre de laigualtat. Quedaria: 10g0,5 = loge 0o ®
Ara, s utilitzem la propietat de que fer e logaritme d'una potencia
equival a multiplicar I'exponent de la poténcia pel logaritme de la
quantitat (sense I'exponent), ens quedaria:

— t — t ‘
log0,5=- 000 loge® - 0,3010299957 = - Too >0, 43429448,

t=: 0,3010299957:4000
T -0,434294482

= 693,147 s= 11min 33,147 s de temps.

A més a més daguesta propietat que hem esmentat per resoldre €
problema dels bacteris 0 € de la desintegracio radioactiva hi ha atres
propietats interessants. Son les segiients:

3.d.- PROPIETATS DELS LOGARISMES

Les propietats dels logarismes son les seguents:

a)| %X =x b)|log,a=1 c)|log.a* = x

d) | logax" = n¥og_x e)|l0ga ¥X = 5x0g X

f) | loga(x%) = log x +log,y g) Iogag%gzlogax- log,y

h| logix = - log X

Demostracions:
.Delaa); a%%X =X .Aixd éscert, jaques elevem"a' a nombre a
qual shadelevar a perqué doni x, naturalment, donara x.

- De la b): Iogaa: 1, jaque l'exponent a qual sha delevar la base
(a) perque surti e nombre en quiestié (a) és1: Esdclar, a'=a.
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-Delac): Iogaax =X , jaque I'exponent a qual shadeevar labase
(a) perque surti la quantitat & , naturalment, és x. Es clar, a=a.

logaX" =

. De la d): =nXN0g X . Podriem mirar s eevant "a' a

aguestes dues quantitats surt € mateix. Si sortis, aguestes dues
guantitats seran igualsi ja estaria demostrat. Fem-ho:

ol
a09.x" = g™ogx ® glodX" = ga'ogaxg . Tenint en compte

la propietat @) en e 2n membre de l'equacio ens quedaria
n

al%%x" = (X) " cosa que és certa, ja que com que € log, X" és €

nombre a qual shad'devar la"a" perqué doni X", aleshores, s tenim

"a' elevat a aquest nimero (en & 1r membre) sortira X", que és €

que hi ha a 2n membre, i llavors és veritat, per tant, la propietat ja
esta demostrada.

- De la €: logayX :%X|0gax. Com que les arrels es poden
expressar en forma de poténcies d'exponent fraccionari, tindriem:

1
logaxn :%XIogax . i s ara apliquem la propietat d) a 1r
membre quedaria =X 0g X = 1 x0g,> . Per tant, si es compleix.

-Delaf): loga(X xy) =log_x +log,y. Podriem fer:

al99(%%) = gloex0g.y ® xy = a'%%%@!%Y ® xy = Xy
(per tant, si es compleix).

-Delag): |09a§8:|09ax' log,y . Podriem fer:

Iogax

Iogaeyﬁ — Alog x-log.y &0 — X — X ]
a =% 0 ® & alc)gay® y = y Per tant, si.
‘Delah): logix=-log,x .S logix=-log,x axo vol
- logax
dquueg%g =X® a%*=x® X=X . Per tant, era
correcte.

Exemples d'aplicacio d'aquestes propietats:

Ex. 27.---> log 10000 = log 10*= 4-log 10'= 4-1= 4 (recordeu que S
no sindicala base, estem treballant en base 10).

Ex. 28.--->10g,81 = log,3'=4-log,.3=4-1=4

EX. 20> logiTz =log5%=-31og5=-3 - 1= -3

Ex. 30.---> l0g, 9 = 109,95 = l0g,3: = 2 xog,3 =2 x1 = 2

Ex. 31.---> log (6x°) =log 6 + log (x) =log 6 + 2 - log x [Observacio:
com gue 6=2-3, podriem posar log 6 = log (2-3) =log 2 + log 3]

Yo <81

Ex. 32> |0g;——57—

= 10g,&/9 %81 § - log,(3592) -

Pag. VI. 11



=log, 9 +log, ¥81 - Fog,35 +10g,928 = log, V32 +
+I0g3\3/¥ - |0g335_ |0g3(32)2 = |Og33% +|0g33§ -5- 4=

_2_,4 _ 6,16 108 _ 8 _ 43
=4t3 9=t L= 2%
Ex. 33.--->També es poden agrupar coses, com en aquest exemple, per
s ensinteressés per qualsevol motiu: 2 logx + 5 log,y = log.x*+log,y’=

=log,(x*y’)

3.e- CANVI DE BASE DE LOGARISMES

En preguntes anteriors hem dit que la calculadora no té una tecla que
serveixi per calcular un logaritme en qualsevol base (només pot fer
logaritmes decimals i neperians). Perd aixo no és un problema, ja que hi
ha una formula que ens permet calcular qualsevol logaritme en funcio
de logaritmes en una base que ens interessi. La formula és aquesta:

log,x
log, b

log,x =

s I A=log x® a*=x

Demostracio: S anomenem | B
i B=log x® b®=x

i acontinuacié prenem logaritmes en la base que ens interessa (base a),

I
loga'=logp® -~-> A =B - logp > logp =& > log,x = lzgaz

® at=hB

(com voliem demostrar).

EX. 34.- Com a exemple, podem calcular € 10g.8,3 amb la formula del
canvi de base i la calculadora. [Suggeriment, la base "a' que sigui la

base 10, és a dir, €s logaritmes que surten a 2n membre de la férmula
del canvi de base que acabem de demostrar, que siguin logaritmes
decimals, que els pot calcular la calculadora]

Solucic: log,8, 3 = o = (R0 = 1,3149033

Ex. 35.- Cacular 109,0,0397 . Solucio: -2,3273.

Ex. 36.- Calcular 109,485 . Solucio: 3,17797.

3.f.- EQUACIONS AMB LOGARISMES

Per resoldre equacions que contenen logaritmes moltes vegades és (til
intentar que quedi alguna cosa com log,H,=log.H, per després poder dir
que H,=H,, i dagui treure la incognita. Per resoldre eguacions amb
logaritmes haureu de coneixer perfectament les propietats dels
logaritmes.

Exemples:

Ex. 37.- Equacio: log x =1log 40 - log 10 --->log x = log ‘11—8 >
logx =log4--->x=4.

Ex. 38.- Equacio: log 2x = log 250 - log 5 ---> ES pot procedir de la
mateixa manera que abans, i resultax = 25.

2
Ex. 39.- Eq.. % =2 -->log 2 + log (11-x?) = 2-log(5-x)

--->log [2:(11-x?)] = log (5-X)? ---> 2:(11-x%) = (5-%°) ---> Aix0 és una
equacio de 2n grau que s sarreglai saplica la formula surt x,=1/3 i
X,=3.
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Ex. 40.- Equacié:  log(2%X)*™ +10g1250 = 4 ®

(Si ens adonem que & 4 es pot escriure com log 10* tindrem)

log §1250 X2 *)**f| = log 10* ® §1250 x(2% %)*™}= 10* ®
12502+ =10000® 24X =20 @ 24X =8® 2+ =2°®
4-X2=3 > 4-3=X2 ---> 1=x% > x=+,[1 = +1

Ex. 41.- Equacié: log y3x+1 - log/2x- 3 =1- log5 --> En € 1r
membre de I'equacié utilitzo que la resta de logaritmes és € logaritme
del quocient. En e 2n membre puc expressar el 1 com log 10 --->

T 3x+1 10
IogJ_ log10- log5® log / Iog ®
log /2= =10g2® [322 =2@ &322 g =22@ X2 =4

--> 3x+1-4-(2x-3) ---> ., --->Xx=13/5

Ex. 42- Equacié: log (7x-9)° + log (3x- 4 = 2 --->

log &7x- 9)* X(3x- 4)20 log102 ® log[(7x- 9)(3x- 4)]?:

=log 10° ---> [(7x-9)(3x-4)]*=10" . D'aqui, S trec €ls quadrats fent les
arrels, hem quedarien dos possibles equacions, tenint en compte que les
arrels poden sortir + 0 -:

a) (7x-9)(3x.4)=+10 (que és una eg. de 2n grau i S Sarregla es pot
resoldre)

b) (7x-9)(3x.4)=-10 (que és una dltra eq. de 2n grau i S sarregla també
es pot resoldre).

Ex. 43.- Equacié: 3log x - log 32 = log (x/2) ---> Solucions. x= -4;
x=4 (x=0 no val, jaque sortiriaun log O en I'equaci6, pero no existeix €
log 0).

Sistemes d'equacions amb logaritmes:

La maor part dels sistemes es poden resoldre utilitzant e fet conegut
que logH,=logH, implica que H;=H, . Altres sistemes es poden
resoldre fent un canvi de variable. Ara veurem uns exemples:

1 2logx- 3logy=7

Ex. 44: Sistema | Aquest exemple es pot fet
i logx+logy=1
} 1og@0 =10g107
agrupant en cada equaci0 per separat i queda | ey 0 ®
} log(xy) =log10*

-‘1- X—2 = 10000000
® |

1 w 10 i xy=10

queda x—ly, gue subgtituit a la 1la equacié

12 = 10000000y ® 100 = 10000000y> ® y5 =

= 5/100000 ® y=1® comquex=7 ® x=2

10

2 _ 3
1 x2 = 10000000y S dllem de la 2a eq.

dona
®

ooooo
= 100

Aquest exercici també es podia haver fet fent un canvi de variable, que
és e seglient: z=log x ; t=logy . D'aquesta manera €l sistema inicial
quedaria aixi:

1 22-3t=7 . . z2=2
i gue es pot resoldre facilment i surt
1 z+t=1

Aleshores, gi...
- z=2, com que z=log x --->log x = 2 --> x = 10° ---> x = 100
-t=-1, com quet=logy --->logy =-1-->y = 10" --->y = 1/10
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i, logx - log5y = 3x0g5
i logx® - logy? =log2*
resoldre aquest sistema seria agrupar (com hem fet al 1r métode pel
qual sharesolt I'exercici anterior), i lasolucio sortiria;

_ 24 _ 5= 2% _ -
X=5= 4,09640°° | Y=z = 6,553630 8
i la segona manera de fer-ho seriafer aixo:
1 logx- (log5+logy) =3xog5 1 logx- log5- logy =3x0g5
% 3X¥ogx- 2Xogy =4 x0g?2 % 3X¥ogx- 2Xogy =4 x0g2

Ex. 45.- Sistema Una forma de

1 logx- logy =3xo0g5+log5 logx- logy =4 xog5
% 3Xogx- 2Xogy =4 x0g2 3xogx- 2xogy=4x0g2
Arabé, e log 5 € podem calcular amb la calculadorai € log 2 també
per tant,
1 logx- logy =4 x0, 69897 logx- logy = 2, 79588
1 3xogx- 2xogy=4>0,301023 3xXogx- 2Xogy = 1,20412
| araes podriafer un canvi de variable per exemple, que fos
z=logx ; t=logy, iquedariaun sistemaaixi:
1 z- t=2,79588 z=-4, 87 4
1 3z- 2t=1,20412 t=-7,18352
- & z= -4,38764, com que z=log x --> log x=-4,38764 -->
x=10*%"%=4,096-10",
s t=-7,18352, com que t=log y -->
y=10718%2=6 5536-107% .

N
Ve
A

Lasolucié del qua és , i llavors

log y=-7,18352 -->

x =70
ogx+l gy=3
agrupar a la 2a equacié [que quedi log(xy)=3, i aixo vol dir que
xy=10°=1000, i aix0 faria que & sistema quedés aixi:

Ex. 46.- Sistema El suggeriment per fer-ho és

x+y=70
xy = 1000
possibles solucions:

-laprimera és que x,=0,0429 i y,=69,957

-1 lasegona és que x,=69,957 i y,=0,0429.

, que es pot resoldre per substitucid, sortint dues

1 logx?- logy® =7
Ex. 47.- Sisema | o9 ody

i log(xy) =1
fer-ho agrupant la 1a equacio i desprésla2a, i resolent €l sistema, o bé
desenvolupant les expressions que surten i fent un canvi de variable
(com al'exercici 45 per exemple).

Lasoluci6 és. x=100 i y=1/10=0,1.

Suggeriments.  Podeu
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