Solucions d’alguns problemes de Geometria afí del llibre (posicions relatives de recta i pla).
Exercici 30 pàg. 127.
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30. @) Com que la recta ve donada per les seves equa-
cions implicites i el pla per la seva equacié gene-
ral, per determinar la seva posicié relativa hem
d’estudiar la compatibilitat del sistema format per
aquestes equacions:

3x+y-11=0 3x+y=11

z-1=0¢ = z= 1

3x-y+7=0 3x—y=-7
Lo Ll

M|=]0 0 1|=620=
B Sy 10

= rang (M) =3 = rang (M') =3

Com que rang (M) = 3 = rang (M’), la recta i el
pla es tallen en un tnic punt, és a dir, s6n secants.

b) Observem que el pla T és precisament el que cor-
respon a la segona equacié que ens defineix im-
plicitament la recta r; per tant, la recta r esta con-
tinguda en el pla 7.

¢) Estudiem la compatibilitat del sistema format per
les equacions implicites de la recta i I'equacié6 ge-
neral del pla:

x—-by=0 x—-b6y= 0
X+y+tz= 2

8x-y+2z=-3

x+y+z-2=0; =
3x-y+2z+3=0

1 -5 0
M =f1 1 1f=-5%0=
3 -1 2

= rang (M) =3 = rang (M) =3

Com que rang (M) = rang (M) = 3, larectai el
pla es tallen en un tinic punt, és a dir, s6n secants.

d) Expressem la recta mitjangant les seves equacions

implicites:
z==1

Estudiem la compatibilitat d’aquestes equacions i
la general del pla:

y=-2
z=-1
bx—y+2z~1= 0
pero, atesa la senzillesa d’aquest sistema, podem

fins i tot resoldre’l directament substituint en la
tercera equacio les dues primeres:

bx—(-2)+2-(-1)-1=0 =

=X = y==-2,z=-1

g 2

e)

D

Per tant, la recta i el pla sén secants en el punt

1%
b

Com que tant la recta com el pla vénen donats per
la seva equaci6 vectorial, per veure quina és la seva
posici6 relativa hem de comencar esbrinant si els
seus vectors directors sén linealment dependents
0 no.

Analiticament, aixd correspon a comprovar si la
matriu que té per columnes les components d'un
vector director de la recta i dos vectors directors
del pla (linealment independents) té determinant
nul o no.

Utilitzem els vectors directors donats per I'equacio’
vectorial:

10 1
11 0|=0
1 2 ~1

Per tant, el vector director de la recta és combina
ci6 lineal dels del pla.

Per tant, la recta és parallela al pla o hi esta con-
tinguda.

Per a determinar quina és la situaci6, veiem si un
punt qualsevol de la recta pertany també al pla. Per
exemple, A = (=3, 2, —b):

-3=0+p - p=-3
2=4+A - A=-2
-5=1+2A—-p -5#1-4+3

Com que no es compleix, la recta és paral-lela al pla.

Un vector director de r és (1, 0, 3), i dos vectors
directors del pla (independents) sén (1, 5, 1) i
(3, —2,0).

1 & 3
Comque [0 5 —2|=-49 # 0,els vectors
21T 0

directors de la recta i del pla s6n independents, la
qual cosa significa que la recta i el pla s6n secants.




Exercici 59 pàg. 135.
Observeu que a l’apartat a) cal comprovar la posició relativa del pla (: x+3y+z-1=0 i la recta r:
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. En l’apartat b) cal comprovar la posició relativa del pla (: 5x+y=0 i la recta 
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. Aquí la determinació dels rangs s’ha fet esglaonant (fent reducció de Gauss). La solució del sistema (el punt de tall) s’ha trobat resolent el sistema esglaonat per substitució regressiva. En la solució que apareix a continuació el llibre s’ha saltat molts passos.

[image: image4.jpg]59. Com que el pla ve donat per la seva equacié general i
la recta per les seves equacions implicites, per a estu-
diar-ne la posici6 relativa el més senzill és estudiar la
compatibilitat del sistema format per aquestes equa-
cions:

a) x+3y+z=1
2x—-y+z=4
x+y=0

Calculem rang (M) i rang (M) esglaonant M’

TS e L
PR (s I (B
Ll el W
1. - % 1 1
Fa>F—2F,
Fy— Fy—F, 0o -7 -1 2
= 0 -2 -1 | -1
s 1 1
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PR B 5 11
0o 0 ——| -—
7 7

Com que rang (M) = rang (M’) = 3,larectaiel
pla es tallen en un punt.

El punt de tall és Lgl-,—gl,—l—l !
85" 35 b
b) bx+y= 0
x-by=-3
z= 0

i si esglaonem M”:

5. 10 0
1 =5 0 |"=3
0 "0" 1 0

1 -5 0 | -3
Fok |5 1 0| 0
—
0o 01| 0
1 -5 0 | -3
FoF-5F (g 926 0 |15
—_
o 01| 0

Com que rang (M) = rang (M') = 3, larecta €s se-
cant al pla.

El punt de tall és -1,-12,0 .
26 26





Posicions relatives de recta i pla (amb paràmetre)

Exercici 35 b) pàg. 130.
En la solució que es presenta a continuació la discussió del rang de M i M’ (matriu del sistema i matriu ampliada del sistema) s’ha fet esglaonant (per reducció de Gauss), però també es podia haver fet per menors. Si s’hagués fet per menors calcularíem els valors del paràmetre m que fan que |M|=0 (ja que M és quadrada) i això ens diria els casos a analitzar. Com que surt m=0 els casos a analitzar serien m=0 i m(0.

[image: image5.jpg]b) Expressem la recta r mitjancant les seves equa-
cions implicites:
(x,¥,2) =(0,0,1) +k (m, 1, 0)

i substituint la segona equacié en la primera:

X = ym X—my =0
=1 ’ A=l

Ara que tenim la recta i el pla expressats mit-
Jjancant les seves equacions implicites i general,
per decidir la posici6 relativa de r i 1, segons el va-
lor del parametre, hem de discutir el sistema for-
mat per aquestes equacions en funcié del pa-
rametre:

x—my= 0

zZ=1

X+my+z=-1

Calculem el rang de la matriu de coeficients i de la
matriu ampliada:

0 0 1 1
1 m 1 |-1
Fy = Fy— F; 1. =m 0 0
- 0 0 1 1
0 2m 1 | -1
Fs>F-F, I -m 0] 0
B 0 0 1 1

0 2m 0 | -2
Comque2m =0 ¢ m = 0, tenim que:
® Sim # 0, rang (M) = rang (M) = 3; per tant, la

recta i el pla es tallen en un tinic punt, de coor-
denades:

z—my =0
z =il =>x=-l,y=-=,2z=1
2my = -2 "
® Sim = 0, rang (M) = 2i rang (M') = 3; per tant,
larecta i el pla s6n parallels.
Sim # 0, larectaiel pla es tallen en el punt de

1
coordenades(—l, —-_— 1) isim =0, sé6n paral-
m

lels.




Observeu que al final de l’exercici han donat un resum de conclusions. Per al cas de SCD, el punt de tall es pot calcular usant substitució regressiva quan la matriu M’ està totalment esglaonada o bé usant Cramer, ja que en aquest cas els rangs de M i M’ són 3, igual que el nombre d’incògnites i el d’equacions.

Exercici 62 pàg. 135.
[image: image6.jpg]62. Ladeterminaci6 de la posicié relativa d’una recta i un
pla es fa a partir de I'estudi dels rangs de les matrius
M i M’ associades al sistema format per les equacions
implicites de la recta i I'equaci6 general del pla. En el
nostre cas:

mx—-3y+2z=1
Sx+y=1
2x—-y+mz=1
I'si calculem el determinant de M:
m;, =3 2
M=[3 1 0 :-3.‘
2 =1 m

=9m-6+m?2-4=m2+9m-10

-3 2‘ ‘m 2’
+ =

-1 m 2 m

Comque0=|M|=m?+9m-10 & m=1 o0 m=

=-10, tenim que:

eSim# lim# —10, M| # 0 = rang (M) =3 =
= rang (M') = 3; per tant, en aquest cas el plaila
recta es tallen en un punt.

e Sim = 1, tenim el sistema:

x-3y+2z=1
3x+y=1
2x—y+z=1

I'si calculem els rangs de M i M':

3 1

0 1=—5¢0=>ra.ng(M)=2,I‘«mg(M')22

1 =3 1
3 1|1|=0= rang (M) <3
2 =Ll

Per tant, rang (M) = rang (M') = 2 i en aquest cas
el pla conté la recta.

e Sim = —10, tenim el sistema:

~10x-3y+2z=1
3x+y=1
2x-y-10z=1

I'si calculem els rangs de M i M':

Z 1:—5¢0=>rang(M)=2ira.ng(M’)22
-10 -3 1
3 1|1] =-22#0 = rang (M) =3
2 -1]1

Per tant, rang (M) = 2 i rang (M) = 3; aixi, doncs,
en aquest cas la recta és parallela al pla.
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