PROBABILITAT

1. Experiment aleatori. Espai mostral associat

1.1. Concepte d'experiment aleatori.

Definicid : Un fenomen o experiéncia es diu aleatori quan al repetir-lo en condicions analogues no
es pot predir el resultat. Si per contra, es pot predir el resultat d’una experiéncia encara abans de
realitzar-la, es diu que I’experiment és determinista.

Sén fenomens aleatoris :

- Extraccio6 d’una carta de la baralla.

- Llangament d’un dau.

- Respostes a una enquesta.

1.2.  Espai mostral. Esdeveniment elemental.

Definicio : El junt de tots els possibles resultats d’un experiment s’anomena espai mostral

Exemple:

L’espai mostral de I’experiment que consisteix en llancar una moneda enlaire tres vegades és:
E = {(c,c,c),(c,c,x),(c,x,c),(X,c,c),(X,X,C),(X,c,X),(C,X,X),(X,X,X) }

Cadascu dels elements de I’espai E s’anomena esdeveniment elemental

1.3. Esdeveniment . Esdeveniment impossible o nul. Esdeveniment contrari.

Definicio : Sigui E I’espai mostral d’un experiment aleatori. Es diu esdeveniment a tot subconjunt de
I’espai mostral E.

Un esdeveniment pot determinar-se per extensié (enumerant els elements) o donant una propietat que
es verifica per, i només per, els elements d’aquest subconjunt.

Direm que un esdeveniment A se verifica quan al realitzar I’experiment s’obté com resultat un dels
esdeveniments del conjunt A

El conjunt format per tots els esdeveniments de I’espai mostral es diu espai de esdeveniments (S). Es
a dir, I’espai de esdeveniments esta format per tots els subconjunts de I’espai mostral.

Si I’experiencia aleatoria és, per exemple, llancar una moneda , I’espai mostral és E={c,x} i I’espai
d’esdeveniments és S= {¢, {c}.{x}.{c,x}}

Els esdeveniments ¢ i E es diuen esdeveniment impossible i esdeveniment segur: L’esdeveniment
impossible és aquell que mai es realitza, i el esdeveniment segur és el que es realitza sempre.

Donat un esdeveniment A , es diu esdeveniment contrari o complementari d*A , i es representa per

A, al esdeveniment que es realitza quan no es realitza A i reciprocament.
E

A

>|

L’esdeveniment contrari d’E és ¢ y reciprocament.

Nota: Un esdeveniment A es diu que esta contingut en un altre B si sempre que es verifiqui A
es verifica B. Es representa AcB

E
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1.4 Operacions amb esdeveniments.

Unio de esdeveniments.

Donats dos esdeveniments A i B es diu unio d’A i B i es representa per AU B  al esdeveniment que
es realitza quan es realitza algun d’ells, A o B.

E A

Interseccié de esdeveniments.
Donats dos esdeveniments A i B, s’anomena interseccié d’A i B i es representa per A N B, a
I’esdeveniment que es realitza si i només si es realitzen simultaniament A i B.

E

Dos esdeveniments A i B la interseccié de la qual és I’esdeveniment impossible es diuen
esdeveniments incompatibles. ( evidentment dos esdeveniments contraris son sempre incompatibles).

Diferencia de esdeveniments.
Donats dos esdeveniments A i B, s’anomena esdeveniment diferéncia d’A i B i s’escriu A\B a
I’esdeveniment format per tots els esdeveniments d’A que no son de B, o sigui

E A . B
Propietats de la unio i interseccié d’esdeveniments.
UNIO INTERSECCIO
1. Associativa (AUB)UC=AU(BUC) (A~B)NC=AN(BNC)
2. Commutativa AUB=BUA ANB=BNA
3. ldempotent AUA=A ANA=A
4. Simplificativa AU(BNA)=A
AN(BUA)=A
5. Distributiva AU(BNC)=(AUB)(AUC)
AN(BUC)=(A~B)U(ANC)
La uni6 i la interseccié de dos esdeveniments contraris és:
AUA=E ANA=J

Consequéncies:
1) AUO=¢ , And=¢

i) ANE=A, AUE=E o o
iii) Lleis de Morgan: ANnB=AUB, AUB=ANB
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2. Probabilitat.

2.1 Definicid de fregiiéncia absoluta y relativa de un esdeveniment.

Propietats.

S’anomena frequiéncia absoluta d’un esdeveniment A al nombre de vegades que es verifica A al
realitzar I’experiment un nombre determinat de vegades.

S’anomena frequéencia relativa d’un esdeveniment A al quocient entre la seva frequéncia absoluta i el
nombre de vegades que es realitza realitzar I’experiment .

f(w)=-=

n : nombre de vegades que s’ha realitzat I’experiment.

Exemple:

Realitzem un esdeveniment, com per exemple, llancar una moneda 15 vegades, i anotem els resultats:
8 cares i 7 creus.

Diem que la fregiiéncia absoluta de I’esdeveniment {treure cara} ha estat de 8 i la de I’esdeveniment
{treure creu} ha estat de 7.

També diem que la freqliéncia relativa de I’esdeveniment "cara™ en la repeticié d’aquest experiment
aleatori ha estat de 7/15 i la de "creu™ de 8/15.

Propiedades :
O @ ®
0<f(A)<1| f(E)=1|SiAnB=J— f,(AuB)=f (A)+ f.(B)

2.2 Introduccio al concepte de probabilitat com a limit de fregiiéncies.

La freqiencia relativa d’un esdeveniment tendeix a estabilitzar-se cap a un nombre a mesura
que el nombre de proves de I’experiment aleatori creix indefinidament.

Aquest nombre al que la freqliencia relativa s’apropa a mesura que és major el nombre de
proves realitzades, ho cridarem probabilitat de I’esdeveniment.

2.3 Definicid axiomdtica de probabilitat.

Sigui E I’espai mostral d’un experiment aleatori. Una probabilitat en E és qualsevol funcié P
que assigna a cada esdeveniment A un nombre real P(A) que compleix les seglents
propietats:

Al> 0<PA)<1

A2-> P(E)=1

A3 > Si AnB=¢ (Ai B incompatibles) - P (AUB) = P(A) + P(B)

Aquests condicions reben el nom d’axiomes de la probabilitat

2.4 Propietats de la probabilitat.
1- P(p)=0

2- P(A)=1-P(A), V AeP(E)
3- Si Ay B son esdeveniments tales que AcB, llavors P(A)<P(B)
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4- Si A i B son dos esdeveniments no necessariament incompatibles, llavors:  P(AUB)=P(A)+P(B)-
P(ANB)

5- Generalitzant :
P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) - P(AnB) -P(AnC) -P(BNC) +P(AnBNC)

6- .P(A\B)=P(A)-P(ANB)

Exemple:
Considerem els esdeveniments A={2,4,6} i B={3,6} i calculem :

4 1
AuB:{2,3,4,6},AmB:{6},P(AUB):E,P(AmB):E
Es compleix la igualtat abans relacionada 4 +2 L
ix laigu i L=t ==
P g 6 6 6 6

2.5. Reglade Laplace.

Si els resultats d’un experiment aleatori sén equiprobables , llavors la probabilitat d’un
esdeveniment A és:

n° de casos favorables
n° de casos posibles

P(A) =

3. EXPERIMENTS ALEATORIS COMPOSTOS

Son el resultat de fer, I’un rere I’altre una série d’experiments aleatoris simples Aquests
experiments porten associats els anomenats esdeveniments compostos

Exemple:
Llancem enlaire una moneda i un dau . ;Quin és I’espai mostral? ¢Quines son les probabilitats de cada
esdeveniment ? Podem obtenir I’espai mostral mitjangant una taula

01112 |3 |4 |5 |6
c |cl|{c2|c3|c4|c5]|cb
X | x| x2 | x3|x4|x5]| x6

Per la qual cosa, E:{Cl,CZ,CS,...,XG} i son tots equiprobables, per tant
1

P(el) = P(c2) =...= P(x6) =
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Perd no sempre es pot obtenir I’espai mostral i, per tant, a vegades es convenient seguir un altre cami
gue consisteix en determinar la probabilitat de I’esdeveniment compost a partir de les probabilitats
dels esdeveniments simples que el componen. Per exemple, en el cas anterior, podiem haver fet un
diagrama en arbre:
18 7z ™=
[
3<X
4= 12
g™ 5=

1ra
/& 6<E
1id o
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La probabilitat d’obtenir un 1 al dau i una c a la moneda sera P(1,c) :%% = %

També en el llangament de dues monedes ( que és el mateix que el llancament d’una moneda
dues vegades, la probabilitat d’obtenir primer una creu i després una cara és
11

1
=523

4.Probabilitat condicionada. Esdeveniments dependents

4.1. Definicid de probabilitat condicionada.

Quan es realitza un experiment aleatori compost de dos ( 0 més) experiments simples , a
vegades la probabilitat de un determinat esdeveniment al segon experiment depen del que
s’hagi obtingut al primer experiment.. Diem que la probabilitat del segon esdeveniment esta
condicionada pel primer

Exemple:
Els resultats d’una enquesta sobre la actitud politica de 334 persones és::

HOMES DONES TOTAL
DRETES 145 42 187
ESQUERRES 31 Q& 147
TOTAL 126 138 334

Sigui A :“ser home” vy B :“ser de dretes”. Es tria una persona a I’atzar, quina és la
probabilitat que sigui de dretes sabent que és home?

) - .14 .
Evidentment la probabilitat demanada és : ﬁ doncs hi ha 196 homes dels quals 145 so de dretes.

Aquesta probabilitat és la que anomenarem probabilitat condicionada de I’esdeveniment B respecte
a I’esdeveniment A.

D’una altra manera, la probabilitat condicionada d'un esdeveniment B respecte d’un altre A és la
probabilitat de I’esdeveniment B sabent que préviament ha ocorregut I’esdeveniment A.

Definicio : Es diu probabilitat condicionada de I’esdeveniment B respecte de I’ esdeveniment A, i la
denotarem per P(B/A), al quocient :

P(AMNB)

PBIA= 5 A)

si P(B) = O

Analogament podem definir P(A/B).
De I’anterior es dedueixen clarament les relaciones seguents :

P(ANB)=P(A) - P(B/A)
P(ANB)=P(B) - P(A/B)

4.2 . Esdeveniments dependents.

Exemple:
Considerem I’experiment de treure una bola d’una bossa que conté 2 boles blaves i 1 de verda, i ,
sense tornar-la a la bossa, treure’n una altra bola.
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Assignem una probabilitat a aquest esdeveniment de la forma seguient
Primera extraccio: P(verda)=1/3 i P(blava)=2/3
Si hem tret una bola verda, ens queden 2 de blaves. La probabilitat és:
P(blava/verda)=1.
Pero, si la primera bola que traiem és blava, ens en queden 1 de blava i 1 de verda per a la segona
extraccio, amb la mateixa probabilitat. Per tant:
P(blava/blava)=1/2.
En un diagrama en arbre estructurem els diferents resultats i la seva probabilitat:

la extraccio ] 2a extraccio Resultat Probabilitat
143 verda ——— blava {verdablava) 1/32-1=1/3
1/2 _
wverda  (blavaverda) 23 - 172 = 1/3
2/3 "\ blava <
1/2 blava (blavablava) 23 -1/2=1/3

La suma de les probabilitats dels esdeveniments elementals de I’experiment compost és sempre igual a
1.

La probabilitat que es produeixin dos esdeveniments A i B és igual a la probabilitat que es
produeixi el primer (A) per la probabilitat que es produeixi el segon després d’haver-se produit
el primer(B/A).

Per escriure-ho, utilitzem una d’aquestes expressions:

P(A+B)=P(AnB)=P(A B)=P(A)*P(B/A)

4.3. Esdeveniments independents
Definicio :  Dos esdeveniments A i B s’anomenen independents si
P(B) = P(BIA)

Exemple

Fiquem en una bossa 2 boles blaves i 1 de verda. En traiem una bola, I’anotem el color i la tornem a la
bossa. Després, en traiem una altra i I’anotem el color. S6n extraccions amb devolucié i els resultats
possibles son:

la extraccia 2aextraccio Resuliai Prohahilitat
113 verda (verdawerda) 1/3-1/3=1/9

werda
13 T3 T blava (verdablave) 1/32/3=20
173 werda [:blava__.verdaj 23-15=210

25 ™ hlava
203 blava [:blava,blavaj 25-255=4/9

Tant a la primera extraccid com a la segona, hi ha, a la bossa, 1 bola verda i 2 boles blaves. El resultat
de la primera extraccio no influeix en la segona, i per tant, si anomenem B a treure bola blava i V a
treure bola verda, tenim:

P(B/B)=P(B/V)=2/3iP(NV/V)=P(V /B)=1/3
Com es veu la suma de les probabilitats dels esdeveniments elementals de I’experiment compost
és 1.
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Tant en I’extraccié de boles amb devolucié com en el Ilangament enlaire d’una moneda dues vegades
consecutives, el resultat obtingut en el primer esdeveniment (A) no influeix en el segon esdeveniment.
Es diu que son independents i es compleix que :

P(B/A)=P(B).

Si A'i B son esdeveniment independents: P(A-B)=P(A)-P(B)
Si s6n més de dos esdeveniments, també: P(A-B-C)=P(A)-P(B)-P(C)

Tant en I’extraccio de boles amb devolucié com en el llangament enlaire d’una moneda dues
vegades consecutives, el resultat obtingut en el primer experiment no influeix en el segon
esdeveniment. Es diu que son independents i es compleix que : P(B/A)=P(B).

Si A'i B son esdeveniment independents: P(A, B)=P(A)-P(B)

Si son més de dos esdeveniments, també: P(A,B, C)=P(A) -P(B) -P(C)

Exemple:
Considerem I’experiment d’extraure cartes d’una baralla . ¢quina és la probabilitat de que siguin dos
reis ?.

a) sense tornar la 18 carta

b) amb devolucié

Soluci6 :
a) R, : “treure rei a la 12 extraccio”
b) R,: “ treure rei a la 2a extracci6”

a) P(RimRy) = P(Ry) - P(R/Ry) = 4/40 - 3/39
b) P(RinRy) = P(Ry) - P(Ry) = 4/40 - 4/40

Nota: En I’enunciat d’activitats sobre extraccions de cartes o de boles cal tenir molt en
compte si es fa amb devoluci6 o sense. Quan s’especifica que és amb devolucid, el segon
esdeveniment no depén del primer : son independents.

Pero, quan I’extraccid es fa sense devolucié o quan es tracta d’extraccions simultanies, el
segon esdeveniment depen del primer i per tant, son dependents.

Exemple 2) Considerem I’experiment: Treure cartes d’un joc de cartes sense retornar-les.
(Probabilitat d’esdeveniments compostos dependents)

A) ¢Quina és la probabilitat de treure’n dos i que siguin dues asos?
B) ¢Quina és la probabilitat que siguin tres asos?:

Soluci6 a) :
El joc de cartes té 40 cartes i 4 asos. Si anomenem A a treure un as, la P(A) val 1/40. Si no
retornem la carta, queden 39 cartes , de les quals hi ha tres asos, per tant:

4 3

P(A A)=——=0,007692
40 39
Soluci6 b)
En aquest cas sera:
4 3 2
P(A A A) =———=0,000408
40 39 38

Observa el diagrama en arbre:

Probabilitat 8



2438 e
3/30 - A3 —

" 36/38 0 A
41407 __ 3/38 . A%
36/35n A% —
/ 55T A
343 AS
4139w A8 %ﬁ =
_ 35/38 T as
36/40™u 73

__ 4/38 , ag
35/35 % a3 =

34/38

C) En aquest ultim cas, quina sera la probabilitat d’obtenir dos asos entre les tres cartes?

Exercicis

1. Traiem dues cartes simultaniament d’una baralla, Quina és la probabilitat de que siguin
dues figures?

2. Figuem en una bossa sis boles amb les lletres P,R,I,M,E,R . i traiem una rera I’altra les
sis. ¢Quina és la probabilitat d’obtenir la paraula PRIMER ?

3. En una bossa tenim 5 boles vermelles, 4 blanques i 3 negres i en traiem tres boles.
¢Quina és la probabilitat d’obtenir en aquest ordre negre-vermella — vermella . Fes un
diagrama en els dos casos a) sense devolucio i b) amb devolucid

4. Una taula de despatx té dos calaixos . Al primer hi ha 4 retoladors vermells i dos de
blaus. Al segon hi ha 3 vermells i 3 de blaus. Obrim un calaix i agafem un retolador. ;Quina
és la probabilitat de que s’hagi obert el segon calaix i s’hagi tret un retolador vermell?

5. Enunaurna tenim 3 boles vermelles i 4 de verdes. | en una altra urna tenim 5 vermelles i
3 de verdes. Escollim a I’atzar una urna i agafem una bola . ;quina probabilitat hi ha de que
aquesta bola sigui verda? ( dos casos: sense i amb devolucid)

6. En el cas anterior de les dues urnes, escollim una bola de cada urna a I’atzar. ;Quina és la
probabilitat de que siguin del mateix color?

7. En una bossa tenim 5 boles vermelles, 4 blanques i 3 negres i en traiem dues boles.
¢Quina és la probabilitat d’obtenir dues boles de diferents color? ( dos casos a) sense
devolucié i b) amb devolucio)

8. Agafem tres cartes d’una baralla ¢quina és la probabilitat de que siguin les tres oros?

9. 1de que siguin del mateix coll?

10. Llancem tres daus enlaire. ;Quina és la probabilitat de que siguin tres dosos? | de que
siguin les tres iguals?
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Definicio :
Diem que un conjunt d’esdeveniments A; A,,...,A, formen un sistema complet
d’esdeveniments per a un determinat experiment aleatori si verifiquen les dues condicions
seguents:

a) AjUALUL..UA = E

b) A1, Az,...,An sOn incompatibles 2 a 2. ( AinA; = ¢)

Teorema de la Probabilidad Total

Sigui A1,Az,...,An un sistema complet d’esdeveniments tal que la probabilitat de cada un d’ells
es distinta de cero, i sigui B un esdeveniment per al que es coneixen les probabilitats P(B/A) ,

Ilavors la probabilitat de I’esdeveniment B vé donada per :

P(B) = Y. P(A)-P(B/A,)

i=1

Probabilitat
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