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7.1. Diagrama d'isotermes experimentals: el diagrama d’Andrews

Iniciarem I'estudi del gas real revisant, des del punt de vista fenomenologic, el seu
comportament en un diagrama P-V, en un diagrama d’Andrews. Els diagrames
d’Andrews ens posen en evidéncia que cal disposar d’equacions matematiques que
modelin el comportament dels gasos reals, atés que I'equacié d’estat dels gasos ideals
no és sempre aplicable.

En els diagrames d'Andrews (veure la figura) es podem observar les caracteristiques
seglents:

e A altes temperatures o a volums molars grans (baixa pressid) es reprodueixen
prou bé les isotermes del gas ideal (llei de Boyle). Com a minim es pot
considerar que, en aquesta zona del grafic, se satisfa prou bé I'equacié d’estat
dels gasos ideals.

e S'aprecia, perdo, com a temperatures moderades s'observen grans desviacions
respecte la llei de la idealitat.

e Hi ha isotermes que permeten identificar canvis d'estat. Si ens fixem en una
d'elles que es trobi per sota de la temperatura critica, 7., vegem que, quan el
gas es comprimeix a baixes temperatures, el vapor va disminuint de volum en
augmentar la pressio P. S'arriba a un moment en qué la pressié no varia i el
volum canvia de forma sobtada: és el procés de liquacié. En podem comentar
els fendmens que tenen lloc en cami A-B-C-D-E isoterm:

e En el punt A, a una temperatura per sota de la critica, es disposa del
la substancia en fase vapor.

e Podem desplagar-nos cap a l'esquerra, tot seguint la isoterma.
S'arriba a un punt B on el vapor comencga a liquar. A partir d'aquest
moment coexisteixen de forma distingible les dues fases liquid-vapor.

e En tot el segment B-D, en anar disminuint el volum molar la pressio es
manté constant a la pressié de vapor del compost a aquella
temperatura. Aix0 és aixi perquée el sistema respon a la reduccio de
volum liquant més vapor, perd aquest vapor sempre es troba a la
mateixa pressio (si es manté la temperatura). Durant aquest procés
disposem del vapor en equilibri amb el liquid i, tot mantenint la pressio
constant, el volum va disminuint progressivament.

e Una vegada s’assoleix el punt D, tota la mostra esdevé liquida i a
partir d'aquest moment caldra augmentar enormement la pressio de la
fase condensada per aconseguir disminuir-ne lleugerament el volum.
Es per aixd que el punt E es troba sobre una linia que presenta un
pendent molt pronunciat.

¢ Hi ha una temperatura per sobre de la qual no és possible liquar un gas real per
compressi6é isotérmica. Per sobre d’aquest punt no es poden reproduir més
segments com el B-D. Aquesta temperatura s'anomena temperatura critica,
T.. Un gas real, a una temperatura T<T, s'anomena vapor perque, a diferéncia
del gas ideal, encara té la capacitat de liquar per compressio isotérmica. En
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canvi, per sobre d'aquesta temperatura el gas mai es liqua. Aixo darrer, pero, no
impedeix que el gas es pugi portar a fase liquida (només cal veure el diagrama i
pensar en un cami corb que passa per sobre del punt P). El que succeeix és
que per sobre de la temperatura critica no poden coexistir les fases vapor i
liquid. La transicio de gas cap a liquid és continua, sempre manifestant una sola
fase que presenta cada vegada una densitat més gran. La zona de coexisténcia
de les dues fases vapor-liquid es pot manifestar si considerem una isoterma
associada a una temperatura inferior a la critica.

e El punt P de la grafica rep el nom de punt critic del gas. Aquest punt critic ve
definit per les constants critiques que son:

e La temperatura critica T..
e El volum molar critic, Vi i
e La pressio critica, P..

El diagrama d'Andrews es pot considerar dividit en quatre regions: la de gas real,
vapor, vapor en equilibri amb el liquid i el liquid. Aquesta divisi6 és arbitraria:
fisicament, només hi ha discontinuitats entre la zona de dos fases (liquid+vapor) i
laltre (la zona d’'una sola fase), la qual, a vegades es considera gas i, a vegades,
liquid. Es interessant veure, doncs, que no hi ha una zona que delimiti el que entenem
com a gas i el que entenem com a liquid! Per sobre de la temperatura critica, tant
podem dir, per exemple, que treballem amb un liquid com amb gas molt condensat o
comprimit. Tampoc existeix discontinuitat en passar d’'un vapor a un gas o viceversa.
L’equacio d’estat aproximada que s’empri per descriure el sistema ha de contemplar
aquestes caracteristiques.

El volum molar critic és el maxim volum molar que pot tenir la fase liquida, entenent
que aquest liquid prové de la liquacié d’'un vapor per compressio isoterma. Per altra
banda, quan el sistema es troba a la seva pressi6 critica, els volums molars del gas i
del liquid es fan iguals.

La isoterma de temperatura critica s’anomenada isoterma critica i ens marca la regio
de coexisténcia liquid-vapor. La isoterma critica és tangent (atés que es tracta d’un cas
limit) a aquesta zona. En el punt de tangéncia presenta un pendent horitzontal: és un
cas limit de les rectes horitzontals que identifiquen a cada isoterma la coexisténcia de
les dues fases. En aquest punt critic P es defineixen la temperatura, la pressi6 i el
volum molar critics.

Al voltant del punt critic, el factor de compressibilitat isotérmica tendeix a infinit:

K:_—1 v — o (fenomen interessant!)
V (0P );
Aix0 és aixi perque, en aquell punt, en el diagrama d’Andrews s’hi observa que és
I'unic cas on hi ha una derivada nul-la:
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(@j 0.
oV ).

Experimentalment cal tenir present alguns fendbmens. Per exemple, si es disposa d’un
sistema dins la zona d’equilibri liquid-vapor i el volum per mol del qual és inferior al
critic (el contenidor esta molt ple i hi ha molt de liquid) cal anar amb compte en escalfar
el sistema. Aixd és aixi perqué un lleuger augment de temperatura produira més
condensacio i la pressio del sistema augmenta. Hi ha una situacié frontera on, a més
alta pressié que la inicial, tot el sistema és liquid, el volum molar del qual es llegeix a la
corba de condensacié perqué ens hi trobem a sobre. Si la temperatura es fa
augmentar més, el sistema passa a la fase liquida on la pressi6 augmenta
enormement mantenint aquell volum molar fix. El recipient explota. Aquest efecte és
degut a 'escassa compressibilitat dels liquids.
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7.1.1. La regla de la palanca en el diagrama d’Andrews

Per tal d’uniformitzar les representacions del diagrama d’Andrews per un gas, és
convenient representar en l'eix d’abscisses una nova variable intensiva: el volum
molar. Si es fa aquesta representacio, en el diagrama es poden llegir volums molars de
les fases vapor i liquid.

A la zona de dues fases el sistema deixa de ser homogeni, augmenten els graus de
llibertat i €s per aixd que ja no es pot calcular el volum molar només sabent la pressio i
la temperatura. Per exemple, en el segment B-D, els volums molars de la fase vapor i
liquida vénen donats pels volums molars dels seus extrems. Si representem com a x la
fraccid en massa del vapor (és el que s’anomena qualitat del vapor), el volum del
sistema de dues fases vindra donat per I'expressio

V=xV, +(1-x)V,.
O sia,

i, aixi, el punt x representatiu de la composicié del sistema divideix al segment sobre el
que ens movem limitat per fases pures en dos subsegments inversament
proporcionals a les masses de cada fase. Aquesta regla segueix la mateixa pauta de
comportament d’una palanca (extrems B i D i punt d’ancoratge C).
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7.2. El factor del compressibiliat

Quan es fan experiments de mesura precisos amb gasos es comprova que l'equacié
dels gasos ideals PV=nRT és només aplicable als gasos reals en condicios de pressid
molt baixa i de temperatura elevada.

El comportament d'un gas real s'aproxima al de l'ideal quan
la pressio P—0 i quan la temperatura T—oo.

La magnitud de les desviacions respecte a la idealitat es pot expressar mitjangant el
factor de compressibilitat del gas, z, que és una magnitud intensiva d’estat igual al
quocient entre el volum molar del gas real, V, i el volum molar que tindria aquest gas
si es comportés idealment i es trobés en les mateixes condicions de pressid i
tempertura, Vin(idear:

e Vo V. PV
v, (ideal) ﬂ RT
P

Obviament, per a un gas ideal el factor de compressibilitat és la unitat a qualsevol
pressio i temperatura:

Gas ideal:
z=1peraqualssevol PiT.

Les desviacions de z del valor 1 indiquen imperfeccions del gas en el sentit que no es
comporta com un gas ideal, que hi ha forces d’atracci6 i repulsio exercides entre les
particules constituients.

Per a un gas real, el factor de compressibilitat és una funcié de la pressid, de la
temperatura i del tipus de gas. Aquesta funcié presenta algunes caracteristiques
especials:

Gas real:
z=2z(P,T,gas)
Quan P -0, z—>1
A altes pressions, z> 1.

A altes pressions, el volum ocupat pel gas és més gran del que ocuparia un gas ideal.
Llavors V,>Vy,(ideal) i el seu quocient és z>1. En aquestes condicions, és meés dificil
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de comprimir el gas que un d’ideal que es trobés en les mateixes condicions
termodinamiques. Aix0 succeeix perque, en aquestes situacions, les forces repulsives
que hi ha entre les molécules del gas predominen sobre les atractives.

A pressions intermitjes o baixes el valor de z moltes vegades és menor que la unitat.
Aix0 indica que, en aquestes condicions, les forces dominants en el gas sén les
atractives i s'afavoreix la compressié respecte el comportament d'un gas ideal. Aixo és
el que li succeeix, per exemple, a l'aigua en fase gas.

El fet que hi hagui forces intermoleculars atractives que existeixen entre les molecules
que formen el gas permet que els gasos reals es puguin liquar a baixes temperatures
per compressio isotérmica (veure, en el diagrama d’Andrews, el cami A-B-C-D-E).
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7.3. Les magnituds reduides i la llei dels estats corresponents

El quocient entre algunes magnituds i el seu valor en condicions critiques s'anomena
magnitud reduida. Aixi es defineixen la pressié reduida, P, el volum molar reduit,
Vimr, i la temperatura reduida, T

Les magnituds reduides son adimensionals.

Aixi, quan una substancia es troba a una temperatura T>1 (la seva temperatura és
superior a la critica, T>T;) manifestara una sola fase, que s’anomena gas o liquid.

Una vegada definides les magnituds reduides, podem enunciar la

Llei dels estats corresponents:
Tots els gasos reals ocupen el mateix
volum molar reduit en condicions iguals
de pressio i temperatures reduides.

(Llei aproximada)

L’enunciat de la llei dels estats corresponents ve a ser l'equivalent de la hipotesi
d'Avogadro dels gasos ideals. El primer en provar aixo va ser van der Waals.

La llei dels estats corresponents és aproximada, no exacta. Generalment la llei es
deixa de complir per gasos amb molécules no gaire esfériques o amb moment dipolar.
Aixi, quan dos gasos diferents presenten dues magnituds reduides iguals, la tercera
també coincideix (almenys de forma aproximada) i es diu que els dos gasos es troben
en estats corresponents.

Es déna el cas que la llei dels estats corresponents es pot complir forca bé, tot i que
els gasos que es comparin no compleixin tan bé les equacions d’estat aproximades
(per exemple, la de van der Waals).

Una caracteritica important és que tots els gasos reals, en condicions iguals de
pressio i temperatura reduides (és a dir, quan es troben en el mateix estat
corresponent), tenen practicament el mateix factor de compressibilitat z. Aquest fet
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permet quantificar la llei dels estats corresponents. Atés que el factor de
compressibilitat critic és practicament constant,

z,=""e st
RT,

s’obté que
PV, PV,. PV, _, PV

r-r

RT RT, T °T

c r r

Z =

Prenent un valor de 2z; mitja, es pot construir l'anomenat diagrama de
compressibilitat generalitzada (veure la figura). Aquest diagrama és la representacié
de la funcié

z=2(P,T,)
i en ell es representen les isotermes reduides, o0 sia, aquelles corbes on la
temperatura reduida, T, és constant. Les corbes de compressibilitat generalitzada

varen ser introduides el 1931 per Cope, Lewis i Weber' a partir del concepte del
principi dels estats corresponents.

S’han construit corbes de compressibilitat generalitzades que son aplicables a
qualsevol gas. L’aplicacié industrial i en enginyeria és evident.

Els diagrames de compressibilitat generalitzada s'obtenen a partir de les mitjanes de
valors experimentals. Permeten, per exemple, calcular una bona aproximacioé al volum
molar, V,, de qualsevol gas. Aixd es fa a partir dels valors de la pressid i la
temperatura critiques amb els que llavors es calculen els corresponents valors reduits.
A continuacio, una lectura en el diagrama de compressibilitat generalitzada ens indica
quin és el valor de z i amb aquesta dada podem estimar el volum molar. L’esquema de
calcul és és seguent

Coneixent P, T: P;, T,
U
es calcula P,, T,

U

es llegeix z en el diagrama

es calcula V.

La principal avantatge del compliment de la llei dels estats corresponents és que ens
facilita I'estudi dels gasos. Es a dir, en fem prou en tenir una sola grafica on es
representen les isotermes reduides dels factors de compressibilitat enfront de la

" Ind. Eng. Chem. 23, 857, 1931
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pressio reduida. Aixd permet reduir enormement el volum de dades bibliografiques a
controlar. No cal tabular sempre les grafiques propies de cada gas (tot i que,
evidentment, aixo0 també es fa). Finalment, només cal disposar d’'una llista de
parametres critics de cada gas.

Atés que els parametres critics son propis de cada gas pur, el tractament de mescles
gasoses no és immediat en el context que s’ha descrit aqui.



E. Besalu. Area de Quimica Fisica. Departament de Quimica. Universitat de Girona. Diposit legal: GI-1383-2002. 11

Llei dels estats corresponents.
Exemple de treball amb diagrames de compressibilitat generalitzats.

La taula que segueix llista els parametres critics de I'aigua i del nitrogen:

Gas T./K P_/ atm Ve ! 1 mol”
H,O 647.1 217.6 0.0560
N, 126.1 33.46 0.0895

Considerem primer el cas de l'aigua. Després farem comparacions amb el nitrogen. Per exemple, podem
imaginar un procés industrial on la temperatura de l'aigua és de 775K i la seva pressié de 435 atm. Ens
podem preguntar quin és el volum molar del gas (podem parlar estrictament de gas perqué ens trobem
per sobre de la temperatura critica). El procediment de calcul és el segient:

Atés que T=775K i P=435 atm,
les constants reduides son T,=T/IT,=1.2i P,=PIP,= 2.

Del diagrama d’estats corresponents (veure la figura),
per la isoterma T,=1.2, es llegeix el punt (P,z)=(2.0,0.6)

Aixi calculem 0 6 = z = 2Vm dony - ZRT =0.0881mol".
RT m P

També podem obtenir el volum molar reduit:
— Pvm — PfPC Vm,rvm,c _ PCVm,C Prvm,r y
~ RT  RT,.T, _( RT, ] T
0.23—J
on hem emprat les dades de la taula.
Aixi, V,, =1.57 i, és clar que també, V,, = V,,, V. = 0.088 | mol™

0.6 =z

r

El resultat difereix molt del que s’hauria obtingut emprant una equacié com és la dels gasos ideals.
En aquest cas s’obté V,,(ideal)=0.146 | mol™. L’error és d’un 65%.

En resum, hem partit de les dades experimentals, T i P, les hem convertit a les variables adimensionals
reduides, aquestes permeten trobar el coeficient de compressibilitat i el volum molar. També podem
calcular el volum molar reduit.

Els parametres critics permeten “traduir’ les dades reals experimentals a reduides o viceversa. En el
problema fem dues d’aquestes traduccions: primer transformem les dades experimentals a les reduides.
Llavors, en el context de les variables reduides adimensionals (diagrama de factors de compressibilitats
generalitzats) i aplicant la llei dels estats corresponents, es fa la lectura o calcul de noves variables
també reduides (en el nostre cas el volum molar reduit). Finalment fem una segona traduccié on, a partir
del volum molar reduit, es calcula el volum molar experimental.

Aix0 es fa aixi per qué és només en el context de les variables reduides que tots els gasos es comporten
seguint les mateixes pautes. Aquesta és la ideia subjacent de la llei dels estats corresponents.

A continuacio es fa un calcul amb el gas nitrogen.

Pel nitrogen considerem els parametres experimentals 7=151.3K i P=67 atm.
Les constants reduides son T,=T/IT,=1.2i P,= PIP,= 2.

Si bé els parametres experimentals (T, Pi V,,;) son totalment diferents en relaci6 als de I'aigua, veiem
com, en aquest exemple, els dos gasos presenten els mateixos valors de variables reduides. Es en



E. Besalu. Area de Quimica Fisica. Departament de Quimica. Universitat de Girona. Diposit legal: GI-1383-2002. 12

aquest cas quan es diu que els gasos es troben en estats corresponents. Aixo vol dir que el punt grafic
que cal llegir en el diagrama d’estats corresponents és el mateix

Aixi, per aquest cas, també z=0.6i\/ = Z’;T =0.111 I'mol™.

Alhora o g _ , _ [ PVime | PV, don V,=1.24.
' RT, ) T

0.29

Emprant 'equacié d’estat del gas ideal s’hauria obtingut V,,(ideal)=0.185 | mol”, amb un error del +67%

Hem comparat dos estats corresponents de dos gasos diferents. Per definicié d’estat corresponent, els
parametres reduits T,, P,i V,,, s6n els mateixos. Tot i aixd, atés que els parametres critics sén propis de
cada gas, les variables experimentals T, Pi V,, son diferents. En realitat, es diu que dues substancies es
troben en estats corresponents quan coincideixen les seves pressio i temperatura reduides. El fet que el
volum reduit coincideixi o0 no és un indicador de la llei dels estats corresponents es compleix prou bé en
aquella zona.

A partir de 'exemple numeéric, es pot comprovar que la llei dels estats corresponents no és del tot exacta:
és aproximada en el sentit que si dues variables reduides (en el nostre problema T, i P,) son iguals, la
tercera pot diferir lleugerament. Aixd succeeix aixi en tractar amb les dades experimentals critiques. En
canvi, si es treballa amb models tedrics basats en dos parametres (per exemple I'equacié de van der
Waals), es demostra que el quocient de parametres critics o factor de compressibilitat critic,

PV

c” m,
’

¢ RT

c

V4

el qual, en realitat és diferent per a cada gas, és constant (igual a 3/8=0.375 pel cas de I'equacié de van
der Waals). En aquest cas, totes les ternes de parametres reduits coincideixen per gasos diferents. En
realitat, els valors experimentals del parametre z; oscil-la entre 0.12i 0.47.



E. Besalu. Area de Quimica Fisica. Departament de Quimica. Universitat de Girona. Diposit legal: GI-1383-2002. 13

7.4. Equacions d'estat dels gasos reals

Hi ha moltes equacions d’estat empiriques i tedriques que aproximen, amb més o
menys precisio, el comportament d’'un gas ideals. En general, s’aconsegueixen millors
descripcions a mesura que intervenen meés parametres a les equacions. Comentarem
breument el concepte dequaciéo del virial, ens estendrem més llargament en
desenvolupar I'equacié de van der Waals i, finalment, donarem un llistat de diverses
equacions d’estat.

7.4.1. Equacié del virial

Per tal d'explicar el comportament dels gasos reals s'han establert diferents equacions
d'estat. Les que descriuen millor el comportament dels gasos reals sén les
anomenades equacions del virial?, que adopten la forma matematica d'una série de
Taylor al voltant del punt de comportament ideal, és a dir, del punt Py=0:

z=2(T,P)= ";\;T

=1+B(T)P+C(T)P> +D(T)P* +...

on el coeficients B(T), C(T), D(T), etc. son funcions de la temperatura T i s'anomenen
coeficients del virial. B(T) és el segon coeficient del virial, C(T) és el tercer coeficient
del virial, i aixi successivament. Cada coeficient depén també del gas en questio.
Només aixi es poden ajustar les corbes z enfront de P fins a precisié arbitraria i per a
cada gas. El primer coeficient del virial val 1 perque tots els gasos reals prenen aquest
valor per a z quan la pressio6 es fa zero:

] i , 1
/lvlgg Z(P) = {)’gg Z(p) = E’I’O Z(VJ = Zjgou =1
v,

m

A baixes pressions es pot tallar I'expansié en el coeficient de segon ordre i s’obté
z=1+B(T)P.

També es pot escriure I'equacié del virial com

PV 1 1
z=2(T,P)= RTm =1+52(T)\7+B3(T)F+...

o, de forma general,

z=2(T,P)= ’; VTm =1+ Y B, (T)% : Equacié d'estat del virial.
i=2

m

2 El nom prové de la paraula del llati que vol dir forga.
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En augmentar la pressid, si es requereix mantenir la precisié de la férmula, cal
considerar més termes a l'expressié del virial. Tot i aix0, hi ha un moment on deixa de
ser aplicable la série.

L'equacio del virial ja permet veure com tot i que I'equacio d'estat d'un gas real a baixa
pressio pot coincidir amb la del gas ideal, aixd no implica que totes les altres propietats
siguin les mateixes. Per exemple, en condicions limit, si bé poden coincidir els valors
numerics que prenen les variables d'estat, no tenen perqué ser iguals les derivades de
la funcié. Considerem, per exemple, el terme dz/dP quan la pressio tendeix a zero: per
un gas ideal aquesta derivada sempre és nul-la (atés que el valor de z és constant i
igual a la unitat) perd per un gas que compleixi I'equacio del virial s’obté que

dz

P B(T) , perungasrealiquan P —0.

Amb un raonament semblant també es troba que

d7=B(T) , perungasrealiquan P >0 0V, — .

(1)

El segon terme del virial no és sempre zero. | aix0 passa tot i que per pressions tendint
a zero el factor de compressio tendeix a 1, al mateix valor corresponent al del gas
ideal.

Moltes propietats termodinamiques depenen de les derivades de diferents magnituds i
ara veiem que el comportament del gas ideal pot ser diferent del gas real, tot i que la
pressio es faci molt petita.

Hem indicat que el segon coeficient del virial depen de la temperatura. Precisament es
defineix la temperatura de Boyle ,7T5, com aquella en la que aquest segon coeficient
es fa zero. En aquest cas, les derivades de les que parlem prenen el mateix valor que
el corresponent al del gas ideal (no té perqué passar el mateix amb la segona i
successives derivades!). Es per aixd que es compleix la relacié aproximada PV,=RT
per diferents rangs de pressié en funcio de la temperatura a la que ens trobem: a les
rodalies de la temperatura de Boyle, a I'equacié del virial, el segon i successius termes
de l'expansié del virial es fan petits.

Gas a273K a 600 K Tg/ K
He 22.64
Ar -21.7 11.9 411.5
Xe -153.7 -19.6
N> -10.5 21.7 327.2

CO, -149.7 -124 714.8

Aire 346.8
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Segon coeficient del virial (B/cm3 mol'1) i temperatures de Boyle per diferents gasos

A través de I'equacié de van der Waals, es pot relacionar la temperatura de Boyle amb
la critica:

Si escrivim I'equacié de van der Waals com

en els casos en que es pugui considerar que b/V,<1, podem aplicar la relacid
matematica (1-x)'=1+x+x%+... En aquest cas escrivim

P:ﬂ 1+(b—aj1+...
v, RT )V,

i identificant el segon terme del virial com:

a
B(T)=b-—
( ) RT

i igualant-lo a zero tenim finalment:
T, - a _ 277,
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7.4.2. L'equacié de van der Waals

Les equacions virials dels gasos reals, tot i poder arribar a ser molt precises, tenen
l'inconvenient d'ésser equacions empiriques de dificil interpretacio teorica. Hi ha altres
equacions d'estat que només descriuen els gasos reals sota certes condicions, pero
que tenen un fonament tedric. Una d'aquestes equacions és l'equacié de van der
Waals®, que descriu prou bé el comportament d'un gas real al voltant del seu punt
critic.

GVER
WE CONTINUITEIT VAY DEN GAS- EX
VIOEISTOFTOEST AN,

DOCTOR I8 DE WIS- EN SATUURKURDE

I ML DI VRIS,

Johannes Diderik van der Waals (1837, Leiden, Holanda — 1923, Amsterdam)
Tesi doctoral: Over de Continuiteit van den Gas-en Vloeistoftoest.
Universitat de Leiden,1873.

7.4.2.1. La forma de I’equacié de van der Waals

L’equacié de van der Waals sorgeix de modificar dues hipotesis de la teoria cinética
del gasos i que ens permetien arribar a I'equacié dels gasos ideals. Ara, les noves
hipotesis son:

a) Les molécules dels gasos reals no son puntuals, sind que tenen un volum
propi.
b) Existeixen forces intermoleculars d'atracci6 i de repulsio entre les molécules
del gas.
Podem analitzar els dos aspectes:

a) Les molecules del gas tenen volum propi

Aixé vol dir que les moléecules, en els seus desplacaments, no poden disposar de tot el
volum del gas. Hi haura un volum exclos o prohibit.

% Johannes D. van der Waals va donar la seva equacio el 1873, a la seva tesi doctoral: Over de Continuiteit van
den Gas-en Vloeistoftoest (Sobre la continuitat de I'estat liquid i gasos). Universitat de Leiden.
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El volum exclos per al moviment d'1 mol de molécules de gas
real s'anomena covolum del gas i es designa amb la lletra b.

Si considerem les molécules com esferes de radi r, el seu volum és

Quan dues molécules xoquen, la distancia minima entre els seus dos centres és 2r. Aix0 és
equivalent a suposar que la col-lisio té lloc entre molécules puntuals que no es poden apropar més
d’una distancia 2r. El volum de la molécula de radi r és el volum exclos per un parell de particules
de gas puntual en una col-lisi6 i el covolum és

b = NA Vmolec

Aquesta formulacio, pero, no és estricta. Per exemple, podriem també pensar en termes del factor
d’'ocupacié optim dels empaquetaments compactes d'esferes. Es a dir, no solament queda
inaccessible el volum molecular sind també els espais intersticials que queden entre les
suposades esferes que es posen en contacte. El percentatge de volum ocupat és d’'un 74% i aixo
implicaria 'ocupacié d'un volum igual a 1/0.74=1.351 vegades el de les molécules (si és que a
aquestes se’ls pot assignar realment un volum!) i llavors b=1.351 Na Vinorec-

Si es considera que el volum que disposa el gas és el volum del recipient menys el
covolum molécular, en resulta

Vm(ideal) =Vmn-b = Vi = Vm(ideal) +b

i substituint a I'equacio dels gasos ideals en resulta

Pideal (Vm - b) =RT
d'on
lDidealmzfl_}_LIDideaI:‘]_F b =1+ b
RT RT RT Vin(idea)
Pideal

i aixi podem escriure

V, igeary T b
7= Vm _ m(/deal) — 1 + L — 1 + (L)Pideal )
Vm(ideal) Vm(ideal) Vm(ideal ) RT

Aix0 ens permet obtenir una expressid aproximada del segon coeficient del virial:
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i aixi també veiem com hi ha una relacié lineal de z respecte a la pressi6 amb un
pendent positiu igual al segon coeficient del virial. Atés que b>0 (és un volum) es forga
que z sigui més gran que la unitat.

Aquesta expressio explica el comportament a baixes pressions (encara no hem
considerat I'efecte de les forces intermoleculars) dels gasos reals amb punts d'ebullicié
petits (H, He, ...), perd no explica el comportament d'altres gasos com el Oz i el CO»
que presenten variacions de z enfront de P amb pendent negatiu. Aixd vol dir que,
realment, el covolum b també esta relacionat amb les forces intermoleculars de
repulsio.

b) Existencia de forces intermoleculars d'atraccio

La pressio exercida pel gas real, P, és més petita que la pressio ideal, Pigea, la que hi
hauria si no existissin interaccions:

P = Pideal - AP

La pressido mesurada experimentalment és la deguda al xoc de les molécules amb les
parets del recipient. La pressio real és inferior a la d'un gas ideal degut al fet que les
molécules que van a xocar ho fan amb menys energia perqué estan atretes per la
resta.

Aquest déficit de pressio s'expressa com
AP =ac,c,
on
a és una constant caracteristica de les forces intermoleculars del gas.

1 és la concentracié de molécules en I'element de volum a prop de la paret (atretes)
Cz2 és la concentracio de molécules en I'element de volum vei a la paret (exerceixen

I'atraccio)
Si la concentracié és uniforme tenim
n 1
C1 = C2 =C=—=—
vV V.,
llavors
a
AP = 2"
Vi

A aquest terme se 'anomena pressioé interna del gas. Demostrarem més endavant en
aquest mateix tema que, per un gas que compleix 'equacié de van der Waals, aquest

terme s’obté de I'expressié general de la pressio interna termodinamica: (2—5) .
T
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L'expressio per un mol de gas és

Equaci6 de van der Waals (1873):

[P + v%J(V’" ~b)=RT

on Vp, és el seu volum molar. Aixi, per n mols de gas, escrivim
2
(P 4 ”—fJ(v —nb)=nRT
%4

on a i b son parametres que depenen de cada gas, tal i com s’observa a la taula
seguent:

Gas P./110°Pa V., ./10°m’mol” T./K a/Nm‘mol”* b/10°m’mol”

He 2.27 72.7,57 6.6,5.19 0.0346 23.4,23.8
Ne 276 41.7 44 4 0.0208 16.72
Ar 48.98 75 150.87 0.1355

Ha 12.93 84.7 ,65 43.3,32.97 0.025 26.51
O, 50.43 73,749 154.59 0.1382 31.86
[\ 33.9 89.5 126.21 0.141,0.1370 39.1, 38.7
CcO 34.99 93 132.91 0.1472 39.48
CH, 46.04 99 190.53

HCI 83.1 81.0 324.6 0.365 40.6
H,O 220.5 56.0 647.14 0.547,0.5537 30.49
CO, 73.75 94.0 304.19 0.3658 42.86

Realment, pero, els coeficients a i b sén funcions que depenen de la temperatura:

a=a(T) i b=b(T),

tot i que es consideren constants perqué només varien lleugerament.
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A continuacié s’exposa una manera rapida i heuristica de deduir I'equacié de van der
Waals:

Se sap que el volum molar experimental, Vi, exp, €S més gran que l'ideal, Vi igear:

Vm,exp > Vm,ideal
Per corregir aquest efecte cal afegir el covolum:

V RT

mexp =)

+b.

Alhora, la pressid resultant és major que I'experimental:

P=7RT >P,, .
V,-b .

m

Per corregir aixo cal afegir I'efecte de la pressié interna, que recordem que val

% , i que és fruit de I'efecte de les forces atractives:

m

RT a

exp :ﬁ—F amb a>0

Aixi obtenim 'equacié de van der Waals:

[P +%j(vm —b)=RT.

m
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7.4.2.2. Equacié reduida de van der Waals
En aquest apartat respondrem a les dues preguntes seguents:

e Com es determinen els parametres a i b?
e Es pot trobar una equacid6 de van der Waals que no depengui de la
naturalesa de cada gas?

Un gas ideal no presenta el fenomen de la condensacié. Un gas real, per sota la
temperatura o la presio critiques, si. A la zona corresponent d'equilibri liquid-vapor
(veure el diagrama d’Andrews), els extrems de les rectes horitzontals (la pressié no
varia en canviar el volum) ens indiquen quins son els volums molars de les fases
liquida i gasosa (punts B i D del diagrama d’Andrews). Per sobre de la isoterma critica
o de la pressio critica (per sobre d'aquests parametres no coexistiran mai les fases
liquid i vapor), es reprodueixen les isotermes del gas ideal. Aixo ja es pot apreciar a
lequacié de van der Waals: quan el volum molar és molt gran, el covolum b és
menyspreable enfront dell i, a la vegada, el terme de pressié interna es fa
menyspreable enfront de la pressio. Llavors

V. -b~V, i P+%zP

m

i 'equacio de van der Waals es redueix a la d’estat del gas ideal:

(P +%J(Vm —b)~PV, =RT

m

La zona de condensacio es pot descriure a través de la relacido de van der Waals. En
desenvolupar lI'equacié es troba un polinomi de tercer grau:

PV —(bP +RT)V? +a(V, —b)=0.

Una vegada s’especifica el gas (és a dir, quan s’indiquen valors concrets de ai b)i la
pressio i la temperatura, aquesta equacié pot presentar una o tres arrels reals:

e Quan la solucié és una sola arrel real, es troba el valor numeéric del volum
molar del gas. Aixd succeira sempre quan la temperatura T sigui més gran
que la critica.

e Pel cas on la temperatura és igual a la critica, T=T,, les tres arrels col-lapsen
en el punt critic. Aquest aspecte l'estudiarem més endavant.

e Per valors de temperatura inferior a la critica, es troben 3 solucions diferents
de I'equacid. Només els dos valors més extrems tenen sentit fisic: es tracta
dels volums molars aproximats de les fases liquida i vapor de les que
parlavem més amunt (extrems dels segments de la grafica). En aquesta
zona, l'equacio de van der Waals presenta els anomenats "cicles" o “bucles”
de van der Waals. Aquests bucles no tenen sentit fisic, atés que ens trobem
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a la zona de coexisténcia de dues fases i I'equacio ens estaria indicant que,
algunes vegades, en una isoterma, en disminuir el volum molar també
disminueix la pressio, la qual cosa no és possible. Si es fa la construccié de
Maxwell, és a dir, s'uneixen amb una linia horitzontal de les dues arrels
extremes (i aixi es reprodueix de forma aproximada la zona bifasica) les
arees que hi ha per sobre i per sota la recta son iguals.

La isoterma critica de van der Waals (T=T;) de qualsevol gas real presenta un punt
d'inflexi6 amb tangent paral-lela a I'eix d'abscisses en el punt critic. Aixo vol dir que es
pot imposar que tant la primera com la segona derivades de la pressio respecte el
volum en el punt critic han d'ésser nul-les. Forcar el compliment d'aquestes dues
condicions permetra definir els parametres a i b.

L'equacio de van der Waals a la temperatura critica és:

_ RIT, A
V.-b V,,f

si forcem les condicions esmentades més amunt per tal que la corba s'ajusti, en el punt
critic, a I'experimental s’obté el sistema d'equacions seguent:

o_(2P) __-RT, _ 2a
- 8Vm T, B (Vm,c _b)2 Vrsc
o_(2P) __2RT, _6a
- avnf T, - (Vm,c _b)3 Vr;c

De la primera equacié d'aquest sistema en resulta

__2a , _py
Tc - ergc (Vm,c b)

i, substituint a la segona,

2R[2"" v, .- b)z}

RV}, 6a
, 3 i =0
(Vm,c - b) Vm,C
0O sia,
2a 2 3 . . 2 3
3 - =0 queimplica - =0
Vm,c Vm,c -b Vm,c Vm,c -b Vm,c
d'on
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Substituint de nou a I'expressié de la temperatura critica es té

2a 2
T.=———(3b-b
¢ 27Rb? ( )
i
T - 8a
27bR
En el punt critic també es compleix
P+ 2 |V, ~b)=RT,, osa P=_le 2
Vm,c , Vm,c -b Vm,c
Per tant, també se satisfa la relaci6
8a

R
p__2TbR __2
c 2
2b 9b

p-_2
27b?

Arribem a la conclusié que, en imposar les condicions especificades més amunt,
determinant experimentalment els valors numérics de P;, Vi T;, es poden trobar les
constants de van der Waals a i b. Fent servir només les equacions de la pressio i la
temperatura critiques s’obté

8a

27bR _8b

a R
27b°

T _
PC

b=—=
8P,

c

Per altra part, podem escriure

8a
T? _ 27bR 64a

P a  2IR?
27b?

o 2TR°T]
~ B4P

c
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El factor de compressibilitat d'un gas en el punt critic, z;, ve donat per

, _ 2R
¢ 8a ’

27bR

és adir,

Pcvm,c 3

z,=-°¢me =2 _0.375
RT, 8 '

c

El valor de z;, sol dependre de l'equacié d'estat emprada. Pel cas de la de van der
Waals hem demostrat que z. sempre pren un valor constant.

Aquest és el resultat que prediu I'equacié de van der Waals. Experimentalment es
troba que la majoria dels gasos tenen un valor de z; comprés entre 0.12 i 0.47 i molts
d’ells es troben entre 0.25 i 0.30. Aixd mostra com l'equacié de van der Waals, malgrat
ser una millora respecte I'equacié d'estat dels gasos ideals, només descriu de manera
aproximada el comportament dels gasos reals.

A partir de les magnituds reduides obtenim

P=PP =P
27b
V,, =V,V,,, =3bV,,
T-TT7T -2 7
27bR

qgue substituides a lI'equacio de van der Waals donen

( @ ps_2 ](3bvm,—b)=R 8a
27b op?v2, | mr )T 27bR
ey ovor )

2 |p. 3
27b? V2,

que és

i permet arribar a I
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. 3 1) 8
Equacio reduida de van der Waals: F, +V_2 /o T3 = 3 T,

Aquesta és una equacié general de van der Waals aproximada per a qualsevol gas.
Aparentment, no hi apareix cap constant a l'equaci6 que depengui de les
caracteristiques del gas (de fet, la dependéncia esta introduida en la definicio dels
parametres reduits a partir dels critics, que son propis de cada gas). Aquest tipus de
resultat també es reprodueix amb altres models d'equacions d'estat. Només cal que el
model incorpori dos parametres propis del gas (com els coeficients a i b en el model de
van der Waals). De fet, aquesta és una de les manifestacions algébriques
aproximades que representen la llei dels estats corresponents.

L’equacio de van der Waals és una de les moltes funcions d’estat que hi ha i que
depenen de dos parametres del gas. Ara hem vist un cas particular que corrobora un
altra enunciat alternatiu de la llei dels estats corresponents:

Llei dels estats corresponents:

Tots els gasos reals que puguin ser descrits per una
mateixa funcié d'estat que depén de dos parametres
independents, admeten una descripcio en termes
d'una equacio d'estat reduida, que no depen de la
naturalesa del gas.
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7.4.2.3. Termodinamica del gas de van der Waals

Per un gas ideal, les magnituds o propietats a, x, Cp, Cy, i pyr no depenen de la
naturalesa del gas. Al llarg dels diferents temes hem anat veient conceptes com els
gue es mostren a la taula que segueix:

a 1 (avj L Coeficient d' i6 termi o _P_R
=—|—=| == icient d'expansio térmica, — = — = —
vier), T oeficient d'expansié té ca,K 7TV
K—j(%j —l Coeficient d ibilitat isotérmi
vier), P oeficient de compressibilitat isotérmica
Relacio de Mayer (gas ideal):
2 3R monoat.
Cp_Cv:Tvma =R U— 25 i
K . . 5R dlat.
oU oV Capacitats calorifiques SR monoat
C.-C, - (_j P [_j _R H 2R monoal
oV ); oT ) LR diat.
(aTj _1[8Hj 0 Coeficient de Joule-Th
=| —— = — | — = n = m n
W7 P), c.\op ). oeficient de Joule-Thomso
oU oP
(O_Vl =—P+ T(a—TjV =0 Primera equacio de l'energia.

Alguns parametres termodinamics relatius al gas ideal

Considerem les expressions en termes de volums molars (n=1):

P+l lv,-b)=rT i pP=RT__2a
V2 V,-b V

Aleshores

)7
oT ), V. -b

m

i atesa la definicié de pressio interna, la qual prové de la primera equacié de I'energia,

(ﬂj :—P+T(@j , en queda
ov ); oT ),

(ﬂj _piT R pipi @
ov ), V., -b V2

m m

i aixo ens ddéna l'expressio de la

Pressio interna del gas de van der Waals: (%J =—=0
T
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Podem recordar I'experiment de Joule: aquest coeficient val zero per un gas ideal.
L’equacio de van der Waals és compatible amb el fet que aquest coeficient no és nul
per un gas real.

En un gas de van der Waals tenim doncs que (%j >0. En integrar aquesta
T

expressio resulta

—a
U=—+Ff(T
2r)

on la constant d'integracié pot dependre de la temperatura T. El terme -a/V representa
I'energia potencial de les forces intermoleculars d'atraccio.

Si la Cy és constant, llavors escrivim

f(T)=C,T+D

c, =[ﬂj |
oT ),

on D és una constant perqué

En aquestes condicions, tindrem

U= _Va +C,T+D (gas de van der Waals)

gue podem comparar amb la relacié
U=C,T+D (gasideal)

Per la seva banda, es compleix que

a RTaV,
CP_CV :|:V_R§+P:| Vm: Vm_b
donat que sempre
2
C,-C, = Vm%" (relacié general)
K

Aixi, per un gas de van der Waals
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R ., o nR

6 —=———.
V.-b k V-nb

A partir d’aqui, en ser

en resulta
(CP _CV)(Vm _b)
RTV,

o= >0. (van der Waals)

Aix0 vol dir que la derivada (Z—\;j >0, la qual cosa es pot observar graficament en el
P

diagrama d’Andrews (en moure’ns al llarg d’'una linia horitzontal de pressio constant,
en anar travessant isotermes i augmentant la temperatura ens veiem obligats a anar
augmentant també el volum del sistema)*.

També
K = OL(Vm — b)
R
(CP -G )(Vm — b)2
F\’ZTVm

>0. (van der Waals)

Per la seva part, aixd implica que la derivada (g—g] <0, la qual cosa també es pot
T

observar graficament en el diagrama d’Andrews (en moure’ns al llarg d’'una isoterma i
anar augmentant el volum del sistema, cal anar disminuint la pressid). Igual que abans,
aquesta relacio qualitativa també és aplicable a un gas ideal.

4 Aquesta relacié qualitativa també és aplicable a un gas ideal.
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Pel que respecte al coeficient de Joule-Thomson, escrivim

1(8H _(ar (relacié general)
Hr=c. \op) ~\orP),

Per altra banda, en el procés de deduccio de la segona equacié de I'energia (Tema 6)

es va veure que
% =T| — oS +V.
oP ); oP );

(asj (avj
— | =—-—| ,enresulta
oP ), oT )p
(QH) :_TLQKJ V.
oP ); oT )

)
ot ), ol -1
C, C,

Atesa la quarta relacié de Maxwell,

i llavors

Recordem que a la temperatura en la que el coeficient de Joule-Thomson val zero se
lanomena Temperatura d'inversié. Segons aquesta expressid, la temperatura
d’inversio es troba a partir de la resolucio de I'equacié

al,-1=0 o sia T = 1 (general)
(04

I

Recordem que, per un gas ideal, sempre es compleix que a=1/T. Es a dir, sempre ens
trobem a la temperatura d’inversié. Aixi, el seu coeficient de Joule-Thomson sempre
val zero.

Per una relacié anterior vista pel gas de van der Waals, s’obté que

(Vm _b)(CP _CV)T_—]
RTV, (v, -b)C, -C,)-RV

= V = m
Hyr =V C, RC.

que no dona gaire informacié immediata sobre el signe del coeficient de Joule-
Thomson.

Aixi, per un gas de van der Waals, de la primera igualtat anterior, veiem que la
temperatura d'inversio és
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T = RTV, (van der Waals)

" (V,-b)C--Cy)

Per gasos reals disposem de tres possibilitats:

e El gas es refreda en una expansio isentalpica quan p,>0.
e El gas no es refreda ni s'escalfa quan p,=0.
e El gas s'escalfa quan p7<0.

Farem un tractament de I'equacié de van der Waals per veure quan el coeficient té€ un

o altre signe.

1) Suposarem que el terme que rectifica el volum és nul. En aquest cas:
(m%)\/:m . PV+aV'=RT

En ser el procés isentalpic, H=H1=H,. O sigui:
Ui+ P Vi=Ux+ Py Vs
i emprant I'equacié de més amunt:
U,+RT,-aV,'=U, +RT,-aV,’

Addicionalment, per veure el comportament qualitatiu, considerarem que, de forma
aproximada, el volum es manté constant:

Us - Uy = Cy (T2-Ty)
| substituint més amunt queda
‘7"(\/2_1 - \/1_1): (Cv + R)(Tz - T1)

Si considerem que per un gas de van der Waals, de forma aproximada es compleix
que Cp=C*R, llavors

alv,"-V;")=Co(T, - T)

a _T,-T, _VW(T,-T,)

c, 1 _1 V, -V,

v, V,
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Tant la constant a com Cp s6n sempre positius i els volums també. Aixd implica que

T, =T
V-V,

>0
Considerem que l'estat 1és l'inicial i el 2 el final. En una expansié com la que es du a
terme en l'efecte Joule-Thomson el volum augmenta, per tant

Vo>V, d'on T1>T,
i el gas, en expansionar-se es refreda.
Hem vist, doncs, que el factor decisiu en aquest cas és el coeficient a de van der
Waals que és el que esta lligat amb les interaccions atractives intermoleculars. El que

succeeix €s que, durant I'expansié

e Disminueixen les interaccions atractives
e Augmenta l'energia potencial i, en ser un procés adiabatic,
e Es redueix el valor de I'energia cinética de les molécules. En consequéncia,
disminueix la temperatura del gas, i
e El coeficient de Joule-Thomson és positiu
Esquematicament:

Interaccions atractives ¥ E,T E.4 Tl ps>0

2) Ara suposarem que el terme que rectifica la pressié és nul:
P(V-b) = RT : PV =RT+ Pb
Repetint el procediment de deduccio:
U+ P Vi=Ux+ P, Vs

i emprant I'equacié de més amunt:

Ui+ RTi+Pib=U,+RT,+ P, b
De nou, per veure el comportament qualitatiu, considerarem que el volum es manté
constant:

Uz - Uy =Cy (T2 Ty)

| substituint més amunt queda
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b (P1-P2) = (C\/+R)(T2-T1)
i també agafem, Cp=Cy+R:
b (P1-P2) = C,D(TQ-T1)

b _T,-T,

C_P - P1 - P2
Tant la constant b com Cp s6n sempre positius. Aixd implica que

T2_T1>
P1_'D2

0

En I'expansié la pressié disminueix:

P> P, d'on T1< T,

| en aquest cas, en expansionar-se, el gas s'escalfa.

Acabem de veure en aquest apartat que ara el factor decisiu és el coeficient b o volum
inaccessible. Aquest parametre tant depen del volum de la molécula com de les forces
intermoleculars de repulsid. Quan predominen les forces de repulsid, en expansionar-
se el gas podem recérrer, doncs, a I'esquema

E,l E.T TT <0
Aixd és el que sol succeir quan la pressio del gas és alta. Es ldgic pensar que aixod

sigui aixi: en condicions de pressio alta, el volum molar pot ser petit i el terme de
covolum pren molta més rellevancia.
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Un altra estudi en relacié de 'efecte Joule-Thomson:

L'equacio del coeficient de Joule-Thomson és

(8TJ —1[8Hj —1 (avj
wy = | = 2 T 2] v
oP), C.\oP). C, ot ),

Si s'iguala aquesta a zero, s'obtenen els punts d'inversid. Podem resoldre aixo
treballant de forma aproximada amb I'equacié de van der Waals:

A partir de
(P+\f’2j(v —b)=RT

tenim

RT a b ab

- + :
P PV PV

Substituint V per RT/P, de forma aproximada obtenim

RT a abP . R _V-b a abP
V=" -—+b+t o5 0 =t
P RT  RT P T "RT? RT

Llavors,

(OVJ R a 2abP i (OVJ V-b 2a 3abP
P

I =+ — [ _— = + ,
oT ), T RT? R 6T ), T ~RTZ RS

2] vo 22y S
oT ), RT R°T

_1[23 _b_3abP}
M = |RT 7RI

D'aqui s'obté que I'equacio aproximada de la corba d'inversio és

T2 far ., Sel
Rb R

0.

Generalment, aquesta parabola no s'ajusta molt bé als resultats experimentals, encara
que en reprodueix bé la tendéncia del comportament. Aixo és degut a dues raons: en
primer lloc, s’han fet aproximacions per obtenir aquesta equacié de segon grau i,
segonament, encara que obtinguéssim una equaciéo més complicada, hem de recordar
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que considerem el cas d'un gas de van der Waals. | no hi ha cap gas real que s’ajusti
perfectament al comportament d’aquest gas, que també és hipotetic.
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7.4.3. Altres equacions d’estat

Hi ha moltes equacions d’estat aproximades aplicables als gasos reals, a continuacio
segueix una taula amb algunes de les més conegudes:

Nom de I'equacié Equacié Constants critiques
PC vc Tc
RT
Gas perfecte P = v
p_ RT B iz
Vn b Ve a 8a
Van der Waal 3b
an der Waals or , 7 57 27 iR
"T3V. 1 V2
p_ RT a :
V,-b TV?
_ 8T, 3
T3V, -1 TV? 1 1
Berthelot 1(23/? )2 3p 2[ 2a )2
0 bé 12 3p° 3(3bR

—a/RTV
p_ RTe
V, - b 5 a
Dieterici Aa’2h2 2b
! ! e?T e 2/TV 4e’b* 4bR
P ==
2V, —1
p_ (1-y)RT (V, +B)-«
= &
Beattie-Bridgman a "’ b c
amb - 1+ 2 =by|1-— = 2
o ao[ +Vm] B o[ V. Y N E
a
Clausius P opr |V -P)=RT
{ vV +cyT ]( )

Redlich-Kwong p+—2 _|(v-b)=RT
VIV +b)T?
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del Virial o de p_RT(,,B0) c@),
Kammerlingh Onnes v, 1% V2

m

L'equacio del virial que aqui es mostra és la que es dona en funcié del volum. També
hi ha expressions (Beattie i Bridgeman) que l'expressen en relacié a la pressio, tal i
com s’ha vist més amunt.



